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I : le moment d'inertie de la pièce usinée   

 L : Longueur libre  de la pièce  

 Ρ : La masse volumique  de la pièce usinée   

A : Section de la pièce usinée   
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E : Le module de Young du matériau de la pièce usinée    

: Partie réelle  de l’inverse de la fonction de transfert  de l’outil flexible 

: Partie réelle  de l’inverse de la fonction de transfert de la  pièce flexible 

: Partie  imaginaire de l’inverse de la fonction de transfert de l’outil flexible 

 : Partie imaginaire de l’inverse de la fonction de transfert de la  pièce flexible 
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La  mise en place de machines-outils performantes, les progrès dans la conception et 

dans la réalisation des outils coupants, ainsi que l’utilisation de la CFAO dans les entreprises 

ont permis à l’usinage par outils coupants de rester un moyen de mise en œuvre très 

compétitif. Le développement récent de l’usinage à grande vitesse continue à améliorer la 

productivité de ce procédé. L’utilisation de cette technologie permet notamment d’usiner des 

pièces très minces avec une rentabilité élevée. 

 

Cependant, l’usinage des pièces de plus en plus minces  couplées à l’utilisation de vitesses de 

rotation élevées favorisent le développement de phénomènes vibratoires complexes. Ces 

phénomènes sont désignés sous le nom de vibrations auto-entretenues ou encore le 

broutement. Pour certaines combinaisons de vitesses de rotation et de profondeurs de passe, 

de grandes vibrations se mettent alors en place. Elles provoquent une importante dégradation 

de la surface usinée et accélèrent la détérioration de l’outil coupant et de la broche de la 

machine-outil. Ces phénomènes sont très problématiques, notamment sur les pièces à forte 

valeur ajoutée ou à forte criticité. Ces vibrations entraînent alors des rebuts, des non-

conformités et une baisse de la productivité pour l’industrie.  

 

L’analyse détaillée de ces phénomènes a suscité de nombreux travaux scientifiques depuis 

1950. Les études sur ce domaine ont permis d’identifier les causes fondamentales liées à 

l’apparition du broutement. Les travaux théoriques proposent des modèles assez aboutis en 

étudiant notamment : le passage à l’instabilité, synonyme du broutement, les efforts de coupe, 

l’amplitude des vibrations,…etc. Ces approches dégagent l’existence de profondeur de passe 

axiale et de vitesse de rotation de la broche, permettant de réduire l’impact du broutement. De 

plus, de nombreuses solutions pour la réduction des vibrations ont été publiées. 

 

Cependant, ces nombreux travaux ne sont que très peu appliqués pour les pièces complexes, 

notamment les pièces à parois minces ; car les modélisations rencontrent encore des 

difficultés pour intégrer quelques phénomènes importants. Les modèles dynamiques des  

systèmes usinant diffèrent d’une machine à une autre, selon les caractéristiques dynamiques 

des matériaux constituant la machine-outil et la pièce usinée. De nombreuses recherches sont 

focalisées sur le cas où la pièce est considérée suffisamment flexible et l’outil suffisamment 

rigide, qui n’est pas toujours le cas. Pour cela les travaux de recherche qu’on a envisagée 
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reposent sur l’étude de  l’effet du couplage entre les déformations de l’outil de coupe et de la 

pièce, sur l’instabilité du processus de coupe qui est un sujet d’actualité. 

L’analyse de la stabilité de l’usinage se fait  en tournage, ou bien en fraisage. 

Dans notre étude on va s’intéresser à l’opération du tournage, et pour explorer ce procédé on a 

deux voies : 

1- Expérimentale : avec tous ses inconvénients (matériel très couteux, mesure des paramètres 

dynamiques pour chaque machine conçue, ainsi que la mesure des efforts de coupe et du 

temps nécessaire). 

2- Par simulation : son principe repose sur la prédiction des résultats, sans passer par les 

moyens lourds et coûteux de l’expérimentation   d’où l’intérêt de cette méthode par rapport à 

la première. 

Donc, le but final de ce mémoire de magistère est  de est de fournir un moyen pratique de 

simulation pour l’obtention des lobes de stabilité pour différentes configurations d’usinage 

(cas du tournage) en prenant en compte l’effet du couplage des modes vibratoires, qui n’a 

était bordé que récemment. 

Dans le but de répondre à cet objectif, cette étude est structurée en  quatre chapitres : 

Le premier chapitre est dédié à l’étude bibliographique sur les différents modèles dynamique 

existant en tournage, on a cité aussi les différentes méthodes utilisés pour l’étude de ce  

phénomène du broutement. 

 

Dans le deuxième chapitre, on a fait l’étude de la stabilité  d’un système d’usinage où seule 

l’élasticité de l’outil ou de la pièce est prise en compte, en utilisant pour la simulation le 

logiciel DELPHI. 

Ce travail a été abordé pour valider les résultats de simulation obtenus par les ingénieurs  

LACHKHAB.H et FERHAT.M [38]; pour deux configurations d’usinage outil rigide / pièce 

flexible et vice versa. 

 

Le but de ce deuxième chapitre est de comparer par suite leurs résultats de simulation avec 

notre cas d’étude du couplage des modes vibratoires. 

Dans le  troisième chapitre, on a développé un modèle dynamique en terme d’équations qui 

gouvernent le mouvement pièce-outil couplé et par la suite, on a détaillé comment obtenir les 
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critères de stabilité (profondeur de coupe limite et vitesse de rotation limite ou tolérée), en 

étudiant  la  fonction de transfert  et en utilisant la méthode analytique. 

Finalement pour valider le modèle mathématique qu’on a développé, on a présenté dans le 

 chapitre les résultats de simulation sous forme de lobes de stabilités en utilisant le 

logiciel Delphi. 

La vérification du modèle développé a été réalisée en prenant plusieurs configurations 

d’usinage. On a aussi vérifié notre modèle pour le cas où seule l’élasticité de la pièce usinée 

est prise en considération, en donnant une valeur très élevée  à la raideur de l’outil. 

Par la suite, une conclusion générale est donnée en se basant sur l’apport de cette nouvelle 

modélisation comparée à la représentation simplifiée, qui est reconnue depuis longtemps dans 

le domaine de la dynamique de coupe. 

Des perspectives à notre travail de recherche sont aussi données à la fin de ce rapport de 

magistère. 

 



CHAPITRE I : ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE
DES DIFFERENTES MODELISATIONS

DYNAMIQUES EXISTANT EN TOUTNAGE
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I- Introduction : 

n 1907 Taylor [1] a remarqué le phénomène du broutement, qui affecte de façon radicale  la 

qualité des surfaces réalisées sur les machines outils, par enlèvement de la matière (usinage). 

Depuis les tentatives d’expliquer ce phénomène n’ont pas cessé pour le maîtriser et surtout avec 

l’utilisation des machines-outils pour l’usinage à grande vitesse (UGV). 

La question principale est qu’elle est la source de ce phénomène et comment le maitrisé ?  

Ce chapitre est abordé dans le but d’essayer de trouver une réponse à cette question. 

II-  Types de vibrations en usinage 

Les vibrations en usinage ont une influence majeure sur la qualité des pièces usinées, surtout lorsque 

il s’agît de pièces qui nécessitent une certaine précision, comme dans le cas pour la réalisation des 

blocs moteurs, l’usinage des moules et des matrices, pales d’hélices des turbines… etc.  

Sans oublier l’influence des vibrations sur la durée de vie des outils de coupe et sur les composants 

de la machine outil et aussi sur la consommation de l’énergie. 

 

Pour cela de nombreuses recherches sont focalisées sur ce sujet, dans le but de comprendre le 

phénomène vibratoire et voir même pour le supprimer. 

On peut  distinguer trois catégories de vibrations en usinage: 

II.1- Vibrations libres ou transitoires : 

Ce sont des vibrations résultant des impulsions transférées à la structure de la machine-outil par le 

biais de sa fondation, ou de l'engagement initial des outils dans la matière ou bien d’un défaut dans la 

structure des matériaux usinés (Fig. I.1).  

 

La structure de la machine-outil est déviée et elle va osciller dans ces modes vibratoires jusqu'à sa 

stabilisation via l'amortissement de la machine-outil. 

Par exemple prenant le cas d’une opération de tournage d’un matériau qui présente un défaut 

structural (présence d’une cavité dans la pièce usinée), (Fig. I.1). 

 

On peut assimiler dans un premier temps que l'outil peut être simplifié et modélisé par un système 

masse-ressort-amortisseur à un seul degré de liberté (1ddl). 

 

E 
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Fig. (I.1) : vibrations libres de l’outil, [2]. 

 

 

D’après la Fig. (I.1),   

                                                            

En divisant l’équation (I.1) par la masse M, le système devient : 

 

Avec les conditions initiales suivantes : 

  

La solution générale du système est donnée par :     

 

 

Où : 

 

 

En substituant la valeur de x(t) dans l’équation (I.2) on obtient : 

 

 

 

(I.1) 

(I-2) 

Outi

l 

(I-3) 

(I-4) 
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En résolvant cette équation, on obtient la racine suivante : 

 

La forme standard de l’équation du mouvement, en introduisant la notion du taux d’amortissement 

( ) et la fréquence naturelle , avec :  

 

L’équation (I.2) devient : 

+   = 0 

Avec cette nouvelle écriture  la solution devient :   

 

La solution générale de l’équation sera donnée par :    

) 

Où :  qui sont des constantes. 

II.2- Vibrations Forcées : 

Elles résultent des forces appliquées au système ; et selon la source de ces forces on peut les classer 

en deux grandes familles : 

 Sources externes : 

Comme dans le cas des vibrations sismiques transmises à la machine par le bais de sa fondation. Les 

sources de ses vibrations peuvent être dues à des machines situées à proximité de celle-ci. On peut 

remédier à sa par une bonne isolation des fondations de la machine. 

 Sources internes : 

Qui sont dus à des forces d’inertie crées par des masses en rotation, (Fig. I.2). 

 

(8) 

(I-5) 

(I-6) 

(I-7) 

(I-8) 
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Fig. (I.2) vibrations Forcées, [2]. 

Pour le cas des vibrations forcées l’équation du mouvement est donnée sous la forme : 

 sin (  

Où : 

 est le déphasage  

La solution particulière de cette équation est donnée par la relation : 

 

 

Sous forme condensée, elle s’écrit :  

 

L’amplitude A est donnée par la formule : 

 

Le déphasage   entre la force d’excitation et la réponse est donné par : 

 

II.3- Vibrations auto-entretenues : 

Contrairement aux vibrations forcées, les vibrations auto-entretenues sont propres aux opérations 

d’usinage par enlèvement de la matière. Ces vibrations entre l’outil et la pièce sont la cause du 

broutement chatter en anglais . Ce phénomène est très néfaste pour l’usinage, car il dégrade 

fortement l’état de surface en générant des stries sur la pièce. Les conséquences des vibrations auto-

entretenues, sur une surface usinée, sont illustrées sur la Fig. I.3. Ce phénomène augmente également 

la dégradation de l’outil coupant et de la broche de la machine, tout en générant parfois beaucoup de 

bruit. 

Outi

l 
Outi

l 

(I-9) 

(I-10) 

(I-11) 

(I-12) 

(I-13) 
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Fig. (I.3) — Détails d’une surface usinée avec et sans broutement, [10] 

 

Les vibrations auto-entretenues ne se limitent pas au seul cas du fraisage. On les retrouve également 

en tournage, en perçage, en alésage et en rectification. Les causes du broutement sont longtemps 

restées incompréhensibles. Aujourd’hui, encore en pratique, il est parfois difficile de déterminer 

exactement ses causes.  

 

III- Etude bibliographique des modèles dynamiques en usinage : 

Dès le début du  siècle, F. TAYLOR [1] décrit le broutement comme,  le problème le plus 

obscure et le plus délicat problème rencontré en usinage. Par la suite, de nombreux chercheurs ont 

développé différentes approches permettant d’expliquer le phénomène de broutement. 

 

Une des premières raisons a été avancée dès 1948 par R.N. ARNOLD, [3]. Il conclut que la présence 

d’un amortissement négatif, tendant à déstabiliser le système d’usinage, est la cause principale du 

broutement. Cependant, cette approche dynamique considérant les efforts dépendant de la vitesse de 

vibration ne permettait pas toujours d’expliquer le broutement. 

 

Par la suite, S.A. TOBIAS [4] présente une des principales causes du broutement : la régénération de 

la surface. Cette théorie, se basant sur le constat que de nombreuses opérations d’usinage 

correspondent à des passes successives de l’outil sur une trace précédemment réalisée a été largement 

reprise depuis par J. TLUSTY, [5]. 

 

Une autre approche présentée par N.H. COOK, [6] basée sur la formation du copeau, voit le 

broutement comme un phénomène de friction intrinsèque à la coupe. Il peut alors être produit par le 

(b) Sans vibrations auto-entretenues (a) Avec  vibrations auto-entretenues 
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frottement non-linéaire, entre la face de coupe de l’outil et la pièce. D’autres auteurs tels que R.L. 

KEEG, [7] ont également montré l’effet du frottement entre la face de dépouille de l’outil et la pièce. 

Cette approche de talonnage process damping  permet également d’expliquer la stabilité de la 

coupe pour de faibles vitesses de coupe.  

 

Enfin, les effets thermomécaniques liés à la coupe, tels que les déformations plastiques peuvent être 

une cause mineure du broutement d’après les travaux de W.F HASTING, [8]. 

J.TLUSTY, [9] explique également les vibrations auto-entretenues par le phénomène de couplage entre 

deux modes propres orthogonaux. Ce couplage engendre un mouvement elliptique de l’outil sous les 

efforts de coupe, provoquant ainsi une variation de l’épaisseur de copeau et donc une variation des 

efforts de coupe, (Fig. I.4). 

 

Cette variation d’effort entretient alors le mouvement vibratoire de l’outil, malgré l’amortissement. 

Ce phénomène non régénératif intervient après la régénération de la surface et il n’est pas la cause 

première de l’instabilité. De plus, il faut noter qu’il n’intervient plus pour un système à un seul degré 

de liberté (1ddl). 

 

Pour conclure, les causes du broutement peuvent être expliquées par quatre mécanismes différents, 

classés par ordre d’importance : 

 

 la régénération de la surface, 

 la friction entre l’outil et la pièce, 

 le couplage des modes (Fig. I.4), 

 les effets thermomécaniques liés à la formation du copeau. 
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Fig. (I.4) — Phénomène de couplage des modes, [10]. 

 

IV-  Modélisation des vibrations régénératives : 

Un consensus au sein de la communauté scientifique place la régénération de la surface comme la 

principale cause des vibrations auto-entretenues, entraînant ainsi  le broutement. 

Sous l’effet de différents paramètres (entrée dans la matière, hétérogénéité de la matière,… etc.), les 

conditions d’engagement de l’outil varient en induisant une variation des efforts de coupe. Ces efforts 

provoquent alors un mouvement vibratoire de l’outil, impliquant une première ondulation de la 

surface usinée. Lorsque la dent suivante repasse sur cette surface ondulée, l’épaisseur nominale de 

copeau est variable. Cette nouvelle variation de l’effort de coupe va de nouveau entraîner un 

mouvement vibratoire de l’outil, impliquant une nouvelle surface ondulée, (Fig. I.5). Ce phénomène 

est la source de la régénération des vibrations (vibrations auto-entretenus). 

 

En pratique, il y a deux évolutions possibles pour l’amplitude des vibrations. Si le déphasage entre 

l’ondulation de la surface précédente et le mouvement actuel de l’outil est faible, la section de copeau 

varie peu au cours de l’usinage. Dans ce cas, le système subit d’avantage des vibrations forcées, 

ayant en pratique peu de conséquences sur la surface usinée. C’est notamment ce régime de coupe 

qui est souvent choisi pour limiter les conséquences des vibrations auto-entretenues. En fraisage, les 

vibrations forcées et auto-entretenues sont difficiles à séparer. En pratique, il est arbitraire de les 

dissocier si clairement. 

 

Au contraire, si le déphasage est assez grand et si l’amortissement ou la rigidité de la structure sont 

insuffisants, la variation de la section de copeau apporte suffisamment d’énergie pour amplifier le 

mouvement au cours de l’usinage. En pratique, ces vibrations instables sont stabilisées par des non-
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linéarités, par exemple lorsque l’outil sort de la matière et limite ainsi l’apport d’énergie. De plus, 

cette sortie de la matière implique généralement une forte dégradation de la surface usinée. 

 

Fig. (I.5) — Phénomène de régénération de la surface, [10]. 

 

Le mouvement vibratoire actuel est directement influencé par l’historique de l’usinage. Un des 

paramètres à la source du phénomène est donc le temps entre deux passages de dents et ce temps de 

retard a un effet direct sur le déphasage entre les ondulations. Il est notamment un des éléments clefs 

pour la modélisation des vibrations auto-entretenues qui sont majoritairement liées à la régénération 

de la surface. 

 

Deux concepts fondamentaux interviennent dans les vibrations régénératives : 

 

 Les efforts de coupe : source d’excitation pour le système  

 Le déphasage entre les différentes surfaces usinées : facteur affectant la variation de  

 l’épaisseur de copeau. 

 

La modélisation des vibrations régénératives est rendue très délicate par la modélisation même des 

efforts de coupe. Une des principales difficultés réside dans la définition d’une loi de coupe, car la 

construction d’un modèle d’effort repose sur la compréhension du mécanisme de formation du 

copeau. Par exemple, certains concepts simples, comme le plan de cisaillement, sont difficiles à 

intégrer dans un modèle  statique  tridimensionnel. 

 

En dynamique, ce plan est modifié en permanence par les vibrations régénératives. 

De plus, l’étude du déphasage entre les surfaces usinées  et l’analyse de la stabilité d’un système avec 

un temps de retard, sont extrêmement complexe.  



Chapitre I      Etude bibliographique de différentes modélisations dynamiques existantes en tournage 

 
 

14 
 

L’effet régénératif oblige à prendre en compte ce qui s’est passé « avant ». 

Ces différentes complexités entraînent de nombreux travaux scientifiques, permettant de dissocier 

deux grandes voies d’approches : 

 Les études dégageant un critère de stabilité du système usinant. 

 Les approches simulant le comportement dynamique temporellement, avec une modélisation 

fine des efforts de coupe. 

 

IV.1-  Etudes dégageant un critère de stabilité 

IV.1.1-  Modélisations analytiques: 

Historiquement, les premières modélisations des vibrations régénératives concernant le procédé de 

tournage sont présentées par S.A. TOBIAS, [4]. L’auteur se place en coupe orthogonale, avec un 

effort proportionnel à la section de copeau. La dynamique de l’usinage est modélisée par un simple 

système à un seul degré de liberté (1ddl), de type masse- ressort- amortisseur. 

 

L’épaisseur de copeau est constituée d’une partie constante (l’avance par tour) et d’une partie 

variable composée de la différence entre la vibration à la passe précédente et la vibration à la passe 

actuelle, c’est-à-dire l’effet régénératif. 

 

Cette approche se prête à une représentation du système sous la forme d’un schéma-bloc reprenant 

les différents paramètres dans le domaine de Laplace (Fig. I.6). 

 

Figure (I.6) — Schéma-bloc pour l’analyse fréquentielle, [10]. 

  

L’épaisseur de copeau h(s) sert de base au calcul de l’effort de coupe par une loi dans ce cas linéaire, 

avec :  la profondeur de passe axiale et le coefficient spécifique de coupe. Cet effort de coupe 
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F(s) excite la structure pour produire un déplacement x(s) dépendant de la fonction de transfert 

dynamique G(s). La boucle primaire provoque une variation de la section de copeau incluant 

notamment le recul statique et les vibrations forcées.  

La boucle régénérative contient le temps de retard T (durée entre deux passes d’usinage), tout en 

modifiant l’épaisseur instantanée de copeau, ce qui rend le système plus complexe à analyser. 

 

Cette représentation de type " automaticienne " a été introduite par H.E. MERRIT, [11]. L’analyse de 

ce système s’effectue en appliquant la transformée de Laplace, afin de simplifier l’analyse de 

l’équation différentielle. La stabilité est déterminée en regardant le signe des racines de l’équation 

caractéristique du système bouclé de la Fig. (I.6). Le système est stable si les racines sont à partie 

réelle négative, sinon il est instable. La limite de stabilité est alors facilement identifiable, notamment 

avec le critère de Nyquist, [12]. En effet, le tournage induit une équation différentielle avec des 

termes à retard et des coefficients constants ; donc l’étude de la stabilité est possible analytiquement. 

Les approches utilisant ces hypothèses sont alors qualifiées de méthodes analytiques. 

 

La représentation classique de la stabilité est effectuée dans le plan de la profondeur de passe axiale 

en fonction de la vitesse de rotation. Ce tracé, bien connu sous le nom de lobes de stabilité, fig. (I.7), 

permet de choisir les conditions de coupe stable, sans apparition de vibrations régénératives. A 

l’opposé, les conditions de coupe correspondant à une zone instable vont générer un usinage avec 

vibrations régénératives, entraînant ainsi le broutement. Enfin, les modélisations présentées 

permettent uniquement le tracé de la limite de stabilité, et elles ne permettent pas de quantifier ce qui 

se passe dans les zones instables. 
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Fig. (I.7) — Tracé caractéristique des lobes de stabilité, [10]. 

 

On peut constater que l’ensemble des lobes a toujours la même limite basse. Les zones les plus 

stables se situent aux rapports de fréquences proches de l’inverse d’un entier (1, ½, ...etc.), c’est-à-

dire lorsque la fréquence de passage des dents est un sous-multiple de la fréquence propre de la pièce. 

Pour ces rapports remarquables, la section de copeau est peu sensible aux vibrations régénératives, 

car le déphasage entre les deux ondulations est pratiquement nul.  

 

En effet, la fréquence d’excitation est très proche de la fréquence propre de la pièce. On considère 

souvent que l’on retrouve alors uniquement des vibrations forcées. Cette approche permet 

naturellement de distinguer plusieurs lobes, qui sont  caractérisés par leur ordre. Certains auteurs 

considèrent que l’on est en usinage à grande vitesse (UGV) lorsque la fréquence de passage de dent 

est proche de la fréquence propre de la pièce ou en d’autres termes, lorsque l’on s’approche du lobe 

d’ordre zéro. 

 

Cette méthode semi-analytique est actuellement très utilisée, car elle permet facilement de tracer des 

lobes de stabilité. C’est également un bon indicateur de la stabilité du système, car elle permet de 

prédire très précisément la limite basse de stabilité. 

 L’augmentation de l’amortissement ou de la raideur dynamique permet ainsi d’améliorer cette limite 

basse, surtout dans un contexte industriel. Le choix d’une vitesse de rotation appropriée permet 

notamment d’éviter le broutement, de façon simple. 
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IV.1.2-  Analyse des équations différentielles : 

L’analyse de la stabilité des équations différentielles à terme retardé est un domaine de recherche très 

actif, mais un peu décalé de la fabrication mécanique. Après un bref rappel sur la théorie de Floquet, 

nous présentons les méthodes utilisant cette approche. Enfin, nous montrons l’intérêt qu’elles 

peuvent susciter pour l’étude des vibrations régénératives. 

 

IV.1.2.1-  Théorie de Floquet : 

A titre d’exemple, examinons le cas du fraisage et par la suite le modèle peut être étendu pour le cas 

du tournage. 

Si l’on considère une équation différentielle, à terme retardé et à coefficients périodiques 

(coefficients directionnels de coupe), modélisant le fraisage. L’équation peut s’écrire sous la forme 

suivante : 

x (t)=A(t) x (t) + B(t) x (t – τ)                                                                            

Avec : 

A(t)=A(t + τ) et B(t) = B(t + τ)                   

 

Les éléments A(t) et B(t) sont périodiques de période τ et contiennent les coefficients directionnels de 

coupe. L’équation (I-18) contient également le terme retard τ lié à l’effet régénératif. L’application de 

la théorie de Floquet à l’équation (I-18) permet d’obtenir une relation entre le déplacement à l’instant 

(t) et le déplacement à l’instant suivant (t + Δt).  

Sous la forme : 

ΦX(t) = X(t +Δt). 

Dans le cas d’une équation à terme retardé (1ddl), Φ est un opérateur de dimension infinie, appelé 

opérateur de transition de Floquet. Les valeurs propres (μ) associées à l’opérateur de transition Φ, 

sont appelées multiplicateurs caractéristiques de Floquet. La stabilité du système est alors évaluée par 

l’analyse de la norme de ces multiplicateurs. 

Si la norme de μ est inférieure à 1, le système est stable. Dans le cas contraire, le système est instable. 

La façon dont est franchie la limite de stabilité permet de mettre en avant trois types d’instabilités  

 

 Si μ est complexe, une paire de pôles conjugués traverse la limite, l’instabilité est de type 

Hopf (Fig. (I.8(a)), 

I-14 

I-15 

I-16 
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 Si μ est réel et traverse le cercle unité en passant par +1, l’instabilité est de type  "selle 

De cheval ", " period one "ou "saddle-node" (Fig. (I.8(b)), 

 Si μ est réel et traverse le cercle unité en passant par –1, l’instabilité est de type "doublement 

de période ", "period two" ou "flip (Fig. (I.8(c)),". 

 

Contrairement aux approches analytiques, utilisant le critère de Nyquist pour l’étude de la stabilité, 

les approches utilisant la théorie de Floquet sont plus performantes ; car elles permettent de détecter 

différents types d’instabilités mathématiques (Fig. (I.8)). 

Bien que démontrée depuis la fin du XIXe siècle par G.FLOQUET, on constate que cette approche 

est peu utilisée pour l’analyse des équations différentielles. 

 

 

Fig. (I.8) — Différents types d’instabilités identifiées, [10] 

 

IV.1.2.2-   Applications en usinage : 

La principale difficulté pour l’application de la théorie de Floquet sur les équations modélisant le 

fraisage réside dans l’approximation de l’opérateur Φ. L’application de la méthode d’approximation 

numérique pour l’usinage est très récente et les premiers travaux étaient publiés en 2002, [13]. 

Actuellement, deux méthodes sont largement utilisées : 

 

 L’analyse temporelle par éléments finis (TFEA), 

 la semi-discrétisation (SD). 

 

La (TFEA) permet d’approximer l’opérateur Φ, en divisant le temps en un nombre fini 

d’échantillons. 

L’approximation réalisée pendant la coupe est ensuite raccordée avec la solution exacte du régime 

vibratoire libre. Enfin, la norme des multiplicateurs μ de la matrice obtenue permet d’étudier la 

stabilité du système, [14]. 
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D’un point de vue mathématique, l’opérateur Φ (de dimension infinie) peut être approximé finement 

par un produit de matrices (de dimension finie) obtenues à partir d’équations différentielles ordinaires 

(ODE). Le temps de retard est discrétisé en une série de valeurs constantes pendant la durée de la 

période principale du système. Ainsi pour chaque valeur discrétisée, il est facile de calculer la matrice 

associée à l’équation différentielle ordinaire ainsi obtenue. Enfin, l’opérateur Φ est approximé en 

multipliant les différentes matrices obtenues. Il est alors possible d’appliquer la théorie de Floquet. 

 

Ces deux approches ne font plus de décomposition en série de Fourier des efforts de coupe. Le calcul 

fait alors intervenir naturellement plusieurs fréquences de vibrations, comme l’approche 

multifréquences.  

 

Enfin, ces approches nécessitent néanmoins que les efforts de coupe soient périodiques. Cette partie 

principale d’étude peut être liée au passage de dents, aux tours précédents d’outil, ...etc. 

L’analyse des équations différentielles retardées fait intervenir aussi d’autres approches beaucoup 

plus générale, basées sur la dynamique non-linéaire " CMT ". 

 

L’analyse utilise le théorème de la variété centrale " NET" (Centre Manifold Theorem) et une 

transformation en forme normale (Normal Form Transformation). L’analyse des bifurcations ainsi 

obtenues permet alors d’étudier la stabilité du système, [15]. Bien que plus générales, ces approches 

théoriques ne sont que très peu utilisées en usinage. Ces approches permettent très facilement de 

détecter une nouvelle source d’instabilité intervenant lorsque la coupe est discontinue.  

 

Pour une opération de fraisage interrompu, le tracé caractéristique des lobes de stabilité est présenté 

sur la Fig. (I.9). Deux types d’instabilité sont alors identifiés : l’instabilité classique de Hopf et 

l’instabilité de Flip. Cette dernière intervient surtout sur les premiers ordres de lobes en les 

partageants en deux. L’instabilité théorique en selle de cheval n’intervient pas dans le cas du fraisage 

à vitesse constante, [16]. Une nouvelle zone optimale intervient à grande vitesse, pour une fréquence 

de passage de dents double de la fréquence propre de la pièce. Par contre, cette fenêtre optimale est 

négligeable pour les lobes d’ordre élevé.  

 

Expérimentalement, l’usinage dans une zone de Flip se caractérise par un régime vibratoire très 

spécifique où une dent sur deux usine la matière, [17]. Ce doublement de la période de dents (period 
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doubling) permet d’avoir la fréquence de passage de dents effective, proche de la fréquence propre de 

la pièce. Cette instabilité est caractéristique du Flip lobe. 

 

Fig. (9) — Lobes de stabilité en coupe discontinue, [10] 

 

Comme toutes les approches étudiantes la stabilité dans le but de tracer les lobes de stabilité, ces 

approches négligent la contribution statique liée à l’avance de la dent. Cette hypothèse permet 

uniquement de déterminer la limite de stabilité. Ces approches qualifiées alors d’études linéaires ne 

sont pas capables de prendre en compte la non-linéarité liée à la sortie de la matière lorsque l’usinage 

est instable. Pour une étude linéaire, un usinage instable conduirait à une amplitude infinie. Afin de 

pallier ce manque, des auteurs ont modifié la (TFEA) afin de prendre en compte la sortie de la 

matière sous de fortes vibrations, [18]. 

 

Cette approche itérative permet même d’obtenir le déplacement lors de conditions instables, mais elle 

est difficilement applicable, car elle induit des temps de calcul très importants. 

Contrairement à l’approche temporelle, cette méthode n’est pas optimisée pour la simulation 

numérique. Enfin, la limite de stabilité détectée par cette approche est la même que celle calculée par 

les études linéaires. 

 

Certains auteurs ont également intégré des lois de coupe non-linéaires de types loi en puissance, [19]. 

Cette approche permet d’améliorer le tracé des lobes lorsque la coupe est interrompue. 

Les coefficients utilisés étant arbitraires, les auteurs mettent en avant le besoin de méthodes 

expérimentales robustes permettant d’obtenir de telles lois. 
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Ces approches sont également capables de prédire l’erreur de position de la surface usinée (Surface 

Location Error).L’usinage stable est un usinage sans broutement pouvant faire intervenir de fortes 

vibrations forcées. La prise en compte des vibrations forcées dans la résolution permet alors de 

donner les conditions de coupe assurant la stabilité de l’usinage et une erreur de position minimale.  

Pour réduire l’erreur de position, les auteurs, [20] concluent qu’il faut éviter d’avoir un rapport entier 

entre la fréquence de rotation et la fréquence propre du système. 

 

Il faut se décaler par rapport à l’asymptote dans les fenêtres optimales des lobes de stabilité.Il est 

possible de prendre en compte des géométries d’outils possédant un faux rond, [21]. La période 

principale d’étude passe alors du passage de dents au tour précédent de l’outil.  

Ces modélisations sont notamment capables de prédire dans le cas général les différentes fréquences 

de broutement. Dans ce cas précis, des sous-multiples de la fréquence de passage de dents s’ajoutent 

au spectre fréquentiel, mais la limite de stabilité n’est pas modifiée. 

 

D’autres auteurs, [22] ont cherché à modéliser des outils ayant un angle d’hélice. Le principal intérêt 

de l’angle d’hélice est de permettre d’avoir plusieurs dents en prise durant l’usinage. Ainsi, même 

pour de faibles engagements, la continuité de la coupe est sensiblement préservée. La prise en compte 

de cette donnée géométrique supplémentaire modifie notablement l’allure des lobes de stabilité (fig. 

(I.10)). L’instabilité de Hopf n’est pas modifiée par l’angle d’hélice, par contre l’instabilité de Flip 

est fortement réduite. 

 

Le flip lobe se limite alors à des ellipses séparées par le pas axial de l’outil. En fait, pour les 

profondeurs de passe multiple du pas axial de l’outil, la coupe est continue et l’instabilité de flip n’est 

pas présente. Elle se manifeste juste pour les profondeurs de passe où la coupe est plus discontinue. 

Cette représentation des lobes a fait l’objet de nombreuses validations expérimentales, [22]. 

 

Dans le cas où le pas axial de l’outil est petit (angle d’hélice important et avec un petit diamètre), les 

Flips lobes deviennent alors négligeables et l’on retrouve uniquement les lobes classiques obtenus par 

les méthodes semi-analytiques. 
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Fig. (10) — Influence de l’angle d’hélice sur l’instabilité de flip, [10] 

 

Ces différentes approches permettent de tracer précisément les lobes de stabilité pour toutes les 

opérations de fraisage (rainurage et finition). En effet, elles ne font pas d’hypothèses sur la forme des 

efforts de coupe, ce qui leur donne une grande polyvalence (utilisation de loi de coupe non-linéaire, 

modélisation du faux rond, de l’angle d’hélice,……. etc.). De plus, les temps de calcul sont faibles, 

de l’ordre de la minute sur du matériel informatique classique. 

 

IV.2- Simulation temporelle : 

 

Cette partie présente une autre approche consacrée à l’étude de la dynamique en usinage : 

La simulation temporelle. Cette approche, basée sur la détermination des efforts de coupe et sur la 

résolution numérique pas à pas de l’équation de la dynamique, peut être divisée en deux classes : 

 les approches estimant a priori l’épaisseur de copeau, 

 les approches calculant précisément l’épaisseur de copeau. 

 

IV.2.1- Méthodes sans génération explicite de la surface usinée : 
 

La simulation temporelle s’est développée dans les années 1980, avec l’essor des moyens de calcul 

numérique. Cette approche fait intervenir trois composantes majeures : 

 le modèle dynamique du système, 

 le calcul simplifié de l’épaisseur de copeau, 

 le calcul des efforts de coupe par une loi appropriée (linéaire ou non). 
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Un système à un degré de liberté (ou un des modes propres) est alors mis sous forme d’équation 

différentielle suivante, [23] : 

 

 

M : la masse modale, c le coefficient d’amortissement, k la raideur modale et  les efforts de 

coupe dans la direction x. L’équation (I-21) est alors intégrée numériquement afin d’obtenir le 

déplacement x(t) et les efforts de coupe au cours de l’usinage. 

 

Le tracé des lobes de stabilité a énormément marqué la communauté scientifique et technique. 

Cette approche temporelle a souvent été utilisée uniquement dans le but de retrouver une carte de 

stabilité, [24]. Avec cette approche, il est nécessaire de balayer toutes les conditions de coupe 

(profondeur de passe et vitesse de rotation) afin de récupérer l’amplitude du déplacement ou des 

efforts de coupe. La représentation de ces résultats sous la forme d’un diagramme "peak-to-peak" 

permet d’identifier un brusque décrochage, signe du passage dans l’instabilité. Par contre, cette 

méthode souffre d’un temps de calcul très important, car il faut alors simuler un grand nombre de 

conditions de coupe. 

 

De plus, la simulation temporelle permet d’obtenir le déplacement relatif entre l’outil et la pièce. Il 

est alors possible de reconstruire la surface usinée, en considérant à posteriori que l’outil a enlevé de 

la matière, [25]. Bien que séduisante, cette approche est très imprécise et les auteurs obtiennent 

souvent un facteur cinq entre les simulations et les relevés expérimentaux. Leur approche permet 

seulement d’avoir un ordre d’idée.  

 

En se basant sur les mêmes hypothèses que les méthodes consacrées à l’étude de la stabilité,  la 

simulation temporelle classique permet de retrouver les mêmes résultats (lobes de stabilité), mais elle 

induit alors des temps de calcul plus importants. Par contre, elle est très facilement adaptable pour 

modéliser plus finement les géométries d’outils spécifiques. De plus, elle permet l’utilisation de lois 

de coupe sophistiquées. 

 

IV. 2.2- Travaux dédiés à la génération de la surface usinée : 

 
Dans cette partie, nous allons présenter les méthodes utilisant la simulation temporelle dans le but 

ultime de prédire la surface usinée. Cette approche est spécifique dans le domaine de la simulation 

I-17 
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temporelle, car l’objectif premier est de calculer finement l’épaisseur de copeau, au lieu de considérer 

la coupe uniquement par les angles d’entrée et de sortie. Il est alors nécessaire de gérer les 

intersections entre l’outil et la pièce usinée. 

 

Le calcul instantané de la section de copeau est ensuite utilisé pour le calcul des efforts de coupe. La 

méthode de résolution est alors identique à celle présentée dans la partie précédente. 

La gestion des intersections des trajectoires de l’outil et de la pièce permet par la suite de générer la 

surface usinée. Dans ce cas, la surface usinée est utilisée pour calculer exactement la section de 

copeau permettant d’obtenir les efforts de coupe. Il s’agit de la seule différence par rapport à la partie 

précédente. L’opération d’usinage se résume alors à l’effacement de la matière par l’outil, (Fig. 

(I.11)). 

 

Le profil de la surface en 2D est composé par un ensemble de points reliés par des arcs de cercle. 

Cette représentation a été améliorée par la prise en compte d’une trajectoire interpolée par des 

fonctions quadratiques afin de limiter les erreurs de cordes. De nombreux auteurs ont repris cette 

représentation de la surface usinée, [26]. Des validations expérimentales sont effectuées sur des 

montages simples à un seul ddl, [27]. 

 

 

 

Fig. (I.11) — Outil effaceur de la matière, [28] 

 

Dans ce cas de figure, les simulations permettent de retrouver précisément la rugosité et l’état de 

surface de la pièce. La généralisation de cette approche en 3D implique de nombreux problèmes 

numériques. 

 

Les modèles CAO de type "B-Rep" ne permettent pas de gérer avec précision des intersections de 

polyèdres à l’échelle du micron. La surface fait alors intervenir de nombreuses facettes dégénérées, 
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[28]. L’utilisation de modèle de type Z-Buffer (Dexel) permet d’améliorer la robustesse, mais au prix 

de calculs plus complexes et plus longs, [29]. 

Les approches générant la surface usinée peuvent bien sûr intégrer toutes les non-linéarités présentées 

dans les parties précédentes. 

 

Ces approches sont dédiées à l’étude très fine d’un usinage particulier, car elles peuvent prédire l’état 

de surface. Par contre, elles nécessitent de longs calculs actuellement peu robustes. Bien que non 

abouties, ces approches semblent les plus prometteuses à long terme, car elles ne négligent pas des 

aspects importants (loi de coupe, surface usinée,…… etc.) 

 

IV.2.3- Travaux dédiés aux pièces avec parois minces : 

 
Dans cette partie, nous présentons les spécificités liées à la modélisation de l’usinage de pièces à 

parois minces. En effet, tous les travaux présentés précédemment considèrent un mouvement de 

solide rigide dans la zone de coupe. Les modélisations sont alors identiques, que la pièce ou l’outil 

vibre. Cette hypothèse, permettant de généraliser les modèles, perd de son sens pour les parois 

minces. 

 

Les parois minces peuvent être assimilées à des plaques ou des coques. Ce milieu continu est 

caractérisé par une infinité de fréquences propres, associées à des déformées spécifiques. Il existe 

classiquement un tracé des lobes pour chaque mode propre. En négligeant les interactions entre ces 

modes, il est alors possible de superposer les différents lobes, pour ne retenir que la limite inférieure. 

En pratique, seuls les premiers modes limitent la stabilité. 

 

Les premières études se sont basées sur la simulation temporelle. Pour ce faire, la pièce est modélisée 

par éléments finis, afin d’obtenir ses caractéristiques dynamiques. Le maillage constant sert 

uniquement à construire la base modale [30]. L’usinage est alors vu comme une suite de systèmes 

dynamiques discrets (masse-ressort-amortisseur) dont les caractéristiques dynamiques sont connues. 

Cette approche a largement été reprise par la suite, car elle permet de considérer l’usinage de parois 

minces comme la succession d’usinage élémentaire de pièces ayant un comportement constant.  

L’utilisation de cette discrétisation dans les méthodes de simulation conduit à la construction de lobes 

de stabilité différents pour chaque position sur la pièce, (Fig. (I.12)). L’application de la théorie des 
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lobes de stabilité aux parois minces permet alors de rajouter une troisième dimension au tracé initial, 

correspondant à la position de l’outil sur la pièce. 

Dans certains cas, la perte de la matière par usinage induit une modification des caractéristiques 

dynamiques. 

 

L’introduction de ce phénomène dans le calcul éléments finis permet d’en tenir compte lors du tracé 

des lobes 3D, [31]. Cependant, cette approche est pénalisée par un manque d’automatisation et des 

temps d’analyse importants. 

 

 

Figure (I.12) — Influence de la position de l’outil sur la représentation des lobes de stabilité, [10] 

 

 

L’approche développée par l’équipe dirigée par G.COFFIGNAL du LMSP-ENSAM (Paris-France), 

[32] permet de modéliser finement les parois minces. Dans cette approche, l’usinage n’est pas 

discrétisé, car la modélisation intègre directement une simulation temporelle avec génération fine de 

la surface 3D, couplée avec une modélisation éléments finis de la pièce. La perte de la matière est 

directement produite par l’usinage en affaiblissant le modèle éléments finis (baisse de la rigidité).  

 

Cette approche très lourde est le fruit de plus de quinze ans de travail. Bien qu’étant toujours en 

développement, elle est la plus aboutie à ce jour (travaux du Pr Philipe Lorong-directeur du LMSP. 

L’usinage pour des épaisseurs de copeau faible, cas de la finition de parois minces, fait intervenir un 

autre phénomène lié à la loi de coupe. En effet, il est difficile de considérer une proportionnalité 

directe entre la section de copeau et les efforts de coupe. 
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L’utilisation de lois de coupe non-linéaire permet de mieux modéliser les efforts de coupe pour une 

faible section de copeau (fig. (I.13)). Cependant, l’identification de telle lois implique des montages 

expérimentaux très délicats, nécessitant de compenser le comportement vibratoire de la platine de 

mesure, afin d’extraire les faibles efforts de coupe mis  en jeu, [33]. 

 

 

 

Fig. (I.13) — Loi de coupe non-linéaire, [33] 

 

Enfin, un des phénomènes importants pour l’usinage des parois minces est le talonnage. Les premiers 

travaux de Y. ALTINTAS [ ]considèrent que le talonnage induit une force dissipative (perte 

d’énergie par plastification de la surface usinée), modélisée par l’ajout d’amortissement lors de la 

phase de talonnage. La prise en compte du talonnage permet alors de diminuer l’amplitude du 

déplacement de la pièce, ce qui conduit à une réduction de la rugosité, mais ce constat est uniquement 

basé sur des simulations, [30].  

 

Des travaux plus récents ont montré que sans modéliser le phénomène de talonnage, les déplacements 

simulés sont plus importants que les déplacements mesurés expérimentalement. L’intégration du 

talonnage dans les modèles est compliquée, car il rajoute un phénomène fortement non-linéaire. Sous 

l’effet des efforts de coupe, la pièce peut entrer en vibrations, mais après un aller-retour, elle peut 

s’arrêter rapidement par le contact avec la face de dépouille. Ce phénomène de talonnage est 

prépondérant sur les parois minces, car elles ont une faible inertie. Les vibrations transitoires induites 

sont alors du même ordre de grandeur que le temps entre deux passages de dents. 

Pour conclure, peu de travaux s’intéressent précisément au cas particulier des parois minces. Bien 

qu’avancées, les simulations sont encore en développement, car elles rencontrent encore des 

difficultés notamment sur la modélisation du phénomène de talonnage, [29]. 

 



Chapitre I      Etude bibliographique de différentes modélisations dynamiques existantes en tournage 

 
 

28 
 

IV.3- Bilan des différentes approches : 

 
L’étude de la dynamique en usinage se divise en deux grandes approches : les études dédiées à 

l’analyse de la stabilité (analyse fréquentielle) et les approches simulant le comportement  dynamique 

par une intégration temporelle. 

D’un point de vue théorique, les approches fréquentielles conduisent au tracé des lobes de stabilité. 

Les dernières approches basées sur la théorie de Floquet permettent d’avoir une précision importante 

pour un temps de calcul faible. Le nombre de travaux utilisant ces approches prouve l’intérêt qu’elles 

ont su susciter au sein de la communauté scientifique. 

Ces approches sont bien sûr limitées, car elles se contentent de trouver la limite de stabilité, mais cela 

est déjà une information importante pour une prédiction des vibrations régénératives sur un processus 

d’usinage. 

 

Les méthodes temporelles permettent d’étudier très précisément un usinage, avec la possibilité de 

générer l’état de surface de la pièce usinée. Si elles semblent bien plus puissantes, en pratique, elles 

restent limitées par de nombreux problèmes liés à l’intégration numérique, à la modélisation de la 

surface,… etc. 

 

À l’issue de la présentation de ces différentes modélisations, il convient de définir la notion de 

stabilité. Les lobes donnent la limite entre le domaine stable et instable.  

Par définition, un usinage stable va voir l’amplitude de son mouvement décroître pour converger vers 

une valeur nominale. Cependant, il n’y a pas d’information sur la constante de temps induite, car la 

stabilité est asymptotique. Ainsi, dans certains cas, l’état de surface en début d’usinage peut être 

dégradé par des vibrations transitoires. Un usinage stable ne veut pas dire sans vibrations, mais sans 

vibrations régénératives. En effet, les zones optimales des lobes produisent de très fortes vibrations 

forcées affectant peu l’état de surface, mais engendrant d’autres problèmes. 

 

Au contraire, un usinage instable va voir son amplitude diverger, mais là encore sans information sur 

la constante de temps. En pratique, le mouvement est limité par la non-linéarité induite par la sortie 

de la coupe. Cet usinage produit des vibrations régénératives et du broutement, très néfaste 

notamment pour l’état de surface.  

 

V- Méthodes expérimentales de détection de l’instabilité : 
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Les méthodes expérimentales de détection et d’analyse de l’instabilité sont intimement liées aux 

méthodes de modélisation. L’étude et la compréhension des phénomènes vibratoires nécessitent 

l’utilisation conjointe de deux approches expérimentales :  

 la mesure d’une grandeur caractéristique par un capteur (effort, déplacement,… etc.). 

 l’analyse afin de détecter l’instabilité. 

 

V.1-  Moyens de mesure : 

Plusieurs types de grandeurs peuvent être mesurés en usinage. Nous présentons également les 

principaux capteurs associés. 

Fruit de nombreux travaux, les efforts de coupe sont parmi les paramètres les plus importants à 

mesurer. Pour un usinage, ils sont essentiellement mesurés par des dynamomètres utilisant l’effet 

piézoélectrique (Fig. (I.14)). Ce type de capteur est limité par sa bande passante (de l’ordre du kHz), 

ce qui le rend peu adapté à l’usinage à grande vitesse.  

 

De plus, les mesures sont souvent perturbées par la contribution dynamique de la platine en réponse 

aux vibrations régénératives. L’utilisation d’une donnée comme la puissance consommée par la 

coupe ou encore le courant nécessaire au pilotage de la broche à paliers magnétiques actifs, permet 

aussi une estimation des efforts de coupe. Mais là encore, les données sont extrêmement bruitées et 

les efforts en jeu sont faibles. Cette mesure indirecte des vibrations est peu intéressante dans notre 

contexte. 

 

La mesure directe des vibrations est majoritairement effectuée par des accéléromètres, (Fig. (I.14.b)). 

Ce moyen de mesure nécessite un contact physique, ce qui le rend délicat à utiliser en usinage, 

notamment pour les vibrations d’outil. De plus, la masse apportée peut modifier significativement les 

caractéristiques dynamiques de la pièce étudiée. 
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Figure (I.14) — Dynamomètre, accéléromètre et microphone, [10] 

 

Les moyens de mesure sans contact sont ainsi beaucoup utilisés en usinage. Le son diffusé par les 

vibrations constitue une information riche permettant de connaître précisément les fréquences 

excitées. La mesure acoustique s’effectue à distance à l’aide d’un microphone (Fig. (I.14.a)). Bien 

que simple, ce moyen de mesure est souvent inutilisable en atelier de production, car le niveau sonore 

est beaucoup trop important pour séparer les contributions extérieures (bruit ambiant,…etc.). 

 

Les capteurs laser constituent une alternative efficace pour la mesure des vibrations dans un contexte 

de fabrication. Il est alors possible d’effectuer des mesures sans contact, mais en ciblant la zone à 

mesurer. Ces mesures sont tout de même compatibles avec une lubrification par micro pulvérisation. 

 

Enfin, le moyen le plus utilisé pour qualifier la qualité d’un usinage est la rugosité de la surface 

usinée. Cette mesure s’effectue après usinage par un rugosimètre. L’utilisation de critère de rugosité 

permet ainsi simplement de vérifier si la pièce à vibrer. Ce moyen de mesure indirect des vibrations 

est le plus important pour l’industriel, car il conditionne la qualité de la surface usinée. Il faut 

toujours garder cela à l’esprit quand on parle, par exemple, de vibrations stables ou instables. 

 

V. 2- Critères de détection : 

 
La mesure directe (accélération, vitesse, etc.) ou indirecte (effort, rugosité,…etc.) des vibrations ne 

permet pas à elle seule de détecter la présence de vibrations régénératives entraînants le broutement. 

Il en est de même pour les résultats issus de la simulation temporelle. Il est alors nécessaire d’avoir 

un critère permettant de détecter le broutement. 
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Une première approche, de type temporel, consiste à suivre l’évolution de l’amplitude du signal pour 

différentes profondeurs de passe axiales, [26]. L’instabilité est alors marquée par un brusque saut en 

amplitude. Ce critère de type « peak-to-peak » est largement utilisé, mais cette approche n’est pas 

absolue, car elle nécessite la réalisation de plusieurs relevés au préalable. En d’autres termes, pour un 

relevé d’amplitude donné, il est impossible de savoir si l’usinage est stable.  

 

L’analyse fréquentielle d’un relevé est très riche en informations. Il est alors nécessaire d’appliquer la 

transformée de Fourier afin de connaître le contenu fréquentiel du signal, pour distinguer les 

fréquences excitées pendant l’usinage. Pour un usinage stable, le spectre fréquentiel est globalement 

dominé par la fréquence de dents et ses harmoniques. Par contre, pour un usinage instable, le système 

vibre à une fréquence de broutement proche de l’une de ses fréquences propres. Une simple analyse 

fréquentielle permet souvent de détecter l’instabilité, [16]. 

 

La détection des vibrations par l’analyse de l’état de surface peut se faire à partir de la définition de 

critères spécifiques tels que le pas du profil, la rugosité, l’ondulation,….etc. Mais généralement, c’est 

l’opérateur au pied de la machine qui détecte la présence de vibrations. L’instrumentation de la 

machine avec des caméras permet de disposer de clichés renseignant l’état de surface en temps réel. 

Cette approche permet une détection des vibrations directement par l’analyse de la surface obtenue. 

 

V.3- Bilan : 
 

Les méthodes expérimentales sont un complément indispensable à la modélisation dans le but 

d’améliorer la compréhension des phénomènes. L’utilisation de capteurs appropriés permet d’extraire 

des informations importantes, telles que les fréquences de broutement, l’amplitude des 

vibrations,…etc. Par contre, il n’y a pas de liens utilisables en pratique entre les déplacements 

mesurés et la rugosité de la pièce et cela implique une étude spécifique de l’état de surface. 

 

VI- Conclusion : 

 
Dans ce chapitre, on a cité  les différents types de vibrations qui existent dans les  machines outils par 

enlèvement de la matière. 

L’étude s’est focalisée ensuite sur les vibrations auto-entretenues, comme étant la source la plus 

importante responsable de l’instabilité du processus de coupe, et les tentatives qui sont venus depuis  

pour expliquer la source de ces vibrations. 
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On a vu que la majorité des chercheurs se sont met en accord que la source la plus importante de ce 

type de vibrations est la régénération de la surface. 

 

Finalement, on a présenté les différentes méthodes d’analyse de la stabilité du processus d’usinage 

ainsi qu’une synthèse globale ; sans oublier les moyens de mesure des grandeurs caractéristiques 

(efforts, déplacement, accélération, rugosité,….etc.) et l’analyse qui peut être faite pour détecter 

l’instabilité d’usinage. 

 

      

 



CHAPITRE II : MODELISATION ET
SIMULATION DU BROUTEMENT POUR LE

CAS DU TOURNAGE EN REGIME
DYNAMIQUE (CAS DU MODELE A 1DDL)
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I- Introduction : 

 
es méthodes d’analyse dynamique comme on l’a vu dans le premier chapitre peuvent 

être classé en deux grandes catégories. Celles qui dégagent un critère de stabilité ou bien 

l’analyse fréquentielle et celles qui décrivent le comportement dynamique dans le temps 

(analyse temporelle). L’analyse fréquentielle bien qu’elle ne permet pas de savoir ce qui ce 

passe à l’intérieur de la courbe de stabilité, mais elle nous renseigne si la coupe est stable ou 

non ; ce qui est déjà une information suffisante pour être exploiter dans le but d’avoir un 

usinage sans broutement. 

 

La méthode analytique qui a été présentée par S.A.TOBIAS, [4] est la plus reconnue, parmi 

les méthodes d’analyse fréquentielle et qui a été présentée pour le cas du tournage (cas d’un 

seul degré de liberté) et avec un modèle de force de coupe de Merchant en coupe orthogonale. 

Donc le but de ce chapitre est l’étude de la stabilité du processus de tournage et par suite la 

simulation du broutement par le biais des lobes de stabilité.  

 

On calcule la fonction de transfert qui est obtenue par les propriétés de simplification des 

schémas bloc ou par un calcul direct. Ensuite, différentes méthodes sont appliquées pour 

calculer la stabilité (critère de Routh, Nyquist, et le calcul analytique…etc.). Pour notre cas, 

on a étudié deux critères, celui de Nyquist et le développement analytique. Ensuite on a 

procédé à la génération des lobes de stabilité et l’étude de l’influence des paramètres de coupe 

sur l’apparition du broutement (raideur, épaisseur de coupe et fréquences de rotation) qui 

influent sur le comportement dynamique du système usinant ; en d’autre terme en fonction de 

ces paramètres, on peut prévoir si on aura un usinage sans broutement ou non.  

 

Pour cela on va d’abord examiner le cas où l’outil est considéré suffisamment flexible et la 

pièce suffisamment rigide, par l’utilisation du critère de Nyquist pour prédire la stabilité.  

Enfin pour le deuxième cas, on a examiné le cas où l’outil est considéré flexible et la pièce 

suffisamment rigide, par suite on a tracé les lobes de stabilités pour différentes configurations. 

  

 

 

L 
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II- Modèle dynamique : 

Pour un système vibrant à 1ddl, le modèle dynamique pour est représenté par la fig. (II.1) : 

 

 
 

                                               Fig. (II.1) Modèle dynamique pièce rigide / outil flexible, [34]  

 

 

Ainsi l’équation du mouvement peut être écrite sous la forme :  

 

En mettant k en facteur L’équation (II.1) se réécrit sous la forme :  

 

avec : 

   et  

III- Calcul de la force statique dans le sens d’avance : 

La modélisation de la force de coupe a fait le sujet de nombreuses recherches et parmi celles-

ci la modélisation de Merchant pour le cas de la coupe orthogonale, qui est un cas favorisant 

en plus l’apparition des vibrations auto-entretenues. 

Cette modélisation donne des résultats aussi satisfaisants en les comparants aux résultats 

expérimentaux.     

L’auteur ce place dans le cas de la coupe orthogonale. La modélisation de la force de coupe 

pour ce cas peut être représentée par la Fig. (II.2).  

(II.1) 

(II.2) 
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Fig. (II.2.a) Géométrie d’une coupe orthogonale, [35]        Fig. (II.2.b) Force de coupe cas de la coupe orthogonale, [35] 

 

 

La force dans la direction d’avance  peut être exprimée comme suit : 

 
.b. h(t) 

 
b : largeur de l’outil 

 
 : Pression spécifique de coupe dont la valeur est donnée par : 

 

 

 

 

Finalement la composante  de la force de coupe est donnée par l’équation : 

 
      

Ainsi l’équation (II.2) devient : 

   

VI- Calcul de la force dynamique dans le sens de la vitesse d’avance : 

VI.1- L’effet de régénération de la surface :  

On s’intéresse seulement au cas où le mouvement s’effectue seulement dans un seul sens vu 

que c‘est la force d’avance qui est la source de ce phénomène. 

La Fig.II.4 illustre le cas d'une opération de tournage dont on a supposé la pièce parfaitement 

rigide, tandis que la structure de l'outil de coupe lui permet de vibrer dans le sens unique 

longitudinal. 

 

(II.3) 

(II.4) 

(II.5) 

(II.6) 
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Fig. (II.3) Nouvelle coordonnée de la surface générée, [34]   
 

La relation entre la vitesse d'avance  en fonction de l’épaisseur de coupe instantanée  

est donnée par la relation : 

 

Pour une coupe orthogonale, (Fig. II.5) lorsque  cette vitesse devient : 

 

 

Fig. (II.4) Représentation de la vitesse d’avance, [12] 

 

La coordonnée de la nouvelle surface dans le sens d’avance x(t) est donnée par la relation : 

 

 

 

(II.7) 

(II.8) 

(II.9) 



Chapitre II     modélisation et simulation du broutement pour le cas du tournage en régime 

dynamique (cas du modèle à 1ddl) 
 

37 
 

La plus importante représentation est basée sur l’expression de l’épaisseur de coupe 

instantanée : 

 

D’après la formule (II.9), on peut écrire : 

 

et   

Finalement l’épaisseur de coupe instantanée est donnée par la relation : 

 

D’après les propriétés de l’intégrale, on peut écrire : 

 

 D’après Fig. (II.4) on a la relation : 

 

Finalement l’expression de l’épaisseur de coupe est donnée par : 

 

Cette expression montre que l’épaisseur de coupe instantanée qui produit la force d’avance 

 est due à l’ondulation de la surface libre et à la surface générée lors du tour précédent, 

ainsi qu’a l’avance par tour  programmé par l’opérateur  

VI.2- Expression de la force dynamique dans le sens de la vitesse d’avance : 

L'avance par tour (épaisseur de coupe) affectée par les vibrations varie vis-à-vis la valeur 

nominale (  fixée préalablement par l’opérateur, et par conséquent la force de coupe 

varie aussi (Fig. II.5). 

(II.10

) 

(II.11

) 

(II.12)

) 

(II.13) 

(II.14) 

(II.15) 

(II.16) 
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Fig. (II.5) Représentation de la surface régénérée, [36] 

 

                                

 Influence de la régénération de surface sur la force dans le sens de la 

vitesse d’avance  : 

L’avance instantanée est exprimée par la relation suivante, 

 

 

 

 

Où : 

 : est la variation de la force d’avance due aux vibrations structurelles. 

 

V- Equation du mouvement en tenant compte de l’effet de régénération de la surface : 

L’équation dynamique du système usinant à (1ddl) dans la direction x, est donnée par : 

   

En remplaçant par la valeur de h(t) l’équation du mouvement devient : 

 

C’est une équation différentielle du deuxième ordre avec un terme de retard ; sa résolution est 

assi difficile. Et puisque en ne s’interesse qu’aux vitesses de rotation et aux profondeurs de 

coupe, l’ analyse fréquentielle (méthode analytique) permet d’obtenir plus rapidement des 

(II.17) 

(II.18) 

(II.20) 

(II.21) 

(II.19) 
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résultats. En plus à partir d’un analyse fréquentielle une démarche inverse, c.à.d un analyse 

temporelle est faisable ce qui favorise cette méthode d’étude .  

VI- Etude de la stabilité du système usinant : 

 Calcul du Laplacien de l’équation du mouvement : 

L’étude fréquentielle du système usinant implique le calcul du Laplacien de l’équation du 

mouvement. Ensuite l’étude la stabilité pourra être menée avec différentes méthodes. 

Pour notre cas, l’étude de la stabilité se limité à la méthode de Nyquist ainsi qu’au 

développement analytique pur. 

Dans le domaine de Laplace l’équation du mouvement s’écrit : 

 

avec : 

 

  [ (t)]  

  [ (t)]  

 

 

 Calcul du Laplacien de l’épaisseur de coupe instantanée : 

En introduisant la fonction de Laplace sur l’équation de l’épaisseur de coupe instantanée, on 

obtient : 

 

 

VI.1- Etude de la stabilité du système usinant par la méthode de Nyquist : 

D’après l’équation du mouvement on peut écrire : 

   

En introduisant la transformée de Laplace sur l’équation le système usinant peut être alors 

représenté par le schéma bloc, avec deux boucles de retour, une qui représente la surface 

actuelle et l’autre la surface précédente.   

(II.22) 

(II.23) 

(II.24) 
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Fig. (II.6)Schéma bloc du système avec retard, [12] 

 

 

 

En utilisant les méthodes de réduction du schéma bloc si dessous on trouve la fonction de 

transfert : 

 

L’équation (II.25) montre que le système dynamique a un nombre infinie de mode alors le 

calcule de la racine de l’équation caractéristique requière la décision où on va tronquer la série 

du dénominateur qui dépend des conditions de coupe. 

Le critère de stabilité montre que lorsque la variable de Laplace s est remplacé par la 

fréquence complexe   , que le système est stable lorsque la condition suivante est vérifiée  

 

D’autre part on a : 

 alors la condition de stabilité devient : 

 

Sachant qu’il y’a deux boucle de retour, surface en cours et surface avec retard. Pour une 

coupe stable l’ondulation x(t) tend à s’éteindre tans disque pour une coupe instable le module 

de x grandis continuellement. 

(II.25) 
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Selon Nyquist le système est stable si : 

  

D’où on tire la raideur dynamique : 

 

Ou encore : 

 

Cela veut dire que si on connait la raideur statique, la raideur dynamique  et la pression 

spécifique de coupe on peut prédire si la coupe est stable ou non selon les conditions de coupe 

proposes N et b. 

Un approche graphique est utilise pour ce problème est la construction d’une carte de stabilité 

N en fonction de   

La stabilité globale est présentée par la ligne interrompue, physiquement définie comme 

la le taux d’enlèvement de matière max quelque soit la vitesse le broutement n’aura pas lieu.  

La raideur max pour est obtenue pour :  ; alors : 

 

 

Fig. (II.7) Lobes de stabilités, [12]   

(II.26) 

(II.27) 

(II.28) 

(II.29) 
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VI.2- Méthode analytique (cas pièce flexible / outil suffisamment rigide) : 

Pour le cas où la pièce est flexible et l’outil est considéré rigide (fig. II.9), on va calculer la 

fonction de transfert analytiquement puis la stabilité est calculée de façon analytique.  

On se place toujours dans les cas d’une coupe orthogonal. 

On va ensuite développer des critères de stabilité par un calcul analytique d’où vient son nom. 

Ensuite on va simuler le broutement régénérative par le tracé des cartes où lobes de stabilités 

pour différentes configurations d’usinage avec une application développée sous DELPHI. 

Dans le but de voir si le modèle développée obéis aux critères de la théorie des lobes de 

stabilité, et de voir l’influence des paramètres dynamique sur l’allure des lobes obtenus  

La Fig. (II.8) montre la représentation de la dynamique d’une coupe orthogonale avec un 

déphasage entre deux tours consécutifs en schéma bloc. 

L’analyse de la stabilité implique l’étude du rapport entre l’épaisseur de coupe programmé et 

l’épaisseur de coupe réel.   

 

 

Fig. (II.8) Interprétation de la surface régénérée en schéma bloc, [37] 
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x(t) F(t) 

L’équation du mouvement : 

   

 Calcul de la fonction de transfert  boucle ouverte : 

 à boucle ouverte qui est schématisé par le shéma bloc 

suivant fig. (II.9) : 

 

                                                                                        G(s)  

 

                                                                              Fig. (II.9) Boucle ouverte 

 

 représente le rapport entre la sortie  et la force d’excitation  dans le domaine de 

Laplace,   est donné par : 

 

 

D’après la relation (II.27), on tire l’expression de  qui est donnée par : 

 

 

En remplaçant (s) par sa valeur (s =  on obtient :  

  

avec : 

σ : partie réelle de (s) 

 : Partie imaginaire de (s) 

 

En posant :  , alors G(s) devient : 

(II.30) 

(II.31) 

(II.32) 

(II.33) 
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En multipliant et en divisant par l’adjoint du dénominateur de G(s), il vient : 

        

  :  

G(s) = ] 

Finalement, on a la partie réelle de G(s) qui est donnée par : 

p=                   

et la partie immaginaire qui est donnée par : 

q= ] 

 Fonction de transfert du système avec boucle de retard : 

La recherche de la stabilité du système s’effectue par l’étude du rapport entre les transformées 

de Laplace de l’épaisseur du coupeau non déformée et l’épaisseur instantanée du 

copeau h(s) : 

En faisant la transformée de Laplace de l’équation (II.30) et en mettant 

 

s+K]= .b.[  

On a d’après le système à boucle ouverte : 

 

L’équation (II.39) devient : 

.b.[  

D’où la sortie par la relation : 

 

(II.34) 

(II.36) 

(II.35) 

(II.37) 

(II.38) 

(II.39) 

(II.40) 

(II.41) 

(II.42) 
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Le schéma bloc d’une telle commande avec retard peut être représenté par la fig. (II.11) : 

 

Fig. (II.10) Schéma bloc de la commande avec retard, [36 ] 

 

D’après la relation (II.48) on a : 

 

En mettant  

 

D’autre part on a : 

 

Ainsi il vient :  

 

 

Finalement le rapport entre   s’éxprime par la relation : 

 

 Critère de stabilité du système avec boucle de retard : 

Considérons s = σ + j  une racine complexe de l’équation caractéristique associée à 

l’équation (II.48). 

Si σ est positif, la transformée inverse de Laplace de la racine comporte un terme en  ce 

qui conduit à une amplitude tendant vers l’infini et le système sera donc instable.  

(II.43) 

(II.44) 

(II.45) 

(II.46) 

(II.47) 

(II.48) 
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Au contraire, si σ est négatif, la transformée inverse de Laplace de la racine comporte un 

terme en | ; l’équation caractéristique converge et par la suite le système est considéré 

comme stable.  

Pour obtenir la frontière de stabilité, il faut donc se placer pour σ = 0. La résolution de 

l’équation caractéristique en ce point permet d’obtenir la largeur de coupe limite . 

Le système est instable lorsque le dénominateur de l’équation (II.48) est nul : 

 

le terme : 

  

 

en posant : 

 

avec : 

 

En remplaçant les expressions de  et de G(s) dans la relation (II.56), on obtient : 

 

 

La séparation de la partie réel de la partie complexe donne : 

 

avec P =  

et Q=  

en faisant le rapport entre p et q on obtient la relation : 

 

Finalement (démonstration voir annexe A) on obtient : 

 

(II.49) 

(II.50) 

(II.52) 

(II.51) 
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 Calcul de  :  
 

Pour trouver  il faut annuler la partie réelle  : 

= 0 

 

 

Où  est la partie réel de fonction de transfert G(s)  

 Calcul du déphasage : 

Si  est la fréquence du broutement, il vient ainsi le nombre d’ondes qui est donné par la 

formule suivante : 

  

 

avec : 

  Fraction exprimant le taux du déphasage, 

 Déphasage entre l’onde actuelle et l’onde précédente, 

Si    est nul ou un multiple de  le nombre d’onde est un entier l’épaisseur de coupe sera 

constante on parle alors de parallélisme des deux ondes vibratoires des surfaces générées. 

Par contre dans le cas contraire on est devant un cas de broutement qui atteint la valeur 

maximale pour le cas ou ce déphasage est égale a  

Pour plusieurs cycles on a : 

 

avec : 

 

(II.53) 

(II.55) 

(II.56) 
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D’une autre manière, on parle de vibrations auto-entretenues, lorsque l’épaisseur de copeau 

instantanée h(t) varie au court du temps et dans ce cas il y’a un déphasage (ε) entre deux tours 

consécutifs de l’outil, (fig.II.2)  

 

 
Fig. (II.11) Représentation du déphasage, [38] 

 

VII- Tracé des lobes de stabilité : 

Pour valider nos résultats de simulation, on va les comparer à ceux obtenus par H.Lachkhab 

et M. Ferhat [38], qui ont utilisé le logiciel MATLAB pour la simulation. 

Dans notre cas on a utilisé le logiciel DELPHI pour simuler le broutement par les lobes de 

stabilité pour différents paramètres de coupe.  

 Algorithme pour tracer les lobes de stabilité : 

On a procédé par étapes comme suit : 

Etape 1 : On va balayer toutes les valeurs possibles de  . Cette valeur est égale à 

multipliée par un certain rapport r. Qui sera d’autant plus petit que la précision est plus 

serrée, et le nombre de valeurs à simuler correspond au nombre de points de la courbe. 

Etape 2 : Calcul de  

Pour chaque valeur de  on calcul la valeur de p avec : 

p=  
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par la suite la valeur de  est donnée par : 

 

Etape 3 : Pour une seule valeur de , on calcule un nombre Z de vitesses de rotation et Z 

correspond au nombre de lobes voulus. 

 

Donc, on aura sur l’axe des Y la valeur à laquelle correspond plusieurs N sur l’axe des X. 

Etape 4 : On incrémente la valeur de  jusqu’à une valeur fixée, qui représente un multiple 

de et on répète les étapes précédentes. 

VII .1-  Applications : 

On a appliqué les étapes de construction des lobes qu’on a cité sur un modèle à (1ddl). En 

d’autre terme l’un des deux éléments en interaction est considéré suffisamment élastique et 

pour notre cas on va prendre la configuration suivante :   

 pièce flexible - outil rigide  

Pour cette configuration, la pièce est considérée comme un système masse-ressort-

amortisseur, avec des propriétés  qu’on change à chaque fois pour voir l’influence de 

ces paramètres sur l’allure de la carte de stabilité. 

 Données de simulation : 

 
On va simuler le broutement par le biais des lobes de stabilité en prenant divers 

configurations, en changeant les valeurs des paramètres dynamiques de la pièce usinée, dans 

le but de voir leur influence sur le broutement, dans notre cas on va seulement examiner 

l’influence de la raideur et du taux d’amortissement. 

Pour rendre la comparaison avec les résultats des ingénieurs H.Lachkhab et M. Ferhat, [38] 

possible, on va prendre des combinaisons du mêmes tableau donnant les paramètres 

dynamique de la pièce. 
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Paramètres Symboles 

(unités) 

Valeurs 

nominales 

Valeurs 

minimal 

Valeurs 

maximal 

Taux d’amortissement  0.033 0.015 0.050 

Pulsation propre  592 200 2100 

Raideur       k    

Coefficient spécifique 

de coupe tangentielle 

    

Tableau. (II.1) paramètres dynamique de la pièce, [38] 

 Etude de l’influence du taux d’amortissement :  

On a lancé la simulation pour des valeurs nominales pour toutes les valeurs des paramètres 

dynamiques. Ensuite on a gardé la valeur nominale de la raideur, pulsation propre et du 

coefficient spécifique de coupe tangentielle et on a pris la valeur maximale de (ζ). Les 

résultats de simulation obtenus donnent :  

Résultat de simulation pour  : 

 

Fig. (II.11.a) lobes de stabilité avec interface pour  = 33 . Cas pièce flexible/ outil rigide 
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Fig. (II.11.b) détailles des lobes de stabilité pour  = 33 . Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

 Résultat de simulation pour  : 

 

Fig. (II.12.a) lobes de stabilité avec interface pour  = 5 . Cas pièce flexible/ outil rigide 
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Fig. (II.12.b) détailles des lobes de stabilité pour  = 5 . Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

 Interprétation des résultats Fig. (II.12) : 

La zone de stabilité au dessous des lobes (Fig. (II.12.a)) est stable, la valeur de la profondeur 

de passe limite est :   . 

Par contre dans le deuxième cas (Fig. (II.12.b)) on a : , cette augmentation 

est du au taux d’amortissement qui est plus important dans ce cas et qui rend le processus de 

coupe plus stable.  

 Etude de l’influence de la raideur :  

Dans ce cas on a gardé les valeurs nominales de la pulsation propre, taux d’amortissement et 

du coefficient spécifique de coupe tangentielle et on a pris la valeur maximale de la raideur. 

Théoriquement l’augmentation de la raideur devrait augmenter la zone d’instabilité, au 

contraire du cas où on augmente le taux d’amortissement. 

Les résultats de simulation vont montrer si le modèle adopté vérifie cette propriété, les 

résultats de simulation donnent.  
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Fig. (II.13.a) lobes de stabilité avec interface pour = . Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

Fig. (II.13.b) détaille lobes de stabilité pour = .  Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

 Interprétation des résultats Fig. (II.13) : 

La zone de stabilité est nettement plus large dans le cas où la raideur est plus importante, 

(Fig. (II.13.b)), dans ce cas on a : que celle obtenue avec des paramètres de 

coupe nominale   . 
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 Etude de l’influence de la pression spécifique tangentielle de coupe :  

Cette fois on garde les valeurs nominales de la pulsation propre, taux d’amortissement et de la 

raideur et on prend la valeur maximale de la pression spécifique de coupe tangentielle. 

Théoriquement l’augmentation de la pression spécifique de coupe tangentielle devrait 

augmenter la zone d’instabilité. 

Le modèle adopté devrait satisfaire à cette condition, les résultats de simulation donnent : 

 

 

Fig. (II.13.a) lobes de stabilité avec interface pour = . Cas pièce flexible/ outil rigide 
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Fig. (II.14.b) détaille lobes de stabilité pour = .  Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

 Interprétation des résultats Fig. (II.13) : 

 

L’augmentation de la pression spécifique de coupe rend le processus de coupe très instable, 

vu l’effort considérable exercé par l’outil sur la pièce ( = 10 e 10). 

La zone de stabilité est presque négligeable. 

VIII- Conclusion :   

Dans ce chapitre on a présenté deux méthodes pour l’analyse du broutement régénérative. 

La méthode de Nyquist a était présenté pour le cas où l’outil est flexible avec pièce rigide, 

ensuite on a considérée le cas où la pièce est flexible et l’outil rigide. 

Pour ce cas on a développé analytiquement des critères de stabilité et pour valider le modèle 

adopté, on a tracé des cartes de stabilité pour différents paramètres de coupe et on a vérifié si 

en était en accord avec la théorie. 

 D’après les résultats obtenus, on peut dire que : 

-  lorsque la valeur du taux d’amortissement augmente, la zone de stabilité augmente. 

- En augmentant la valeur de la pièce la zone de d’instabilité augmente aussi. 
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- lorsque la valeur la pression spécifique de coupe augmente, la zone de d’instabilité 

augmente aussi. 

 

Mais le cas de l’outil flexible combiné avec une pièce flexible est aussi un cas envisageable 

(qui est but de cette thèse). 

 

La question maintenant qu’on ce pose est : 

Est-ce que la méthode analytique reste applicable ? Et si c’est le cas : Quel sont les reflets sur 

l’analyse de la stabilité ? 

Le troisième chapitre vient dans le but de répondre à ces questions. 



CHAPITRE III : MODELISATION ET
SIMULATION DU COUPLAGE ENTRE LES
DEFORMATIONS DE L’OUTIL ET DE LA

PIECE EN TOURNAGE
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I- Introduction : 

Si on prend en considération l’élasticité de la pièce usinée et de l’outil de coupe, (couplage des modes 

vibratoire), le modèle dynamique est schématisée par la (fig.III.1), [37]. 

 

 

Fig. (III.1) Modèle dynamique cas du couplage des modes vibratoires, [39] 
 

II-  Equations du mouvement:  

Les équations du mouvement d’après, [37] sont séparées en un système à deux équations                         

 

Où (  sont successivement le déplacement, la vitesse et l’accélération de l’outil  

Et :  sont successivement le déplacement, la vitesse et l’accélération de la pièce 

III-  Fonction de transfert du système d’usinage  avec boucle de retard : 

La force de coupe dans la direction (x) est donnée par : 

 

(73) (III-1) 
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est la force dans le sens de l’avance. 

D’où l’expression de la force dans le sens de l’axe (x) est représentée par la relation suivante : 

 

avec : 

  pression spécifique de coupe [ ].  

b est la profondeur de coupe [m]. 

L’épaisseur de coupe instantanée, en considérant le couplage des modes vibratoires, s’écrit : 

 

avec : 

  est la période [ ].  

En réécrivant le système (III-1) sous forme matricielle on obtient : 

 

avec : 

 

et  

 

 

la valeur de la force dans le sens d’avance devient : 

 

{  

 

en remplaçant  par sa valeur  se réécrit  sous la forme suivante : 

 

 

 

(III-2) 

(III-3) 

(III-4) 

(III-5) 

(III-7) 

(III-6) 

(III-8) 
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sous la forme condensée on écrit: 

 

 

où : 

 

 

La transformée de l'équation du mouvement dans le domaine de Laplace sera exprimée par :  

 

 

Les valeurs des matrices (  sont données comme suit : 

 

 

 

en posant : 

 =  

 Le calcul donne :  

 

Ainsi l’équation (III-12) devient : 

 

La solution du système est exprimée comme suit : 

 

en posant : 

 

La solution du système  ce réécrit sous la forme suivante : 

   

avec : 

 

(III-10) 

(III-9) 

(III-11) 

(III-13) 

(III-12) 
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D’autre part on fait la transformée de Laplace du vecteur épaisseur de coupe instantanée ,qu’on 

note : 

on a d’autre part :  

L [    

et  L [  

Ainsi il vient : 

 

 

en remplaçant x(s) par son expression on obtient : 

 

où :  

 

La transformée de Laplace du vecteur force dans le sens de l’avance est donnée par : 

 

On remplace  par son expression on obtient dans la relation on obtient : 

 

L’expression du rapport , qui va servir pour étudier la stabilité du système sera donnée par : 

 

IV-Etude de la stabilité du système d’usinage avec couplage des modes vibratoires :  

Pour que  le système d’usinage avec couplage des modes vibratoires soit stable il faut que le 

déterminant du dénominateur de l’équation (III-28) soit différent de zéro : 

 

On va d’abord annuler l’équation (III-29) et par la  suite éliminé les conditions qui ’annulent : 

 

 

 

 

(III-15) 

(III-14) 

(III-16) 

(III-17) 

(III-18) 

(III-19) 
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en posant : 

 

 

ainsi il vient : 

 

et comme on a : 

 

le calcul de l’inverse donne : 

 

L’annulation de  l’équation (III-30), implique l’annulation de son déterminant alors : 

 

 

le calcul donne : 

 

 

Si on pose : 

 

 

 

L’équation  (III-36) s’écrit : 

 

Le déterminant est nul pour : 

 

 

 

(III-20) 

(III-21) 

(III-22) 

(III-24) 

(III-23) 
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après simplification on obtient l’équation suivante :  

 

Le déterminant est nulle seulement si le numérateur de l’équation (III-25) est nulle : 

 

En remplaçant  par sa valeur dans (III-42)  

 

En multipliant l’équation (III-43) par l’expression (   on obtient : 

 

Après simplification l’équation (III-45) devient : 

 

Lorsque  l'outil de coupe est assez rigide, sa fréquence naturelle est loin de celle de la pièce, alors sa 

fonction de transfert est presque nulle ce qui nous permet d’écrire : 

 

 

La relation (III-47) représente l’équation caractéristique présentée du  modèle à un seul degré de liberté. 

- Calcul de la profondeur de passe critique ( : 

Pour obtenir on va résoudre l’équation caractéristique (III-47) et après l’avoir multiplié par le 

produit ( : 

 

D’où ‘on déduit l’expression : 

 

 

en remplaçant par la valeur de (s) pour laquelle on obtient la limite de stabilité (s= ) dans les 

expressions de décomposant partie réel et imaginaire il vient : 

 

 

 peut être après avoir remplacer (s) par sa valeur exprimer comme suit : 

(III-25) 

(III-26) 

(III-27) 

(III-28) 

(III-29) 

(III-30) 

(III-31) 

(III-32) 
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En remplaçant par la valeur de   dans l’équation (III-49) on obtient : 

 

 

Finalement après développement  (voir annexe B) : 

 

Calcul du déphasage : 

En égalisant le numérateur à zéro on obtient : 

+  

     On remarque que : 

 

D’après le modèle à un seul degré ce ra rapport représente le déphasage : 

Donc il vient : 

   

 

par analogie on aura : 

 

 

D’après les relations trigonométriques on peut écrire : 

 

Ce qui revient à écrire: 

 

 

(III-33) 

(III-34) 

(III-35) 

(III-36) 

(III-37) 

(III-38) 

(III-39) 



Chapitre III                     Modélisation du couplage entre les déformations de l’outil et la pièce 
 

64 
 

 

finalement: 

 

ce qui permet d’écrire: 

    

 

la période T est exprimée par la relation : 

 

en remplaçant T par sa valeur dans l’équation (III-82) on obtient l’expression de la vitesse de rotation 

(N) : 

 

IV- Conclusion : 

Dans ce chapitre on a traité l’analyse du broutement par la méthode analytique, en mettant des 

conditions de stabilité (vitesse de rotation et profondeur de passe).  

La théorie des lobes de stabilité est un outil de validation des résultats obtenus, c’est pour cela dans le 

chapitre on va prendre plusieurs configurations, en changeant les paramètres dynamiques et de 

coupe pour simuler le broutement par les lobes de stabilités   

 

(III-40) 



CHAPITRE IV : RESULTATS DE
SIMULATION EN CONSIDERANT LE

COUPLAGE EN UTILISANT UNE
APPLICATION DEVELOPEE SOUS DELPHI
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I- Introduction : 

our valider le modèle mathématique adopté dans le chapitre précédent, on va appliquer les 

critères de stabilité sur un cas concret, et voir si les lobes de stabilités obtenus sont toujours en 

accord avec la théorie des lobes de stabilité.  

La fig. (IV.1)  montre, une comparaison entre des résultats de simulation du broutement par des 

lobes de stabilité, avec des résultats expérimentaux et qui montre un accord admissible entre les 

deux résultats.  

 

 

Fig. (IV.1) Comparaison entre les résultats expérimentaux et les lobes de stabilité [40] 

 
II- Détermination des paramètres dynamiques de coupe de l’outil et de la 

pièce : 
 

On va utiliser les paramètres dynamiques utilisés par Chen et Tsao [41], pour tracer les lobes de 

stabilité pour le cas du couplage des modes vibratoire. 

Ces conditions sont énumérées dans le tableau V.1  

 

Paramètres 

physique 

Outil 

 

pièce 

 

m=50 kg E=180×109 [N/m2] 

c=2×103= [kg/s] ρ=7600 [kg/m3] 

C=2000×106 [N/m2], θ=70° 𝐿1=0. 5 [m] 𝐷1=0.12 [m] 

P 
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𝑓0=0.1 [mm/tr] 
𝐿2=0.250 [m] 𝐷2=0.070 [m] 

𝐾𝑓=684×106 [N/m2] 

 

 
Tableau (IV.1) Paramètres physique et dynamiques outil et pièce, [41]. 

 

 

II.1-  Calcul des paramètres dynamiques de l’outil : 

 

La fréquence naturelle de l'outil pour la première condition (Cond no. 1), a été calculée comme 

étant la racine carrée du rapport de sa rigidité/masse ; alors que le taux d’amortissement a été 

défini à partir du coefficient d'amortissement visqueux (c). 

 

II.2-  Calcul des paramètres de la pièce : 

 
Les caractéristiques dynamiques de la pièce ont été calculées en supposant qu’elle est considérée 

comme une poutre encastrée. 

 

 

 
 

 

 
Fig. (IV.1) Flexion de la pièce sous l’effet de l’action de l’outil. 

 

 

  
Outil 

 
                                  

 
Pièce 

 

Paramètres 

dynamiques  

Cond 

 no. 1 

Cond 

no. 2 

Cond 

no. 3 

Cond no. 1 

(𝐿1,𝐷1) 

Cond no. 2  

( 𝐿1, 𝐷2) 

Cond no. 3 

(𝐿2,𝐷1) 

Cond no. 4 

(𝐿2, 𝐷2) 

k×106  

(N/m) 
20 7.465 385 43.972 5.092 351.778 40.732 

ωn  (Hz) 100.66 185 140 326.71 190.58 1306.82 762.31 

ζ 0.032 0.032 0.032 0.025 0.025 0.025 0.025 
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Si l'extrémité libre de la poutre est soumise à une force  ponctuelle P. Le point d’application de 

cette force va se déplacer avec la valeur (x). 

 
a- Calcul de la masse 𝑚2 de la pièce : 

 

La masse 𝑚2 de la pièce est donnée par la relation : 

 

m2 = ALρ 
 

b- Calcul de la fréquence naturelle 

 

Sa fréquence naturelle est donnée par la relation : 

 

 

ωn2 = 3,156/L2
 

I. E2
ρA  

c- Calcul de la  rigidité : 

 

Sa rigidité  est donnée par la relation : 

 

 

k2  =  3E2I/L3 
 

avec : (I) est le moment quadratique suivant l’axe de flexion  qui est exprimé  par la relation :  

 

I = π. D4/64 

Les paramètres de la pièce ont été calculés pour les combinaisons possibles de certaines longueurs 

et diamètres. Le facteur d'amortissement pour toutes les conditions de la pièce a été fixé à (0,025), 

vu que c’est la moyenne des valeurs calculées pour les machines-outils et qui est de l’ordre de 

(0,01) à  (0,05). 

La pression spécifique de coupe 𝑘𝑓  dans le sens de l’avance est la projection du coefficient C 

[N/𝑚2] sur l’axe d’avance : 

 

𝑘𝑓 = 𝐶. 𝑐𝑜𝑠 (700) = 2000. 106 . 0,34 [N/𝑚2] 

alors : 

𝑘𝑓 = 684. 106 [N/𝑚2] 

  

 

(IV.1) 

(IV.2) 

(IV.3) 
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III-Méthodologie de tracer les lobes de stabilité : 

Pour tracer les lobes de stabilités du couplage on présente l’algorithme qu’il faut suivre, pour 

tracer les lobes de stabilités     

1- Sélection de la plage des vitesses critiques à parcourir. 

le choix de 𝜔𝑐  de départ et d’arrivé et ainsi que le pas. 

2 – Calcul de 𝜑1, 𝜑2 

 

 

 

 

avec : 

𝑔1 = 𝜔𝑛1−
2 𝜔𝑐1

2  ; 𝑕1 = 2𝜉1𝜔𝑛1𝜔𝑐1 

et 𝑔2 = 𝜔𝑛2−
2 𝜔𝑐2

2  ; 𝑕2 = 2𝜉2𝜔𝑛2𝜔𝑐2 

 

3- Calcul de Psi (𝜓) : 

 

- Calcul de 𝑁1 

- Calcul de la période : T =60/𝑁1 

- Calcul de 𝐵𝑙𝑖𝑚  

4- Reprendre le calcul pour une nouvelle valeur de k, tel que : k représente le numéro du lobe à 

tracer.  

 

Les étapes indiquées sont repris sous forme d’organigramme suivant : 
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 Organigramme : 
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IV- Résultats de simulation : 

DELPHI est un logiciel très performant destiné essentiellement a géré les bases de 

données, cette propriété nous permet de stocker les calculs issus du code source et grâce un 

composant lié directement à cette base on peut tracer tout type de courbe au contraire d’autre 

logiciel qui permettent de faire seulement les calculs et le traçage des courbes ce fait à l’aide 

d’autre logiciel (exemple utilisé origine pour tracer les résultats issu des calculs avec  fortran).  

 

On va donc utiliser plusieurs configurations et voir l’influence des paramètres dynamique sur la 

stabilité du processus de coupe. 

- Configuration (1) : 

La Fig. (VI.2) représente une simulation du broutement par la génération des lobes de stabilité pour  

le premier  cas  de l’outil combiné au premier  cas  de la pièce (tableau. IV.1). 

 

 

Fig. (VI.2.a) Résultats de simulation avec interface correspondant au  premier cas de l’outil combiné au premier cas de la 

pièce. 
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Fig. (VI.2.b) détailles des lobes de stabilité correspondant au  premier cas de l’outil combiné au premier cas de la 

pièce. 

 Interprétation des résultats Fig. (VI.2): 

D’après la Fig. (VI.2), en considérant le couplage entre les déformations de l’outil et de la pièce, 

on prélève deux constats : 

 La largeur des lobes augmente en parallèle avec les vitesses de rotation et c’est l’une des 

principaux critères de la théorie des lobes de stabilité.  

 la zone stable en dessus des lobes augmente (𝑏𝑙𝑖𝑚 ≈ 1.5 𝑚𝑚) pour une vitesse de rotation  

N≈520 (tr/min) jusqu’à environ (4 mm) pour une vitesse de 900 (tr/min)  cette variation de 

la profondeur de passe limite est observé aussi sur la Fig. (IV.1), où elle est instable sur  

certaine zone au contraire d’autre zone où elle est presque uniforme. 

 

- Configuration (2) : 

La Fig. (VI.3) représente le résultat de simulation, deuxième  cas  de l’outil combiné au deuxième  

cas  de la pièce (tableau. IV.1). 
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Fig. (VI.3.a) Résultats de simulation avec interface correspondant au  deuxième cas de l’outil combiné au deuxième 

cas de la pièce. 

 

 

Fig. (VI.3.b) détailles des lobes de stabilité correspondant au  deuxième cas de l’outil combiné au deuxième cas de la 

pièce. 
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 Interprétation des résultats Fig. (VI.3): 

On a toujours les mêmes remarques prélevées pour la première configuration (fig. VI.2):  

À l’exception que cette fois ci  en diminuant la raideur de la pièce  k = 5,092x106et de l’outil 

(k = 7,465x106  (N/m) on a les zones stable au dessus des lobes qui sont moins  importante, on 

remarque alors que pour N=750 tr/min la profondeur de passe limite, atteint presque 1 (mm) par 

contre on avait dans la première configuration (Fig. (VI.2)) pour une valeur de N =700 tr/min la 

profondeur de passe limite est supérieur à 2 (mm). 

 

- Comparaison entre le modèle (1ddl) et le modèle considérant le couplage des 

modes vibratoires : 

 

Pour voir l’apport de cette nouvelle modélisation, la comparaison entre les deux modèles s’avers 

indispensable. Pour cela on va comparer les résultats de simulation obtenus pour des valeurs 

nominales des paramètres dynamiques de coupe dans le cas où seule l’élasticité de la pièce usiné 

est prise en considération (modèle 1ddl), avec la nouvelle modélisation qui prend en considération 

l’effet du couplage des modes vibratoire de l’outil et de la pièce. 

 

Pour l’outil on va conserver les mêmes valeurs nominales du modèle (1ddl), et pour la pièce on va 

prendre les valeurs de la troisième condition (Tableau (IV.1)), les résultats obtenus sont : 
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Fig. (II.11.a) lobes de stabilité avec interface pour ξ = 33 e -3. Cas pièce flexible/ outil rigide 

 

 

Fig. (VI.4) Résultats de simulation avec interface en considérant le couplage correspondant au  Cas1 (1ddl) x cas 

3(pièce) 
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 Interprétation des résultats Fig. (VI.3): 

 

Les résultats montre clairement que les zones de stabilité en dessous des lobes est largement 

supérieur dans le cas où on considère le couplage entre les déformations de l’outil de coupe est de 

la pièce usinée et ce sont les mêmes résultats obtenu par L. Vela-Martinez [39] comparé au 

modèles précédent qui ne prenait en considération que l’élasticité de la pièce où de l’outil seul. 

 

III-  Conclusion : 

 
Dans ce chapitre on a commencé par calculer les paramètres dynamiques de l’outil et de la pièce , 

Dans un deuxième temps on a établi un organigramme qui permet de tracer les profondeurs de 

passe maximales ( 𝑏𝑙𝑖𝑚  ) en fonction des nombres de tours (N) et par suite on a programmé une 

application sous DELPHI qui permet de tracer les lobes de stabilité pour différents paramètre à 

partir du tableau présenté par Chen et Tsao, [41] Finalement une comparaison entre le modèle à 1 

seul degré de liberté et le modèle considérant le couplage des modes vibratoires  . 

Les résultats de simulation obtenus montrent un parfait accord avec la théorie des lobes de stabilité 

du point de vue  que la largeur des lobes augmente en fonction des vitesses de rotation ,on 

comparant les résultats obtenus pour les deux configuration ( Cas 1 x Cas 1 et Cas 2 x Cas 2) on 

remarque que la largeur des zones stable sont nettement plus grande dans la première 

configuration où on a des raideurs plus importantes. 

Finalement une comparaison entre les deux modélisations (1ddl) et le modèle considérant le 

couplage des modes vibratoire a était abordé par l’étude d’un cas réel .Les résultats obtenus 

montres que la zone d’instabilité augmente. 

Avec la nouvelle modélisation on espère avoir une parfaite accord avec les résultats 

expérimentaux  qui restent un peu loin des résultats de simulation. 
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 Conclusion générale : 
 

Depuis  longtemps dans la littérature spécialisée en usinage, la modélisation 

dynamique  des  systèmes  usinant, a été restreinte à une représentation  simplifiée qui ne prend 

en considération que l’élasticité de l’un des éléments (l’outil ou la pièce) en interaction. Ce qui 

est n’est pas toujours le cas. 
 

Notre travail est une poursuite des travaux réalisés par les ingénieurs LACHKHAB HAMZA 

et FERHAT MOULOUD [38], qui ont développés un programme sous MATLAB qui permet 

de simuler le broutement par des cartes de stabilité,   pour le cas où seul l’élasticité de 

l’outil ou de la pièce et prise en considération. 

Mais me cas où l’élasticité des deux éléments (outil et pièce) est prise en considération est 

aussi envisageable. 
 
 

Pour cela et en se basant sur les travaux réalisés récemment par [39] en 2007on a développé 

ce sujet de magistère. 

Dans ce contexte l’objectif est la généralisation de la loi des lobes de stabilité pour un modèle 

à deux degrés de liberté où on considère que l’outil et la pièce sont tous les deux flexibles i.e. 

qu’ils sont considérés déformable. Ensuite on a développé un outil numérique sous DELPHI 

qui nous a permet de tracer les limites de stabilité avec différents paramètres  de coupe. 
 

 

La théorie des lobes de stabilité offre un moyen très pratique vue qu’elle offre une base de 
 

 

Données prête pour l’utilisation par l’opérateur  directement. 
 

 

 Perspective : 
 

Mais pour un expert cette théorie ne permet pas   de comprendre vraiment qu’est se qui 

ce passe à l’intérieur de cette courbe, le mieux c’est de prédire l’état de surface en fonction 

des paramètres  de  coupe  et  c’est  l’analyse  temporelle  qui  permet  de  tracer  l’état  de  

surface  en Fonction  de  ces  paramètres ;  le  contrôle  de  l’état  de  surface  et  un  

outil  de  validation  du modèle proposé. 
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Notons  aussi  que  le  modèle  proposé  reste  incomplet  vu  que  l’élasticité  de  la  

machine elle- même n’a pas était pris en considération comme d’autre très récente études 

l’on essayé. Le développement d’un telle modèle  reste très prometteur vu qu’il est très 

proche de la réalité. 
 

La  validation  expérimentale  des  résultats  obtenus  est  impérative  pour l’adoption  

finale  du modèle proposé. 
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tgψ =
q

p
=

sin Tωc 

1 − cos Tωc 
 

  

D’après les relations trigonométriques, on peut écrire : 

sin Tωc = sin  
Tωc

2
+

Tωc

2
 = 2sin  

Tωc

2
 cos  

Tωc

2
  

Et aussi : 

1 − cos Tωc = 1 − cos  
Tωc

2
+

Tωc

2
 = 1 −  cos2  

Tωc

2
 − sin2  

Tωc

2
   

Qu’on peut écrire sous la forme : 

1 − cos Twc = cos2  
Tωc

2
 + sin2  

Tωc

2
 −  cos2  

Tωc

2
 − sin2  

Tωc

2
   

Ce qui revient à écrire : 

1 − cos Tωc = 2sin2  
Tωc

2
  

Finalement, on obtient 𝐭𝐠𝛙: 

tgψ =  
2sin  

Tωc

2  cos  
Tωc

2  

2sin2  
Tωc

2  
 

𝐂𝐞 𝐪𝐮𝐢 𝐫𝐞𝐯𝐢𝐞𝐧𝐭 à é𝐜𝐫𝐢𝐫𝐞 𝐚𝐩𝐫é𝐬 𝐬𝐢𝐦𝐩𝐥𝐢𝐟𝐢𝐜𝐚𝐭𝐢𝐨𝐧 ∶ 

tgψ =
cos  

Tωc

2  

sin  
Tωc

2  
 

D’autre part : 

 cos
Tωc

2
 

sin  
Tωc

2
 

= cotg  
Tωc

2
  

D’après les relations trigonométriques, on peut écrire : 



Annexe A 
 

79 
 

𝐜𝐨𝐭𝐠  
𝐓𝛚𝐜

𝟐
 = 𝐭𝐠  

𝐓𝛚𝐜

𝟐
−
𝟑𝚷

𝟐
  

Par analogie on obtient : 

𝐭𝐠𝛙 = 𝐭𝐠  
𝐓𝛚𝐜

𝟐
−
𝟑𝚷

𝟐
  

Ce qui donne : 

𝛙 + 𝚷𝐙 =
𝐓𝛚𝐜

𝟐
−
𝟑𝚷

𝟐
 

𝐓.𝛚𝐜 = 𝟐𝛙 + 𝟑𝚷 + 𝟐𝚷𝐙 

𝐓 =
𝟔𝟎

𝐍
  

Où  Z est un entier. 

En remplaçant par la valeur de T  dans l’expression (𝐓.𝛚𝐜 = 𝟐𝛙 + 𝟑𝚷 + 𝟐𝚷𝐙 ), on 

obtient l’expression de la vitesse de rotation (N) : 

𝐍 =
𝟔𝟎𝛚𝐜

𝟐𝛙(𝛚𝐜) + 𝟑𝚷 + 𝟐𝚷𝐙
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𝑏𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 = −
𝑚2. 𝑚1 (𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2 + 𝑗(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1)]

KC . Kf . [ 1 − cos⁡(τωc) + jsin(τωc)  𝑚2 𝑔2 + 𝑗ℎ2 + 𝑚1 𝑔1 + 𝑗ℎ1  ]
 

𝑏𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 = −
𝑚2. 𝑚1. 𝑛𝑢𝑚

KC . Kf . dénum
 

En multipliant  et en divisant bCritique  par le conjugué . dénum           il vient ∶ 

𝑏𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 = −
𝑚2. 𝑚1. 𝑛𝑢𝑚. dénum          

KC . Kf . dénum. dénum         
 

Développement du dénominateur : 

 

dénum = ( 1 − cos⁡(τωc)) + jsin(τωc)  𝑚2 𝑔2 + 𝑗ℎ2 + 𝑚1 𝑔1 + 𝑗ℎ1   

dénum = [(1 − cos(τωc )) + jsin(τωc)][ m1g1 + m2g2 + j m1h1 + m2h2 ] 

dénum =   1 − cos(τωc)   m1g1 + m2g2 − sin(τwc) m1h1 + m2h2 ] + j[(1 − cos(τwc)) m1h1 + m2h2 sin(τwc) m1g1m2g2 ] 

posons : 

A1 = 1 − cos(τωc) ; B1 = 𝑚1𝑔1 + 𝑚2𝑔2 

et  C1 = 𝑚1ℎ1 + 𝑚2ℎ2 Et D1 = sin(τωc) 

Avec les nouvelles représentations et en multipliant le dénominateur par son conjugué on obtient : 

dénum. dénum         = 2(1 − cos(τω
c
)). [(𝑚1𝑔1 + 𝑚2𝑔2)2 + (𝑚1ℎ1 + 𝑚2ℎ2)2] 

- Analyse du numérateur : 

 
En multipliant le numérateur par l’adjoint du dénominateur on obtient : 

 
num. dénum         =  (𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2 + 𝑗 ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1 ][ A1B1 − D1C1 − j(A1C1 + D1B1)] 

Puisque bCritique  est réelle on ne s′interesse que seulement à la partie réel donc ∶ 

num. dénum         = (𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2) A1B1 − D1C1 +(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1) A1C1 + D1B1  

num. dénum         = A1B1(𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2) − D1C1 𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2 + A1C1(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1)+D1B1(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1) 

num. dénum         = A1[B1(𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2) + C1(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1)] + D1[B1(𝑔2ℎ1 + 𝑔1ℎ2) − C1(𝑔1𝑔2 − ℎ2ℎ1)] 

num. dénum         = (1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜏𝑤𝑐))[(𝑚1𝑔1 + 𝑚2𝑔2)(𝑔1𝑔2 − ℎ1ℎ2) + (𝑚1ℎ1 + 𝑚2ℎ2)(ℎ1𝑔2 + ℎ2𝑔1)] + 𝑠𝑖𝑛(𝜏𝑤𝑐)[(𝑚1𝑔1 +

𝑚2𝑔2)(𝑔1ℎ2+𝑔2ℎ1 −𝑚1ℎ1+𝑚2ℎ2(𝑔1𝑔2+ℎ2ℎ1)] 
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num. dénum         =  1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜏𝑤𝑐 )  𝑚1𝑔1
2𝑔2 − 𝑚1𝑔1ℎ2ℎ1 + 𝑚2𝑔1𝑔2

2 − 𝑚2𝑔2ℎ1ℎ2 +  𝑚1𝑔2ℎ1
2 + 𝑚1ℎ1ℎ2𝑔1 + 𝑚2ℎ1ℎ2𝑔2 + 𝑚2ℎ2

2𝑔1 + 𝑠𝑖𝑛(𝜏𝑤𝑐  (𝑚1𝑔1
2ℎ2

+ 𝑚1𝑔1𝑔2ℎ1 + 𝑚2𝑔2𝑔1ℎ2 + 𝑚2ℎ1𝑔2
2 − (𝑚1𝑔1𝑔2ℎ1 + 𝑚1ℎ2ℎ1

2 + 𝑚2𝑔1𝑔2ℎ2 + 𝑚2ℎ1ℎ2
2)] 

num. dénum         =  1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜏𝑤𝑐 )[𝑚1𝑔2 𝑔1
2 + ℎ1

2 + 𝑚2𝑔1 𝑔2
2 + ℎ2

2 ]+ 𝑠𝑖𝑛(𝜏𝑤𝑐)[𝑚1ℎ2 𝑔1
2 + ℎ1

2 + 𝑚2ℎ1 𝑔2
2 + ℎ2

2 ] 

Finalement on obtient : 

𝑏𝐶𝑟𝑖𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 = −
𝑚2. 𝑚1.  1 − 𝑐𝑜𝑠(𝜏𝑤𝑐 )[𝑚1𝑔2 𝑔1

2 + ℎ1
2 + 𝑚2𝑔1 𝑔2

2 + ℎ2
2 ] +  𝑠𝑖𝑛(𝜏𝑤𝑐)[𝑚1ℎ2 𝑔1

2 + ℎ1
2 + 𝑚2ℎ1 𝑔2

2 + ℎ2
2 ]

2KC . Kf . (1 − cos(τωc )). [(𝑚1𝑔1 + 𝑚2𝑔2)2 + (𝑚1ℎ1 + 𝑚2ℎ2)2]
 



ANNEXE C



Annexe C 
 

82 
 

I- Présentation du logiciel Delphi : 

Delphi est un logiciel de développement rapide (RAD) conçu pour écrire des applications 

Windows vite et facilement. L'interface utilisateur (c'est à dire les éléments visuels, qui 

apparaissent à l'écran) est construite simplement par glisser-déposer.  

NB : Delphi n'est pas un langage, mais c'est un logiciel qui permet de programmer en Pascal 

orienté objet. 

II - Méthodologie de concevoir le programme :  

II.1-  concevoir la base : 

DELPHI est un logiciel très puissant en matière de gestion des base de donnée il gère un 

ensemble de base de donnée très varié exemple : paradox, interbase.mysqléetc. 

Le choix dôun tell ou autre type de base et une question de choix qui dépend du type 

dôinformation : 

- Degré de sécurité souhaité ou non, 

-  partage de lôacc¯s ¨ la base de donnés, 

- Le volume de la base 

On va utiliser une table de type paradox qui est très simple a utilisé en même temp le nombre 

dôenregistrement qui peuvent °tres stock® est tr¯s considérable. 

Pour cela dans outil du menu on choisis module base de donné et on choisit le type de table 

dans notre cas sa sera paradox. 

On définit ensuite les propriétés des champs. 










