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NOMENCLATURE 

Symbole Désignation Unité 

a1, a2 Paramètres définis en équations (IV.8a) et (IV.9a).  kgv / kga 

A Aire de la surface transversale de l'ailette. m
2 

b1, b2 Paramètres définis en équations (IV.8b) et (IV.9b). kgv / kga K 

B Paramètre définis en équations (IV.5). °C 

C Constante définie en équation (II.10), (IV.7). kgv / kga K 

C1, C2 Constantes arbitraires.  

C0 Constante définie en équation (II.26) et (IV.10). kgv / kga K 

Cpa Chaleur spécifique du courant d'air humide. J / kg K 

Cpw Chaleur spécifique du film de condensât. J / kg K 

d Diamètre de l'épingle. m 

db Diamètre de la base de l'épingle. m 

d
* 

Diamètre adimensionnel de la base de l'épingle.  

FC Facteur de correction égal à 
21 b B .  

f1,  f2, f3  Fonctions de x.  

h Enthalpie du mélange, cœfficient de transfert de chaleur coté air. J/kga , W/m
2 

K 

hD Cœfficient de transfert de masse. Kg / m
2 

s 

fgh  Chaleur latente d'évaporation de l'eau. J/kg 

I0 Fonction modifiée de Bessel de premier type, d'ordre 0.  

I1 Fonction modifiée de Bessel de premier type, d'ordre 1.  

I2 Fonction modifiée de Bessel de premier type, d'ordre 2.  

K0 Fonction modifiée de Bessel de deuxième type, d'ordre 0.  

K1 Fonction modifiée de Bessel de deuxième type, d'ordre 1.  

k Conductivité thermique du matériau de l'épingle. W / m
 
K 

L Longueur de l'épingle. m 

m Paramètre d'épingle humide définis en équation (IV.10). m
-1

 

m0 Paramètre d'épingle sèche définis en équation (III.7).  

mco Taux total de condensation, définis en équation (II.17).  kg/s 

ma Masse de l'air sec. kg 

mv Masse de la vapeur d'eau. kg 

Ma Masse moléculaire de l'air sec. kg/mole 

Mv Masse moléculaire de la vapeur d'eau. kg/mole 
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N Nombre entier, constant en équation (V.25).  

P Pression du gaz, périmètre de l'épingle. Pa, m 

Patm Pression atmosphérique. Pa 

pa Pression partielle de l'air sec dans un mélange. Pa 

ps Pression partielle de la vapeur d'eau dans un mélange saturé. Pa 

pv Pression partielle de la vapeur d'eau dans un mélange. Pa 

q Flux de transfert de chaleur. W 

qb Flux de transfert de chaleur à la base. W 

Latq  Flux de transfert de chaleur latente (de condensation). W 

qréel Flux de transfert de chaleur réel dissipé. W 

qid Flux de transfert de chaleur idéal dissipé. W 

r Rayon de l'ailette annulaire. m 

Ra Constante des gaz pour l'air sec. J/(kg.K) 

Rv Constante des gaz pour la vapeur d'eau. J/(kg.K) 

R  Constante universelle de gaz. J/(kg mole.K) 

S Surface latérale de l'épingle. m
2 

t Epaisseur de l'ailette. m 

T Température de la surface de l'épingle. K 

Ta Température de l'air humide. K 

Tb Température de la base de l'épingle. K 

Text Température de l'extrémité de l'épingle. K 

Tr Température du point de rosée. K 

u Changement de variable.  

V Volume de l'épingle. m
3 

v Volume du mélange de gaz. m
3 

x Distance à partir de l'éxtrimité de l'épingle. m 

0x  Distance de la surface séparante entre les régions humide et sèche. m 

X Distance adimensionnelle à partir de l'éxtrimité de l'épingle.  

xv Fraction molaire de la vapeur d'eau dans le mélange.  

xs Fraction molaire de la vapeur d'eau dans un mélange saturé.  

W Humidité absolue (ou spécifique) de l'air sur l'épingle. kgv / kga 

Wa Humidité absolue de l'air humide. kgv / kga 
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Symboles Grec 

  Humidité relative. % 

ρ masse volumique. kg/m
3 

η Efficacité de l'épingle.  

μ Degré de saturation. % 

θ Température adimensionnelle définie dans la page 55.  

θb Différence de température (Tb -Ta).  K 

θd Différence de température (T-Ta) définie dans la page 40. K 

θp Paramètre adimensionnel défini à l'équation (II.27) et (IV.13).  

λ Paramètre adimensionnel définis à l'équation (VI.2).  

δ1, δ2 Côtés de l'épingle rectangulaire, demi-axes majeur et mineur de 

l'épingle elliptique.  

m 

α Paramètre défini dans l'équation (III.20).  

Ω Rapport adimensionnel d'humidité définis dans l'équation (IV.6).  

Indices 

a Air.  

b Base de l'ailette.  

Cond Conduction.  

Conv Convection.  

ext Extrémité l'ailette.  

r Point de rosée.  

fg  Latente.  

max Maximum.  

opt Optimal.  

s Surface.  

v Vapeur d'eau.  

Nombres adimensionnels 

Le Nombre de Lewis.  

Bi Nombre de Biot.  

Abréviations   

SI Système International.  

IP Système Impérial d'unités.  
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INTRODUCTION GENERALE 

Les surfaces étendues ou ailettes sont utilisées pour améliorer le taux de transfert de 

chaleur entre un solide et un fluide adjacent. 

Les surfaces étendues de section transversale circulaire sont appelés épingles. Elles 

sont largement utilisées dans de nombreux types d'échangeurs de chaleur pour de 

nombreuses applications en génie thermique telles que, la réfrigération, l'air conditionné 

(climatisation) et des applications de traitement chimique,…etc. 

Cependant, dans des procédés de refroidissement et de déshumidification, qui se 

tiennent dans les équipements de la réfrigération et du conditionnement de l'air, le transfert 

de chaleur est accompagné par un transfert de masse en même temps lorsque la 

température de surface de l'épingle est inférieure à la température de point de condensation 

(rosée) de l'air entrant. Dans ce cas, cet air se condense sur la surface de l'épingle. 

Par conséquent, la performance de ces équipements ou de ces échangeurs de 

chaleur est principalement fonction de la performance (ou efficacité) d'épingles. Nous 

cherchons, dans ce thème qui est une initiation à la recherche, d'étudier analytiquement 

quelques épingles qui fonctionnent sous la condition entièrement humide, c'est-à-dire dans 

le cas où le transfert de chaleur et de masse se font simultanément en se basant sur les 

travaux de la référence [26]. Pour cela, on a développé un programme informatique en 

Fortran pour le calcul de l’air humide et le calcul des champs de température, les 

éfficacités et l’optmisation des différentes épingles. On a corrigé aussi quelques solutions 

données dans [26].   

Pour cela notre travail est constitué par les chapitres suivants : 

♦ Une introduction générale. 

♦ Le premier chapitre comporte un rappel des quelques notions importantes du transfert de 

chaleur, des quelques généralités sur les ailettes et des propriétés de l'air humide. 

♦ Le deuxième chapitre est consacré à l'étude bibliographique où on s'est basé sur les 

ailettes fonctionnant à l'état humide.  

♦ Le troisième chapitre présente l'analyse mathématique des épingles en état sec. 

♦ Le quatrième chapitre présente l'analyse mathématique des épingles en état humide. 

♦ Le cinquième chapitre présente les résultats et l'optmiisation de ces épingles sous forme 

de courbes ainsi que les discussions et analyses nécessaires. 

♦ On termine ce mémoire par des conclusions générales, perspectives et 

♦ Références bibliograpqiques. 

Ce mémoire est complété par des annexes comportant : 

♦ Une exposition des fonctions et des équations de Bessel. 
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♦ Programmes de calcul en Fortran. 

♦ Diagramme psychrométrique. 
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CHAPITRE I : RAPPELS ET DEFINITIONS 

Tout d'abord, on doit citer quelques notions du transfert de chaleur et de l'air 

humide. 

I.1 Transfert de chaleur 

I.1.1 Définition 

On appelle « transfert de chaleur » le déplacement de la chaleur d’une région à une 

autre suite à une différence de température, ce déplacement peut se produire entre deux 

corps en contact (solide-solide, solide-fluide, fluide-fluide) ou entre deux parties d’un 

même corps. 

L’énergie interne du système change au cours du déplacement de la chaleur en produisant : 

- Le flux thermique transmis. 

- La répartition de la température à l’intérieur du milieu considéré. 

Avant d’arriver au phénomène de la condensation de l'air humide sur l'ailette on 

doit d’abord parler des modes de transmission de la chaleur qui s’effectuent dans et sur 

l'ailette et qui sont : la conduction, la convection et sans oublier le transfert de chaleur avec 

changement de phase l'ors de la condensation qui est le phénomène le plus important dans 

ce thème. 

I.1.2 Transfert de chaleur par conduction 

La conduction est le transfert de chaleur des parties chaudes vers les parties plus 

froides, d’un même corps ou de deux corps en contact sans mouvement apparent de 

matière.  

Ce mode peut s’effectuer dans les solides et les fluides. Cependant, c'est le seul 

mécanisme par lequel la chaleur peut se déplacer dans les solides opaques. 

La conduction est régie par la loi de Fourier : 

[W] (I.1)q kA dT dx   

Cette formule donne la valeur du flux de chaleur dans la direction x, avec : 

Le signe (-) intervient puisque la chaleur s’écoule vers le décroissement de la température. 

k : La conductivité thermique du milieu considéré [W/m.K]. 

A : La surface d’échange de chaleur [m²]. 

dT/dx : Le gradient de température dans la direction de x [K/ m]. 

I.1.3 Transfert de chaleur par convection 

De façon générale, la convection est le transport d’une grandeur physique d’un 

fluide d’un point à un autre par le mouvement de ses molécules. Les différences de 
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températures dans les fluides entraîne des différences de densités et donc un mouvement 

des particules du fluide, ce mouvement à pour effet de véhiculer la chaleur du fluide et 

d’égaliser les températures par substitution réciproque des molécules froides à des 

molécules chaudes. 

Le phénomène de convection intervient à chaque fois qu’un fluide se déplace par 

rapport à des éléments fixes (murs, plaques, tubes, ...etc.) à des températures différentes de 

celle du fluide ou lorsque deux fluides à des températures différentes sont mis en contact. 

On dit que la convection est naturelle si le mouvement des masses fluides responsables du 

transfert de la chaleur, est provoqué par des différences de densités provenant elles mêmes 

des différences de températures à l’intérieur du fluide. On dit que la convection est forcée 

si le mouvement est crée par une action extérieure (ventilateurs, pompes, …etc.) 

La loi de Newton donne le flux échangé entre une surface de valeur S et de température T 

et un fluide de température Tf, elle s’écrit : 

( ) [W] (I.2)fq hS T T   

Avec : 

h : Coefficient d’échange convectif [W/m².K]. 

S : Surface d’échange de chaleur [m²]. 

I.2 Transfert de chaleur et de masse simultané (avec changement de phase) : 

Lorsqu'on a la condensation d'une vapeur sur un corps (liquide ou solide), on dit 

qu'on a un transfert de chaleur et de masse simultané. 

I.2.1 Condensation 

La condensation est le processus par lequel une vapeur est convertie à son état 

liquide. En raison de la différence d'énergie interne importante entre les états liquide et 

vapeur, une quantité importante de chaleur peut être libérée pendant le processus de 

condensation. Pour cette raison, le processus de condensation est utilisé dans de nombreux 

systèmes thermiques. En général, une vapeur va se condenser en liquide quand elle est 

refroidie suffisamment ou lorsqu'elle est en contact avec un corps (un fluide ou un solide) 

qui est en dessous de sa température de saturation. La condensation peut s'établir sous trois 

modes, en film, en gouttelettes, ou dans un mode mixte. 

I.2.2 Condensation en film 

Dans ce mode de condensation sur une paroi verticale, le condensât mouille 

entièrement la surface, l'épaisseur du film croit et le film s'écoule le long de la surface. Il 
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existe un gradient de température dans ce film, il représente alors une résistance en terme 

de transfert de chaleur. 

I.2.3 Condensation en gouttes 

Dans ce mode de condensation, la vapeur se condense sur une surface qui n'est pas 

mouillée par le condensât. Le condensât ne s'étale pas mais forme sur la surface des gouttes 

discrètes. La condensation en goutte est plus efficace que celle en film. Les coefficients de 

transfert de chaleur lors de la condensation en gouttelettes sont alors beaucoup plus grands 

que ceux trouvés en condensation en film [13]. 

I.2.4 Condensation mixte 

Il existe un troisième mode de condensation qui est la condensation mixte, il 

préexiste alors à la surface de condensation des gouttes isolées et un film de condensât. Ce 

mode de condensation peut avoir lieu lors de la transition entre la condensation en 

gouttelettes dans un premier temps et la condensation en film. 

I.3 Généralités sur les ailettes 

I.3.1 Définition d'une ailette 

L'ailette est un dispositif qui permet de créer des perturbations et de la turbulence 

au niveau de l'écoulement du fluide entourant l'ailette (elle permet d'augmenter le niveau 

de la turbulence dans la couche limite) mais surtout la surface d'échange de chaleur, donc 

le transfert thermique. 

I.3.2 Différents types d'ailettes 

Les différents types d'ailettes sont regroupés en deux grandes parties : 

 Ailettes continues 

 

Figure I-1 : Exemple typique d'une surface étendue continue [14]. 
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 Ailettes indépendantes 

 

 

 

Figure I-2 : Quelques exemples typiques de surfaces étendues indépendantes [14]. 

 

Les ailettes continues sont utilisées dans les échangeurs de chaleur employés dans l'habitat, 

tandis que les échangeurs de chaleur industriels ont plutôt des ailettes indépendantes. 

I.3.3 Efficacité d'ailette 

L'efficacité d'une ailette est définie comme étant le rapport de la puissance 

thermique réellement échangée par l'ailette à la puissance thermique théorique qu'elle serait 

capable d'échanger si toute la surface de l'ailette est à la température de sa base Tb. 

(I.3)réel

th

q

q
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I.4 Propriétés de l'air humide
1
 

I.4.1 L'air humide et l'atmosphère standard  

L'air atmosphérique est un mélange de nombreux gaz, plus de vapeur d'eau et de 

polluants innombrables. Mis à part la quantité de vapeur d'eau et de polluants, qui peuvent 

varier considérablement, la composition des gaz qui constituent l'air sec est à peu près 

constante, variant légèrement avec le temps, le lieu et l'altitude. En 1949, une composition 

standard d'air sec a été fixée par la Comité Mixte Internationale sur les Données 

Psychrométriques comme indiqué dans la table I-1. 

 La relation des gaz parfaits 

(I.4)a

P
Pv R T


   

En se basant sur la composition de l'air dans la table I-1, la masse moléculaire de l'air sec 

Ma est 28.965 et sa constante des gaz Ra est 

8314
287 /( ) (I.5)

28.965
a

a

R
R J kgK

M
    

où R  est la constante universelle de gaz; R = 8314 J/(kg mole K). 

Table I-1 : Composition de l'air sec 

Constituent Masse Moléculaire Fraction de Volume 

Oxygène 32.000 0.2095 

Nitrogène 28.016 0.7809 

Argon 39.944 0.0093 

Dioxide de Carbon 44.010 0.0003 

La plupart des processus de conditionnement d'air contiennent un mélange de l'air 

sec et la vapeur d'eau. La quantité de vapeur d'eau peut varier de zéro à l'état saturé qui est 

un maximum déterminé par la température et la pression du mélange. L'air saturé est un 

état d'équilibre neutre entre l'air humide et une phase liquide ou solide de l'eau qui peut être 

présente. La masse moléculaire de l'eau est 18,015 et la constante des gaz pour la vapeur 

d'eau est : 

8314
462 /( ) (I.6)

18.015
v

v

R
R J kgK

M
    

La pression atmosphérique peut être estimée en fonction de l'altitude par la relation 

suivante : 

(I.7)P a bH   

                                                 
1
 La plus part de cette partie est empruntée de McQuiston [15]. 
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où  

a et b : Constantes données dans la table I-2. 

H : Altitude au-dessus du niveau de mer en mètres. 

P : Pression en kilo pascal. 

Table I-2 : Constantes pour l'équation (I.7) 

 H ≤ 4000 ft 

ou 1220 m 
 

H > 4000 ft 

ou  1220m 

Constante IP SI  IP SI 

a 29.92 101.325  29.42 99.436 

b       -0.001025        -0.01153      -0.0009 -0.010 

I.4.2 Paramètres fondamentaux
 

I.4.2.1 Pressions et masses volumiques 

La loi de Dalton pour un mélange des gaz parfaits indique que la pression de 

mélange est égale à la somme des pressions partielles des constituants : 

1 2 3 ... (I.8)P p p p     

Pour l'air humide 

2 2 2
(I.9)N O CO Ar vP p p p p p      

Parce que les différents constituants de l'air sec peuvent être considéré comme étant un 

gaz, il en résulte que la pression totale de l'air humide est la somme des pressions partielles 

de l'air sec et la vapeur d'eau : 

(I.10)a vP p p   

Chaque constituant dans un mélange de gaz parfait se comporte comme si les autres 

n'étaient pas présents.  

D'après la loi des gaz parfait (I.4), la masse volumique pour l'air sec peut s'écrire : 

     
T

PP

TR

PP v

a

v

a
.287





  

et pour la vapeur d'eau comme suite : 

T

p

TR

p v

v

v

v
.462

  

dans le cas où l'air humide est saturé de vapeur d'eau, la pression de la vapeur d'eau est 

alors la pression, ps. 
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I.4.2.2 Humidité absolue (ou spécifique) 

L'humidité absolue W est le rapport de la masse de la vapeur d'eau mv à la masse de 

l'air sec ma dans le mélange.  

(I.11)v

a

m
W

m
  

W est appelée aussi, rapport d'humidité, rapport de mélange, teneur en eau, etc. 

I.4.2.3 Humidité relative  

L'humidité relative   est le rapport de la fraction molaire de la vapeur d'eau xv dans 

le mélange à la fraction molaire xs de la vapeur d'eau dans un mélange saturé à la même 

température et pression : 

,

(I.12)v

s T P

x

x


 
  
 

 

Pour un mélange de gaz parfaits, la fraction molaire est égale au rapport de pression 

partielle de chaque constituant. La fraction molaire de la vapeur d'eau est 

(I.13)v
v

p
x

P
  

Utilisant l'équation (I.6)-(I.12), on peu écrire l'humidité relative comme : 

(I.14)v v

s s

p P p

p P p
    

Puisque les températures de l'air sec et de la vapeur d'eau sont supposées les mêmes dans le 

mélange, 

,

(I.15)v v v

s v s T P

p R T

p R T






 
   

 
 

où les masses volumiques ρv et ρs sont appelées (désignés comme) les humidités absolues 

de la vapeur d'eau (masse d'eau par unité de volume de mélange). 

I.4.2.4 Relation entre l'humidité relative et l'humidité absolue 

Utilisant la loi de gaz parfait, on peut dériver un rapport entre l'humidité relative   

et l'humidité absolue W : 

(I.16 )v v v
v

v

p V p VM
m a

R T RT
   

et 
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(I.16 )a a a
a

a

p V p VM
m b

R T RT
   

et 

(I.17 )v v

a a

M p
W a

M p
  

Pour le mélange air-vapeur d'eau, l'équation (I.17a) se réduit à : 

18.015
0.6219 (I.17 )

28.965

v v

a a

p p
W b

p p
   

Combinant l'équation (I.14) et l'équation (I.17b), on trouve 

(I.18)
0.6219

a

s

p
W

p
   

I.4.2.5 Degré de saturation 

Le dégrée de saturation μ est le rapport de l'humidité absolue W au rapport 

d'humidité d'un mélange saturé Ws à la même température et pression : 

,

(I.19)
s T P

W

W


 
  
 

 

I.4.2.6 Point de rosée 

Quand un mélange de gaz est refroidi à pression constante, la température à 

laquelle la condensation commence est le point de rosée. À une pression (totale) de 

mélange donné, le point de rosée est fixé par l'humidité absolue W ou par la pression 

partielle de la vapeur d'eau. Ainsi Tr, W et pv  ne sont pas des propriétés indépendantes. 

Température de rosée 

 La température de rosée Tr correspond à l'apparition de la phase condensée, eau ou 

glace sur une surface S refroidit par un moyen quelconque placée dans un air humide dont 

l'humidité spécifique reste constante. Ce phénomène est très visible sur un miroir ou toute 

surface polie (lisse). La température de rosée Tr est appelée aussi de givre (quand on a 

apparition de la glace). 

I.4.2.7 Température sèche 

 La température sèche ou de bulbe sec est celle indiquée par un thermomètre dont 

l'élément sensible «le bulbe» est parfaitement sec. C'est le terme habituel de température. 

 Il y'aura dépôt de condensât de vapeur d'eau (ou de givre) sur une surface 

quelconque si sa température sèche est inférieure à la température de rosée de l'air ambiant. 
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Dans ce cas, l'humidité absolue de l'air reste constante, sa pression de vapeur Pv est 

invariable.  

I.4.2.8 Température humide 

 La température humide ou de bulbe humide Th est la température indiquée par un 

thermomètre dont le bulbe est recouvert d'un tissu mouillé. 

 Le groupement d'un thermomètre à bulbe sec et d'un thermomètre à bulbe humide 

ventilé constitue un appareil appelé psychromètre. 

I.4.2.9 Enthalpie 

L'enthalpie h d'un mélange des gaz parfaits est égale à la somme des enthalpies de 

chaque constituant. 

(I.20)a vh h W h   

et pour le mélange air-vapeur d'eau est généralement référencée à la masse d'air sec. C'est 

parce que la quantité de vapeur d'eau peut varier au cours de certains processus, mais la 

quantité d'air sec reste typiquement constante. Chaque terme dans l'équation (I.20) a l'unité 

d'énergie par unité de masse d'air sec. Avec l'hypothèse de comportement de gaz parfait, 

l'enthalpie est une fonction seulement de température. Si 0°C est sélectionné comme état 

de référence où l'enthalpie de l'air sec est 0, et si les chaleurs spécifiques Cpa et Cpv sont 

supposées constantes, des relations simples résultes :  

(I.21)a pah C T  

(I.22)v g pvh h C T   

où l'enthalpie de vapeur d'eau saturée hg à 0°C est 2501.3 kJ/kg. 

Utilisant les équations (I.20), (I.21) et (I.22) avec Cpa et Cpv prennent 1.0 et 1.86 kJ/(kg°C), 

respectivement, nous avons 

1.0 (2501.3 1.86 ) / (I.23)ah T W T kJ kg    

I.5 Diagramme de l'air humide 

Le diagramme de l'air humide dans la page 80 permette, par simple lecture et sans 

effectuer aucun calcul, de déterminer la valeur de toutes les grandeurs caractérisant l’air 

humide connaissant deux d’entre elles, comme le montre le schéma ci-dessus. 

Si le point 1 représente l'air humide considéré (température T ; humidité relative ε), 

on peut tirer plusieurs paramètres, comme l'humidité spécifique, l'humidité spécifique de 

saturation, la pression de vapeur, la pression de vapeur de saturation, la température de 

rosée, la température humide, l'enthalpie spécifique, le volume spécifique, …etc.   
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 Figure I-3 : Schéma du diagramme de l'air humide.  

Au vu de ce diagramme, on observe que : 

Le point 2 correspond la limite maximale de vapeur d'eau pouvant être contenue 

dans l'air à cette même température (Wsat).  

Le point 3 correspond au refroidissement maximal possible sans condensation, la 

température de rosée (Tr). 

Le point 4 correspond à la saturation atteinte par injection de gouttelettes d'eau. Ce 

procédé permet de refroidir sans dépense d'énergie (température humide Th à enthalpie 

constante). 
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CHAPITRE II :   REVUE BIBLIOGRAPHIQUE 

Une revue, de transfert thermique sur les surfaces étendues, détaillée a été réalisée 

par Razelos [1]. Cependant, dans des processus, par exemple le refroidissement et la 

déshumidification qui ont lieu dans les équipements de réfrigération et de climatisation, le 

transfert de la chaleur et de la masse se produisent simultanément quand la température de 

la surface d'ailette est plus basse que la température de point de condensation d'air entrant.  

Plusieurs tentatives ont été faites pour analyser l'efficacité des surfaces étendues avec le 

transfert de chaleur et de masse simultanés. 

Threlkeld [2] a étudié l'expression analytique de l'efficacité globale d'une ailette 

humide en utilisant la différence d'enthalpie comme force motrice pour la production de 

transfert de chaleur et de masse sumiltanément. 

 

 
Figure II-1 : Ailette longitudinale mouillée lors de condensation de l'air humide. 

 

La conduction dans le film de condensât est supposée seulement dans la direction y. Pour 

une unité de longueur de l'ailette, la densité du flux de chaleur échangé est donnée par : 

2 (II.1)F
F F F

dT
q k y

dx
 

2 ( ) (II.2)w
F w F

w

k
dq T T dx

y
   

Il a supposé que sur une petite gamme de température, l'enthalpie de l'air saturé hs, varie 

linéairement suivant l’expression suivante : 

(II.3)s sh a bT  

Il a utilisé l'équation approximative suivante : 
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 ,

,

,

(II.4)
c o o

s w

p a

h dA
dq h h

C
  

La figure II-2 montre que sur une gamme étroite de température, par exemple d'environ 

4,72°C, hs peut être donné par l'équation (II.3) où les coefficients a et b sont des valeurs 

moyennes. 

Dans le graphe de la figure II-3, la variation du coefficient b est donnée pour une pression 

barométrique allant de 82737.12 à 101325.393 Pa (ou de 12 à 14,696 psia).  

 

 
Figure II-2 : Enthalpie de l'air saturé en fonction de la   Figure II-3 : Pente ∆hs/∆ts de l'air saturé. 

        température pour une pression de 101325.393 Pa..                                 

A partir des équations (II.1), (II.2), (II.3) et (II.4), il a abouti à l'équation suivante : 

2
,

2
(II.5)

o wF
F

F F

hd h
h

dx k y


  

Les conditions aux limites pour cette équation sont :  

∆hF = ∆hF,b à x = 0, et d∆hF/dx = 0 à x =L. 

Cette équation et ses conditions aux limites sont complètement analogues à celle de 

l'équation d'ailette sèche. Ainsi, la solution de cette équation a la même forme que celle 

d'ailette sèche. L'efficacité de cette ailette humide est donnée par : 

 ,

tanh
( .6)

où

Hum

o w

mL
II

pL

m h ky
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Si nous analysons autres types d'ailettes et faisons des substitutions semblables, on 

obtiendra des résultats analogues. On conclut que les solutions donnant l'efficacité 

d'ailettes sèches s'appliquent également à l'efficacité d'ailettes humides en remplaçant ho,w 

de l'ailette humide à la place de hc,o de l'ailette sèche. 

Donc, il a suggéré d'après ces résultats que l'efficacité de l'ailette humide est indépendante 

de l'humidité relative de l'air. 

McQuiston [3] a étudié l'efficacité d'une ailette droite et humide (section 

transversale uniforme), figure II-4. 

 
a- Ailette de section transversale uniforme.            b- Ailette plate de section transversale uniforme. 

Figure II-4 : Ailettes de section uniforme. 

En ajoutant l'effet de la chaleur de condensation à l'équation qui régit la distribution de 

température dans l'ailette, le bilan énergétique d’un volume élémentaire devient : 

2

2
( ) ( ) (II.7)a D fg a

d T P
h T T h h W W

dx kA
                          

                          

Il a utilisé la relation de Lewis pour obtenir le coefficient de transfert de masse (hD) : 

, (II.8)D p ah h C                                               

                          

et donc, une nouvelle équation régissante de la température de l’'ailette en considérant le 

transfert combiné de chaleur et de masse en combinant les équations (II.7) et (II.8) : 

2

2

,

( ) ( ) (II.9)
fg

a a

p a

hd T hP
T T W W

dx kA C
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Pour résoudre cette équation, il a supposé que (W-Wa) est linéairement liée à (T-Ta), 

(II.10)a

a

W W
C

T T





 

L'équation différentielle décrivant la distribution de température dans un système ailette-

film mince de section transversale uniforme devient donc : 

2
2

2

( )
( ) (II.11)a

a

d T T
m T T

dx


  

où:                                2

,

.
1 (II.12)

fg

p a

C hhP
m

kA C

  
      

 

 

quand il n'y a pas de condensation (C = 0) et : 

 

2 2

0 (II.13)
hP

m m
kA

  

Il a trouvé que la condensation de l'humidité réduit l'efficacité de l'ailette, particulièrement 

pendant que l'humidité relative devient grande. Pour une condition typique, la réduction est 

de 7 ou 8 pour cent et des fois peut atteindre jusqu'à 14%. 

Ce modèle présenté ici est simple et directe à utiliser. Il est facilement adaptable à 

l'ordinateur et facile à utiliser avec des calculs à la main. 

Xiangguo Xu et al [4] ont développé, un modèle modifié de McQuiston pour 

évaluer l'efficacité d'ailette plane verticale humide montrée dans la figure II-5 en tenant en 

compte du film de condensât s'écoulant sur les surfaces d'ailettes et ses impacts sur le 

transfert de chaleur, et par conséquent, le changement d'enthalpie de ce film.  
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Figure II-5 : Transfert de chaleur entre l'ailette et le film dans un volume 

 de contrôle élémentaire du système ailette-film. 

Pour l'élément d'ailette, le bilan thermique est : 

2

2
0 (II.14)

d T dq
kA

dx dx
  

Pour l'élément de film, le bilan thermique est : 

, ,

,

( ( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (II.15)

co co p w co p w

p w co fg co a

dq m x dm x C T dT m x C T

C Tdm x h dm x hPdx T T

   

   
 

La simplification de l'équation (II.15) donne : 

,

( )
( ) ( ) (II.16)co

co p w fg a

dm xdq dT
m x C h hP T T

dx dx dx
    

Le taux total de condensât est donné par : 

0

0

( ) (0) ( )

(0) ( ) (II.17)

x

co co co

x

co D a

m x m dm x

m h W W Pdx

 

  




 

D'autre part, l'hypothèse de McQuiston selon laquelle (W-Wa) est simplement une relation 

linéaire de (T-Ta), est adoptée ici, 

(II.18)a

a

W W
C

T T





 

Les coefficients de transfert de chaleur et de masse sont liés par l'analogie de Chilton-

Colburn [12] : 

2

3
, (II.19)D p ah h C Le 
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Ici, le nombre de Lewis Le est supposé égal à 1. En combinant les équations (II.14) et 

(II.16) - (II.19), et en utilisant d  pour représenter la différence de température, T-Ta, ils 

ont trouvé : 

2
,

2

,

( ) .
1 (II.20)

co p w fgd d
d

p a

m x C C hd d hP

dx kA dx kA C

 


 
    

 

 

L'équation (II.20) représente le model modifié de McQuiston. En comparant avec le model 

de McQuiston dans l'équation (II.11), un nouveau terme qui représente l'effet de la 

variation d'enthalpie du film de condensât mobile et de son impact sur le transfert de 

chaleur dans un système ailette-film de condensât est ajouté. Ce modèle était censé être 

plus complet. 

D'après les résultats, ils ont révélé qu’à un taux de condensation total très élevé, 

l'utilisation de ce modèle pour évaluer l'efficacité d'ailette humide est plus stable que celui 

de McQuiston. 

G. Wu, T.Y. Bong [5] ont réalisé une étude analytique de l'efficacité d'une ailette 

droite dans des conditions entièrement et partiellement humide. 

 

 Figure II-6 : Ailette droite entièrement                   Figure II-7 : Ailette droite partiellement 

                                    mouillée.                                                                 mouillée.  

L'efficacité de l'ailette sèche est donnée dans la plupart des documents par : 

0
0

0

tanh( )
(II.21)

m L

m L
  

 où:  
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0 (II.22)
hP

m
kA

 

♦ Pour l'ailette entièrement humide, ils ont appliqué la loi de conservation de l'énergie pour 

un volume élémentaire, dA = Pdx, montré dans la figure II-6. 

2

2
( ) ( ) ( ) 0 (II 23)a D a fg

dT dT d T
kA hPdx T T h Pdx W W h kA dx

dx dx dx
         

Après réarrangement des termes, et en adaptant l'analogie (II.19), l'équation différentielle 

régissante de la distribution de température le long de l'ailette, devient : 

2
2 2

0 02 2/3
( ) 0 (II.24)

fgd
d a

p

hd
m m W W

dx C Le


    

où :  d aT T    

Pour résoudre l'équation (II-24), ils ont proposé une relation linéaire entre W et T sur la 

plage de température (Tb<T<Text) comme suit : 

(II.25)W a bT  

 où   

ext b ext b
b b

ext b ext b

W W W W
b et a W T

T T T T

 
  

 
 

En substituant l'équation (II-25) dans l'équation (II-24), on obtient : 

2
2 2

0 0 02
(1 ) 0 (II.26)d

d

d
m bB m BC

dx


    

où 
02 3

fg

a a

p

h
B et C W a bT

C Le
     

L'équation (II-26) est une équation différentielle non homogène du second ordre. La 

distribution de la température le long de la surface d'ailette est : 

 cosh ( )
(II.27)

cos( )

d p

b p

m L x

mL

 

 

 



 

2 20
0où et (1 )

1
p

BC
m m bB

bB
   


 

L'efficacité pour cette ailette est : 
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tanh( )
(II.28)Hum

mL

mL
  

L'expression mathématique de l'efficacité d'ailette humide donnée par l'équation (II.28) est 

similaire de l'ailette sèche donnée par l'équation (II.21). La seule différence est que le 

paramètre m est remplacé par m0 multiplié par 1/ 2(1 )bB . La constante b est la pente 

moyenne de la ligne de saturation sur la carte psychrométrique dans l'intervalle de 

température (Tb<T<Text). 

♦ Pour l'ailette partiellement humide, on a deux régions et ses équations différentielles 

régissantes sont : 

2
2 2

0 0 0 02
(1 ) 0 pour 0 (II.29)d

d

d
m bB m BC x x

dx


      

2
2

0 02
et 0 pour (II.30)d

d

d
m x x L

dx


    

La résolution de ces équations différentielles régissantes, avec les conditions aux limites 

correspondantes, donne la distribution de la température dans l'ailette comme suit, 

 0

0

0

sinh( ) sinh ( )

si 0 (II-31)
sinh( )

r p

d p b p

b p

mx m x x

x x
mx

 

   

 


 

 
  


 

 
 

0

0

0 0

cosh ( )
et si (II-32)

cosh ( )

d

r

m L x
x x L

m L x






  


 

L'efficacité pour la région humide est : 

 0

.

0 0

( 1) cosh( ) 1

(II.33)
sinh( )

r p

b p

R hum

mx

mx mx

 

 



 


 

L'efficacité pour la région sèche est : 

 0 0

.

0 0

tanh ( )
(II.34)

(1 )( ) ( )

r
R sèc

b p

m L x

bB m L x




 




  
 

L'efficacité globale pour toute la surface est :  

0 0
, , (II.35)R hum R sèc

x L x

L L
  


  

Ils ont trouvé que pour une ailette entièrement humide, l'efficacité globale est faiblement 

dépendante de l'humidité relative, ce qui est similaire au résultat de Threlkeld et différent à 
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celui de McQuiston. Pour l'ailette partiellement humide, l’efficacité de l’ailette doit être 

déterminée séparément pour la région humide et la région sèche; ils ont trouvé que 

l'efficacité globale pour toute la surface est significativement dépendante de l'humidité 

relative. 

Mostafa H. Sharqkawy, Syed M. Zubair [6] ont fourni une solution analytique 

pour l'efficacité d'une ailette annulaire entièrement humide.  

 
Figure II-8 : Ailette annulaire entièrement humide. 

En appliquant un bilan thermique sur une surface infinitésimale, dA=2лr.dr de cette 

ailette, figure II-8 : 

( ) 4 ( ) 4 ( ) 0 (II.35)a fg aD
q dq r h T T dr r h h W W dr q        

d'après la loi de conduction de la chaleur de Fourier, nous avons 

2 (II.36)
dT

q rtk
dr

 

En acceptant l'analogie de Chilton-Colburn (II.19), le bilan thermique sur le volume 

élémentaire donne l'équation différentielle suivante : 

2
2 2

0 02

1
( ) 0 (II.37)d d

d a

d d
m m B W W

dr r dr

 
     

0 2
3

2
où , et

fg

d a

p

hh
m B T T

kt C Le
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Ils ont introduit une hypothèse du modèle linéaire plus réaliste pour la relation entre le 

rapport d'humidité W et la température de surface T, sur la plage de température (Tb<T<Tr) 

comme suit :  

2 2 (II.38)W a b T  

où  

2 (II.39)r b
b b

r b

W W
a W T

T T


 


 

2 (II.40)r b

r b

W W
b

T T





 

Ici les constantes a2 et b2 peuvent être calculées à partir des conditions de l'air ambiant et 

de la température de base d'ailette. La constante b2 est la pente moyenne de la ligne de 

saturation sur le diagramme psychrométrique sur toute la plage de température (Tb<T<Tr), 

qui peut être facilement calculée, contrairement à l'étude précédente, sans connaître la 

condition de l'extrémité de l'ailette. 

En substituant l'équation (II.38) dans l'équation (II.37), on obtient : 

2
2 2

0 02

1
(II.41)d d

d

d d
m m BC

dr r dr

 
   

où 
2 2

0 2 0 2 2(1 ), a am m b B C W a b T      

L'équation (II.41) est l'équation régissante. Elle est résolue analytiquement, et d'après les 

résultats, la température de surface augmente quand il y a condensation d'humidité, plus le 

taux d'humidité relative est élevé, plus la température de surface devient aussi élevée. 

Ils ont étudié aussi l'effet de la pression atmosphérique sur l'efficacité de l'ailette, en plus 

des dimensions optimales de l’ailette. Ils ont constaté que l'efficacité de l'ailette augmente 

avec l'augmentation de la pression atmosphérique. En théorie, lorsque la pression 

atmosphérique augmente le taux d'humidité de l'air augmente. Ce qui rend la force motrice 

du processus de transfert de masse sur la surface de l'ailette élevé et donc des améliorations 

dans le taux de transfert de chaleur due à la condensation. 

Balaram Kundu [7] a présenté une résolution analytique de la performance et 

l'optimisation d'une ailette conique droite (trapézoïdale) humide. 
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Figure II-9 : Ailette triangulaire (trapézoïdale) humide. 
 

Pour l'état d'équilibre, l'équation de l'énergie de l'ailette complètement humide peut être 

écrite, après avoir employé l'analogie qui relie les coefficients du transfert de chaleur et de 

masse (II.19), sous forme différentielle : 

2

2 2/3

( )
1 (II.42)

( )

a fg

p a b

W W hd d Bi dY
Y

dX dX dX C T T Le






    
      

      

 

où ( ) /( ), , , Pr,

, , , et (II.43)

a a b b b

p pa pv b t b

T T T T Bi hy k y L Le Sc

C C WC X x L Y y y y y

 



     

    
 

Le profil de cette ailette peut être exprimé sous la forme adimensionnelle suivante : 

1 (1 ) , 0 1 (II.44)bY y y X pour       

où    
0 pour ailette triangulaire

0 pour ailette trapézoîdale


 
  

 
 

Il a adopté l'hypothèse (II.25) de G. Wu et T.Y. Bong [5] pour la relation entre l'humidité 

spécifique et la température locale, l'équation (II.42) devient comme suit : 

2 ( ) (II.45)
d d

Y m
dY dY


 

 
  

 
 

où 
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La résolution de l'équation (II.45) donne la distribution de la température dans l'ailette. Il a 

trouvé que : 

- l’augmentation de l'humidité relative de l'air fait augmenter la température dans toute la 

surface de l'ailette due à la chaleur latente de condensation. 

- l’ailette humide est moins efficace qu'une ailette sèche pour le même paramètre Z0. 

- pour une humidité relative particulière, la performance est maximale pour l'ailette 

rectangulaire, minimale pour l'ailette triangulaire et celle d'ailette conique droite se situe 

entre les deux. 

- pour un volume d'ailette constant, le taux de transfert de chaleur à travers les ailettes 

augmente avec ψ, atteint un maximum bien défini, puis diminue progressivement. 

- l'ailette triangulaire optimale transfère plus de chaleur par rapport aux ailettes 

trapézoïdales pour le même volume d'ailette, rapport d'aspect, des paramètres thermiques et 

psychométriques. 

Chien-Nan Lin, Jiin-Yuh Jang [8] ont présenté une analyse numérique 

bidimensionnelle pour l'efficacité d'une ailette elliptique sous les conditions sèche, 

partiellement et entièrement humide. Pour une plage de valeurs de rapport d'axe Ar, de 

nombre de Biot et d'humidité relative de l'air. 

  

Figure II-10 : Modèle physique et système de cordonnées. 

Les équations régissantes : 

- Ailette sèche 

2 2

2 2
2 ( ) (II.46)a

T T h
T T

x y kt

 
  

 
 

- Ailette entièrement humide 
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2 2

2 2

22
( ) ( ) (II.47)D

a a fg

hT T h
T T W W h

x y kt kt

 
    

 
 

- Ailette partiellement humide 

2 2

2 2
2 ( )

pour ledomainesec( ) (II.48)

a

r

T T h
T T

x y kt

T T

 
  

 



 

2 2

2 2

22
( ) ( )

pour ledomaine humide( ) (II.49)

D
a a fg

r

hT T h
T T W W h

x y kt kt

T T

 
    

 



 

Ils ont introduit les variables et les paramètres adimensionnels suivants : 

3/ 2

* *, , , , , ,a

b a D p

T T hb a h
X x b Y y b l l b t t b Bi Ar et Le

T T k b h c


 
            

Pour la relation entre W et T, ils ont adopté l'approximation suivante : 

2

1 2 3 (II.50)W c c T c T   

-1 -2

1 2 3où 0.00378, 0.000209( C ), 0.000018( C ) pour 0 C 30 Cc c c T         

Ils ont trouvé qu'en raison de transfert de la chaleur latente supplémentaire de l'air humide 

à l'ailette, les températures d'une ailette humide sont plus élevées que celles d'une ailette 

sèche. Donc quand l'humidité relative est élevée la distribution de la température sur 

l'ailette est plus élevée et l'interface entre les régions mouillée et sèche se déplace peu à 

peu vers l'extrémité jusqu'à ce que l'ailette devienne complètement humide. 

Ils ont également trouvé que l'efficacité est augmentée quand le rapport d'axe major/mineur 

(Ar) est augmenté et l'efficacité d'ailette entièrement humide est plus faible que celle d’une 

ailette sèche de 10 à 20%. 

Les résultats numériques indiquent que les deux efficacités d'ailettes elliptiques sèches et 

humides sont de 1 à 4% plus élevées que celles des ailettes circulaires ayant le même 

périmètre et le même nombre de Biot (ou coefficient de transfert de chaleur). 

Par conséquent, dans cet article, ils ont trouvé que l'efficacité de l'ailette elliptique est plus 

élevée jusqu'à 4% que celle de l'ailette circulaire ayant le même périmètre pour le régime 

sec, et de 8% pour le régime mouillé. 
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Paisarn Naphon [9] a présenté les résultats théoriques des caractéristiques de 

transfert de chaleur et de l'efficacité d'une ailette annulaire dans des conditions de surfaces 

sèches, partiellement et entièrement humide. 

 

Figure II-11 : Schéma de principe d'assemblage d'ailettes annulaire. 

Le modèle mathématique est basé sur les équations de conservation de l'énergie et de la 

masse qui sont développées et résolues par la méthode de différences finies centrales pour 

obtenir la distribution de la température le long de l'ailette.  

Pour la relation entre W et T,  il a adopté l'approximation suivante : 

2 3 3(3.7444 0.3078 0.0046 0.0004 ) 10 ,0 30 . (II.51)W T T T T C          

Les résultats trouvés sont récapitulés sur les figures suivantes : 

 
Figure II-12 : Distribution de la température dans l'ailette sèche. 
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Dans le cas d’une surface sèche, la température augmente avec l'augmentation de rayon. 

Pour la région du tube, on a la conduction de chaleur pure, et pour cela la distribution de la 

température semble linéaire. Cependant, pour la région d'ailette, la répartition de la 

température n'est pas linéaire, parce qu'on a le transfert de chaleur par conduction et par 

convection latérale. 

 
Figure II-13 : Distribution de la température dans l'ailette humide. 

Pour la condition de surface partiellement humide, on a trois régions séparées : 

La première région est la paroi du tube. La deuxième région est la zone d'ailette où la 

température est en dessous de point de rosée de l'air, et l'humidité se condense sur la 

surface de l'ailette. Pour cette région, en raison de la condensation, la pente de la courbe de 

température augmente. Cela indique que le taux de transfert de chaleur latente a un effet 

significatif sur le taux de transfert de chaleur total. 

La troisième région est la zone d'ailette où la température est supérieure à celle du point de 

rosée de l'air. L'interface humide-sèche est le point où la température d'ailette est égale à la 

température du point de rosée de l'air. 
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Figure II-14 : Effet de RH % sur la distribution de la température. 

Les figures II-14 (a) et (b) montrent l'effet de l'humidité relative de l'air sur la répartition de 

la température sous des conditions de surface partiellement et entièrement mouillé. Pour 

des valeurs, de nombre de Biot à l'intérieur, à l'extérieur et de température des fluides 

chaud et froid, données. Le taux de transfert de chaleur latente résultant de la condensation 

de l'humidité sur la surface augmente avec l'augmentation d'humidité relative. Par 

conséquent, la température adimensionnelle diminue à mesure que l'humidité relative 

augmente et, constamment la largeur de la région humide de l'ailette augmente également, 

comme indiqué dans la figure II-14. 

Balaram Kundu [10] a déterminé analytiquement les performances et 

l'optimisation des ailettes longitudinales et à épingles d'épaisseur uniforme sous des 

conditions entièrement et partiellement humide. 

 

Figure II-15 : Schéma de principe de surface partiellement humide d'une ailette à 

                     épaisseur uniforme: (a) ailette longitudinale; (b) ailette à épingles. 
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L'équation d'énergie régissante est : 

     2 2 (II.52)a D a fgkA dT dx kA dT dx d T dx dx hpdx T T h Pdx W W h      
 

Il a adopté l'hypothèse (II.25) de G. Wu et T.Y. Bong [5] pour la relation entre l'humidité 

spécifique et la température locale, et appliqué l'analogie de Chilton-Colburn (II.19), cette 

équation différentielle régissante peut être exprimée sous la forme normalisée suivante : 

Surface entièrement humide 

 2 2 2 1 (II.53)dd dX f Z B    

Surface partiellement humide 

 22 2

0 0

2 2 2
0

1 0 ; 0 1
(II.54)

1

d

d

f Z B X X Xd dX

X Xd dX f Z

 

 

      
   

     

 

Surface entièrement sèche 

2 2 2 (II.55)dd dX f Z  

   

    

2/3

où , , , , ,

, et

1 (II.56)

d b b p

a a b fg p

p a a a b

Z Bi L Bi h k X x L

T T T T h C Le

W BT A T T B

      

 

 

     

   

      

 

et f est une constante égale à 1 et 2 pour l'ailette longitudinale et à épingles, 

respectivement. 

Les résultats obtenus sont représentés dans la figure II-16. 

 
Figure II-16 : Effets de l'humidité relative de l'air sur la distribution de la température  

dans les ailettes longitudinales et à épingles. 
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La température dans les deux ailettes augmente progressivement avec l'augmentation de X 

et la température maximale est atteinte à l'extrémité de l'ailette (X = 1). 

La température de surface d'ailette à épingles est supérieure à celle de l'ailette longitudinale 

pour les mêmes paramètres thermiques et physiques. 

 
Figure II-17 : Efficacité des ailettes longitudinales et à épingles en fonction  

de l'humidité relative de l'air. 

La plage d'humidité relative, pour laquelle l'ailette à épingles est partiellement humide, est 

plus large en comparaison avec l'ailette longitudinale. 

L'efficacité des ailettes à épingles présente une faible valeur par rapport à celui des ailettes 

longitudinales, indépendamment des conditions de surface. 

 
Figure II-18 : Lieu séparant les régions sèches et humides, en fonction de l'humidité relative de 

l'air ambiant et le paramètre d'ailette Zd. 

Pour la surface partiellement mouillé, la valeur de X0 augmente progressivement avec 

l'humidité relative jusqu'à une certaine valeur, puis, il y a une forte augmentation de X0 

jusqu'à ce qu'elle atteigne l'état complètement humide (X0 = 1). 
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En comparaison avec l'ailette longitudinale, une plus grande plage d'humidité relative de 

l'air est satisfaite dans des conditions partiellement humides en cas d'ailettes à épingles. 

 
Figure II-19 : Efficacité des ailettes humides en fonction de paramètre Zd  

pour ailettes longitudinales et à épingles. 

L'efficacité de l'ailette longitudinale est toujours supérieure que celle de l'ailette à épingles 

pour des paramètres thermo-géométriques et psychrométriques identiques. 

Le paramètre d'ailette Zd est l'un des principaux facteurs pour déterminer l'état de surface 

mouillée de toute ailette. Pour maintenir une surface partiellement humide d'une ailette à 

épingles, la valeur Zd est toujours plus faible que celui d'une ailette longitudinale. 

Balaram Kundu et all [11] ont établi analytiquement un modèle analytique. La 

performance d'une ailette triangulaire (humide) sous conditions de déshumidification 

satisfait une relation polynomiale cubique entre l'humidité spécifique et la température de 

saturation correspondant. 

 
Figure II-20 : Schéma de principe d'une ailette triangulaire. 
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L'équation d'énergie régissante : 

         
2

2 1 0 (II.57)a D fg a

d
ylk dT dx y l dy dx h T T h h W W

dx
         

En substituant l'analogie de Chilton-Colburn (II.19) dans l'équation (II.57), et après le 

remplacement de la variable y par la relation d'un profil triangulaire, on peut obtenir 

l'expression suivante en fonction de x : 

       

 

2

2/3

2 1 [

] 0 (II.58)

b b b a

fg a p

d
y xlk dT dx y x lL y L h T T

dx

h W W C Le

   

  

 

La relation, adoptée ici, entre l'humidité spécifique de l'air sur la surface d'ailette et la 

température de saturation correspondante est comme suit : W = A + BT + CT
 2

 + DT
 3

 (A, 

B, C et D sont des constantes). L'équation (II.58) peut être écrite sous forme 

adimensionnelle comme : 

  
2

3 2

1 2 3 42
(II.59)

d d
X X G K K K K

dX dX

 
        

1 2 , boù G y l     
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1 0
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K Z D T T

K Z C DT T T

K Z B CT D T et

K Z W A BT CT DT T T

  

 

    

 

  

   

    

      

 

L’équation (II.59) est une équation différentielle de second ordre ordinaire non linéaire, qui 

ne peut pas être résolu par une technique d'analyse conventionnelle. Ainsi, pour obtenir 

une solution analytique, ils ont  adopté la méthode de transformation différentielle. A 

travers ce modèle ils ont trouvé des résultats adaptables avec les autres modèles. 

Malgré le grand nombre des études faites dans ce domaine et parmi eux ceux déjà 

présentées, la recherche dans le sens de l'étude et l'optimisation des épingles est 

continuellement en évolution. Ce travail est une contribution pour l'étude analytique des 

transferts de chaleur et de masse des épingles.  
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CHAPITRE III : ANALYSE MATHEMATHIQUE DES EPINGLES  

EN REGIME SEC
3
 

III.1 Équation différentielle généralisée 

III.1.1 Schématisation d'une épingle 

Prenons l'épingle du profil arbitraire représentée dans la figure III-1 et supposons 

qu'elle dissipe ou perd de la chaleur à son environnement. Notez que l'origine du repère est 

à l'extrémité et qui a une orientation positive de l'extrémité à la base de l'épingle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On voit que la section transversale de l'épingle normale à l'écoulement de la chaleur, son 

profil de confinement, et son périmètre sont parfaitement tous des fonctions arbitraires de 

la distance x.  

Gardner [16] a proposé une fonction de profil pour les épingles : 

2 ( ) (III.1)
2

n

bd x
f x

L

 
  

 
 

où   )2/()21( NNn  , et N nombre entier. 

Avec la valeur appropriée de n, l'équation (III.1) peut être utilisé pour le développement 

d'une équation généralisée pour des épingles. 

                                                 
2
 On se base dans ce chapitre sur la référence [14]. 

 
 
Figure III-1 : Schéma d'une épingle de profil arbitraire. 
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III.1.2 Équation différentielle gouvernante 

En se basant sur les hypothèses restrictives, qui sont presque toujours désignés 

comme les hypothèses de Murray-Gardner, suivantes : 

- Le régime est permanent. 

- Le matériau est isotrope. 

- Le coefficient de transfert de chaleur par convection sur les faces de l'ailette est constant 

et uniforme sur toute la surface de l'ailette. 

- La température du milieu environnant l'ailette est uniforme. 

- L'épaisseur d'ailette est faible, par rapport à sa longueur, de sorte que les gradients de 

température à travers l'épaisseur et l'extrémité de l'ailette peuvent être négligés. 

- La température à la base de l'ailette est uniforme. 

- Il n'y a pas de résistance de contact, où la base de l'ailette se joint à la surface lisse. 

- Il n'y a pas de sources de chaleur au sein de l'ailette elle-même. 

- La chaleur transférée à travers l'extrémité de l'ailette est négligeable par rapport à la 

chaleur qui quitte sa surface latérale. 

- Le transfert de chaleur vers ou à partir de l'ailette est proportionnel à la  différence de 

température entre l'ailette et le milieu environnant. 

Une équation différentielle pour la différence en température, ( ) ( )d ax T x T   , peut être 

écrite en considérant un élément de volume de l'épingle situé à x ayant une longueur dx, 

une surface transversale A, et un périmètre P, comme le montre la figure III-2.  

 

En régime permanent, le bilan énergétique de cet élément de volume peut être exprimé 

comme : 

0,,   convdxxcondxcond qqq   

 

 

1( ) ( )A x f x  

3( ) ( )P x f x  

2( ) 2 ( )d x f x  

 

 

Figure III-2 : Elément de volume de 

l'épingle. 
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où 

,cond xq : Flux de chaleur conductif sortant de l'élément à travers la section transversale A(x),  

,cond x dxq  : Flux de chaleur conductif entrant dans l'élément à travers la section transversale 

A(x), et 

( )( )conv aq h P dx T T  : Flux de chaleur convectif dissipée par la surface latérale de 

l'élément Pdx. 

En remplaçant et en divisant par dx, nous obtenons 

, ,
( ) 0 (III.2)

cond x dx cond x

a

q q
hP T T

dx

 
    

En prenant la limite quand dx → 0, on peut écrire 

dx

dq

dx

qq
condxconddxxcond


 ,,

 

L'équation (III.2) devient 

( ) 0 (III.3)cond
a

dq
hP T T

dx
    

D'après la loi de Fourier de la conduction de chaleur, et avec la convention de signe, nous 

avons 

dx

dT
kAqcond   

La substitution de cette relation dans l'équation (III.3) donne l'équation différentielle 

suivante,  

( ) 0 (III.4)a

d dT
kA hP T T

dx dx

 
   

 
 

et après remplacement des expressions de A et P, et différentiation, l'équation (III.4) 

devient  

2

1
1 32

( )
( ) ( ) 0 (III.5)d d

d

d ddf x h
f x f x

dx dx dx k

 
    

Les relations entre f1(x),  f2(x) et f3(x) sont 

)(2)()]([)( 23

2

21 xfxfetxfxf    

La substitution de ces relations dans l'équation (III.5) donne l'équation différentielle, qui 

gouverne le transfert de chaleur dans l'épingle sèche, suivante 

2
2 2

2 2 22

2
[ ( )] [ ( )] ( ) 0 (III.6)d d

d

d dd h
f x f x f x

dx dx dx k
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Cette équation différentielle est du second ordre à coefficients variables, sauf 

lorsque la section transversale de l'épingle perpendiculaire au flux de chaleur est constante. 

Elle peut être résolue par comparaison terme à terme avec l'équation générale de Bessel. 

En outre, la solution générale de l'équation (III.6) aura deux constants arbitraires évalués 

en utilisant les conditions aux limites suivantes : 

( ) (III.6 )d bx L a    

et 

0

0 (III.6 )d

x

d
b

dx





  

III.2 Les épingles de section constante 

III.2.1 Épingle cylindrique 

Pour l'épingle cylindrique représentée sur la figure III-3, la fonction de profil de 

l'équation (III.1) correspond à la configuration où n = 0. En fait, db peut être remplacé par 

le diamètre d de l'épingle. Ainsi 

0)]([
4

)]([,
2

)( 2

2

2
2

22  xf
dx

d
et

d
xf

d
xf  

 

Figure III-3 : Schémas d'une épingle de profil rectangulaire et section circulaire. 

 

Ces valeurs peuvent être substitués en équation (III.6) pour obtenir 

2
2

02
0 (III.7)d

d

d
m

dx


   

où 
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1/ 2

0

4h
m

kd

 
  
 

 

L'équation (III.7) est une équation différentielle ordinaire du second ordre avec des 

coefficients constants. Sa solution générale est 

0 0

1 2 (III.8)
m x m x

d C e C e 
   

L'application des conditions aux limites des équations (III.6a) et (III.6b) permet 

l'évaluation des constantes arbitraires C1 et C2. Cette évaluation donne la différence de 

température dans chaque point, θd(x) = T(x) – Ta : 

0

0

cosh
( ) (III.9)

cosh
d b

m x
x

m L
   

Puisque l'orientation de coordonnée x est opposée à la direction du flux de chaleur dans 

l'ailette, le flux de chaleur réel à travers la base d'ailette qb est obtenue de 

d
réel b

x L

d
q q kA

dx





   

la surface de la section transversale de l'ailette est 2

4
dA


 , de sorte que l'utilisation de la 

dérivée de l'équation (III.9) évaluée en x = L, donne 

2

0 0tanh
4

réel bq kd m m L


  

Le flux de chaleur idéal échangé à travers la surface d'épingle qid, avec dP  , est 

id b bq hPL h dL     

L'efficacité de cette ailette est donnée par 

2

0 0
0 0

tanh
tanh4
4

b
réel

id b

kd m m L
q m m L

hq h d L
L

kd





 

    

Puisque 2

0

4h
m

kd
 , elle peut être écrite  

0

0

tanh
(III.10)

m L

m L
   

III.2.2 Épingle rectangulaire 

Pour l'épingle rectangulaire représentée sur la figure III-4, la fonction de profil de 

l'équation (III.1) correspond à la configuration où n = 0. Ici, les côtés sont désignés par δ1 

et δ2, donc 
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0
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213211 

dx

xdf
etxfxf   

 

Figure III-4 : Schémas d'une épingle de profil rectangulaire et section rectangulaire. 

 

Substituant en équation (III.5), l'équation différentielle pour la différence de température 

est obtenue : 

2
2

02
0 (III.11)d

d

d
m

dx


   

Ici m0 a une forme spéciale impliquant le périmètre de l'épingle : 

1/ 21/ 2

1 2
0

1 2

2 ( )hhP
m

kA k

 

 

  
    
   

 

qui est une forme d'expression générale pour tous les épingles et les valeurs données 

précédemment pour les épingles de section constante sont des valeurs spécifiques de cette 

expression. Pour le cas particulier de la section transversale carrée, δ = δ1 = δ2, l'équation 

(III.11) s'applique avec m0 = (4h/kδ) 
1/2

. 

L'équation (III.11) est identique à l'équation (III.7). D'où la différence de la 

température et l'efficacité sont donnée par les équations (III.9) et (III.10), respectivement, à 

condition que la valeur correcte de m0 est employée. Le flux de chaleur à travers la base est 

1 2 0 0tanh (III.12)b bq k m m L    

III.2.3 Épingle elliptique 

La section transversale de l'épingle elliptique est montrée dans la figure III-5, où il 

est à noter que les demi axes majeur et mineur sont désignés, respectivement, par δ1 et δ2. 

Ici 
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Figure III-5 : Schémas d'une épingle de profil rectangulaire et de section elliptique. 

 

Ici aussi, l'équation différentielle de la différence de température est donnée par l'équation 

(III.7), mais avec 

1/ 21/ 2 2 4 6

1 2
0

1 2

( )
1 ...

4 64 256

hhP p p p
m

kA k

 

 

   
        
    

 

La différence de température et l'efficacité d'ailette sont données par les équations (III.9) et 

(III.10), respectivement, mais la chaleur dissipée est donnée par 

1/ 2
2 4 6

2

1 2 1 2 0( ) 1 ... tanh (III.13)
4 64 256

b b

p p p
q hk m L     

  
      
   

 

III.3 Épingle conique 

Pour l'épingle conique représentée par la figure III-6, la fonction de profil est 

définie par l'équation (III.1) avec n = 1. D'où 

2
2

( )
( )

2 2

b bd ddf xx
f x et

L dx L
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Figure III-6 : Schémas d'une épingle de profil triangulaire. 

 

L'utilisation de ceux-ci dans l'équation (III.6) donne l'équation différentielle de la 

différence de température, θd (x) = T (x) – Ta : 

2
2 2

2
2 0 (III.14)d d

d

d d
x x M x

dx dx

 
    

où 

2 1/ 2 1/ 2

0 0(2 ) (2 )bM m L et m h kd   

La solution générale de l'équation (III.14) est indiqué dans l'annexe A.2 comme suit 

1/2

1 1 2 1( ) [ (2 ) (2 )] (III.15)d x x C I M x C K M x    

où C1 et C2 sont des constantes arbitraires qui doivent être évalués à partir des conditions 

aux limites des équations (III.6a,b). Cependant, on peut noter tout de suite que dans le but 

d'avoir une différence de température finie en x = 0, C2 doit être égale à zéro parce que 

1(2 )K M x x  n'est pas bornée à x = 0. Par conséquent, seule C1 doit être évalué. Cette 

évaluation est effectuée à x = L, et lorsque le résultat est substitué en équation (III.15), la 

solution particulière pour la  différence de température est obtenue : 

1/ 2

1

1

(2 )
( ) (III.16)

(2 )
d b

I M xL
x

x I M L
 

 
  

 
 

ce qui réduit, comme il se doit, à θb pour x = L. 

Le flux de chaleur à travers la base peut être obtenue par la différenciation de 

l'équation (III.16), l'évaluation en x = L, et la substitution dans 
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d
b

x L

d
q kA

dx





  

La différenciation de l'équation (III.16) est mieux réalisée en utilisant une transformation 

de variable 

xMu 2  

de sorte que 

22d d dd d ddu M

dx dx du u du

  
   

et avec dθd/du évaluée à 

2bu M L  

le flux de chaleur à travers la base en fonction de u est 

2 3

2

2

1

( )

( )

b b b
b

b b

kd M L I u
q

u I u

 
  

en fonction de x il est 

2

2

1

(2 )
(III.17)

4 (2 )

b b
b

kd M I M L
q

L I M L

 
  

La surface de l'épingle conique est l'intégrale de la fonction de périmètre évalué entre 

les limites x = 0 et x = L : 

3
0 0

( )
2

x L x L
b

b
x x

d
S f x dx x dx d L

L




 

 
     

Le flux de chaleur idéal est obtenu à partir de cette surface en fonction de la différence de 

température de base : 

2
id b bq h d L




 
  

 
 

Ensuite, l'efficacité avec 
0 2M m L  est 

 
2

1

(2 )

2 (2 )

b b b

id b b

q kd M I M L

q hd b I M L

 


 
   

ou 

2 0

0 1 0

2 (2 2 )
(III.18)

( ) (2 2 )

b

id

q I m L

q m L I m L
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III.4 Épingle de profil parabolique concave 

Pour l'épingle de profil parabolique concave représenté par la figure III-7, la 

fonction de profil est définie par l'équation (III.1) avec n = 2, d'ou 

2

2 ( )
2

bd x
f x

L

 
  

 
 

et 

2

2

( ) bd xdf x

dx L
  

 

Figure III-7 : Schémas d'une épingle de profil parabolique concave. 

 

L'utilisation de ceux-ci dans l'équation (III.6) donne l'équation différentielle qui régit la 

différence de température, θd(x) = T (x) – Ta : 

2
4 3 2 2

2
4 0 (III.19)d d

d

d d
x x M x

dx dx

 
    

où  
02M m L  et 

1 2

0 (2 )m h kd . 

L'équation (III.19) est reconnue comme étant une équation d'Euler, et sa solution 

particulière est donnée par : 

( ) (III.20)d b

x
x

L



 
 

  
 

 

où 

2 1/23 1
(9 4 )

2 2
M      
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Le flux de chaleur à travers la base de l'ailette est obtenu par évaluation : 

2

4

d
b b

x L

d
q k d

dx





 
  

 
 

et en utilisant l'équation (III.20) : 

2 2 1/ 23 (9 4 )
(III.21)

8

b b

b

kd M
q

L

        

La surface d'épingle est 

2

3
0 0

1
( )

3

x L x L

b b
x x

x
S f x dx d dx d L

L
 

 

 

 
   

 
   

qui peut être utilisée pour obtenir la dissipation de la chaleur idéale, 

1

3
id b bq h d L   

L'efficacité est 

2

2 2

3 3

4 4

b b b b

id b b

q kd kd

q hd L hL

  


 
    

qui peut être ajusté pour donner : 

 
1 2

2

2 2

0

3 3 1
9 4

2 2 2
M

m L


 
    

 
 

ou après réajustement algébrique convenable, la forme finale et plus simple pour l'épingle 

du profil parabolique concave : 

1 2

2 2

0

2
(III.22)

8
1 1

9
m L

 
 

  
 

 

III.5 Épingle de profil parabolique convexe 

Pour l'épingle de profil parabolique convexe représenté sur la figure III-8, la 

fonction de profil est définie par l'équation (III.1) avec n = 1/2. D'ou 

1/ 2

2 ( )
2

bd x
f x

L

 
  

 
 

et 

1/ 2

2 ( ) 1

4

bddf x

dx L x

 
  

 
 

Lorsque ceux-ci sont remplacés dans l'équation (III.6), l'équation différentielle qui régit la 

différence de température, θd(x) = T(x) – Ta, devient 
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2
2

2
0 (III.23)d d

d

d d
x M x

dx dx

 
    

où 

2 1/ 2 1/ 2

0(2 )M m L  

 

Figure III-8 : Schémas d'une épingle de profil parabolique convexe. 

 

et m0 = (2h/kd)
1/2

. 

Comme indiqué dans l'annexe A.3, la solution générale de l'équation (III.23) est 

3/ 4 3/ 4

1 0 2 0

4 4
( ) ( ) ( ) (III.24)

3 3
d x C I M x C K M x    

et il convient de noter que, parce que K0(0) n'est pas bornée, afin de maintenir une 

différence de température finie en x = 0, C2 doit être égal à zéro. Ainsi l'équation (III.24) se 

réduit à 

3/ 4

1 0

4
( ) ( )

3
d x C I M x   

Puis C1 peut être évaluée en utilisant la condition aux limites de l'équation (III.6a), ce qui 

conduit à la solution particulière 

1/ 4 3/ 4

0 0

0 0

4
( 2 )
3( ) (III.25)

4
( 2 )
3

b

d

I m L x

x

I m L


   

Le flux de chaleur à travers la base de l'ailette est obtenu en faisant la transformation 
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1/ 4 3/ 4

0

4
2

3
u m L x  

Ensuite, parce que pour x = L 

0

4
( ) 2

3
bu x L u m L    

la transformation de l'équation (III.25), devient : 

1/3
4

2 0 0

0

16 ( )

4 3 ( )
b b

d
b b b

u u b u u

d m L I ud
q kA kd

du u du I u

 


 

  
     

   
 

Le flux de chaleur à travers la base en fonction de la variable transformée u est : 

2 1
0

0

( )2

4 ( )

b
b b b

b

I u
q k d m

I u
   

et en ce qui concerne les dimensions spécifiées de l'épingle, 

1 0
2

0

0 0

4
( 2 )

2 3 (III.26)
44

( 2 )
3

b b b

I m L

q k d m

I m L

   

Sachant que la surface de l'épingle est : 

1 2

3
0 0

2
( )

3

x L x L

b b
x x

x
S f x dx d dx d L

L
 

 

 

 
   

 
   

qui peut être utilisée pour obtenir la dissipation de la chaleur idéale, 

2

3
id b b bq hS h d L     

L'efficacité de l'épingle devient alors 

  2

0 1 0

0 0

4
2 4 ( 2 )

3
2 4

( 2 )
3 3

b b
b

id
b b

k d m I m L
q

q
d hL I m L

 


 

 
 
 
 

 

Ou après simplification : 

 

1 0

0 0 0

4
( 2 )

3 2 3 (III.27)
44

( 2 )
3

I m L

m L I m L
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CHAPITRE IV : ANALYSE MATHEMATHIQUE DES EPINGLES  

EN REGIME HUMIDE
5
 

IV.1 Équation différentielle générale 

IV.1.1 Modèle physique 

L'analyse mathématique en régime permanent est réalisée sur une épingle de 

section circulaire et un profil arbitraire lorsqu'elle est exposée à un courant d'air humide en 

mouvement, comme le montre la figure IV-1. 

 

 

Figure IV-1 : Schéma d'une épingle complètement humide. 

 

IV.1.2 Hypothèses : 

À cet égard, les hypothèses suivantes sont faites pour simplifier l'analyse : 

a- Le régime est permanent. 

b- Il n'y a pas de sources de chaleur ou des puits dans l'épingle. 

c- Les températures d'air environnant et de la base d'épingle sont uniformes. 

d- Le matériau d'ailette est homogène et isotrope. 

e- Le flux d'air humide est stable et avec une vitesse uniforme. 

f- La conductivité thermique de l'épingle, le coefficient de transfert de chaleur et la chaleur 

latente de condensation de la vapeur d'eau sont constants. 

g- La résistance thermique associée à la présence d'un film mince d'eau due à la 

condensation est faible et peut être négligée. 

                                                 
5
 On se base dans ce chapitre sur la référence [26]. 
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h- L'effet de la baisse de pression de l'air due à l'écoulement de l'air est négligé. 

Ce sont essentiellement les hypothèses classiques qui sont généralement utilisés pour 

l'analyse des surfaces étendues.  

IV.1.3 Types d'ailettes étudiées 

Les épingles étudiées peuvent être classés en fonction de son profil, comme indiqué 

dans la figure IV-2. Le profil de l'épingle est défini en fonction de la variation de sa section 

transversale circulaire le long de sa longueur étendue. Le diamètre de la section 

transversale circulaire peut varier comme : 

n

b
L

x
dd 








  

où db est le diamètre à la base d'épingle. L'exposant du profil d'épingle n, change comme 

suit : 

(a) Épingle de profil rectangulaire (n = 0)  d = db 

(b) Épingle de profil triangulaire (n = 1)  d = db(x/L) 

(c) Épingle de profil parabolique convexe (n = 1/2)  d = db(x/L)
1/2

 

(d) Épingle de profil parabolique concave (n = 2)  d = db(x/L)
2
 

 

 

Figure IV-2 : Schémas des déférents profils d'épingle. 

IV.1.4 Equation régissante 

Considérer un élément de volume de l'épingle situé à x ayant une longueur dx, une 

surface transversale A, et un périmètre P, comme le montre la figure IV-3. En régime 

permanent, le bilan énergétique de cet élément de volume peut être exprimé comme suit : 

0,,   Latconvdxxcondxcond qqqq   
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En remplaçant et en divisant par dx, nous obtenons : 

, ,
( ) ( ) 0 (IV.1)

cond x dx cond x

a D fg a

q q
hP T T h P h W W

dx

 
       

En faisant la limite quand dx → 0, on a :  

dx

dq

dx

qq
condxconddxxcond


 ,,

 

L'équation (IV.1) devient : 

( ) ( ) 0 (IV.2)cond
a D fg a

dq
hP T T h P h W W

dx
       

D'après la loi de Fourier de la conduction de chaleur, nous avons : 

dx

dT
kAqcond   

La substitution de cette relation dans l'équation (IV.2) donne l'équation différentielle qui 

régisse le transfert de chaleur dans l'épingle :  

( ) ( ) 0 (IV.3)a D fg a

d dT
kA hP T T h P h W W

dx dx

 
     

 
 

Les coefficients de transfert de chaleur et de masse sont reliés par l'analogie de Chilton-

Colburn (II.19) : 

2/3

p

D

h
C Le

h
  

L'équation (IV.3) devient : 

2/3
( ) ( ) 0 (IV.4)

fg

a a

p

hd dT hP
A T T W W

dx dx k C Le

  
      

    

 

 

où 

))(( TTdxPhq aconv   

( ) ( )Lat D fg aq h P dx h W W   

Figure IV-3 : Elément de volume de l'épingle. 
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 Adimensionnalisation de l'équation  

Posant 
L

x
X   donc dXLdx   

La surface transversale A de l'épingle s'écrite 

nb

n

b

n

b X
d

L

xd

L

xdd
A 2

222
2

2

4422


 






































  

Le périmètre de l'épingle s'écrit 

n

b

n

b Xd
L

x
ddP  








  

On substitut ceux ci dans l'équation (IV.4), on trouve : 

2
2

2/3

( )
( ) ( ) ( ) 0

4

n
fgnb b

a a

p

hd h d Xd dT
X T T W W

LdX LdX k C Le

    
      

    

 

Après élimination et réarrangement, 

2 2

2/3

4 ( )
( ) ( ) ( ) 0

n
fgn

a a

b p

hd dT h X
X L T T W W

dX dX k d C Le

  
      

    

 

On dérive le premier terme, on trouve : 

2
2 2 1 2

2 2/3

4 ( )
2 ( ) ( ) 0

n
fgn n

a a

b p

hd T dT h X
X nX L T T W W

dX dX k d C Le


 

      
  

 

Devisant par nX , on trouve : 

 
2

1 2 2

02
2 ( ) ( ) 0 (IV.5)n n

a a

d T dT
X nX m L T T B W W

dX dX

       

où 

bkd

h
m

4
0   

2/3

fg

p

h
B

C Le
  

Dans ce chapitre nous posons :  ,
ba

a

TT

TT




  

donc 

2 2

2 2
( ) ( )a b a b

dT d d T d
T T et T T

dX dX dX dX
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Remplaçant 
dX

dT
 et 

2

2

dX

Td
 par ses expressions dans l'équation (IV.5), on trouve 

 
2

1 2 2

02
( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0n n

a b a b a a

d d
X T T nX T T m L T T B W W

dX dX

           

Devisant par )( ba TT  , on trouve 

2
1 2 2

02

( ) ( )
2 0

( ) ( )

n n a a

a b a b

T T W Wd d
X nX m L B

dX dX T T T T

    
     

  
 

Cette dernière équation peut s'écrit comme suite 

2
1 2 2

02
2 (IV.6)n n a b

a b

W Wd d
X nX m L B

dX dX T T

 
  

    
 

 

Avec a

a b

W W

W W


 


 

Nous soulignons que la chaleur latente de vaporisation de l'eau, le nombre de Lewis 

et la chaleur spécifique de l'air peuvent être supposés constants parce que les variations ne 

sont pas significatives pour les conditions typiques de fonctionnement d'une épingle. Ainsi 

B peut être considéré comme une constante dans l'équation (IV.6) et a une valeur moyenne 

de 2433°C [6]. Dans une gamme pratique de la température et l'humidité relative de l'air, la 

variation de la valeur de B est dans ±1,6% de la valeur moyenne. Cette variation a un effet 

négligeable sur la solution. 

Pour résoudre l'équation (IV.6), une équation supplémentaire pour W est requise. 

McQuiston [3] a considéré la variation de l'humidité spécifique avec la température, 

suivante 

( ) (IV.7)a aW W C T T    

où C est une constante. Bien que cette hypothèse simplifie la solution de l'équation 

différentielle (IV.6), ce n'est pas une relation physique de grande envergure. L'équation 

(IV.6) peut encore être résolu par l'utilisation du fait que l'air près de la surface de l'épingle 

est saturé, similaire aux travaux de Elmahdy et Briggs [17]. Cependant, Wu et Bong [5] ont 

utilisé une relation linéaire entre W et T sur la plage de température (Tb <T <Text), donnée 

par : 

1 1 (IV.8)W a bT   

où 

1 (IV.8a)ext b
b b

ext b

W W
a W T

T T
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1 (IV.8b)ext b

ext b

W W
b

T T





 

Bien que cette hypothèse semble physiquement acceptable, nous ne savons toujours pas la 

température à l'extrémité de l'épingle. Par conséquent, nous ne pouvons pas calculer les 

constantes a1 et b1 avant de résoudre la distribution de la température sur la surface de 

l'épingle. 

Une autre amélioration de la relation linéaire qui est suggéré par Sharqawy et Zubair [6] 

entre W et T sur toute la plage de température (Tb <T <Tr) peut être exprimée comme 

2 2 (IV.9)W a b T   

où 

2 (IV.9a)r b
b b

r b

W W
a W T

T T


 


 

2 (IV.9b)r b

r b

W W
b

T T





 

Ici les paramètres a2 et b2 peuvent être calculés à partir des conditions de l'air ambiant et de 

la température de base de l'épingle. Il n'y a aucun besoin de procédures itératives pour 

trouver ces paramètres. La température de l'extrémité de l'épingle en état complètement 

humide doit être inférieure ou égale à la température du point de rosée, Tr du flux d'air 

entrant. Cette relation linéaire a été testé par Sharqawy et Zubair [18] en résolvant 

l'équation différentielle non linéaire régissant numériquement et comparer les résultats 

avec ceux obtenus à partir de la solution analytique. Ils ont été trouvé que cette hypothèse a 

un effet négligeable sur les résultats comme mentionné plus haut. 

Substituant l'équation (IV.9) dans (IV.6), nous obtenons 

2
1 2 2 2 2

0 02
2 (IV.10)n nd d

X nX m L m L BC
dX dX

 
    

 

où 

Bbmm 20 1  

2 2
0

a a

a b

W a b T
C

T T

 



 

Notez que l'équation (IV.10) est une équation différentielle du second ordre non homogène 

avec les conditions aux limites suivantes : 
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0, 0 (IV.11a)
d

à X
dX


 

1, 1 (IV.11b)à X    

Il est considéré (voir (IV.11a)) que le transfert de chaleur à partir de l'extrémité est 

négligeable par rapport à celle dissipée par les côtés (par exemple, l'extrémité de l'épingle 

est isolée). 

IV.2 Épingle de profil rectangulaire (n = 0) 

L'équation qui gouverne la température dans ce cas devient : 

2
2 2 2 2

0 02
(IV.12)

d
m L m L BC

dX


   

La solution de cette équation lorsqu'elle est soumise à des conditions aux limites (IV.11a) 

et (IV.11b) donne la distribution de la température le long de la surface de cette ailette sous 

la forme : 

cosh( )
(IV.13)

1 cosh( )

p

p

mLX

mL

 







 

Où     
Bb

BC
p

2

0

1
  

Le flux de chaleur réel transféré à la surface d'épingle, qréel, peut être calculé de 

1

)(



X

ba

b

réel
dX

d
TT

L

A
kq


 

où Ab est l'aire de la section transversale à la base de l'épingle. Ceci donne : 

( )(1 ) tanh( ) (IV.14)réel a b pb
q k A m T T mL    

Le flux de transfert de chaleur maximum, qmax, qui existerait si la surface de l'épingle 

complète est à la température de base et le taux d'humidité saturée correspond à cette 

température, peut être calculée par l'équation suivante : 

 max ( ) ( ) (IV.15)s a b a bq A h T T B W W     

où As la surface totale de l'épingle calculé par 

1

0

(IV.16)n

s bA d L X dX   

En substituant la surface totale dans l'équation du qmax nous donnera le flux maximum 

possible de transfert de chaleur qui peut être écrit comme : 

2

max ( )(1 ) (IV.17)a b pb
q k A m L T T     
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Il est important de noter que p  représente la composante de transfert de masse du flux de 

transfert de chaleur total. 

Introduisant l'efficacité d'ailette comme le rapport entre le flux de transfert de chaleur total 

réel au flux de transfert de chaleur maximum possible, nous obtenons : 

max

tanh( )
(IV.18)réelq mL

q mL
    

IV.3 Épingle de profil triangulaire (n = 1) 

L'équation (IV.10) qui régisse la température dans ce cas devient : 

2
2 2 2 2

0 02
2 (IV.19)

d d
X m L m L BC

dX dX

 
    

La solution de cette équation lorsqu'elle est soumise à des conditions aux limites (IV.11a) 

et (IV.11b) donne la distribution de la température le long de la surface de cette ailette sous 

la forme 

)2(

)2(

1 1

12/1

mLI

XmLI
X

p

p 







 

Le flux de chaleur réel transféré à la surface d'ailette, qréel, peut être calculé par : 

2

1

(2 )
( )(1 ) (IV.20)

(2 )
réel a b pb

I mL
q k A m T T

I mL
    

Le flux de transfert de chaleur maximum possible, qmax, peut être calculé en utilisant 

l'équation (IV.15) ainsi que l'équation (IV.16) qui calcule la surface totale de l'épingle. Par 

conséquent, le flux de transfert maximum de chaleur est donnée par : 

2

max

1
( )(1 ) (IV.21)

2
a b pb

q k A m L T T     

L'efficacité de l'épingle peut être exprimée comme : 

2

1

(2 )2
(IV.22)

(2 )

I mL

mL I mL
   

IV.4 Épingle de profil parabolique convexe (n = 1/2) 

L'équation (IV.10) qui gouverne la température dans ce cas devient : 

2
1/ 2 1/ 2 2 2 2 2

0 02
(IV.23)

d d
X X m L m L BC

dX dX

 
    

La solution de cette équation lorsqu'elle est soumise à des conditions aux limites (IV.11a) 

et (IV.11b) donne la distribution de la température le long de la surface de cette ailette sous 

la forme : 
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)
3

4
()

3

4
(

1
0

4/3

0 mLImLXI
p

p









 

Le flux de chaleur réel transféré à la surface d'ailette, qréel, peut être calculé par : 

1 0

4 4
( )(1 ) ( ) ( ) (IV.24)

3 3
réel a b pb

q k A m T T I mL I mL    

Comme précédemment, le flux de transfert de chaleur maximum possible, qmax, peut être 

calculée en utilisant l'équation (IV.15) ainsi que (IV.16). Ainsi, le flux de transfert de 

chaleur maximum peut être écrit comme : 

2

max

2
( )(1 ) (IV.25)

3
a b pb

q k A m L T T     

L'efficacité de l'épingle peut être exprimée comme : 

1 0

3 2 4 4
( ) ( ) (IV.26)
3 3

I mL I mL
mL

   

IV.5 Épingle de profil parabolique concave (n = 2) 

L'équation (IV.10) qui régisse la température dans ce cas devient : 

2
2 2 2 2 2

0 02
4 (IV.27)

d d
X X m L m L BC

dX dX

 
    

La solution de cette équation lorsqu'elle est soumise à des conditions aux limites (IV.11a) 

et (IV.11b) donne la distribution de la température le long de la surface de cette ailette sous 

la forme : 

))9/4(11()2/3( 22

1

Lm

p

p
X











 

Le flux de transfert de chaleur réel transféré à la surface d'ailette, qréel, peut être calculé par 

3 1 2
( )(1 ) 1 1 ( ) (IV.28)

2 3
réel a b pb

q k A T T mL
L


 

       
 

 

Comme précédemment, le flux de transfert de chaleur maximum possible, qmax, peut être 

calculée en utilisant l'équation (IV.15) ainsi que (IV.116). Ainsi, le flux de transfert de 

chaleur maximum peut être écrit comme : 

2

max

1
( )(1 ) (IV.29)

3
a b pb

q k A m L T T     

L'efficacité de l'épingle peut être exprimée comme 

2

2
(IV.30)

1 1 ((2 / 3) )mL
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Il convient de noter que les expressions mathématiques de l'efficacité d'une épingle 

entièrement mouillé, données par les équations (IV.18), (IV.22), (IV.26) et (IV.30) sont les 

mêmes que pour une épingle sèche. La seule différence est que le paramètre m est modifié 

en multipliant mo par le facteur de correction 21

2 )1( Bb . McQuiston [3] et Wu et Bong [5] 

ont également obtenu une expression de l'efficacité d'ailettes dans des conditions 

complètement humide semblable à celui dans des conditions sèches, mais seulement pour 

les ailettes rectangulaires droites. Dans la méthode de McQuiston, le paramètre m est égal à 

21

0 )1( CBm  , où C est une constante définie par l'équation (IV.7), mais dans la méthode 

de Wu, le paramètre m est égal à 
21

10 )1( Bbm  , où b1 est défini dans l'équation (IV.8b). 

Il convient de noter que pour calculer la constante b1, nous devons connaître l'état 

de l'extrémité, qui peut être déterminée, seulement, par une procédure itérative. Alors que 

dans le présent travail, la constante b1 est remplacé par b2 (voir l'équation (IV.9b)), qui est 

essentiellement la pente moyenne de la ligne de saturation sur le diagramme 

psychrométrique sur la plage de température (Tb <Ts <Tr). Cela peut facilement être calculé 

sans connaître l'état de l'extrémité de l'épingle. 
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CHAPITRE V : RESULTATS ET DISCUSSION
7
 

V.1 Efficacité de l'épingle 

Pour utiliser les équations (IV.18), (IV.22), (IV.26) et (IV.30) de l'efficacité de 

l'épingle, le paramètre modifié m de l'épingle doit être connue. La figure V-1 donne le 

facteur de correction, FC. La multiplication de ce facteur par le paramètre de l'épingle 

sèche, mo, donne son paramètre à l'état humide, m. 

 

FigureV-1 : Paramètre d'épingle, facteur de correction [26]. 

On peut voir sur cette figure que le facteur de correction est une fonction de la 

température de point de rosée de l'air, Tr et celle de la base de l'épingle, Tb. Pour une 

épingle complètement humide, le point de rosée de l'air devrait être supérieur à la 

température de base de l'épingle au moins de 7 °C. 

En utilisant les Figures V-1 et V-2, l'efficacité de l'épingle à l'état complètement 

mouillée peut facilement être mis en place. 

                                                 
7
 On se base dans ce chapitre sur la référence [26]. 
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Figure V-2 : Efficacités d'épingles des différents profils en fonction de mL.

 
 Pour illustrer les résultats de ce travail, l'efficacité globale de l'épingle et la 

distribution de température sur une surface de l'épingle ont été calculées pour une 

température de base constante de 7°C et une gamme de taux d'humidité relative. Pour 

faciliter la comparaison entre ces résultats et ceux des autres, l'humidité relative est utilisé 

ici au lieu du taux d'humidité de l'air, qui est l'une des variables importantes dans les 

équations décrites dans le chapitre précédent. 

V.2 Distribution de la température sur la surface de l'épingle 
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Figure V-3 : Distribution de la Temperature sur l'épingle rectangulaire.
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 Sur les figures V-3, V-4, V-5 et V-6, la distribution de la température 

adimensionnelle sur la surface de l'épingle est tracée en fonction de la distance 

adimensionnelle à partir de son extrémité, X, pour des valeurs d'humidités relatives, ε = 60, 



Chapitre V : Résultats et discussions 

 

 58 

80 et 100%. Pour ces trois valeurs, la température de l'extrémité se trouve être inférieure au 

point de rosée de l'air et, par conséquent, l'épingle est entièrement mouillé. 
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Figure V-4 : Distribution de la temperature sur l'épingle triangulaire.
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On voit que dans le même emplacement sur l'épingle, la différence de température entre 

l'air et la surface de l'épingle est plus petite pour une épingle humide que pour une autre 

sèche. 
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Figure V-5 : Distribution de la temperature sur l'épingle parabolique convexe.
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En conséquence, la température de la surface augmente (à cause de dégagement de chaleur 

due à la chaleur latente) quand il y a de la condensation. Il est important de noter que plus 

l'humidité relative augmente, plus la température de surface devient élevée. 
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Figure V-6 : Distribution de la temperature sur l'épingle parabolique concave.
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L'efficacité de l'épingle obtenue du présent travail est comparée à celle obtenue par 

d'autres méthodes [3,5,20] dans des conditions entièrement mouillée. Le tableau 1 montre 

les résultats comparatifs d'une ailette rectangulaire droite, pour une humidité relative (ε) 

comprise entre 40 et 100%. 

Tableau 1 : Comparaison des efficacités de l'épingle rectangulaire  

ε (%) Kuehn et McQuiston Wu et Bong [5] Présente approche Déffirence avec 

Wu et Bong [5] en % 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

  100 

0.660 

0.657 

0.653 

0.650 

0.647 

0.643 

0.640 

0.790 

0.758 

0.727 

0.695 

0.663 

0.632 

0.600 

0.670 

0.667 

0.663 

0.660 

0.657 

0.653 

0.650 

0.695 

0.682 

0.671 

0.661 

0.651 

0.643 

0.634 

3.6 

2.2 

1.2 

0.2 

-0.9 

-1.6 

-2.5 

La valeur du paramètre d'épingle (moL) est choisie pour être égale à 0,8 [19]. Il 

convient de noter que d'après la méthode de McQuiston [3], l'efficacité de l'épingle dépend 

fortement de ε, tandis que dans les méthodes de Kuehn et autres [20], Wu et Bong [5] et le 

présent travail, l'efficacité de l'épingle diminue légèrement avec l'augmentation de 

l'humidité relative. Nous remarquons que l'approche de Wu et Bong [5] s'accorde très bien 

avec les résultats actuels. 

Cependant, Il est important de noter que dans la méthode de Wu et Bong, il n'est pas 

possible de calculer l'efficacité de l'épingle sans connaître la température de l'extrémité. 

D'autre part, il y a une petite différence dans l'efficacité de l'épingle obtenue à partir de 
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l'approche analytique actuelle (directe) et celle obtenue en utilisant la méthode de Wu et 

Bong. Cette différence dépend des valeurs de moL et ε. Pour l'ensemble des ε et moL 

étudiés, nous avons constaté que le pourcentage de différence atteint un maximum de 4,5% 

à une valeur d'humidité relative de 40% et un paramètre d'épingle moL = 1,2. 

V.3 Effet de la variation de la pression atmosphérique 
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Figure V-7 : Efficacités d'épingles en fonction d'humidité relative aux différentes

 pressions atmosphériques.



mL

 

 

P=110kPa

 L'effet de la variation de la pression atmosphérique sur la production combinée du 

processus de transfert de chaleur et de masse n'a pas été pris en considération dans toutes 

les études précédentes rapportées dans la littérature des épingles. Nous savons que toutes 

les propriétés psychrométriques changent avec les variations de la pression atmosphérique. 

Il peut arriver que les équipements d'échangeur de chaleur soient situés à des altitudes 

élevées du niveau de la mer, ce qui signifie que la pression atmosphérique est différente de 

la norme. La figure V-7 montre l'efficacité des différents profils d'épingle en fonction de 

l'humidité relative de l'air à différentes pressions atmosphériques. 

En général, on peut constater que l'efficacité de l'épingle augmente avec 

l'augmentation de la pression atmosphérique. En théorie, lorsque la pression atmosphérique 

augmente le taux d'humidité de l'air augmentera également. Ceci augmente la force 

d'entraînement du processus de transfert de masse sur la surface de l'épingle, et donc 

augmente le taux de transfert de la chaleur due au processus de condensation. 
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V.4 Dimensions optimales de l'epingle 

Les épingles montrées dans la figure IV-2 de la page 46 sont couramment utilisées 

dans de nombreuses applications de transfert de chaleur où les processus de 

refroidissement et de déshumidification se produisent simultanément. Comme avec les 

géométries des autres ailettes, le poids et le coût de matériau des surfaces étendues sont 

très importants. Par conséquent, les dimensions de l'épingle doivent être optimisées de telle 

sorte que la moindre quantité de matériau permet de dissiper une quantité donnée de flux 

de chaleur, ou encore que le taux de dissipation maximale puisse être obtenue à partir d'un 

volume donné de matériau de l'épingle. 

Schneider [21] a fourni des expressions analytiques pour l'épaisseur optimale des 

ailettes droites pour différents profils en fonction des conditions de surface sèches. Une 

expression analytique est également dérivée par Sonn et Bar-Cohen [22] pour donner le 

diamètre optimal d'ailettes à épingles pour le taux de dissipation de chaleur optimal. Cette 

expression a été basée sur la condition sèche d'ailettes à épingles. Brown [23] a dérivée une 

équation pour une ailette annulaire sèche reliée les dimensions optimales avec le taux de 

transfert de chaleur, ses propriétés thermiques et le coefficient de transfert de chaleur. Ce 

rapport a été présenté graphiquement en termes de paramètres adimensionnels convenables 

mais encore une fois basée sur la condition de l'ailette sèche. 

Kundu et Das [24] ont récemment établi des courbes de conception afin d'obtenir 

une épaisseur optimale des ailettes rectangulaires dans des conditions totalement ou 

partiellement mouillés. Ils ont utilisé la même relation linéaire entre le taux d'humidité et la 

température qui nécessite une solution itérative que celle utilisée par Wu et Bong [5]. 

Il convient toutefois de noter qu'il n'y a pas de solution analytique générale qui peut 

être utilisé pour déterminer les dimensions optimales de l'épingle lorsque le transfert de 

chaleur et de masse se produit simultanément. Par conséquent, le but de ce chapitre est de 

présenter les dimensions optimales de l'épingle qui donne le taux maximal du transfert de 

chaleur. 

Les dimensions optimales de l'épingle peuvent être définies comme ceux pour 

lesquels elle va dissiper la quantité maximale de chaleur. Par conséquent, pour tout profil 

de l'épingle donné, le diamètre optimal de sa base est obtenu en conservant tous les 

paramètres constants et considérant db comme la seule variable indépendante dans 

l'équation de transfert de chaleur. Le taux maximal de transfert de chaleur à partir de 

l'épingle peut être obtenu en différentiant par rapport au db et équivaut à zéro. 
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V.4.1  Dimensions optimales pour une épingle de profil rectangulaire (n = 0) 

Le taux de transfert de chaleur total à partir de la surface d'épingle de profil 

rectangulaire lorsque le transfert de chaleur et de masse se produit simultanée est donnée 

par l'équation (IV.14) qui peut être réécrite comme : 

4

tanh( ) (V.1)
( 4) ( )(1 ) 4

b

a b p

dq

k T T V


 

 


 
 

où λ est un paramètre adimensionnel donnée par : 

2 5 2

4 4
(1 ) (V.2)

b

h V
b B

k d



   

et V le volume de l'épingle, qui est considéré comme une valeur constante : 

2 (V.3)
4

bV d L


  

Après calcul de 0bdddq , nous obtenons 

25 sech ( ) 3tanh( ) (V.4)    

La racine positive de l'équation (V.4) est : 

0.9193 (V.5)opt   

Par conséquent, le diamètre optimal de la base d'épingle de profil rectangulaire pour un 

volume fixe est 

2/5

, 2

4 4
(1 ) (V.6)

0.9193
b opt

h V
d b B

k

 
  
 

 

V.4.2  Dimensions optimales pour une épingle de profil triangulaire (n = 1) 

Le taux de transfert de chaleur total à partir de la surface d'épingle de profil 

triangulaire lorsque le transfert de chaleur et de masse se produit simultanément est donnée 

par l'équation (IV.20) qui peut être réécrite comme : 

4

2

1

( )
(V.7)

( 4) ( )(1 ) 24 ( )

b

a b p

d Iq

k T T V I




  


 
 

où 

2 5 2

24 4
(1 ) (V.8)

b

h V
b B

k d



   

2 (V.9)
12

bV d L


  

Le flux de chaleur maximal est obtenu quand 0bdddq , nous obtenons 
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   1 2 2 0 2 1 1 36 ( ) ( ) 5 ( ) ( ) ( ) 5 ( ) ( ) ( ) (V.10)I I I I I I I I              

La solution correspond à la racine positive de l'équation (V.10) : 

2.8643 (V.11)opt   

Ainsi, le diamètre optimal de la base d'épingle triangulaire qui a une surface de profil 

constante peut être exprimée par : 

2/5

, 2

24 4
(1 ) (V.12)

2.8643
b opt

h V
d b B

k

 
  
 

 

V.4.3  Dimensions optimales pour une épingle de profil parabolique convexe (n = 1/2)  

Le taux de transfert de chaleur total à partir de la surface d'épingle parabolique 

convexe lorsque le transfert de chaleur et de masse se produit simultanément est donnée 

par l'équation (IV.24) qui peut également être réécrite comme : 

4

1

0

( )3
(V.13)

( 4) ( )(1 ) 32 ( )

b

a b p

d Iq

k T T V I




  


 
 

où 

2 5 2

32 4
(1 ) (V.14)

3 b

h V
b B

k d



   

2 (V.15)
8

bV d L


  

Le flux est maximal quand 0bdddq  : 

 1 0 1 0 0 26 ( ) ( ) 10 ( ) 5 ( ) ( ) ( ) (V.16)I I I I I I           

La solution du problème correspond à la racine positive d'équation (V.16), nous obtenons 

1.4906 (V.17)opt   

Par conséquent, le diamètre optimal de la base pour l'épingle de surface de profil 

parabolique convexe fixe est : 

 

2/5

, 2

32 4
(1 ) (V.18)

3 1.4906
b opt

h V
d b B

k
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V.4.4  Dimensions optimales pour une épingle de profil parabolique concave (n = 2) 

Le taux de transfert de chaleur total à partir de la surface d'épingle parabolique 

concave lorsque le transfert de chaleur et de masse se produire simultanément est donnée 

par l'équation (IV.28) qui peut être réécrite comme 

4
23

( 1 1 ) (V.19)
( 4) ( )(1 ) 40

b

a b p

dq

k T T V




 
   

 
 

où 

2 5 2

40 4
(1 ) (V.20)

3 b

h V
b B

k d



   

2 (V.21)
20

bV d L


  

 

Le flux de chaleur maximal est obtenu quand 0bdddq  : 

2 5.25 (V.22)   

Cela donne 

2.2913 (V.23)opt   

L'épaisseur optimale de l'épingle parabolique concave pour la surface de profil fixe est 

donc : 

2/5

, 2

40 4
(1 ) (V.24)

3 2.2913
b opt

h V
d b B

k

 
  
 

 

Des équations (V.6), (V.12), (V.18) et (V.24), l'épaisseur optimale sans dimension peut 

aussi être exprimée en : 

 

2
5

,*

, 22
(1 ) (V.25)

4

b opt

b opt

opt

d N
d b B

V h k 

 
    

 
 

 

où (N/λopt) = (4/0.9193π), (24/2.8643 π ), (32/4.4718 π) et (40/6.8739 π), pour les épingles 

rectangulaire, triangulaire, parabolique convexe et parabolique concave, respectivement.  

Le diamètre adimensionnel de l'épingle donnée par l'équation (V.25) est présenté en 

fonction du facteur de correction de transfert de masse (1+b2B)
1/2

 pour différentes valeurs 

de pression, qui est tracée dans les figures V-8, V-9 et V-10.  
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Figure V-8 : Diamètre de la base adimensionnel optimal pour les différents

           profils d'épingles à 90 000 Pa.
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Figure V-9 : Diamètre de la base adimensionnel optimal pour les différents

           profils d'épingles à 101 325 Pa.
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Il est important de noter que les résultats du cas sec de l'épingle sont présentés par 

(1+b2B)
1/2

=1 dans ces figures (c'est à dire B = 0). Il est clair de ces figures que le diamètre 

optimal de la base augmente quasi linéairement avec le facteur de correction de transfert de 

masse. 
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Figure V-10 : Diamètre de la base adimensionnel optimal pour les différents

           profils d'épingles à 110 000 Pa.
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La figure V-11 montre la variation de l'efficacité optimale en fonction de FC. 

Chaque valeur de ce dernier corresponde à un diamètre adimensionnel optimal (pour 

chaque épingle). 
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Figure V-11 : Efficacité optimale en fonction de FC pour les différents

           profils d'épingles.
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CONCLUSIONS 

Une solution analytique est obtenue pour l'efficacité ainsi que le taux de transfert de 

chaleur totale des épingles lors du fonctionnement dans des conditions entièrement 

mouillées.  

Les conclusions suivantes peuvent être tirées de cette étude : 

a) Un modèle d'approximation linéaire modifiée a été introduit (utilisé) dans ce travail 

pour la relation entre l'humidité absolue et la température sur la surface de l'épingle. 

Ce modèle peut être utilisée sans connaître la température à l'extrémité de l'épingle. 

b) Un diagramme de correction permet de corriger la valeur du paramètre d'épingle à 

l'état sec, mo, dans le paramètre d'épingle à l'état entièrement mouillé, m. On peut 

voir sur ce diagramme que le facteur de correction est une fonction de la 

température de point de rosée de l'air, Tr, et celle de la base de l'épingle, Tb. 

c) Il est claire des figures de la température que : 

- Pour une épingle complètement humide, le point de rosée de l'air devrait être 

supérieure à la température de la base d'épingle au moins de 7 °C. 

- Pour les valeurs d'humidité relative, (HR = 60, 80 et 100%), la température de 

l'extrémité se trouve inférieure au point de rosée de l'air et par conséquent l'épingle 

est entièrement mouillé. 

- Sur le même emplacement sur l'épingle, la différence en température entre l'air et 

la surface de l'épingle est plus petite pour l'état humide que pour l'état sec. Cette 

différence explique l'effet du changement de phase (la condensation), de l'air 

humide, qui s'effectué près de la surface d'épingle.  

- Plus que l'humidité relative augmente, plus que la température de surface devient 

supérieure (à cause de dégagement de chaleur latente). 

d) L'efficacité globale de l'épingle complètement mouillée, dépend de la pression 

atmosphérique. Elle augmente également avec l'augmentation de la pression 

atmosphérique. 

e) Le diamètre adimensionnel optimal de la base de chaque épingle est bien déterminé 

pour les conditions entièrement sèches et mouillées. 

f) L'épingle de forme parabolique concave est la plus performante par rapport aux 

autres formes, puis l'épingle de forme triangulaire, ensuite la forme parabolique 

convexe et rectangulaire. 
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PERSPECTIVES 

On propose pour la suite de ce présent travail : 

- D'étudier les ailettes droites de différents profils entièrement mouillées et les 

comparées avec ces épingles. 

- D'étudier l'état partiellement mouillé de ces ailettes et les comparées avec ceux qui 

sont entièrement mouillées et sèches. 

-  De comparer les différentes méthodes d'étude analytique de ces ailettes. 

- De réaliser cette étude et autres expérimentalement pour confirmer ces résultats 

analytiques. 
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ANNEXES 

A.1.1  Equations de Bessel et fonctions de Bessel 
9
 

Le résumé complet moderne des fonctions attribuées à FW Bessel est celle de GN 

Watson [25]. Considérons l'équation différentielle linéaire 

2
2 2 2

2
( ) y 0 (A.1)

d y dy
x x x n

dx dx
     

Cette équation à coefficients variables, connues sous le nom de l'équation différentielle de 

Bessel, est dite être d'ordre n. Parce que c'est une équation différentielle linéaire du second 

ordre, il doit avoir deux solutions linéairement indépendantes. Sa solution générale où n 

n'est pas un nombre entier est 

1 2( ) ( ) (A.2 )n ny C J x C J x a   

et lorsque n est un nombre entier, 

1 2( ) ( ) (A.2 )n ny C J x C Y x b   

Dans les équations (A.2a) et (A.2b), C1 et C2 sont des constants arbitraires, Jn(x) est la 

fonction de Bessel de premier type d'ordre n et d'argument x, et Yn(x) est la fonction de 

Bessel de deuxième type, d'ordre n et d'argument x. 

Jn(x) et J-n(x) sont des séries infini des formes 

2

2
0

( 1)
( ) (A.3 )

2 ! ( 1)

m m n

n m n
m

x
J x a

m m n









  
  

et 

2

2
0

( 1)
( ) (A.3 )

2 ! ( 1)

m m n

n m n
m

x
J x b

m m n



 





  
  

où Γ(m + n + 1) et Г(m - n + 1) sont les fonctions gamma de m + n + 1 et m - n + 1, 

respectivement. 

Yn(x) est aussi une série infinie, qui peut s'écrire, en termes généraux, comme 

 
2

( ) ( ) ( ) (A.4 )
( )

n n n

n

dx
Y x A J x B J x a

x J x
   

Diverses formes de Yn(x) peuvent être obtenus, selon les valeurs assignées aux constantes A 

et B. Une telle forme est 

( )cos ( )
( ) (A.4 )

sin

n n
n

J x n J x
Y x b

n






  

                                                 
9
 La plus part de cette partie est empruntée de A.D. Kraus [14]. 
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Connu sous la forme de Weber, il est couramment utilisé et valable tant que n n'est pas un 

entier. Lorsque n est un nombre entier, Yn (x) est la limite d'équation (A.4b) parce que n 

s'approche de la valeur de l'entier, d'où Yn (x) peut être exprimée comme une série de 

puissance. 

Une équation qui ressemble attentivement à l'équation de Bessel est 

2
2 2 2

2
( ) y 0 (A.5 )

d y dy
x x x n a

dx dx
     

L'équation (A.5a) diffère de l'équation (A.1) que dans le dernier terme, qui est négatif. 

Cette équation est appelée équation de Bessel modifiée. Elle peut être ajustée pour donner 

2
2 2 2 2

2
(i ) y 0 (A.5 )

d y dy
x x x n b

dx dx
     

Les équations (A.5a) et (A.5b) sont d'autres formes. La solution formelle de ces équations 

est, lorsque n n'est pas un nombre entier, 

1 2(i ) (i ) (A.6 )n ny C J x C J x a   

et lorsque n est un nombre entier, 

1 2(i ) (i ) (A.6 )n ny C J x C Y x b   

Les solutions réelles des équations (A.6a) et (A.6b) sont des fonctions réelles en ce sens 

qu'elles ne contiennent pas la quantité imaginaire 1i   . Par conséquence, la fonction 

modifiée de Bessel de première type, d'ordre n et d'argument x, est définie par 

2

2
0

( ) (i) (i ) (A.7 )
2 ! ( 1)

m n
n

n n m n
m

x
I x J x a

m m n







 
  

  

et 

2

2
0

( ) (i ) (A.7 )
2 ! ( 1)

m n
n

n n m n
m

x
I x i J x b

m m n



  


 
  

  

La seconde solution indépendante de l'équation modifiée de Bessel est la fonction modifiée 

de Bessel de deuxième type, d'ordre n et d'argument x. Cette solution, noté Kn(x), est de 

forme semblable à Yn(x) et peut être écrite lorsque n n'est pas un entier comme 

 
2

( ) ( ) ( ) (A.8 )
sin

n n nK x I x I x a
n




   

et lorsque n est un nombre entier, Kn(x) est la limite approché par l'équation (A.11a) 

lorsque n tend vers la valeur de l'entier : 

( ) ( )2
( ) (A.8 )

cos

n n
n

I x I x
K x b

n n n
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La solution de l'équation (A.5a) peut donc s'écrire, lorsque n n'est pas un entier, 

1 2( ) ( ) (A.9 )n ny C I x C I x a   

et lorsque n est un nombre entier, 

1 2( ) ( ) (A.9 )n ny C I x C K x b   

A.1.2 Forme généralisée de l'équation de Bessel 

Les fonctions de Bessel sont d'un intérêt particulier, car elles fournissent des 

solutions pour la plupart des équations qui surviennent continuellement dans les 

applications d'ingénierie, notamment dans l'analyse des surfaces étendues. Souvent, les 

équations ayant des fonctions de Bessel leurs solutions ne sont pas facilement 

reconnaissables. Par conséquent, il est souhaitable d'étudier des équations différentielles 

linéaires à coefficients variables donnés pour déterminer si elles se réduisent à l'équation 

de Bessel. 

Par exemple, prenons l'équation différentielle générale 

  0 (A.10)p j kd dy
x ax bx y j k

dx dx

 
    

 
 

une tentative de la réduire à une forme de l'équation de Bessel 

2 2
2

2 2

1
( ) 0 (A.11)

d y dy n
m y

dx x dx x
     

Pour atteindre ces objectifs, il est nécessaire de faire deux transformations 

(A.12 )x u a  

et 

(A.12 )y u v b  

où α et β sont des paramètres arbitraires encore à déterminer. Puis 

1

1

1

1
(A.13)

dx
u

du

du

dx u

dy dv
v u u

du du





 

















 

 

Les équations (A.13) peuvent être utilisés pour produire 

1

1

1dy dy du dv
v u u

dx du dx du u

 










 
   

 
 

 

et 
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11
(A.14)p p pdy dv

x u vu
dx du

     


     
  

 
 

Maintenant, la dérivée par rapport à x de l'équation (A.14), ainsi que les équations (A.12), 

peut être substitué en équation (A.10) pour donner, après simplification 

 

2

2

2 2 2 2 2 2

2

2 1
0

(A.15 )j p k p

d v p dv

du u du

p
au b u v a

u

     

  

   
      

  
 

  
   
 

 

L'équation (A.15a) a la même forme que l'équation de Bessel, 

2 2
2

2 2

1
0 (A.15 )

d v dv n
v b

du u du u

 

    
 

 

et on voit que pour l'identité complète entre les équations (A.15a) et (A.15b), il doit se 

produire le suivant : 

1. Le coefficient de (1/u) (dv/du) doit égale l'unité, ou 

2 1 1 (A.16)p       

2. L'exposant de u dans le second terme entre crochets dans l'équation (A.15a) doit être 

nul, ou 

2 2 0 (A.17)j p       

3. L'exposant de u dans le troisième terme entre les crochets doit être -2, alors que ce terme 

peut être combiné avec le premier terme entre crochets : 

2 2 2 (A.18)k p        

Les équations (A.16) à (A.18) permettent l'évaluation de α, β et k. Tout d'abord, à partir de 

l'équation (A.17), 

2
(A.19)

2 p j
 

 
 

Puis, par substitution dans l'équation (A.16), 

 1 1
(A.20)

2 2

p p

p j




 
 

 
 

et enfin, à partir de l'équation (A.18), 

2 (A.21)k p   

Remarquons que si b = 0 dans l'équation (A.10), la condition k = p - 2 est sans importance 

(n'est pas pertinent). Mais, lorsque b ≠ 0 et k = p - 2, l'équation d'origine peut être ramené à 

la forme de l'équation de Bessel où α et β sont donnés par les équations (A.19) et (A.20) : 
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  22
2

2 2

1
0 (A.22)

p bd v dv
a v

du u du u

    


   
    

 
 

De l'équation (A.15b) 

 2 2n p b          

ou, en insérant α et β des équations (A.19) et (A.20), 

 
2

1 4
(A.23)

2

p b
n

p j

 


 
 

et enfin, 

2 2a   

ou 

(A.24)a   

La solution générale pour v dans l'équation (A.15b) peut être maintenant écrite, lorsque n 

n'est pas un entier, 

1 2( ) ( ) (A.25 )n nv C J u C J u a    

et lorsque n est un nombre entier, 

1 2( ) ( ) (A.25 )n nv C J u C Y u b    

Ensuite, la solution de l'équation (A.15b) en termes de y et x est obtenue. Des équations 

(A.12) 

1u x   

et 

y u v x v     

Lorsque n n'est pas un nombre entier, 

1 1

1 2( ) ( ) (A.26 )n ny x C J x C J x a    
     

et lorsque n est un nombre entier, 

1 1

1 2( ) ( ) (A.26 )n ny x C J x C Y x b         

A.2 Épingle conique 

Considérons l'équation différentielle 

2
2 2

2
2 0 (A.27)

d d
x x M x

dx dx

 
    

et la comparer avec l'équation généralisée de Bessel  

  0 (A.10)p j kd d
x a x b x

dx dx
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Si la comparaison indique que p = k + 2 ou b = 0, alors l'équation (A.27) est réduit à 

l'équation de Bessel et la solution (si a est négatif) sera 

1 1
/

1 2( ) [ ( ) ( )] (A.28 )n nx x C I x C I x a        

si n n'est pas un nombre entier, et 

1 1
/

1 2( ) [ ( ) ( )] (A.28 )n nx x C I x C K x b        

si n est un nombre entier. Dans ce cas, 

p = 2              j = 1 

a = -M
 2

      b = k = 0 

et parce que b = 0, l'équation (A.27) se réduit à l'équation de Bessel où l'évaluation des 

constantes α, β, ω, et n  se procède comme suit : 

2 2 2
1

2 2 2 1 1p j
    

   
 

1 1 2 1
1

2 2 2 1 1

p

p j


  
    

   
 

22 2i a i M M       

   
2 2

1 4 1 2 0 1
1

2 1 1

p b
n

p j

   
   

 
 

Parce que n est un entier, donc la solution générale de l'équation (A.27) est 

1/2

1 1 2 1( ) [ (2 ) (2 )] (A.29)x x C I M x C K M x    

A.3 Épingle Parabolique Convexe  

Considérons l'équation différentielle 

2
2 1 2

2
0 (A.30)

d d
x M x

dx dx

 
    

et la comparer avec l'équation généralisée de Bessel 

  0 (A.10)p j kd dy
x ax bx y

dx dx

 
   

 
 

Si la comparaison indique que p = k +2 (b = 0), alors l'équation (A.30) se réduit à 

l'équation de Bessel et de la solution (si a est négatif) sera 

1 1
/

1 2( ) [ ( ) ( )] (A.31 )n nx x C I x C K x a        

si n est un nombre entier, ou 

1 1
/

1 2( ) [ ( ) ( )] (A.31 )n nx x C I x C I x b        
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si n n'est pas un nombre entier. Pour le cas qui nous occupe, 

p = 1  j = 1/2 

a = - M
 2

  b = k = 0 

et parce que b = 0, l'équation (A.30) se réduit à l'équation de Bessel où l'évaluation des 

constantes α, β, ω et n se procède comme suit : 

2 2 2 4

12 3 2 3
2 1

2

p j
    

 
 

 

1 1 1
0

2 3 2

p

p j


 
  

 
 

24 4

3 3
i a i M M        

2 2(1 ) 4 (1 1) 0
0

2 3 2

p b
n

p j

   
  

 
 

Parce que n est un entier, donc la solution générale de l'équation (A.30) est 

)32.()
3

4
()

3

4
( 4

3

02
4

3

01 AxMKCxMIC   
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A.4 Programmes de calcul en Fortran 

1. Programme du calcul d'efficacités d'épingles 

* Programme du Calcul des efficacités des épingles 

* ********************************** 

 Open(1,file='Efficacités des 4 Spines.txt')  

 xxx=0.05 

 do n=1,100 

 xmL=n*xxx 

 dd=(1+((2./3)*xmL)**2)**(0.5) 

 frect=(tanh(xmL))/(xmL) 

 fConc=2./(1+dd) 

 fConv=(2./((4./3)*xmL))*XI1((4./3)*xmL)/XI0((4./3)*xmL) 

 ftria=(2./xmL)*(XI0(2*xmL)/XI1(2*xmL)-(1./xmL)) 

 write(1,*)xmL,fRect,fTria,fConv,fConc 

 end do 

 end 

2. Programme du calcul de la température sur l'épingle 
 

* *********************************************** 

* La distribution de la température sur les épingles 

* *********************************************** 

 dimension Tr(7),Xr(7),Xb(7) 

 real m0L,mL 

 OPEN(5,FILE='1 TETArect.txt') 

 OPEN(6,FILE='2 TETAtria.txt') 

 OPEN(7,FILE='3 TETAconv.txt') 

 OPEN(8,FILE='4 TETAconc.txt') 

 DATA Tr(1),Tr(2),Tr(3)/18.73,23.33,27./ 

 DATA Xr(1),Xr(2),Xr(3)/0.01342,0.01802,0.02269/ 

 DATA Xb(1),Xb(2),Xb(3)/0.00371,0.00496,0.00621/ 

 Tb=7. 

 Ta=27. 

 B=2415. 

 m0L=0.8 

 do 10 I=1,4 

 k=I 

 IF(k.eq.4)THEN 

 B=0. 

 Fc=1. 

 ELSE 

 b2=(Xr(I)-Xb(I))/(Tr(I)-Tb) 

 a2=Xb(I)-b2*Tb 

 Fc=(1+b2*B)**(0.5) 

 Xa=Xr(I) 

 C0=(Xa-a2-b2*Ta)/(Ta-Tb) 

 ENDIF 

 TETAp=(B*C0)/(1+b2*B) 

 mL=m0L*Fc 

 

* Calcul de Teta sur les 4 types d'épingle en fonction de X  

* ********************************************* 
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 R=(1+(4./9)*(mL)**2)**(0.5) 

 XX=0.1 

 Do 9 J=1,11 

 X=XX*(J-1) 

 TETArect=(1+TETAp)*(Cosh(mL*X))/(Cosh(mL))-TETAp 

 PO=XI1(2*mL*X**(0.5))/XI1(2*mL) 

 If(J.eq.1)THEN 

 TETAtria=0.74 

 ELSE 

 TETAtria=(1+TETAp)*(X**(-0.5))*PO-TETAp 

 ENDIF 

 TETAconv=(1+TETAp)*XI0((4./3)*mL*X**(3./4))/XI0((4./3)*mL)-TETAp 

 TETAconc=(1+TETAp)*X**((3./2)*(-1.+R))-TETAp 

 write(5,*)X,TETArect 

 write(6,*)X,TETAtria 

 write(7,*)X,TETAconv 

 write(8,*)X,TETAconc 

 If(J.eq.11)Then 

 write(5,*)'' 

 write(6,*)'' 

 write(7,*)'' 

 write(8,*)'' 

 else 

 endif 

9 Continue 

10 continue 

 End 

3. Fonctions de Bissel modifiées 

*             ********************************* 

*             * FONCTIONS DE BESSEL MODIFIEES * 

*             ********************************* 

 FUNCTION XI0(X) 

 DATA P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7/1.0D0,3.5156229D0,3.0899424D0, 

*            1.2067492D0,0.2659732D0,0.360768D-1,0.45813D-2/ 

 DATA Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q6,Q7,Q8,Q9/0.39894228D0,0.1328592D-1, 

*            0.225319D-2,-0.157565D-2,0.916281D-2,-0.2057706D-1, 

*            0.2635537D-1,-0.1647633D-1,0.392377D-2/ 

  IF(ABS(X).LT.3.75)THEN 

    Y=(X/3.75)**2 

    XI0=P1+Y*(P2+Y*(P3+Y*(P4+Y*(P5+Y*(P6+Y*P7))))) 

 ELSE 

    AX=ABS(X) 

    Y=3.75/AX 

    XI0=(EXP(AX)/SQRT(AX))*(Q1+Y*(Q2+Y*(Q3+Y*(Q4+Y*(Q5+Y*(Q6+ 

*              Y*(Q7+Y*(Q8+Y*Q9)))))))) 

 ENDIF 

  

 RETURN 

 END 

  

 FUNCTION XI1(X) 

  DATA P1,P2,P3,P4,P5,P6,P7/0.5D0,0.87890594D0,0.51498869D0, 

*            0.15084934D0,0.2658733D-1,0.301532D-2,0.32411D-3/ 
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 DATA Q1,Q2,Q3,Q4,Q5,Q6,Q7,Q8,Q9/0.39894228D0,-0.3988024D-1, 

*            -0.362018D-2,0.163801D-2,-0.1031555D-1,0.2282967D-1, 

*            -0.2895312D-1,0.1787654D-1,-0.420059D-2/ 

 IF(ABS(X).LT.3.75)THEN 

    Y=(X/3.75)**2 

    XI1=X*(P1+Y*(P2+Y*(P3+Y*(P4+Y*(P5+Y*(P6+Y*P7)))))) 

 ELSE 

    AX=ABS(X) 

    Y=3.75/AX 

    XI1=(EXP(AX)/SQRT(AX))*(Q1+Y*(Q2+Y*(Q3+Y*(Q4+ 

*               Y*(Q5+Y*(Q6+Y*(Q7+Y*(Q8+Y*Q9)))))))) 

 ENDIF 

 RETURN 

 END 
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 ملخص

مل لغرض زيادة التبااد  الرارا ب ناال ال ساص الواال ا المااحي المراا  السطوح الممتدة تستع

فااه هاالد الد اداانا د دااءا ال  ااا ة . أا إناار السااطوح الممتاادة اام الماطااي الااداحرب تساام   سااا ار.  ناا 

ال راق فه . لأش ا   ختا ن  ل المسا ار خاضعن لما اناز ه التباد  الررا ب اال تاه فه ن س الوقت

ا نظرياان حاااوا. لاتباااد  الراارا ب اال تاااه المءت اانفااه  ءسااور الر وناان هااه الاااو  د جاان الراارا ة ا

جاادا  . وااهااا وءااد ا ت ااوة  باااان  اااان نااالامردادياان اتوزيااي الراارا ة وااا  دااطوح المسااا ارا و ر

توااراره  ااوت  لتواارا  قاماان  عاااا  المسااا ار فااه حالاان ال  ااات إاا  اناات تعماال تراات شاار  البااال 

  ال وب وا   ردادين المسا ار د س أيضا هو االأنعاد الردين الموجودة لما تءتج تأثار الضغ. ال ا ل

 .قامن قوو  لمءسور التباد  الررا ب

اهوا  التباااد  الراارا با التباااد  ال تاااها ال  ااا ةا المردادياانا زوااان  المسااا ار: الكلماا ا الماح ة اا 

 .  ل

Résumé 

 Les surfaces étendues sont employées pour augmenter le taux de transfert de 

chaleur entre un solide et un fluide adjacent. Les surfaces étendues de section circulaire 

sont appelés épingles. Dans cette étude, on a étudie la performance des épingles de 

différentes configurations soumises aux mécanismes simultané de transfert de la chaleur et 

de la masse. La différence de la température et le rapport d'humidité sont les forces 

d'entraînement de transfert de la chaleur et de masse, respectivement. Des solutions 

analytiques sont obtenues pour l'efficacité et la distribution de température sur la surface 

d'épingle quand elle est entièrement humide. Un diagramme de correction est développé 

pour corriger la valeur du paramètre d'épingle sèche si la condition de sa surface est 

entièrement humide. L'effet de la pression atmosphérique sur l'efficacité d'épingle a été 

également étudié. Les géométries optimales d'épingle correspondant à une quantité 

maximale de taux de transfert de chaleur ont été obtenues.  

Mots clés: Transfert de chaleur, Transfert de masse, Optimisation, Performance, Ailettes, Air 

humide. 

Abstract 

Extended surfaces are used to enhance the heat transfer rate between a solid and an 

adjoining fluid. Extended surfaces of circular cross-section are called spines. In this study 

an analysis was carried out to study the performance of spine fins of different 

configurations when subjected to simultaneous heat and mass transfer mechanisms. The 

temperature and humidity ratio differences are the driving forces for the heat and mass 

transfer, respectively. Analytical solutions are obtained for the efficiency and temperature 

distribution over the spine surface when the surface condition is fully wet. A correction 

chart is developed to correct the value of the dry fin spine parameter if the fin surface 

condition is fully wet. The effect of atmospheric pressure on the spine efficiency was also 

studied as well as the spine optimum geometries were obtained such that a maximum 

amount of heat transfer rate occurs.  

Keywords: Heat transfer, Mass transfer, Optimization, Performance, Spine fins, Moist air. 

 


