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RESUME :

L’étude des variations des valeurs du coup de bélier par rapport a ses valeurs initiales posent
un vrai probleme pour les chercheurs en hydraulique a cause de la complexité des parametres qui
entrent en jeu.

Dans ce mémoire on va se concentrer sur un phénomene spécifique a I’exploitation des
stations hydroélectriques, celui du cas d’un arrét simultané d’une turbine dont les autres (turbines)
sont en arrét pour des raisons techniques ou pour répondre a un besoin minimal lors de 1’exploitation

en période creuse nécessitant le fonctionnement d’une turbine pour réguler le stockage d’eau. Les

conséquences y découlant entrainent des variations locales de pressions et de débits.

ABSTRACT

The study of changes in values of hammer flow compared to their initials values pose a real
problem for hydraulics researchers because the complexity of parameters that come into play.

In this current study, we will put the fingers on a specific phenomenon of operation in
hydroelectric stations, reflecting the case of a simultaneous shutdown of a turbine where other
turbines are shut down for technical reasons or to a minimum requirement when operating off-peak
requires the operation of a turbine to regulate the storage of water, the resulting consequences to this

exploitation results from local variations in pressure and discharge.
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S1, 82, 83, §4 m’/s Section des conduites A,B,C et D.
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Tty s Temps de fermeture de la vanne
v m/s Vitesse

Vo m/s Vitesse initiale

Vi, V2, V3 Vy m/s Vitesses de la conduite a chaque pas de temps. 6
x m Abscisse

X m Abscisse spécifique.

a L’angle.

b Coefficient a/a

P Kg/m’ Masse volumique

6 S Pas de temps

£ s Un laps de temps trop petit.

u Kg/ms Viscosité dynamique.

w Kg/m’ Section de la conduite

AH m La surpression dans la conduite.
At S Pas de temps entre deux instants
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INTRODUCTION GENERALE

Les générateurs hydroélectriques sont la source primaire d'énergie sur le réseau électrique ;
des défauts peuvent apparaitre soit sur le groupe de production hydroélectrique, soit sur le régulateur

ou dans le générateur lui-méme.

L'opération optimale doit permettre la maitrise rapide de tous les défauts dus a I’exploitation
du systeme et a la variation de consommation qui provoquent des effets nocifs relatifs aux coups de

bélier pouvant engendrer des dégats majeurs.

D’autre part, étant donné que les installations des stations hydroélectriques sont tres
onéreuses, exigeant une vigilance accrue pendant leur mise en service pour amortir les dépenses

d’investissement et augmenter leur durée de vie.

En effet dans un systeme pareil les changements du régime d’écoulement entrainent souvent
des variations de pression et de débit, ces écarts seront plus importants si la modification du débit a
été brutale par rapport au régime permanent, les pressions peuvent atteindre des valeurs excessives. 11
est donc primordial d’assurer le fonctionnement en régime stationnaire afin d’avoir un rendement

optimal de la station.

Ces phénomenes peuvent entrainer des conséquences facheuses telles que la rupture de

canalisations et la détérioration des équipements.

Les propriétés des ondes de pression dans les conduites seront développées dans les phénomenes

in-stationnaires pour lesquels 1’étude de la propagation des ondes de pression est indispensable.

Il est donc primordial de prévoir et d’étudier ces phénomenes transitoires afin de réduire leurs effets
sur les stations hydro-électriques par 1’utilisation de dispositifs spéciaux et le dimensionnement

adéquat des différents composants d’une installation.

La classification des écoulements transitoires se fait, selon le conduit dans lequel les conditions
transitoires se produisent, en trois catégories:

1. Ecoulements transitoires dans les conduites fermées.

2. Ecoulement transitoires dans les canaux découverts.

3. Ecoulement combiné (a surface libre- en charge).

Bien que son application reste limitée, ce mémoire traitera un cas bien défini de ce

phénomene qui étudie la variation de pressions et de débits par rapport aux valeurs initiales du coup
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de bélier dans un systeme ramifié d’une station hydroélectrique, afin d’arriver a une caractérisation

numérique des variations.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION AUX PHENOMENES TRANSITOIRES
L.1DEFINITION :

On appelle coups de bélier les variations de pression provoquées par une modification rapide du
régime d’écoulement d’un liquide. Le coup de bélier fait référence aux variations de pression causées
par un changement de débit en fonction du liquide concerné ; cependant, le terme : phénomene
transitoire est plus fréquemment utilisé. Les causes des coups de bélier sont diverses mais elles sont

fréquentes lors du démarrage ou de I’arrét d’une installation hydraulique.

I.2PREAMBULE HISTORIQUE:

L'étude des phénomenes transitoires en hydraulique est née avec la recherche sur la propagation
des ondes sonores dans l'air, la propagation des ondes dans 1'eau peu profonde et la circulation du
sang dans les arteres. Cependant, aucun de ces problémes ne pouvait étre résolu avec rigueur avant le
développement des théories d'élasticité et de calcul et la solution des équations aux dérivées
partielles. Newton a présenté, dans son ceuvre Principia [55], les résultats de ses recherches sur la
propagation des ondes sonores dans l'air et sur la propagation des ondes de 1'eau dans les conduites.
Newton et Lagrange ont déterminé théoriquement que la vitesse du son dans l'air est de 298,4 m /s
par rapport a leur valeur expérimentale de 348 m /s. Lagrange a attribué cette différence a l'erreur
expérimentale, alors que Newton a expliqué que la vitesse théorique était incorrecte et que cet écart
était dii a l'espacement des particules solides de l'air et la présence de vapeurs dans l'air, en

comparant les oscillations d'un liquide dans un tube en U a celle d'un pendule, Newton a dérivé d'une

expression incorrecte de la célérité des ondes de I’eau dans un canal m,/l/g , ou; [ = la longueur

d'onde et g = accélération due a la gravité.

Euler (24) a développé une théorie détaillée de la propagation des ondes élastiques et il a

dérivé I'équation différentielle partielle pour la propagation des ondes.

Lagrange [43] a analysé I'écoulement de fluides incompressibles et compressibles donnant par

la suite le développement du concept de potentiel de vitesse, il a également dérivé d'une expression

correcte pour la célérité des ondes dans un canal ¢ = \/ﬁ , dans laquelle ; d = la profondeur du canal.
En 1789, Monge [54] a développé une méthode graphique pour l'intégration des équations aux
dérivées partielles et introduit le terme méthode des caractéristiques. En 1808, Laplace [45] a
souligné les causes de la différence entre les valeurs théoriques et mesurées de la vitesse du son dans
l'air, il a expliqué que les relations obtenues par Newton et Lagrange ont été basées sur la loi de

Boyle et que cette loi n'était pas valide en vertu des pressions variables comme la température de 1'air
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qui n’est pas constante, il a en outre estimé que la vitesse théorique devrait augmenter d'environ 20%
si les conditions adiabatiques ont été utilisées a la place des conditions isothermes.

Young [88] a étudié le flux de circulation sanguine, les pertes de frottement, les pertes
singulieres, et la propagation des ondes de pression dans les conduites. Helmholtz semble étre le
premier a démontrer que la vitesse des ondes de pression de l'eau contenue dans une conduite est
inférieure a celle de I'eau en milieu ouvert, Il a correctement attribué cette différence a 1'élasticité des
parois des tubes. En 1869, Riemann [67] a développé et appliqué une équation tridimensionnelle du
mouvement et il I’a simplifiée en une forme adimensionnelle dans les domaines tels que : cordes
vibrantes et ondes sonores. Weber [83] a étudié 1'écoulement d'un fluide incompressible dans une
conduite élastique et a réalisé des expériences pour déterminer la vitesse des ondes de pression, Il a
aussi développé les équations de la quantité du mouvement et la continuité qui sont la base de nos
études. Marey [50] a réalisé d’intensives séries de tests pour déterminer la vitesse des ondes de
pression dans I'eau et en mercure et il a conclu que la vitesse de 1'onde est:

1. Indépendante de 1'amplitude des ondes de pression.

2. Trois fois supérieure dans le mercure que dans I'eau.

3. Proportionnelle a I'élasticité du tuyau.

Resal [63] a développé la continuité, les équations dynamiques et une équation d'onde de
second ordre, Il a utilisé les résultats empiriques de Marey pour vérifier ses études analytiques. En
1877, Lord Rayleigh a publié¢ son livre sur la théorie du son, qui résume les études antérieures et ses

propres recherches.

Korteweg [42] a été le premier qui a déterminé la vitesse de l'onde en tenant compte de
I'élasticité de la paroi de conduite et le fluide a la fois, les chercheurs précédents avaient considéré

que l'un des deux a la fois.

Bien que Wood [87] ait mentionné Michaud [53] comme étant le premier qui a traité le
probleme des coups de bélier ,cependant, des études récentes faites par Anderson [4] ont
démontré que c’est Menabrea [52] qui fut le précurseur., Michaud [53]a étudié le probleme du coup

de bélier, la conception et 1'utilisation des chambres a air et soupapes de décharge.

Gromek [34] a inclu les pertes de charge dans l'analyse d'un coup de bélier pour la premiere
fois et supposé cependant que le liquide est incompressible et que les pertes de frottement sont

directement proportionnelles a la vitesse d'écoulement.

Weston [84] et Carpenter [17], deux ingénieurs américains, ont mené un certain nombre
d'expériences visant a développer une relation théorique entre la réduction de la vitesse dans une
conduite et I'augmentation de la pression correspondante mais n’y ont pas réussi puisque leurs

conduites étaient courtes. Frizell [29] a présenté une analyse des coups de bélier sur la base des
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études menées tout en agissant comme un ingénieur-conseil pour le développement hydroélectrique
de I’Ogden dans 1'Utah, cette centrale a eu une conduite forcée de longueur 9449m ,il a en outre
développé des expressions pour calculer la célérité des ondes de coups de bélier et 'augmentation de
pression due a la réduction du débit instantané, il a déclaré que la célérité de 1'onde serait la méme
que celle du son dans l'eau en milieu ouvert si le module d'élasticité des parois de la conduite, est
infini, Il a également examiné les effets des embranchements, des réflexions des ondes et vagues
successives de célérité régulicre, Malheureusement le travail de Frizell n'a pas été apprécié comme

autant que celle de ses contemporains, Joukovski et Allievi.

En 1897, Joukovski a mené des expériences approfondies a Moscou sur les conduite ayant les
dimensions suivantes : (exprimées en longueur et en diametre, respectivement): (7620 m, 50 mm),
(305m, 101,5 mm) et (305m, 152.5mm), sur la base de ses études expérimentales et théoriques, il a
publié son rapport classique [40] sur la théorie de base des coups de bélier, il a développé une
formule de célérité d'onde en tenant compte de I'élasticité de I'eau et des parois de la conduite a la
fois, il a également développé la relation entre la réduction de la vitesse et de 1'augmentation de
pression résultant en utilisant deux méthodes: la conservation de 1'énergie et de la condition de
continuité, il a discuté la propagation de I’onde de pression le long de la conduite et la réflexion des
ondes de pression de l'extrémité ouverte de la branche, il a étudié les effets de chambres a air, les
cheminées d’équilibre, les soupapes de décharge a ressort sur les pressions résultantes des coups de
bélier, Il a également étudié les effets de la variation de taux de fermeture d’une vanne et a trouvé
que la pression maximale correspond au temps de fermeture, (T <2 [/ c), ou [ = longueur de la

conduite et ¢ = célérité de 1'onde

Allievi [3] a développé la théorie générale des coups de bélier a partir des premiers principes

et a publié en 1902 L'équation dynamique qui a été plus précise que celle de Korteweg.

Il a montré que le terme V (0V/0x) dans 1'équation dynamique n'est pas important par rapport

aux autres termes et pourrait étre négligé, il a introduit deux parametres adimensionnels,

CVO
2gHy

P
21

Avec :

c = célérité de I'onde de coup de bélier V = la vitesse moyenne, / = longueur de la conduite, 7:
temps de fermeture de vanne, p : la moitié du rapport de I'énergie cinétique a 1'énergie potentielle
emmagasinée dans le liquide et les parois des conduites a la charge Hy et 6 = les caractéristiques de

fermeture de vanne, pour le temps de fermeture de vanne 7., Allievi a obtenu une expression de
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I’augmentation en pression a la vanne et a présenté des graphes d’augmentation et de diminution de
pression causée par la fermeture uniforme et I’ouverture de la vanne, Braun [12,13] a présenté des
équations similaires a celles présentées par Allievi dans sa deuxieme publication [2], dans une
publication suivante Braun [11] a revendiqué la priorit¢é de Allievi et il parait que le constant
d’Allievi «p» a été effectivement mis en place par Braun, Cependant Allievi [1] toujours considéré
comme l'initiateur de la théorie des coups de bélier de base, Allievi [1] a également étudié le
mouvement rythmique d'une vanne et a prouvé que la pression ne doit pas dépasser le double de la

charge en régime permanent [1, 2, 3].

Les théories de Joukovski et Allievi qui prévalaient dans les deux premicres décennies du
20" siecle, Camichel et Al [16] ont démontré que le doublement de la charge de pression n'est
possible que si (Hp> cVy/g), Constantinescu [21] a décrit un mécanisme pour transmettre 1'énergie
mécanique en utilisant les ondes de coups de bélier, dans la 1°° guerre mondiale Des avions de
combat britanniques ont été équipés avec l'engrenage Constantinescu pour le tir des mitrailleuses,
basé sur la théorie de Joukovski, Gibson [31] a présenté un document qui contient, pour la premiere
fois, les pertes par frottement dans 1'analyse, il a également inventé un appareil[32] pour mesurer le

débit de turbine a l'aide du rapport temps- pression.

Strowger et kerr, ont présenté [78] une procédure de calcul étape par étape pour déterminer
les variations de vitesse d'une turbine hydraulique causée par les variations de charge, la Pressions de
coup de bélier, les changements dans le rendement de la turbine a différentes ouvertures de la vanne,

et les mouvements de la vanne uniformes et non uniforme ont été pris en compte dans 1'analyse.

Dans sa discussion de l'analyse stowger et Kerr, Wood [86] a introduit la méthode graphique
pour l'analyse coups de bélier, Lowy [47] a développé de maniere indépendante et présente une
méthode graphique identique en 1928, il a également étudié la résonance provoquée par les
mouvements périodiques de la vanne et la diminution de pression due a une ouverture graduelle de la
vanne, il a considéré les pertes de charge dans son analyse par introduction des termes de frottement
dans l'équation aux dérivées partielles de base, Schnyder [72] a incluait les caractéristiques de
pompage completes dans son analyse des coups de bélier dans les conduites raccordées aux pompes
centrifuges. Bergeron [8] a étendu la méthode graphique pour déterminer les conditions dans les
sections intermédiaires d'une conduite, et Schnyder [73] a été le premier qui a introduit les pertes par
frottement dans l'analyse graphique ; lors d'un symposium [80] sponsorisé conjointement par la
société américaine des ingénieurs civils et de la société américaine des ingénieurs mécaniciens en
1933 a Chicago, plusieurs communications ont été présentées sur l'analyse des coups de bélier dans

les conduites forcées et de refoulements.
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Angus [5] a décrit la théorie de base et quelques applications de la méthode graphique, y
compris pertes par frottement "localisés", et Bergeron[7] a présenté un article décrivant la théorie des
ondes planes élastiques dans des milieux différents. Un autre colloque [79] sur les coups de bélier a
eu lieu en 1937 lors de la réunion annuelle de la société américaine des ingénieurs mécaniciens, Lors
de ce colloque, des articles ont été présentés sur 1'analyse de chambres a air et vanne, sur l'inclusion
de concurrencer caractéristiques de la pompe, et sur la comparaison des résultats d'ordinateur et des
résultats mesurés, En linéarisant le terme de frottement, Wood[86] a utilisée le calcul opérationnel de
Heaviside, et plus tard riche [65] a utilisé les transformations de Laplace pour analyser de coup de
bélier dans les conduites. Angus [6] a présenté en 1938 l'analyse du composé, de canalisations de
branchement et de cheminée d’équilibre. D'autres articles sur le cheminé d’équilibre ont été publiés

par Lupton [48], dans Richard [66] et Duc[22].

De 1940 a 1960, en plus des livres de Rich [64], Jeager (37,38) [37,38] et parmakian [56], de
nombreux articles ont été publiés sur l'analyse des coups de bélier , En raison de leur grand nombre

ils ne sont pas répertoriés ici.

Ruus [70,71] a été le premier a présenter des procédures pour déterminer une séquence de
fermeture de vanne, nommée fermeture de vanne optimale, de sorte que la pression maximale est
restée dans les limites prescrites. Plus tard, Cabelka et Franc [15], et Streeter [74], indépendamment
développé le concept et le second étendu et il informatisée pour les systemes de tuyauteries
complexes.

Gray [33] a introduit la méthode des caractéristiques pour une analyse informatique des
coups de bélier. Lai [44] I'a utilisé dans sa these de doctorat, et son document commun avec Streeter
[75] a été la publication fondatrice qui a fait cette méthode et l'utilisation des ordinateurs pour
I'analyse des phénomenes transitoires en hydraulique. Plus tard, Streeter a publié de nombreux
articles sur la méthode des caractéristiques, ainsi que d'un texte [76] sur les phénomenes transitoires
en hydrauliques.

Sur la théorie des réservoirs tampons, les premieres contributions de I'Europe ont été faites
par Leaute [46], Rateau [61], Prasil [5S9] et Vogt [82], Calame et Gaden [20], et Frank et Schuller
[28] ont résumé le plus tot investigations et de leurs propres recherches. Thoma [81] fut le premier
qui a démontré que le cheminée d’équilibre d'une turbine hydraulique dirigée serait stable que si la
surface de la section du cheminée d’équilibre étaient plus d'une certaine valeur minimale, maintenant
connue sous le nom de la zone Thoma. Johnson [40] a inventé le cheminée d’équilibre différentiel
pour développer accélération ou décélération de la charge rapidement. D'autres contributeurs a la
théorie de cheminée d’équilibre sont Escande [23] Jaeger [37,38] Gardel [30], Binnie [9,10],
Evangelisti [26], Paynter [57,58], Marris [51] et chaudry haniff [18,19].
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1.3 PROBLEMATIOQUE:

Dans une station hydroélectrique les valeurs initiales du coup de bélier dans un systeéme ou une
seule turbine est en service peut engendrer ce phénomene au cours de son arrét brusque ou instantané.

Ce probleme spécifique a I’exploitation des stations hydroélectriques traduisant le cas d’un
arrét simultané d’une ou plusieurs turbines pour des raisons techniques ou I’exploitation en période
creuse pour répondre a un besoin minimal nécessitant le fonctionnement d’une turbine pour réguler
le stockage d’eau destiné soit pour I’alimentation en eau potable soit pour Iirrigation. Les
conséquences résultant de cette exploitation entrainent des variations locales de pressions et de débits
dans le systeme considéré :

Le calcul de la variation de pressions et de débits se fait a I’aide des trois différentes méthodes :
1/ Méthode graphique de Bergeron.
2/ Méthode d’allievi.

3/ Méthode caractéristiques.

1.4 HYPOTHESES DU CALCUL :

Réservoir

. - Réservoir PIE
Conduite principale . L Réservoir Condui ncival
Conduite principale onduite principale

Y Vo) —> Vy ———> M5

L | L

Fig. I.1. Schéma 01 Fig. I.2. Schema 02 Fig. I.3. Schema 03

Supposons un systeme dans lequel :

Les pertes de charges sont nulles.
Les longueurs des conduites secondaires sont identiques.
Les sections des conduites secondaires sont identiques.

Les coefficients angulaires des conduites secondaires sont égaux.

A

La longueur de la conduite principale extrémement grande par rapport aux conduites
secondaires.

6. Les pentes des conduites sont nulles.
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I.5 DONNEES DU CALCUL:

Les conditions initiales : Qo =5 et H=Hyp

1)

2)

a=tgo=(c/g.S)

Avec :

a : coefficient angulaire de la conduite principale

S : section de la conduite principale ;

c : la célérité d’onde dans la conduite principale ;

g : Iaccélération de la gravité ;

a; = ax=az= as=tg oy = (ci/g.S1) ;

aj, az aset ay: coefficients angulaires des conduites secondaires A, B, C et D successivement
(dans tous les schémas proposés).

S1, Sy, Szet Sy sections des conduites secondaires A, B, C et D successivement (dans tous les
schémas proposés).

¢y, Ca, c3et ¢y célérités d’onde dans les conduites secondaires A, B, C et D successivement
(dans tous les schémas proposés).

SCHEMAS N°01 (n=2):

Une conduite principale d’une longueur «L » et coefficient angulaire «a». A
I’extrémité de cette conduite se trouvent deux conduite identiques A et B tel que (a;=a; et
l1=D), les points M1, M2 et M3 sont les sections de jonction des conduite A, B et la conduite
principale successivement.

Etant donné que la longueur de la conduite principale est grandement supérieure aux

conduites secondaires A et B (I>>/ et ).
On développe le calcul du systeme pour :
A/ a=1;a1=1,5; a,=1,5;=1.5.

B/ a=1; a1=2; ax=2; p=2.

C/ a=1; a1=3; a,=3; p=3.
SCHEMAS N°02 (n=3):

Une conduite principale d’une longueur « L» et de coefficient angulaire «a». A
I’extrémité de cette conduite se trouvent trois conduites identiques A, B et C tel que
(aj=ax=a ; et [;=l=I3), Les points M1, M2, M3 et M4 sont les sections de jonction des
conduite A, B, C et la conduite principale successivement.

Etant donné que la longueur de la conduite principale est grandement supérieure aux
conduites secondaire A, B et C (I>>[;, [, et [3) ; on va calculer ce systéme pour :

Al a=1;a;=2; a,=2 ; a3=2; f=2.

B/ a=1;a,=3;a=3; as=3; f=3.

C/ a=1;a1=4; ar=4 ; a3=4; p=4.
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3) SCHEMAS N°03 (n=4):

Une conduite principale d’une longueur « L» et de coefficient de pente « a ». A I’extrémité

de cette conduite on a quatre conduites A, B,C et D, tel que ces quatre dernieres ont les
mémes caractéristiques ; a;=ax=az=ay et [;=l=I3=1; , Les points M1, M2, M3, M4 et M5
sont les sections de jonction des conduites A, B, C, D et la conduite principale
successivement.

Etant donné que la longueur de la conduite principale est grandement supérieure aux
conduites secondaires A, B,C et D (1>>[;,[5,[3et l;) ; on va calculer ce systeme pour :

A/ a=1; a;=3;a=3; a3=3; as=3; f=3.

B/ a=1; a;=4; ay=4; a;=4 ; a,=3; p=4.

C/ a=1; a;=5; a;=5; a;=5; as=3; p=3.

Page21



Réservoir

.6 INTERPRETATION PHYSIQUE DU PHENOMENE :

H,

Conduite principale

Vo=0, I,

Vo ———>

]

Réservoir

L

Hy

Conduite principale

Vo ———>

]

Réservoir

L

t=0+¢

H,

Conduite principale

Vo) —— >

I

Réservoir

L

t=l/c

H,

Conduite principale

Vo —>

I

Réservoir

L

t=l/c+ ¢

H,

Conduite principale

Vo ——>

I

L C

1=2l/c

H,

H,

Réservoir

Conduite principale €

I

Réservoir

Vy——>

L

"t

Réservoir

+AH

(I—Conduir('principale LSS

I

Réservoir

Vo —>

<

t=3l/c+ ¢

+AH
<& Conduite principale
w2
— -
<

+AH

< Conduite principale

> v,
el L +AH
1=3l/c+ ¢ ' A

Fig I.4. Description physique du phénomene
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Prenons le systeme de tuyauterie (Fig. I.1) dont :Une conduite principale d’une longueur / et une
célérité d’onde ¢ raccordée aux conduites identiques A et B (de longueur [/;=1>] (célérité d’onde [c; =
cz/et ont les méme sections)et a leurs extrémités aval deux turbines (vannes); la premiere (A)
initialement ouverte et la deuxieme (B) initialement fermée, dans lequel les conditions d'écoulement
sont stables et a l'instant (t = 0), la turbine de la conduite A est fermée brusquement; Si le systeme
est supposé sans frottement (sans perte de charge), et la charge initiale en régime permanent le long
des trois trongons (R-M3), (M1-A) et (M2-B) est Hy, la vitesse initiale V, dans les conduites (R-M3)

et (M1-A) est positive dans le sens d’écoulement et nulle dans la conduite (M2-B).

La séquence des événements apres la fermeture de la turbine (vanne) de la conduite A peut

étre divisée en quatre parties (figure I.1) comme suit:

1) 0<t<l;/c;:

Des la fermeture de la turbine (vanne) au temps (#=0) au point A, la vitesse d'écoulement a
I’extrémité de la turbine (vanne) est réduite a z€ro, ce qui provoque une augmentation de pression de
AH = + (c/ g) Vy la conduite se dilate, I’eau se comprime ce qui augmente sa densité et une onde de
pression positive se propage du point A vers le point M1(sens contraire de 1’écoulement), a 1’aval de
cette onde la vitesse d'écoulement est nulle et la pression égale a Hy+AH, et toute 1'énergie cinétique

est convertie en énergie élastique.

Au temps (t = I; / c;), sur toute la longueur de la conduite le tuyau est €largi, la vitesse

d'écoulement est nulle et la charge devient (Hy + AH) ;

Les deux autres trongons conservent leurs états initiaux c.a.d.
* pour la conduite (R-M3) : la vitesse V=V, et la charge H=H,.
* Pour la conduite (M2-B) : la vitesse V=0 et la charge H=H,

2) L/c;<t<21;/cy:

Lorsque I’onde de pression de la conduite (M1-A) atteint le point M1,la pression en amont de
la section (dans les conduite (R-M3) et (M2-B) est égale a la charge statique H, par contre a 1’aval
est égale a Hy + AH, cette différence de pression engendre un écoulement du trongon (M1-A) vers
les deux autres trongons (R-M3) et (M2-B) avec une vitesse négative (- V), une fois I’onde se
réfléchit sur le troncon (M1-A) la pression diminue et devient égale a la charge initiale ( Hy) et en
aval de la célérité la vitesse est négative, par contre en amont, elle est toujours nulle et la conduite

reprend son état initial.
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Par contre sur le troncon (M2-B) une onde de pression positive se transmet du point M2 vers
le point B, la vitesse en aval de cette célérité est positive, par contre en amont elle est toujours nulle

et la conduite se dilate.

Dans la conduite (M3-R), L’onde se propage du point de raccordement (M3) vers le réservoir
d’une maniere infinie du fait que la longueur de celle-ci est beaucoup plus grande que les conduite
courtes (M1-A) et (M2-B) (I>>11 et [2),a I’aval de cette onde une augmentation de pression dilate la
conduite et la vitesse devient nulle, par contre a I’amont, les conditions initiales sont conservées ( la

charge statique H) et la vitesse Vy)

Autempst=21;/c;:

* La charge dans la conduite (M1-A) entiere est Hy et la vitesse du liquide est (- V).

* La charge dans la conduite (M2-B) entiere est (Hy + AH) et la vitesse du liquide est (+ Vp).

* La charge a I’aval de I’onde de pression dans la conduite (M3-R) est (Hy + AH) et la vitesse est
négative (- Vy) par contre a I’amont de cette onde précédente la charge reste toujours Hy et la vitesse

est Vp.

3) 2[1/6’1 <t<3L;/c;:

Troncon (M1-A) : puisque la turbine (vanne) est a I’arrét au point A, une vitesse négative ne peut étre
continue, C’est pourquoi la vitesse est instantanément changée d’une valeur négative a une valeur
nulle et la charge est réduite a (Hy- AH) par conséquent une onde de pression négative se propage
dans le sens contraire de 1’écoulement (vers M1), En aval de cette onde la pression est égale a (Hy-

AH) et la vitesse s’annule , la conduite se rétrécit.

Troncon (M2-B) : puisque la turbine (la vanne) est a I’arrét au point B, une vitesse positive ne peut
étre continue, c’est pourquoi la vitesse est instantanément changée d’une valeur positive a une valeur
nulle, la pression est augmentée [> (Hp+AH)] et la conduite se dilate a nouveau a une section plus
grande, une onde pression positive se propage dans le sens contraire de I’écoulement a 1’aval de cette

onde la pression est positive et la vitesse s’annule.

Trongon (M3-R) :I’onde de pression positive continue de se propager avec une célérité c vers

I’amont (le réservoir); Derriere cette onde une charge H= (HO+AH) et la vitesse est nulle.
Autemps (t=31;/cy):
* la charge le long de la conduite (M1-A) est (Hy- AH), et la vitesse de I’eau est nulle.

* La charge le long de la conduite (M2-B) est égal a (Hyp+ AH), et la vitesse est nulle.
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4) 311/01 <t<4[1/6’1 N

Trongon (M1-A): Des que I’onde négative atteint le point M1 un état de déséquilibre se
rétablit, par contre dans les troncons (M3-R) et (M2-R), une onde positive se propage dans le sens
contraire de 1’écoulement vers M1, ce qui engendre un déséquilibre au niveau du point de
raccordement des trois conduites. La pression sur les troncons (M2-B),(M3-R) est supérieure a
celle du trongon (M1-A), ce qui provoque un écoulement dans la direction du point A ( des conduites
(M1-R),(M2-B) vers (M1-A)) avec une vitesse positive et la charge se rétablit et la section de la
conduite reprend sont état initial et une onde de pression se réfléchit dans le sens de 1’écoulement a

I’aval de cette onde la vitesse est positive et la pression Hy .

Trongcon (M2-B) une onde de pression se réfléchit, a I’aval la vitesse est négative,la charge est

rétablie a Hj et la section de la conduite reprend sont état initial.

Troncon (M3-R) : I’onde de pression positive continue a se déplacer avec une célérité d’onde ¢ vers

I’amont (vers le réservoir) ; Derriere cette onde une charge H= (Hyp+AH) et la vitesse est nulle.
Au tempst=41;/c;

* la charge dans la conduite (M1-A) est égale a la charge statique, et la vitesse est positive le long le

la conduite.

* la charge dans la conduite (M2-B) est égale a la charge statique, et la vitesse est négative le long le

la conduite.

Comme les turbines (vanne) sont a I’arrét aux points A et B, la séquence d'événements précédents est
réitérée, puisque les pertes de charge sont négligeables ce processus se poursuit avec un intervalle de
4 1;/ c;, Cet intervalle est appelé la période théorique de la conduite. En réalit¢ dans les systemes

physiques les ondes de pression sont dissipées a cause des pertes de charges de la conduite.
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CHAPITRE II.
METHODE DE LOUIS BERGERON :
II.1 DEFINITION DE LA METHODE :

La méthode de Bergeron permet de déterminer dans les installations hydrauliques les
variations de pression et de débit dues aux coups de bélier sans expliciter analytiquement la nature de
I’onde. Nous développerons ci-apres le procédé graphique qui a le mérite d’étre tres simple lorsque

I’on a compris le mécanisme de construction.

I1.2  PRINCIPE DE LA METHODE:

Les concepteurs et utilisateurs d’installations hydrauliques préferent exprimer les pressions en
hauteur de colonne de fluide et remplacer la vitesse moyenne d’écoulement par le débit, la
représentation graphique est sur le plan des variables % et v, ou les lignes caractéristiques relient 4 et
g avec une relation espace (position) et temps aux mémes variables a une autre position dans le

tuyau (Ax distance a partir du premier point) au temps (4x / ¢) plus tard.

Les solutions générales des équations simplifiées du coup de bélier ont été représentées

comme ;
H—HozF(t+§)+f(t—§) (IL1)

0-0=-E[p(e+9-r(-9]  wa

c

L’interprétation de la fonction F(7+x/c) qui représente une onde F stable qui se déplace dans la
direction (-x) dans la conduite, de méme facon, la fonction f{#-x/c) représente une onde permanente se
déplacant dans la direction (+x), dans une conduite donnée de propriétés géométriques constantes
chacun de ces plans des ondes de pression se déplace avec une vitesse constante ¢, quand ils se
rencontrent dans la conduite, ils continuent dans leurs directions respectives sans interférence

partagée.
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Fig. I1.1. Propagations des ondes de pression F et f

Equation IL11 5 Equation IL8
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v

qxil

Fig. I1.2. Droite de Bergeron

Par la combinaison des Equations (11.1) et (I1.2), avec I’élimination de la fonction f
Hy, — Hp — é (Qex — Qo) = 2F (t + f) (I1.3)

Une équation qui est valable dans le temps et I’espace dans la conduite. En termes d'une onde F

(figure I1.1) a la position x; et temps ¢,, I'équation est
He, e, — Ho — é(Qtl,xl - Qo) = 2F (t1 + %) (I1.4)

A tout instant t, At plus tard, I'onde F sera a la position x, la distance parcourue est -4x =- ¢ At, depuis

cette onde se déplace dans la direction (-x) avec une célérité (-c), ainsi

2F (t1 + %) = 2F (t1 + At + xl_c“) = 2F (t + f) (I1.5)

c
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Maintenant par la combinaison de ces trois équations
Cc
H, — Htl,xl = E (th - Qtl,xl) (11.6)

Cette équation peut devenir unidimensionnelle par la définition

h=H/Hy et g= Q/Qy

Puis
Q
hex = ey, = Sou (Gex = Qo) (IL7)
Ou
_ Qo
Ah = a—Aq (11.8)
Hy

Ou a = c/gS. les deux dernieres équations sont linéaires en h et g, et représentent une ligne droite

sur le plan (h-q) passant par le point (A, ., q¢, x,) @vec une pente de tg a = a% ,voir figure I1.2 .
0

Dans la fig. I1.1 L’onde F peut étre visualisée comme déplacement vers le réservoir dans la direction

(-x) sur la fig. I1.2 1a ligne droite qui correspond a la fonction F, mais qui est sur le plan (h-g) définit

une condition connue de 4 et g a une position bien définie (x, ) a une condition inconnue d’une autre

position et de temps, les parametres x et r doivent obéir a la relation :

x = x;-c(t-t;) le long de cette ligne F.

Avec I'utilisation de la méme procédure pour éliminer la fonction F de 1'équation. (II.1) et (IL.2)

Hux = Ho + =5 (Qux — Qo) = 2f (£ =2) (11.9)

c At ,avec

Maintenant pour le changement de temps At 1’onde f aura un déplacement de Ax

I’élimination de fon a :

C
Hex = Heye, = = 25 (Qex = Qy ) (11.10)

L’équation qui définit une droite caractéristique dans le diagramme sans dimension (k-q) est :

Ah = —a®Aq (IL11)
Ho

Cette droite peut €tre visualisée comme passant par le point de conditions connues (h¢, x., G, x,)

avec une pente de tg a = a%, fig. 11.2, le long de cette droite, les variables indépendantes doivent
0
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obéir a la relation x=x;+c(t-t;), De nombreux utilisateurs de la méthode graphique préferent
travailler avec des variables dimensionnelles H et Q qu'aux variables adimensionnelles % et ¢, la
méthode demeure la méme de sorte que les procédures choisies sont identiques (c’est une question de

préférence).
D’ou la loi de Bergeron :

Pour un observateur qui se meut a la célérité c le long d’une conduite de caractéristique

constante, le point figuratif du régime (H , Q) au lieu ou il se trouve est sur une droite qui passe par le

point figuratif du régime qui existait au temps et au lieu de son départ, et dont le coefficient

angulaire est + é ,Suivant qu’il se meut en sens contraire (+) ou dans le méme sens (-) du débit gy (
de I’écoulement) initial choisi comme sens positif.

Il est tout a fait remarquable de pouvoir déterminer les fluctuations de débit et de pression en

faisant partir un observateur de tel endroit ou tel autre a un instant de temps que 1’on choisit.

II.3 CONSTRUCTION GRAPHIQUE:

Pour commencer la construction de I’épure, il faut connaitre :
a) le sens initial de I’écoulement avant la perturbation ;
b) le point et la temps du départ de I’observateur, c’est-a-dire : Qy, Hy et .

¢) le sens du parcours de 1’observateur dans la conduite afin de pouvoir tracer la droite de Bergeron

issue du point de départ.

d) les caractéristique du dispositif situé a 1’autre extrémité de la conduite au temps ¢;,=typ+//c. En
d’autres termes, il faut construire, au temps ¢=t;, la courbe H=f{Q) de I’appareil (réservoir, turbine)

que rencontrera 1’observateur lorsqu’il arrivera au bout de la conduite.

Pour éviter les erreurs dans la construction graphique, on repere souvent le point
d’intersection par un chiffre et une lettre directement représentatifs du temps de passage de
I’observateur et du dispositif qu’il rencontre. L’unité de temps retenue est en principe 8 = 21/c et

I’ origine de la perturbation est désignée par 6 = 0.
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I1.4 APPLICATION DE LA METHODE DE BERGERON:

Prenons le systeme de la fig. 1.1 (schéma n°01) :
Au point A, a I’état initial, la turbine est toujours ouverte (ga=Qp)
Au point B, a I’état initial, la turbine est toujours fermé (gz=0)
Au =0, la turbine (vanne) au point A se ferme brusquement.

e CONDUITE A :

L’Observateur part de M (H=H, et g=Qy) a I'instant 7= 0.5 6 avec une vitesse ¢, (célérité¢ de ’onde de

la conduite A) dont I’écoulement en M commence a varier, suivant une onde f et arrivé en A a

o

I’instant 1 8 (point Al) ;il revient a M avec la méme vitesse toujours suivant une onde F, et arrive
M a l'instant 1.5 6 (point Mys) ; il revient en A suivant une onde f (point A2), revient en M a

I’instant 2.5 8 (point M, 5) et ainsi de suite.

e CONDUITEB :

Le deuxieme observateur part de B(H=H, et g=0) a 'instant t= 6 avec une vitesse ¢, (célérité de
I’onde de la conduite B),dont I’écoulement en B commence a varier, suivant une onde F et arrivé en
M alinstant 1.5 6 (point point M, 5) ;il revient a M avec la méme vitesse toujours suivant une onde
f, etarrive a B a I’instante 2 8 (point B2); il revient a M suivant une onde f (point M;s), revient a B

al’instant 2.5 @ et ainsi de suite.

e CONDUITE PRINCIPALE :

Le troisieme observateur part de M (H=H) et g=Qy), a I’instant =0.5 6 avec une vitesse ¢ (célérité
de I’onde de la conduite principale) dont I’écoulement en M commence a varier. cet observateur ne

reviendra jamais car la conduite principale est assez longue.
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II.5 DESCRIPTION MATHEMATIQUE :

Nous allons démontrer mathématiquement la construction des graphiques de Bergeron et prendre
comme exemple le 1¥ cas du schéma n°01 avec les caractéristiques suivantes :

a1=a=3, a=1 et B=3

I-a/t=(0.50-10) :

Soit le segment de droite du trongon[Mg < , Al] dont les coordonnées Mj (5, 0) et Al (0, 15); la
pente du segment est (-3), son équation est :

Au point M au temps t=0.50 :
hos = 0Et g5 =0
L’intersection de ce segment avec 1’axe des ordonnées nous donne les valeurs de h et q au point :
Al:hf =15etq! =0 autemps t=10

*le segment de droite du trongon [B1, B1’] dont les coordonnées B1(0, 0) et B1°(5, 15) la pente du
segment est (+3) donne une 1’équation suivante :

Aux points :
Bl:hf=0et g =0 autempst=10

*le segment de droite du trongon [Mj<,R] dont les coordonnées M3 (5, 0) et R(0, 5) la pente du
segment est (-1) ,son équation est :

Aux points :
M3: : h3:=0cet g5 =0 autemps t=0.50

I-b/t=(16-150) :

Les deux segments [Al, A1’] et [B1, B1’] dont A1’ et B1’ sont les point d’intersection des plans
g=-5 et q=+5 respectivement:

- le segment de droite du trongon [A1,A1’] dont les coordonnées A1(0, 15)et
la pente du segment est (+3),

- le segment de droite du troncon [B1, B1’] dont les coordonnées B1(0, 0) et
B1°(5, 15) la pente du segment est (+3),

On trace la résultante des deux segments [A1,Al1’] et [B1, BI’] , l’intersection de ce
nouveau segment avec la droite [Mgs,R] nous donne la valeur de la charge (H) au point M temps
1.50 des trois conduites (A,B et la conduite principale) : hi =h?.=h3. , ce qui nous donne comme
valeurs :

h3.=6 et q3s=-1 relatives au troncon (M’ —R) au temps t= 1.5 0 au point M3
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Apres on fait la projection de la valeur de h3 ; sur les deux segments de droite et on ressortira les
valeurs des débits des deux troncons A et B au point M au temps 1.50 :

qMi=-3 et KM} =6 relatives au troncon (A-M") au temps t= 1.5 0 (au pointM )
qM2=+2 et hMZ =6 relatives au troncon (B-M?) au temps t= 1.5 6 (au pointM? )

I-¢/t=(1.50-20) :

A partir de ces valeurs de M et MZ: on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (-3), L’intersection de ces deux segments avec 1’axe des ordonnées (OH) nous
donne les valeurs de la charge et de débit suivantes :

q3=0 et h} =-3 relatives au troncon (A-M") au temps t=2 0 (au point A2).

q5=0 et h3 =12 relatives au tron¢on (B-M?) au temps t=2 0 (au point B2).

I-d/t=(20-2.50) :

A partir de ces valeurs de A2 et B2 on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (+3), les segments [A2, A2’] et [B2, B2’] dont A2’ et B2’ sont les point
d’intersection des plans g=-5 et q=+5 respectivement:

- le segment de droite du trongon [A2, A2’] dont les coordonnées A2 (0, -3) et A2’ (5,
15),la pente du segment est (+3),

- le segment de droite du troncon [B2, B2’] dont les coordonnées B2 (0, 12) et
B2’ (-5, -3), la pente du segment est (+3),

On trace la résultante des deux segments [A2,A2’] et [B2, B2’] , l'intersection de ce
nouveau segment avec la droite [MJs,R] nous donne la valeur de la charge (H) au point M au temps
2.50 des trois conduites (A,B et la conduite principale) : hY'2=h}Z=h}2 | ce qui nous donne comme
valeurs :

h3s =49 et q35=0.2 relatives au trongon (M’ —R) au temps t= 2.5 0 au point M3’

Apres on fait la projection de la valeur de h}'3 sur les deux segments de droite et on ressortira les
valeurs des débits des deux troncons A et B au point M au temps 2.50 :

qyi=2.55 et h}11 =4.9 relatives au troncon (A-M') au temps t= 2.5 0 (au pointM3 ;)

q¥2=-2.45 et h)2 =4.9 relatives au troncon (B-M?) au temps t= 2.5 0 (au pointM2 )

Page32



I-¢/t=(2.50-30) :

A partir de ces valeurs de M; < et MZ on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (-3), L’intersection de ces deux segments avec 1’axe des ordonnées (OH) nous
donne les valeurs de la charge et de débit suivantes :

q5=0 et h4 =12.5 relatives au troncon (A-M1) au temps t=3 0 (au point A3).
q5=0 eth® =-2.4 relatives au trongon (B-M?) au temps t= 3 0 (au point B3).

I-d/t=(20-2.50) :

A partir de ces valeurs de A3 et B3 on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (+3), les segments [A3,A3’] et [B3,B3’] dont A3’ et B3’ sont les point
d’intersection des plans q=-5 et q=+5 respectivement:

- le segment de droite du trongon [A3,A3’] dont les coordonnées A3(0, 12.5)et
A3’ (-5, -2.4), 1a pente du segment est (+3),

- le segment de droite du tron¢on [B3, B3’] dont les coordonnées B2 (0, -2.4) et
B2’ (5, 12.6), la pente du segment est (+3),

On trace la résultante des deux segments [A3,A3’] et [B3, B3’] , l'intersection de ce
nouveau segment avec la droite [Mgs,R] nous donne la valeur de la charge (H) au point M temps

M3
b

3.50 des trois conduites (A,B et la conduite principale) : hY'2=h}Z=h¥2 | ce qui nous donne comme

valeurs :
h3. =004 et q3;=5.04 relatives au troncon (M> —R) au temps t= 3.5 0 au point M>

Apres on fait la projection de la valeur de h}'Z sur les deux segments de droite et on ressortira les
valeurs des débits des deux troncons A et B au point M au temps 3.50 :

q¥2=-2.52 et h}ld =5.04 relatives au troncon (A-M1) au temps t= 3.5 0 (au
pointM3 5)

qM2=2 .48 et h}1Z =5.04 relatives au troncon (B-M?) au temps t= 3.5 0 (au pointMZ )

I-¢/t=(3.50-4.50) :

A partir de ces valeurs de M3 et MZ. on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (-3), L’intersection de ces deux segments avec 1’axe des ordonnées (OH) nous
donne les valeurs de la charge et de débit suivantes :

q4=0 et hf =-2.52 relatives au troncon (A-M1) au temps t=46 (au point A).

q5=0 et h® =12.5 relatives au troncon (B-M?) au temps t= 40 (au point B).
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I-d/t=(40-450) :

A partir de ces valeurs de A4 et B4 on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (+3), les segments [A4,A4°] et [B4,B4’] dont A4’ et B4’ sont les point
d’intersection des plans g=-5 et q=+5 respectivement:

- le segment de droite du troncon [A4,A4’] dont les coordonnées A4(0 , -2.52)et
A4’ (5, 12.48), la pente du segment est (+3),

- le segment de droite du trongon [B4, B4’] dont les coordonnées B4(0 , 12.5) et
B2’ (-5, -2.52), la pente du segment est (+3),

On trace la résultante des deux segments [A4,A4’] et [B4, B4’] , l'intersection de ce
nouveau segment avec la droite [M§3<,R] nous donne la valeur de la charge (H) au point M temps
4.50 des trois conduites (A,B et la conduite principale) : hy'2=h}Z=h}'2 | ce qui nous donne comme
valeurs :

h3.=0 et q35=5 relatives au trongon (M3 —R) au temps t=4.5 0 au point MY3.

Apres on fait la projection de la valeur de h}'Z sur les deux segments de droite et on ressortira les
valeurs des débits des deux troncons A et B au point M au temps 4.50 :

q¥2=2.5 et h}'t =5 relatives au troncon (A-M1) au temps t=4.5 0 (au pointM3 5)

qM2=-2.5 et h}2 =5 relatives au troncon (B-M?) au temps t= 4.5 0 (au pointM2 )

I-¢/t=(4.50 -50) :

A partir de ces valeurs de Mj < et MZ - on a deux segments de droite qui passent par ces deux points
avec une pente de (-3), L’intersection de ces deux segments avec 1’axe des ordonnées (OH) nous
donne les valeurs de la charge et de débit suivantes :

q2=0 et h8 =12.5 relatives au trongon (A-M1) au temps t=56 (au point A).
qe=0 et hB =-2.5 relatives au troncon (B-M2) au temps t= 50 (au point B).

I1.6. GRAPHES:
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II.7 CONCLUSION:

Suite aux résultats obtenus on peut déduire graphiquement une relation entre la variation de

pressions et de débits pour différentes valeurs de « n », en fonction du temps:

AH = (a — a,/n) Q35 (IL.8)

Avec :
AH : La variation de pression (charge) en fonction du temps.
a : le coefficient angulaire de la conduite principale;
a; : le coefficient angulaire de la conduite secondaire ;
n : nombre des conduites secondaires ;
Q3 5: La variation de débit en fonction du temps.

Cette équation nous fait connaitre la quantité de variation de la charge dans chaque conduite.

CHAPITRE 111

METHODE D’ALLIEVI

II.1 DEFINITION DE LA METHODE:
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Quand une onde d’amplitude modérée et de célérité ¢ se propage dans un milieu au repos les
particules sont bien mises en mouvement lors de son passage, en revanche leurs vitesses de
déplacement restent faibles devant ¢, par contre des variations de pressions trés importantes telles que
celles qui résulteraient de fortes explosions donneraient lieux a des vitesses de déplacement de fluide
non négligeables par rapport a la célérité c.

II1.2 PRINCIPE DE LA METHODE

Allievi a démontré les formules générales qui régissent le mouvement perturbé (variable) de
I'eau dans des conduites forcées et également démontré que les variations de pression sont propagées
le long d’une conduite avec une vitesse (c) qui est en fonction du module d'élasticité E, € de la
conduite et le liquide et aussi du diametre (D) et de I'épaisseur (e ) de la conduite proposée, selon la
formule suivante :

izﬂ(lJrl_E) (TIL.1)

c2 g\ E'e

Qui, pour l'eau dans des conduites métalliques, en mettant w=1000Kg/m’, e=2.07x10°kg/m2 donne :

1425

(IIL.2)

Par I’insertion des valeurs de E de l'acier et de fonte, on a remarqué que la valeur numérique
de (c¢) varie d'un minimum de 150 a 180 m/s, pour les tuyaux minces de grand diametre, jusqu'a un
maximum de 1200 a  1300m/s, pour tuyaux épais de  petit  diametre.
la hauteur de la pression (exprimée en metres d'eau) et la vitesse v, dans n'importe quelle section de
la conduite pendant le mouvement variable sont exprimées par les équations.

{H=HO+F+f )

v=v,—¢(F—f)

Dans laquelle F et f signifient les hauteurs de pression variables exprimées par des fonctions de la
forme :

F(t— f) Et f(t+ f) respectivement.

Ou x est compté en sens inverse de v; F représente la variation de pression (positive ou négative)
étant propagée dans le sens +x avec une vitesse ¢, et inversement, f représente la variation de
pression propagée dans le sens - x avec la méme vitesse c. En fait F devient une quantité constante, si
nous mettons :

x = +ct + const.

(Comme il semblerait a un observateur se déplacant le long de la conduite avec une vitesse ¢ dans la
direction de + x et inversement. devient une quantité constante si I'on met:

x = —ct + const.
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En outre, que les équations (IIL.3), si les conditions aux limites sont introduites peuvent servir a
déterminer les valeurs F et f a tous les instants et a toutes les sections de la conduite, et que ces
équations rendent possible la solution numérique des phénomenes de mouvement variable dans un
cas donné.

Considérant une conduite de longueur / ayant a I’aval une turbine qui peut varier le débit, et
communiquant a 'amont avec un réservoir de niveau constant, pour chaque section de la conduite la
fonction f possede a tout instant donné une valeur égale a F et de signe contraire de ce que la fonction
F eut a un instant qui précede 1'instant considéré par un intervalle de temps.

2(L —x)
c

Qui est l'intervalle de temps nécessaire pour se déplacer deux fois, avec une vitesse c, la partie de la
conduite entre les sections considérées et le réservoir. Nous avons donc :

f(t_§)=_F(t_§_@>

2L

=—F(t+1-2); (IIL4)
C C

Et le phénomene se produit comme si toutes les surpressions F propagées a partir de la vanne vers le

réservoir (direction +x) ont été réfléchies avec un signe négatif (la dépression) et renvoyé vers la

vanne (direction -x).

Il résulte évidemment a partir du précédent, que dans le cas d'une telle conduite, les perturbations
produites par le mouvement de la vanne a toute section d'abscisse x sera parfaitement connue des que
la perturbation produite a la section d’abscisse x = 0 a la vanne, sont déterminées par 1’équation
(II1.4), nous avons :

f(t) = —F (t - ﬂ) (IL5)

Allievi a démontré dans son article 1902 que par l'introduction de 1'équation d'écoulement (qui établit
une autre relation entre la hauteur de pression et la vitesse d'écoulement dans la conduite), il est facile
de déterminer une série de valeurs numériques de F pour les valeurs de temps différant par :

2L
c

5
Maintenant, chacune de ces valeurs de F donne les valeurs prises par f a la méme abscisse,

e . . 2L . .
Mais a l'instant suivant, qui est la 2eme (7) plus tard, afin que nous puissions calculer les valeurs

de pression et de vitesse de 1'eau pour chacun de ces instants.

Dans ce qui suit, on va désigner par le symbole 8 l'intervalle (%) qui on a appelé la durée de la

phase. Allievi a montré que si 'opération sur la vanne est commencée lorsque le régime d'écoulement
est permanent, la fonction f est Constamment zéro durant la période de temps égale a 8 (durée de

Page37



coup direct) et qu'il est possible, en outre, en introduisant 1'équation d’écoulement, a calculer la
valeur prise, a tout instant t, Entre o et 8, par le premier Terme F,de la série de valeurs F;, F», F3,
correspondant au temps de : #;, 1+ 6, t+26, etc.

Chacun des termes Fj, F,, Fs, etc., donne, comme déja observé, la valeur qui prend —f au temps 6
plus tard.

L'expression: durée de la phase, pour la désignation de l'intervalle du temps (%) semble plus justifiée,

car il est facile de démontrer que dans le cas d'un coup de bélier produit par le mouvement d'une
vanne manceuvrée avec une vitesse constante, la loi de variation de la pression est sujette aux

discontinuités soudaines aux instants :

1=0,20, 30, 40, etc.

Le graphique de la pression, en fonction du temps, sera donc montrent une ligne brisée dont les
angles sont séparés les uns des autres par des intervalles égaux correspondant a des phases de
durée 6. On désigne par (les phases de contrecoup) les périodes de temps €gales a 8 qui réussissent
la phase de coup direct, et au cours de laquelle le phénomene de retour de la pression du réservoir
vers la vanne (phénomene de contrecoup) donne des valeurs différentes de zéro a la fonction f.

Ces principes généraux suffisent donc de résoudre numériquement les phénomenes de coups de bélier
pour toutes les conditions indiquées, , Allievi a montré leur application, les cas pratiques les plus
importants, comme par exemple la fermeture et 'ouverture de la vanne ou l'arrét brusque en un point
donné, etc.

Les lois des phénomenes de coup de bélier apparaissent comme des fonctions de seulement deux
variables, dont 1'un (désigné comme caractéristique de la conduite et indiquée par le symbole p)
définit la conduite dans des conditions normales d’écoulement, et le autre, indiqué par symbole p,
définit la vitesse de 1'opération de vanne.

Ces lois seront donc capables de représenter un graphique simple, et chacun de ces graphiques
portera sur toutes les conduites possibles et toutes les vitesses possibles de fonctionnement de la
vanne.

III.3 FORMULES FONDAMENTALES D’ALLIEVI:

Considérant une manceuvre de la vanne qui commence a 'instant t = O qui perturbe le régime

1 ere

d'écoulement normal (défini par Hy et vy) et en indiquant par ¢; = 8 qui est temps de la phase ou la
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phase de coup direct,en outre par les indices 1, 2, 3. 4, etc, les valeurs des plusieurs variables

correspondant aux instants

t;, t;+ 9, t1+2 9, etc.,

Qui entrent respectivement dans la 1eére, 2¢me, 3¢me, 4¢me, phases, etc., nous avons, par de formule

(IT1.3) a la section pres de la vanne

(L’adoption de lettres majuscules pour les variables se référant a x= 0)

(111.6)

(I11.7) { Vy = vo =2 (Fy + Fy)
%

I
<
(=]
I
|
:/\
: 3
P4
<1
—/

On en déduit que la forme des équations (I11.6) et (111.7), est exprimée par la série des valeurs des
pressions :

H,;, H>, H3, Hy, etc. ;
Et la série des valeurs des vitesses
Vi, Vo, V3, Vy, ete.

Séparés les uns des autres par des intervalles de temps égaux a la durée de la phase,ils
constituent des séries de verrouillage, c'est-série de valeurs qui ne dépendent que des conditions
initiales et des positions de la vanne aux instants :

t, t;+ 0, t;+20, t;+3 0,etc.,
L'expression analytique de cet enchainement de série sera obtenue en éliminant les F a partir des

systemes (I11.6) et (II1.7),

Ajoutant chaque équation de (II1.6) a la précédente, et soustraire chaque équation de (II1.7) de la

précédente on obtient facilement.
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( Hl—H0=§(V0—V1)
c
(I11.8) { Hy —H, = 2Hy = _ (V1 = V2)
|z = Hs = 2Ho = S (V2 = 13)

Donc la forme générale :

H;_y —H; —2H, = g(Vi_l — V) (i:letemps)

II1.4 APPLICATION DE LA METHODE D’ALLIEVI:

L’application de la méthode d’ Allievi, nous donne les cas suivants :

SHEMAS N°01 :

(0.50<t<1 0):
* CONDUITE A :

Hg’s — H{' = —a,(q0's — 47) (I11.9)
H(f5 = H, (C’est la charge au temps 0.5 6; H, C’est le plan de référence).
- —H{ = —a,(qls — i) > —H{ = —a1q{ls + a1q{ > H{' = —a,q1"" + a1q0's
Sachant que g!2=Q, donc I’équation (1) devient :
-~ H{ =-a1q{ + a,Q
q=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
-~ H{ =a,Q,

* CONDUITE B:

HE =H,,qP=0 (H, C’estle plan de référence).
Conduite principale :
HEs=Hy,q55=Qo (H, C’estle plan de référence).
(10<t<1.50):
* CONDUITE A :

A M1 _ A M1
H{ — His = a.(q1 — 915

A M1 _ A M1

- H{ —His = a191 —a1q1s

q{1=0 (c’est le débit a I'extrémité de la vanne A)
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A M1 _ M1
- H{ —His = —a1q15

* CONDUITE B :

B M2 _ B _ M2
HY — His = a:1(q7 — q1%
B M2 _ _ B M2
- Hy —His =a1q7 —a1q15
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B).

B M2 _ M2
- Hy —Hj¢ =—a.q:%

On fait la somme des équations (IV.10) et (IV.11), on trouve :
(Hf — H{%) + (Hf — HY) = —a,q7s — a1q1%%
- (H{' + HY) — (H{%5 + H{%) = —a1q1's — a1q1’s
Sachant que la charge au point M :
HY's=Hg=H{%
(H3 C’est la charge au point M de la conduite principale)
Appliquant I’équation de continuité :
q1s =q1's +a1%
L’équation (II1.12) devient :
(H{ + HY) — (2H{E) = —a1(qis + 415
—H{ + HY) — 2HS) = —a,(a1%
- (H{' + HY) + a1 (1) = 2H{%
~ Y =~ (H{' + H) + 2 (q1%

* CONDUITE PRINCIPALE:

HM3 — HM3 = —a(gM? — q}*3) Sachant que :
(HY? =H,; q¥F= Qo)
H, : C’est le plan de référence)
- —H{% = —a(Qo — q1’$)
- Hi%5 = +a(Qo — 415

On a I’équation (IV.13) égale a I’équation (IV.14) on trouve donc :

(T11.10)

(IIL11)

(IIL.12)

(IIL.13)

(1IL.14)
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1 a,
HYS = 5 (H{ + HD) + = (a15) = +a(Qo — ¢
ai M3 1.7:4 B
- (T-I_ a) (q15) = +aQo — - (H{ + Hy)

- qys = o [aQo — % (H{ + HP)] (1IL.15)

&

On remplace la valeur de débit de la conduite principale ( ¢}*3 ) dans 1’équation (II1.14), on trouve la
valeur de la charge HM3 de la conduite principale au temps (1.5 0)

Et on a au point M : HM! =Mz M3

Une fois qu’on a les valeurs de la charge des différentes conduites, on les remplace dans les
équations de chaque conduite pour ressortir les valeurs des débits :

* CONDUITE A :

HP -H{Y

H{ —HY§ = —a1q1% - qis = @
CONDUITE B :

HE = HI% = —aiqlff — qip = S0
1.50<t<20:

* CONDUITE A :

HY's — H3' = —ai(a1’s — q3)
- Hj' = H +a;(q1s — q3)
q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- Hi = HS +a;qis
On Trouve directement la valeur de  H3'

* CONDUITE B :

HI% — H7 = —a1(qi%s — q3)
- HF = H{% +a:(q1% — a3)
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B)
- H7 = Hi% + a1q7%

On trouve directement la valeur de  HZ
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2 0<t<2.50 :

* CONDUITE A :

H3' — H3§ = a;(q% — q2's
- Hi —H}S = a1q3 — a1q35
q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- Hj' — )y = —a1q3s (I11.16)

* CONDUITE B :

H7 — H3E = a1(q5 — qb%
- Hf — H)% = a1q7 — a143%
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B).
- HE — HY? = —a,q)2 (IIL.17)
On fait la somme des équations (II1.16) et (III.17)on trouve :
(Hf — H3%$) + (H7 — HY%) = —a1q3's — 1435
- (Hf + H7) — (H3%5 + H)) = —a1q3)s — 01435 (IIL.18)
Sachant que la charge au point M :
Hy§=H3'$=H}S
(HY3 C’est 1a charge au point M de la conduite principale)
Appliquant I’équation de continuité :
423=053+03 s
L’équation (IV.18) devient :
(H + HP) — (2H%) = —a1(q3s + q1'%
~(Hf +HE) — (2H8) = —a,(a3%)
- (H} + HY) +a;(ah%) = 2H3%

1
- Hyg = (Hf + H) + - (a3 (IIT.19)
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* CONDUITE PRINCIPALE:

HM3 — HY3 = —a(qM? — q¥'3) Sachant que :
(HY? =Hy: q%$= Qo)
H, : C’est le plan de référence)

- —Hy5 = —a(Qo — q25

- HY'? = +a(Qo — q355 (I11.20)

On a I’équation (III.19) égale a 1’équation (I11.20) on trouve donc :
HMS — l(HA +HB) _I_ﬁ( M3y _ +a(Q _ M3
25 = 5 U2 2 ) q2s5) = 0 — 425

> (2 +a)(g¥8) = +aQy — 5 (H5 + H)

1 1
> 0 = gy eQ —  (Hf + HY)] (I1.21)

2

En remplacant la valeur de débit de la conduite principale ( g5'3 ) dans I’équation (II1.21), on trouve
la valeur de la charge H)%3 de la conduite principale au temps (2.5 0)

Et on a au point M : HY2=HYZ2=p}13

Une fois qu’on a les valeurs de la charge des différentes conduites, on les remplace dans les
équations de chaque conduite pour ressortir les valeurs des débits :

* CONDUITE A :

(Hys' —HEY

Hy —Hys = —a1qz5 = @25 = —
CONDUITE B :
(H3 —HE)
H - HYZ = —aqlf > g = S
2.5 0<t<30

* CONDUITE A :

Hy's — H3' = —a1(qd’s — 43)
- Hi = H3§ + a:(q3's — q5)
q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- Hi = H)s + a1q35

On Trouve directement la valeur de ~ H3
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* CONDUITE B

Hyg — Hf = —a1(q2’5 — q3)
- Hi = Hj$ +a:(q25 — q5)
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B)
- Hi = H)§ + a,q5%3
On trouve directement la valeur de HZ
30<t<3.50:

* CONDUITE A :

Hi — H3s = a1(q5 — q5%
- H3 — Hi% = a,q§ — 1435
q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- H3' — H3l§ = —a1q3%5

* CONDUITE B :

H3 — H3% = a,(q5 — q3%
- Hf — H3§ = a,q5 — a1q5%
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B).
- Hf — H3% = —a,q5%¢
On fait la somme des équations (II1.22) et (II1.23) on trouve :
(H§' — H3'9) + (H3 — H3%) = —a.1q5' — a1435
- (Hf + HF) — (3§ + H3%) = —a,q5's — 01437
Sachant que la charge au point M :
H3's=H3g=H3
(HY3 C’est 1a charge au point M de la conduite principale)
Appliquant I’équation de continuité :
a5 =q5'5+q35%
L’équation (IV.24) devient :
(Hf + HY) — (2H3E) = —a,(q85s + q3%
—(H{ + HY) — 2HIS) = —a,(q3%

> (Hf + H%) + a,(q3'3) = 2H2

(111.22)

(IIL.23)

(11L.24)
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1
— HYE =S (H{ + HY) + 5 (a39) (II1.25)

* CONDUITE PRINCIPALE:

HM3 — HY3 = —a(qM} — q¥'3) Sachant que :
(HY? =H,; q¥}= Qo)
H, : C’est le plan de référence)

- —H3g = —a(Qo — 435

- H3s = +a(Qo — 455) (IIL.26)
On a I’équation (IIL.25) égale a I’équation (II1.26) on trouve donc :

HS = 2 (Hf + HE) + 2 (¢3%) = +a(Qo — 435)
> (2 +a) (¢¥8) = +aQo — 5 (H4 + HE)

1 1
> 4353 =~ [aQo — 5 (Hf' + HE)] (I1.27)

($+a)

On remplace la valeur de débit de la conduite principale ( g3'3 ) dans 1’équation (II1.26), on trouve la
valeur de la charge H2'? de la conduite principale au temps (3.5 0)

Et on a au point M : HY2=HMZ=[}13

Une fois qu’on a les valeurs de la charge des différentes conduites, on les remplace dans les
équations de chaque conduite pour ressortir les valeurs des débits :

* CONDUITE A :

H3 -HgH

A M1 _ M1 M1 _
H3 — H3s = —a1935 = q35 = @

* CONDUITE B :

(H3'Z—HE)

B M2 _ M2 M2 _
H3 —H3¢ = —a.q35 — Q35 = a

3.50<t<4 0

* CONDUITE A :

HiS — Hi = —a, (35 — q4)
- Hi = Hi%5 + a:(q5's — qi)
q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- Hi' = Hi5 + a1q35

On trouve directement la valeur de  Hj
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* CONDUITE B:

H3E — HY = —a,(q5% — qf)
- Hi = H3% + a1(q5% — qf)
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B)
- Hf = Hi% + a,q%%
On trouve directement la valeur de HZ
40<1<4.50

* CONDUITE A :

Hi — Hy's = a,(q2 — qas

A M1 _ A M1
- Hy —Hys = a1q) — 145

q4=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
A_ M1 _ M1
= Hy —Hys = —a1qu;s

* CONDUITE B :

HY — Hy% = a,(qf — q4%
- Hf — Hi§ = a,q§ — 01445
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B).
- Hf — Hi = —a,q4%3
On fait la somme des équations (II1.28) et (II1.29) on trouve :
(Hi — Hi'$) + (HY — Hi%) = —a1q4’s — 1445
- (Hi + HP) — (Hi§ + Hy$) = —a1q4’s — 01945
Sachant que la charge au point M :
His=Hys=H}5
(HM3 C’est 1a charge au point M de la conduite principale)
Appliquant 1’équation de continuité :
4’5 =q4'5+44%
L’équation (IV.30) devient :
(Hi + HY) — (2H35) = —a1 (445 + q4's
—(H{ + HP) — HE) = —a,(413

> (Hff + H?) + a,(q3'3) = 2HY2
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1
- HYE = J(HE + HY) + 5 (a1 (ITL.31)

* . CONDUITE PRINCIPALE:

HME — HY3 = —a(qM} — q}f2) Sachant que :
(HY? =H,; q¥F= Qo)
Hy : C’est le plan de référence)
- —H¥ = —a(Qo — 41%)
- Hy$ = +a(Qo — q4%s) (I11.32)

On a I’équation (1I1.31) égale a I’équation (II1.32) on trouve donc :
M5 _ 1 A B 1 M3y _ M3
Hyg = E(H4 +H;) + ?(Ch.s) = +a(Qo — qas

1
- (2+a) (@4 = +aQo — 5 (Hi + HY)

> 44% = = [aQy — 5 (H{ + HE)] (I11.33)

(5+a)
On remplace la valeur de débit de la conduite principale ( g}’3 ) dans 1’équation (II1.32), on trouve la
valeur de la charge HJ}? de la conduite principale au temps (4.5 0)

Et on a au point M : H}2=H}M2=pM3

Une fois qu’on a les valeurs de la charge des différentes conduites, on les remplace dans les
équations de chaque conduite pour ressortir les valeurs des débits :

* CONDUITE A :

(HYE —HgH

Hy —His = —aiqis > dqus = —
CONDUITE B
(HyS —HE)
Hy —His = —aiq35 —» qug = —2——
4.5 9<1<50

* CONDUITE A :

HiS — HE = —a,(q4’s — q5)
- H{ = H}'5 + a:(q4’s — q5)
q&=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine A)
- Hg = Hs + a1q4s

On Trouve directement la valeur de HZ

Page48



* CONDUITE B:

HLE — HE = —a,(q4’s — q5)
- Hg = Hy% + a1(q4’% — q5)
q2=0 (c’est le débit a I’extrémité de la turbine B)
- H{ = Hi% + a1q4%3

On trouve directement la valeur de  HZ

IIIS LOI GENERALE DE CALCUL :

A partir des différentes valeurs de « n » on peut déduire directement une forme générale des
équations :

Pour n : conduites (A, B,C,D, E...... n).

AU POINT DE RACCORDEMENT «M » :

Le débit de la conduite principale sera donc :

M(n+1 1 1
qt+(Ant )= (Era) [aQo _;Z?H?]

La charge des conduites sera :

Mnm+1) _ ,;MMn) _ 1 a M(n+1)
Hiiae " = Hppnt = ;Zrll H{ +71(qt+At )

by - M) _ (Hysar —HE)
Les débits de chaque conduite (n) seront : Qont = — g
1

AUX EXTREMITES DES TURBINES (VANNES):

Les débits de chaque conduite (n) sont : qivne =0

La charge des conduites sera :

M M
trat = H, ™ + a,q; o
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III.6 ORGANIGRAMME:

A 4

Ecrire et afficher les
données d’entrées

y

Détermination des conditions
initiale du systéme

i=0, j=0

Imprimer les valeurs des
débits et des pressions

A

[ i=i42, j=j+1 }

v
[ i<6, j<n ]

\ 4

Calculer les valeurs

H et Q au point M

\ 4

Calculer les valeurs

H et Q aux extrémités des conduites

\ 4

Imprimer les valeurs des débits et des
pressions
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II1.7 RESULTATS DES CALCULS OBTENUS PAR LE PROGRAMME
Cc™:

Les résultats de calcul obtenus sont récapitulés dans les tableaux suivants

A. CAS DE SCHEMAS N°01

e qa=l a;=15

Temps Théta | | Conduite A | Conduite A | Conduite principale
1.000000 IH [ 7.500000 1 0.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
1.500000 IH 14.285714 14.285714 14.285714
1Q [-2.142857 12.857143 10.714286
2.000000 IH [1.071428 [8.571428 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
2.500000 IH 14.897959 14.897959 14.897959
1Q 12.551020 [-2.448980 10.102041
3.000000 IH [ 8.724489 [1.224489 [ 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
3.500000 IH 14.985423 14.985423 14.985423
1Q [-2.492711 12.507289 10.014578
4.000000 IH [1.246356 1 8.746356 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
4.500000 IH 14.997918 14.997918 14.997918
1Q 12.501041 [-2.498959 10.002082
5.000000 IH 18.749479 [1.249479 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
5.500000 IH 14.999702 14.999702 14.999702
1Q [-2.499851 12.500149 1 0.000298

Tab II1.1.Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=1,5

e a=l, a;=2
Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite principale
1.000000 IH [ 10.000000 [0.000000 [10.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
1.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000
1Q [-2.500000 [2.500000 [ 0.000000
2.000000 IH [ 0.000000 [ 10.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
2.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000
1Q [2.500000 [-2.500000 [10.000000
3.000000 IH [ 10.000000 [0.000000 [10.000000
1Q [0.000000 [10.000000 ['5.000000
3.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 ['5.000000
1Q [-2.500000 [2.500000 [10.000000
4.000000 IH [0.000000 [ 10.000000 [10.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
4.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000
1Q [2.500000 [-2.500000 [ 0.000000
5.000000 IH [ 10.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
5.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000
1Q [-2.500000 [2.500000 [10.000000

Tab I11.2. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=2
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a=1, al=3

Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite principale
1.000000 IH | 15.000000 1 0.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
1.500000 IH [ 6.000000 [ 6.000000 [ 6.000000
1Q [ -3.000000 [ 2.000000 [ -1.000000
2.000000 IH [ -3.000000 [ 12.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
2.500000 IH [ 4.800000 [ 4.800000 [ 4.800000
1Q [2.600000 [ -2.400000 [ 0.200000
3.000000 IH [ 12.600000 [-2.399999 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
3.500000 IH 15.040000 15.040000 15.040000
1Q [-2.520000 [ 2.480000 [ -0.040000
3.000000 IH [-2.520001 1 12.480000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
4.500000 IH 14.992000 14.992000 14.992000
1Q [2.504000 [ -2.496000 [ 0.008000
5.000000 IH [ 12.504000 [-2.496001 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
5.500000 IH 15.001600 15.001600 15.001600
1Q [-2.500800 [2.499200 [-0.001600

Tab I11.3. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a,;=3

| Conduite principale

B.

e a=l a;=2
Temps Théta |
1.000000 IH

1Q
1.500000 IH
1Q
2.000000 IH
1Q
2.500000 IH
1Q
3.000000 IH
1Q
3.500000 IH
1Q
4.000000 IH
1Q
4.500000 IH
1Q
5.000000 IH
1Q
5.500000 IH
1Q

CAS DE SCHEMAS N°02
| Conduite A | Conduite B | Conduite C
| 10.000000 | 0.000000 | 0.000000
| 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
| 4.000000 | 4.000000 | 4.000000
| -3.000000 | 2.000000 | 2.000000
| -2.000000 | 8.000000 | 8.000000
[ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
| 4.800000 | 4.800000 | 4.800000
| 3.400000 | -1.600000 | -1.600000
| 11.600000 | 1.600000 | 1.600000
| 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
| 4.960000 | 4.960000 | 4.960000
| -3.320000 | 1.680000 | 1.680000
| -1.680000 | 8.320000 | 8.320000
| 0.000000 | 0.000000 | 0.000000
| 4.992000 | 4.992000 | 4.992000
| 3.336000 | -1.664000 | -1.664000
| 11.664000 | 1.664000 | 1.664000
[ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
| 4.998400 | 4.998400 | 4.998400
|-3.332800 | 1.667200 | 1.667200

[10.000000
['5.000000
[ 4.000000
[ 1.000000
[ 0.000000
['5.000000
[ 4.800000
[0.200000
[10.000000
['5.000000
[4.960000
[0.040000
[10.000000
['5.000000
[4.992000
[ 0.008000
[ 0.000000
['5.000000
[4.998400
10.001600

Tab I11.4. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a,;=2
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a=1, a;=3

Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite C | Conduite principale
1.000000 IH | 15.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
1.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 ['5.000000 ['5.000000
1Q [-3.333333 [ 1.666667 [ 1.666667 1 0.000000
2.000000 IH [ -5.000000 [ 10.000000 [ 10.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
2.500000 IH [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000
1Q 13.333333 [-1.666667 [-1.666667 [ 0.000000
3.000000 IH [ 15.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
3.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000 ['5.000000
1Q [-3.333333 [ 1.666667 [ 1.666667 [ -0.000000
4.000000 IH [ -5.000000 | 10.000000 | 10.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
4.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 ['5.000000 ['5.000000
1Q 13.333333 [-1.666667 [-1.666667 [ 0.000000
5.000000 IH [ 15.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
5.500000 IH [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000
1Q [-3.333333 [1.666667 [ 1.666667 [-0.000000

Tab I11.5. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=3

o a=l a=4
Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite C | Conduite principale
1.000000 IH [20.000000 [0.000000 [10.000000 [10.000000
1Q [10.000000 [0.000000 [10.000000 ['5.000000
1.500000 IH 15.714286 15.714286 15.714286 15.714286
1Q [-3.571429 [1.428571 [1.428571 1-0.714286
2.000000 IH [-8.571428 [11.428572 [11.428572 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
2.500000 IH 14.897959 14.897959 14.897959 14.897959
1Q 13.367347 [-1.632653 [-1.632653 10.102041
3.000000 IH 1 18.367346 [-1.632653 [-1.632653 [ 0.000000
1Q [10.000000 [10.000000 [10.000000 ['5.000000
3.500000 IH 15.014577 15.014577 15.014577 15.014577
1Q [-3.338192 [1.661808 [1.661808 1-0.014577
4.000000 IH [-8.338192 111.661807 111.661807 [10.000000
1Q [0.000000 [0.000000 [10.000000 ['5.000000
4.500000 IH 14.997918 14.997918 14.997918 [4.997918
1Q 13.334027 [-1.665972 [-1.665972 10.002083
5.000000 IH | 18.334026 [-1.665972 [-1.665972 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
5.500000 IH [5.000298 [5.000298 [5.000298 [5.000298
1Q [-3.333432 [1.666567 [1.666567 [-0.000298

Tab II1.6. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=4
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C. CAS DE SCHEMAS N°03
e a=l, a;=3
Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite C | Conduite D | Conduite principale
1.000000 IH [ 15.000000 [0.000000 [10.000000 [10.000000 [10.000000
1Q [10.000000 [0.000000 [10.000000 [10.000000 ['5.000000
1.500000 IH [ 4.285714 [ 4.285714 | 4.285714 | 4.285714 1 4.285714
1Q [-3.571429 [1.428571 [1.428571 [1.428571 10.714286
2.000000 IH [-6.428572 [8.571428 [8.571428 [8.571428 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
2.500000 IH 14.897959 14.897959 14.897959 14.897959 14.897959
1Q [3.775510 [-1.224490 [-1.224490 [-1.224490 10.102041
3.000000 IH 116.224491 [1.224490 [1.224490 [1.224490 [ 0.000000
1Q [10.000000 [10.000000 [10.000000 [10.000000 ['5.000000
3.500000 IH 14.985423 14.985423 14.985423 14.985423 1 4.985423
1Q [-3.746356 [1.253644 [ 1.253644 [ 1.253644 10.014577
4.000000 IH [-6.253645 [8.746356 [8.746356 [8.746356 [10.000000
1Q [10.000000 [10.000000 [10.000000 [10.000000 ['5.000000
4.500000 IH 14.997918 14.997918 14.997918 14.997918 14.997918
1Q [3.750521 [-1.249479 [-1.249479 [-1.249479 10.002082
5.000000 IH 116.249481 [1.249479 [1.249479 [1.249479 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 ['5.000000
5.500000 IH 14.999703 14.999703 14.999703 14.999703 14.999703
1Q [-3.749926 [1.250075 [1.250075 [1.250075 10.000297

Tab II1.7. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=3

a=1, a1=4

Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite C | Conduite D | Conduite principale
1.000000 IH 1 20.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
1.500000 IH [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000
1Q [-3.750000 [ 1.250000 [1.250000 [ 1.250000 [ 0.000000
2.000000 IH [-10.000000 1 10.000000 1 10.000000 1 10.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
2.500000 IH [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000
1Q [3.750000 [-1.250000 [-1.250000 [-1.250000 1 0.000000
3.000000 IH 1 20.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
3.500000 IH ['5.000000 ['5.000000 [ 5.000000 1'5.000000 1'5.000000
1Q [ -3.750000 [ 1.250000 [ 1.250000 [ 1.250000 1 0.000000
4.000000 IH [ -10.000000 | 10.000000 | 10.000000 1 10.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
4.500000 IH [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000 [5.000000
1Q [3.750000 [-1.250000 [-1.250000 [-1.250000 [ 0.000000
5.000000 IH 1 20.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
5.500000 IH ['5.000000 1'5.000000 [ 5.000000 1'5.000000 ['5.000000
1Q [ -3.750000 [ 1.250000 [ 1.250000 [ 1.250000 1 0.000000

Tab I11.8. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a,=4
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a=1, a;=5

Temps Théta | | Conduite A | Conduite B | Conduite C | Conduite D | Conduite principale
1.000000 IH 1 25.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
1.500000 IH [ 5.555555 1 5.555555 1 5.555555 [ 5.555555 [ 5.555555
1Q | -3.888889 [1.111111 [1.111111 [1.111111 [-0.555556
2.000000 IH [-13.888889 [11.111111 [11.111111 [11.111111 1 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
2.500000 IH 14.938272 14.938272 14.938272 14.938272 14.938272
1Q [3.765432 [-1.234568 [-1.234568 [-1.234568 10.061729
3.000000 IH 123.765432 [-1.234568 [-1.234568 [-1.234568 [ 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
3.500000 IH 15.006859 15.006859 15.006859 [5.006859 15.006859
1Q [-3.751715 1 1.248285 | 1.248285 | 1.248285 [-0.006859
4.000000 IH [-13.751715 | 11.248285 | 11.248285 | 11.248285 1 0.000000
1Q 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 1 0.000000 ['5.000000
4.500000 IH 14.999238 14.999238 14.999238 14.999238 14.999238
1Q [3.750190 [-1.249810 [-1.249810 [-1.249810 10.000762
5.000000 IH 123.750191 [-1.249810 [-1.249810 [-1.249810 [ 0.000000
1Q [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [ 0.000000 [5.000000
5.500000 IH [ 5.000085 [ 5.000085 [5.000085 [5.000085 [5.000085
1Q [-3.750021 [1.249979 [1.249979 [1.249979 [-0.000085

Tab I11.9. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=5
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CHAPITRE IV

LA METHODE DES CARACTERISTIQUES

IV.1 DEFINITION :

L'histoire de 1'analyse du coup de bélier est marquée par diverses techniques pour résoudre les
équations d'Euler et les équations de la conservation de masse .Cette méthode est le résultat des
capacités d'analyse numérique ainsi que l'ingéniosité des spécialistes. Ces dernieres années, la
disponibilité a faible cofit, les ordinateurs de bureau de haute performance ont conduit a la création de
méthodes de résolution de ces équations qui sont numériquement tres précis et sont capables
d'incorporer une large gamme de conditions aux limites et initiales.

Actuellement la technique la plus générale et la plus utilisée pour résoudre ces équations est
la méthode des caractéristiques. Il n'est pas un hasard que cette méthode est tres compatible avec une
solution numérique. Pour cette raison, nous considérons que la méthode des caractéristiques nous
donnent des résultats plus approchés..

IV.2 DEVELOPPEMENT DES EQUATIONS CARACTERISTIQUES:

Certains ingénieurs ignorent encore la méthode des caractéristiques comme une technique de
la solution, pour faciliter la discussion, nous réécrirons les équations de la dynamique et la continuité
comme suit :

_9Q oH f _

Ly = > +gS—ax +—2DSQ|Q| =0 Iv.n
500 OH

L,=c > T gS Frie 0 (Iv.2)

La méthode des caractéristiques est basée sur le remplacement réussi d'une paire d'équations
différentielles partielles, Le développement de la méthode commence par une combinaison linéaire
de ces deux équations (IV.1) et (IV.2), avec utilisation de A en tant que facteur d'échelle linéaire
constante, parfois appelé un multiplicateur de Lagrange, une combinaison possible est :

L == Ll +/1L1
aQ 20Q 0H 10H f _

Si  H=H(x, t) et Q=0Q(x, t) sont les solutions des équations (IV.1) et (IV.2), ainsi les dérivées totales
peuvent s’écrire comme :
9 _ 20 | 900x

ot~ ot Toxoc (V.4

Et

OH _ OH | 8H dx

9t ot | ox ot (IV.5)
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On définit le coefficient A comme

1 _ ox _ 2
T AC (IV.6)
Ou
1
A=t (IV.7)

Et par I'utilisation des équations (IV.4) et (IV.5), équation (IV.3) peut s’écrire comme

9Q . gSdH f _

E-I_TE-I_EQlQI_O (IV.8)
Si

dx

i +c (Iv.9)
Et

0Q gSdH f _

E_TE-I_EQlQI_O (IV.lO)
Si

dx

praiaiit ¢ (Iv.9)

Dans le plan (x — £), les équations. (IV.9) et (IV.11) représentent deux droites ayant les pentes (+1/c)
Ceux-ci sont appelées les lignes caractéristiques, Mathématiquement, ces lignes divisent le plan (x —
1) en deux régions, qui peuvent étre dominés par deux différents types de solution, c'est a dire, la
solution peut étre discontinue le long de ces lignes; elles représentent le chemin parcouru par une
perturbation, Par exemple, une perturbation au point A (Fig. IV.I) au temps fy atteindrait le point P
apres le temps At.

Avant de présenter une procédure pour résoudre les équations (IV.8) et (IV.10), on va
expliquer d'abord la signification physique des lignes caractéristiques dans le plan (x — 7). Pour
faciliter la discussion, on va envisager une seule conduite de la (Fig. IV.2), La compatibilité des
équations (IV.8) et ((IV.10) sont valables sur toute la longueur de la conduite (c.a.d, pour 0 <x </) et
des conditions aux limites sont nécessaires au niveau des extrémités (c.a.d. a x =0et a x = [) (Fig.
1V.2), Dans l'exemple considéré, il y a un réservoir a niveau constant a I'extrémité supérieure (en x =
0) et une vanne a I’aval (en x = /), et les conditions transitoires sont produites par la fermeture de la
vanne, supposons qu'il y a un régime permanent a l'instant + = O lorsque la vanne est fermée
instantanément, Cela réduit le débit de la vanne a zéro et engendre une montée de pression a la
vanne, en raison de cette augmentation de pression, une onde de pression se déplace vers I’ amont
(vers le réservoir), si le chemin de cette onde est tracé sur le plan (x — ¢), il sera représenté par la

ligne BC, comme indiqué dans (Fig. IV.4),1l est clair d'apres cette figure que les conditions de la
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région I dépendent uniquement des conditions initiales (régime permanent), puisque les conditions
aux limites amont restent inchangées, alors que dans la région II ils dépendent des conditions
imposées en aval (état de perturbation), Ainsi, la ligne caractéristique BC sépare les deux types de
solutions. Si des excitations sont imposées simultanément aux points A et B, puis la région influencée
par les conditions initiales comme le montre la (Fig. IV.5); la ligne caractéristique AC sépare les
régions influencées par la limite amont et les conditions initiales, et la ligne BC sépare les régions
influencées par la limite en aval et les conditions initiales. En d'autres termes, les lignes
caractéristiques sur le plan (x — ¢) représentent les chemins de déplacement des perturbations initiées

a divers endroits dans le systeme.

t+At

Lignes caractéristiques

+ -
At C C

To

Ax=c Ax

v

Fig. IV.1. Lignes caractéristiques dans le plan (x- t)

Réservoir
Hy
Vanne
v Sens d’écoulement T
—
A B
L
< >

Fig. V.2. Configuration physique
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Condition aux limites Rngn de validité des Condition aux limite a la

au réservoir (point de\A équations IV.10 et IV.12 4/ vanne (point d’arrivé)

départ)
[, Conditions initiales
t=0
A B
x=0 x=L
>
X
Fig. IV.3. Région de validité des équations pour une conduite simple
A
C
t=At
Région Il (zone de
perturbation)
Région I (régime
permanent)
=0
A B

v

Fig. IV.4. L’excitation a l’extrémité avale

Pour résoudre les équations, de (IV.8) au (IV.11), un certain nombre des schémas de
différences finies ont été proposés: Streeter et Wylie, utilisent une technique de différence finie de
premier ordre; Evangelisti suggere une méthode predictor-corrector, et Lister emploie a la fois le
premier et de deuxieme ordre aux différences finies des systemes, Parce que les intervalles de temps
utilisés dans la résolution de ces équations pour des problemes pratiques sont généralement petites,
une technique de premier ordre suggéré par Streeter et Wylie, est suffisamment précise. Toutefois, si
les pertes par frottement sont grandes, puis une approximation de premier ordre peut produire des
résultats instables. Pour de tels cas, une méthode predictor-corrector ou une approximation de

deuxieme ordre devrait tre utilisé pour éviter l'instabilité des systemes des différences finies.

Se référant a la (Fig. IV.1), les conditions a l'instant t= fy sont connues. Celles-ci sont connues

initialement (c.a.d. a t = 0, ce sont les conditions initiales en régime permanent) ou ont été calculées
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pour les pas de temps précédent. On veut calculer les conditions inconnues a(t =ty + At). Se

référant a la (Fig. IV.1), nous pouvons €crire le long de la ligne caractéristique positive AP :

1A

1=A1 Q
Région dominée par les
conditions initiales
t=0

=V

Fig. IV.5. L’excitation aux extrémités amont et avale

dQ = Qp — Q4 (IV.12)

dH = Hp — H, (IV.13)

De méme fagon, nous pouvons écrire le long de ligne caractéristique négative BP.

dQ =Qp— Qs (IV.14)
dH = Hp — Hp (IV.15)
Les indices dans les équations (IV.12), (IV.13), (IV.14), et (IV.15), référencées aux
emplacements sur le plan (x — t), En substituant les équations. (IV.12) et (IV.13) dans I'équation

(IV.8) et équations (IV.14) et (IV.15) dans 1'équation (IV.10), le calcul du terme de frottement au

niveau des points A et B, et en multipliant I’ensemble par At, et on remplace At = dx/c dans la

premiere équation et At = —dx/c dans la deuxieéme équation, on obtient :
£A
Hp = Ha + - (Qp = Qa) + 7,55 QalQal = 0 (IV.16)
Et
fA
Hp — Hp =+ (Qp = Q) = 5,55 061Qs1 = 0 (AV.17)

On peut écrire I’équation (IV.16) et (IV.17) comme :

Hp = Hy —a (Qp — Qa) — RQ41Q4] (IV.18)
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Et

Hp = Hg + a(Qp — Qp) + RQ3|Q5| (IV.19)
Avec :
_ _ fAx
a= c/Sg etR= 29D tel que,

a : le coefficient angulaire et R : coefficient de frottement (pertes de charge).
On peut écrire I’équation (IV.18) comme
C':Hp=Cp— aQp (Iv.20)

Et I’équation (IV.19) comme :

C: Hp=Cy+aQp (Iv.21)
Avec :
Cp=Hi-1+aQi-1 — RQ;—1]0Q;-1] (Iv.22)
Cyv = Hixg — a Qiy1 + RQi411Qi44] (IV.23)

Notez que 1'équation. (IV.20) est valable le long de la ligne caractéristique positif AP et

I’équation (IV.21) Le long des lignes caractéristiques négatives BP, Les valeurs de constantes C, et

Cy sont connus pour chaque pas de temps, et la constante a dépend des propriétés de la conduite.

Nous référerons a I'équation. (IV.22) Comme 1'équation caractéristique positive et 1'équation. (IV.23)

Comme 1'équation caractéristique négative, Dans les équations. (IV.18) et (IV.19), nous avons deux

inconnues, a savoir Hp et Qp. Les valeurs de ces inconnues peuvent étre déterminées en résolvant

simultanément ces équations, c'est-a-dire :
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At

At

At

=y

O Sections intérieures
® Limites amant (réservoir)
A Limites avales (vanne)

Fig. IV.6. Caractéristiques de maillages

Maintenant, la valeur de Hp peut €tre déterminée soit a partir de 1'équation (IV.18) ou
I’Equation (IV.19). Ainsi, en utilisant les équations (IV.18) et (IV.24), les conditions a tous les
points intérieurs (voir Fig. IV.6) a la fin de l'intervalle de temps peuvent étre déterminées, Toutefois,
aux limites, que ce soit I'équation (IV.18) ou (IV.19) sont disponibles. Par conséquent, comme nous
le verrons ci-dessus, nous avons besoin de conditions aux limites particulieres pour déterminer la

condition aux fronticres a I’instant t, + At.

Pour illustrer la facon d'utiliser les équations ci-dessus, on va considerer la conduite simple de
la (Fig. IV.2), La conduite est divisée en n segments égaux (Fig. IV.6), et les conditions a 1'état
d'équilibre aux points a l'instant 7 = 7y sont d’abord obtenues. Puis, afin de déterminer les conditions
a I'instant (t = ty + At), les équations (IV.18) et (IV.24), sont utilisées pour les points intérieurs
(sections intérieures du schémas), et des conditions aux limites spéciales sont utilisées pour les
conditions aux limites. Un examen attentif de la (Fig. IV.6) montre que les conditions aux limites a
(t =ty + At) doivent étre connues pour le calcul des conditions a I'instant (t =ty + 2At), aux

points intérieurs

Les points de la grille, et les conditions a(t = t, + 2At), sont déterminés en suivant la procédure
viens d'esquisser. De cette maniere, les calculs procéder étape-par-étape jusqu'a ce que les conditions

transitoires pour le temps nécessaire sont déterminées.
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IV.3 APPLICATION DE LA METHODE CARACTERISTIQUE :

Dans ce qui suit on va appliquer la méthode caractéristique pour résoudre le systeme proposé.

CONDITIONS AUX LIMITES

Basant sur les équations (IV.20),(IV.21),(IV.22) et (IV.23), sachant que dans nos schémas on a
négligé les pertes de charges ce qui veut dire le coefficient de frottement R=0 les équations (IV.22) et
(IV.23) deviennent :

Cp=H;_y +a0Q;_, (IV.24)

Cv = Hiy1 —aQiq (IV.25)

Fig. IV.7. Jonction des conduites
Appliquant ces équations sur les trois schémas on trouve :

SCHEMAS N°01 (n=2)

On a au point M :
Hp =Hpy,,+1=Hpa,1= Hpp (IV.27)

Appliquant aussi 1’équation de continuité au point M :

Qppn+1 = Qba1 + Qpp1 (Iv.28)

On a les débits de chaque conduite :

__ Hppn41 Cpp

Qbpnr =—, t— (Iv.29)
—QPa1 = — HZ;M + Ca_Mll (IV.30)
—Qpss = — HZ—':l n % (IV.31)
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On remplace les trois équations (V.29), (V.30) et (V.30) dans I’équation (IV.28) :

Z Op=0= Hpp ni1 + Cpp _ Hpaq N CM1 _ Hpg 1 n CMZ

a a a, a, a, a,
Cpp+Cym,+Cp
Hp=—F <7 (Iv.31)
Gta Ty
SCHEMAS N°02 (n=3)
On a au point M :
Hp =Hp,,,«1=Hpa ;= Hpp; = Hpc,; (IV.32)
Appliquant aussi I’équation de continuité au point M :
Qppn+1 = QPa1 + Qpp1 + Qpc1 (IV.33)
On a les débits de chaque conduite :
Hppn Cp

QPpnss = —o—+ =F (IV.34)
—Qpy, = — a1 S (IV.35)

’ a; a;
—Qpp, = — 2B 4 M2 (IV.36)

! ap ap
—Qpcy = — 1Bl 4 s (IV.37)

’ as as

On remplace les quatre équations (1V.34), (IV.35), (IV.36) et (IV.37) dans I’équation (IV.33):

Z 0p=0= pr,n+1 + Cpp _ Hpyq N CM1 _ Hpg 1 n CM2

a a a, a, a, a,
_ Cpp+CM1+CM2+CM3
Hp=—s7 . (IV.38)
a a1 ap asg
SCHEMAS N°03 (n=4)
On a au point M :
Hp =Hpy,n+1=Hpa, = Hpp; = Hpc,1 = Hpc, (Iv.39)
Appliquant aussi I’équation de continuité au point M :
QPpn+1 = QPas + Qg1+ QPca + QPpa (IV.40)

On a les débits de chaque conduite :
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__ Hppnia Cop

Qbpnir =—, —+— (IV.41)

—Qpas = — 242 4 2 (IV.42)
1 1

—Qpgy = -1 422 (IV.43)
2 2

—Qpcy = —Bat 4 23 (IV 44)
3 3

—Qpp, = — 2R 4 e (IV.45)
4 4

On remplace les cinqg équations (V.41), (V.42), (V.43), (V.44) et (V.45) dans I’équation (V.40) :

_n _ Hpopnsa Cpp __Hpaa Cmq __Hppa CMm, v

Z Qp o O o a + a aq + aq ap + ar (I .46)
C Cc C C Cc

Hp = Pp+Cm,+ th,Mi+ My (IV.47)

1 1
G+—+—+—+—)
a aq az az ag

Equation Générale :

_ 0 = ot | CPp _ yn[HPAn | CMp
TQp=0=-t2rty 2P Zl[an +an] (IV.48)
_ Cpp+2? Cmy,
- (IV 49)
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IV4 ORGANIGRAMME:

A 4

Ecrire et afficher les
données d’entrées

y

Détermination des conditions
initiale du systéme

Imprimer les valeurs des
débits et des pressions

A
[ j=i+], k=k+1,i=i+1 ]

v
[ K<5,1 <4, j<6 ]

\ 4

Calculer les valeurs

H et Q au point M

\ 4

Calculer les valeurs

H et Q aux extrémités des conduites

v
s N
Imprimer les valeurs des débits et des |
pressions N
\ J

IV.5 RESULTATS DES CALCULS OBTENUS PAR LE PROGRAMME C*":

Pour le Schémas N°01(n=2) :

Dans le cas de : a=1, al=1,5

| | Conduite A | Conduite B | Conduite principale
Temps Théta | | 0.00 0.50 1.00 | 0.00 0.50 1.00 | 0.00 0.50 1.00
1.000000 | H | 0.000000  0.000000 7.500000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000
|Q | 5.000000 5.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 5.000000 5.000000 5.000000
1.125000 | H | 0.000000  0.000000 7.500000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000
|Q | 5.000000 5.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 5.000000 5.000000 5.000000
1.250000 |H | 0.000000  7.500000 7.500000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000
|Q | 5.000000 0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 5.000000  5.000000 5.000000
1.375000 | H | 0.000000  7.500000 7.500000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000
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(e | 5.000000  0.000000 0.000000 | 0.000000  0.000000 0.000000 | 5.000000  5.000000 5.000000

1.500000 | H | 4.285714  7.500000 7.500000 | 4.285714  0.000000 0.000000 | 4.285714  0.000000 0.000000
(e | -2.142857 0.000000 0.000000 | 2.857143  0.000000 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
1.625000 | H | 4.285714  7.500000 7.500000 | 4.285714  0.000000 0.000000 | 4.285714  0.000000 0.000000
(e} | -2.142857 0.000000 0.000000 | 2.857143  0.000000 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
1.750000 | H | 4.285714  4.285714 7.500000 | 4.285714  4.285714 0.000000 | 4.285714  0.000000 0.000000
|Q | -2.142857 -2.142857 0.000000 | 2.857143  2.857143 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
1.875000 | H | 4.285714  4.285714 7.500000 | 4.285714  4.285714 0.000000 | 4.285714  0.000000 0.000000
(e} | -2.142857 -2.142857 0.000000 | 2.857143  2.857143 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
2.000000 | H | 4285714  4.285714 1.071428 | 4.285714  4.285714 8.571428 | 4.285714  0.000000 0.000000
|Q | -2.142857 -2.142857 0.000000 | 2.857143  2.857143 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
2.125000 | H | 4.285714  4.285714 1.071428 | 4.285714  4.285714 8.571428 | 4.285714  0.000000 0.000000
[} | -2.142857 -2.142857 0.000000 | 2.857143  2.857143 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
2.250000 | H | 4285714  1.071428 1.071428 | 4.285714  8.571428 8.571428 | 4.285714  0.000000 0.000000
(e} | -2.142857 0.000000 0.000000 | 2.857143  0.000000 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
2.375000 | H | 4285714  1.071428 1.071428 | 4.285714  8.571428 8.571428 | 4.285714  0.000000 0.000000
[} | -2.142857 0.000000 0.000000 | 2.857143  0.000000 0.000000 | 0.714286  5.000000 5.000000
2.500000 | H | 4.897959  1.071428 1.071428 | 4.897959  8.571428 8.571428 | 4.897959  0.000000 0.000000
(e} | 2.551021  0.000000 0.000000 | -2.448979  0.000000 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
2.625000 | H | 4.897959  1.071428 1.071428 | 4.897959  8.571428 8.571428 | 4.897959  0.000000 0.000000
[} | 2.551021  0.000000 0.000000 | -2.448979  0.000000 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
2.750000 | H | 4.897959  4.897959 1.071428 | 4.897959  4.897959 8.571428 | 4.897959  0.000000 0.000000
[} | 2.551021  2.551021 0.000000 | -2.448979 -2.448979 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
2.875000 | H | 4.897959  4.897959 1.071428 | 4.897959  4.897959 8.571428 | 4.897959  0.000000 0.000000
(e} | 2.551021  2.551021 0.000000 | -2.448979 -2.448979 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
3.000000 | H | 4.897959  4.897959 8.724490 | 4.897959  4.897959 1.224490 | 4.897959  0.000000 0.000000
[} | 2.551021  2.551021 0.000000 | -2.448979 -2.448979 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
3.125000 | H | 4.897959  4.897959 8.724490 | 4.897959  4.897959 1.224490 | 4.897959  0.000000 0.000000
(e} | 2.551021  2.551021 0.000000 | -2.448979 -2.448979 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
3.250000 | H | 4.897959  8.724490 8.724490 | 4.897959  1.224490 1.224490 | 4.897959  0.000000 0.000000
(e} | 2.551021  0.000000 0.000000 | -2.448979  0.000000 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
3.375000 | H | 4.897959  8.724490 8.724490 | 4.897959  1.224490 1.224490 | 4.897959  0.000000 0.000000
|Q | 2.551021  0.000000 0.000000 | -2.448979  0.000000 0.000000 | 0.102041  5.000000 5.000000
2.500000 | H | 4.985423  8.724490 8.724490 | 4985423  1.224490 1.224490 | 4.985423  0.000000 0.000000
(e} | -2.492711  0.000000 0.000000 | 2.507289  0.000000 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
3.625000 | H | 4.985423  8.724490 8.724490 | 4.985423  1.224490 1.224490 | 4.985423  0.000000 0.000000
|a | -2.492711  0.000000 0.000000 | 2.507289  0.000000 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
2.750000 | H | 4.985423  4.985423 8.724490 | 4.985423  4.985423 1.224490 | 4.985423  0.000000 0.000000
(e} | -2.492711 -2.492711 0.000000 | 2.507289  2.507289 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
3.875000 | H | 4.985423  4.985423 8.724490 | 4.985423  4.985423 1.224490 | 4.985423  0.000000 0.000000
(e} | -2.492711 -2.492711 0.000000 | 2.507289  2.507289 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
4.000000 | H | 4.985423  4.985423 1.246356 | 4.985423  4.985423 8.746356 | 4.985423  0.000000 0.000000
[} | -2.492711 -2.492711 0.000000 | 2.507289  2.507289 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
4.125000 | H | 4.985423  4.985423 1.246356 | 4.985423  4.985423 8.746356 | 4.985423  0.000000 0.000000
|Q | -2.492711 -2.492711 0.000000 | 2.507289  2.507289 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
4.250000 | H | 4.985423  1.246356 1.246356 | 4.985423  8.746356 8.746356 | 4.985423  0.000000 0.000000
[} | -2.492711  0.000000 0.000000 | 2.507289  0.000000 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
4.375000 | H | 4.985423  1.246356 1.246356 | 4.985423  8.746356 8.746356 | 4.985423  0.000000 0.000000
(e} | -2.492711  0.000000 0.000000 | 2.507289  0.000000 0.000000 | 0.014577  5.000000 5.000000
4.500000 | H | 4997918  1.246356 1.246356 | 4997918  8.746356 8.746356 | 4.997918  0.000000 0.000000
(e} | 2.501041  0.000000 0.000000 | -2.498959  0.000000 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
4.625000 | H | 4.997918  1.246356 1.246356 | 4997918  8.746356 8.746356 | 4.997918  0.000000 0.000000
[} | 2.501041  0.000000 0.000000 | -2.498959  0.000000 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
4.750000 | H | 4.997918  4.997918 1.246356 | 4997918  4.997918 8.746356 | 4.997918  0.000000 0.000000
(e} | 2.501041  2.501041 0.000000 | -2.498959 -2.498959 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
4.875000 | H | 4997918  4.997918 1.246356 | 4997918  4.997918 8.746356 | 4.997918  0.000000 0.000000
[} | 2.501041  2.501041 0.000000 | -2.498959 -2.498959 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
5.000000 | H | 4.997918  4.997918 8.749479 | 4997918  4.997918 1.249479 | 4.997918  0.000000 0.000000
|a | 2.501041  2.501041 0.000000 | -2.498959 -2.498959 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
5.125000 | H | 4.997918  4.997918 8.749479 | 4997918  4.997918 1.249479 | 4.997918  0.000000 0.000000
(e} | 2.501041  2.501041 0.000000 | -2.498959 -2.498959 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
5.250000 | H | 4.997918  8.749479 8.749479 | 4997918  1.249479 1.249479 | 4.997918  0.000000 0.000000
[} | 2.501041  0.000000 0.000000 | -2.498959  0.000000 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
5.375000 | H | 4.997918  8.749479 8.749479 | 4.997918  1.249479 1.249479 | 4.997918  0.000000 0.000000
(e} | 2.501041  0.000000 0.000000 | -2.498959  0.000000 0.000000 | 0.002082  5.000000 5.000000
5.500000 | H | 4.999702  8.749479 8.749479 | 4999702  1.249479 1.249479 | 4.999702  0.000000 0.000000
[} | -2.499851  0.000000 0.000000 | 2.500149  0.000000 0.000000 | 0.000298  5.000000 5.000000

Tab. IV.1. Valeurs de H et Q en fonction des temps pour a=1, a;=1.5

IV.6 CONSTRUCTION GRAPHIQUE DE VARIATION DE PRESSION
ET DE DEBIT :

Pour représenter la variation des pressions et des débits en fonction du temps, on a choisi les
résultats de : Schémas N°01 dans le cas de a=1 et a;=3

Ci-dessous les graphes pour chaque conduite (A, B et la conduite principale) :
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A.

CONDUITE A : Variation de pression et du débit
0, H(U)
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Figure. IV.8. Variation de la pression et du débit dans la section M1 (1=0)
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Figure IV.9. Variation de la pression et du débit dans la Section I=1/4

0, H(U)
16,00
14,00
12,00
10,00
8,00
6,00

4,00
2,00 2\ =

0,00 e
2,000:00 1,00 2,00 3,00 \so_
Tl AT

Figure IV.10. Variation de la pression et du débit dans la Section I=1/2
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Figure IV.11. Variation de la pression et du débit dans la Section 1=3/4
16,00 = H(U)
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Figure IV.12. Variation de la pression et du débit dans la Section =1
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CONDUITE B : Variation de pression et du débit
7,06 (V)
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Figure. 1V.13. Variation de la pression et du débit dans la Section M2 (1=0)
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Figure IV.14. Variation de la pression et du débit dans la Section 1=1/4
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Figure IV.15. Variation de la pression et du débit dans la Section [=1/2
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Figure IV.16. Variation de la pression et du débit dans la Section 1= 3/4
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Figure IV.17. Variation de la pression et du débit dans la Section =1
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C. Conduite Principale : Variation de pression et du débit

O, H(U)
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Figure V.18. Variation de la pression et du débit dans la Section M3 (I1=1)

IV.7 INTERPRETATION DES RESULTATS GRAPHIQUES :

D’apres I’analyse des graphes obtenus par la méthode des caractéristiques, on constate les

remarques suivantes :

1.

Au point de raccordement M : les valeurs de pression et du débit restent stables
pendant une période 0 (2//c), I’onde de pression au point M va parcourir un aller et
retour de chaque troncon avec une vitesse de « ¢ » pour revenir au point de départ M
correspondant.

A la section %41 :

les valeurs de pression et du débit restent stables pendant une période Y4 6 (0.5//c) dans
chaque conduite dans la cas ou I’onde de pression prend son départ au niveau de cette
section vers le point M dans le sens contraire de 1’écoulement et se réfléchit pour
revenir au bout d’un temps qui dure (0.5//c).

Par contre ces valeurs restent stable pendant un temps qui dure 3/40 (3/2l/c) dans
chaque conduite, ceci est le temps d’un aller et retour de 1’onde partit de cette section
dans le sens de I’écoulement pour se réfléchir et atteindre cette section.

A la section 1/2 [: les valeurs de pression et du débit restent stables pendant une
période 1/2 0 (I/c) dans chaque conduite, c’est le temps d’aller et de I’onde a partir de
cette section dans le sens de 1’écoulement (ou dans le sens contraire de 1’écoulement)

et son retour a cette section.
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Cette stabilité, des variables Q(z, x) et H(#, x) de pression et débit qui s’observe dans la
représentation graphique dans le plan (7, x) a la méme explication que les cas cités au

préalable du faite de sa symétrie par rapport au milieu de la conduite.

Cette stabilité est observée pour chaque section et qui se traduit par des paliers constants
de pression et du débit qui dure un aller et retour de I’onde et prend son départ de la section

considérée et revenir au méme endroit.
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CONCLUSION:

L’application des trois méthodes de calcul tel que Méthode graphique de Bergeron,
Méthode d’Allievi et la Méthode caractéristiques a donné les mémes valeurs de variations

des charges et des débits dans les systemes proposés
Suite a I’analyse des résultats obtenus, on remarquera les points suivants:

1. Dans le cas ol le nombre de ramifications (n) est égal au coefficient angulaire des
conduites secondaires (n=a;), on a constaté, qu’il y a une conservation des valeurs
initiales des coups de bélier dans les différents intervalles du temps, c.a.d. les valeurs des
pressions et des débits restent stables par rapport aux valeurs initiales (AH=0)

2. Dans le cas ou le nombre de ramifications (n) est supérieur au coefficient angulaire des
conduites secondaires (n>a;), on a constaté qu’il y a une variation de pression et de débit
par rapport aux valeurs initiales, cette variation se poursuit jusqu’a ce que le systeme
prend un état d’équilibre au temps t=4.56.

Les pressions dans les extrémités des conduites (aux points A, B, C et D) s’accroissent
jusqu’a ou le systeme prend I’état d’équilibre c.a.d. lorsque la valeur de débit de la
conduite principale tend vers de proche en proche la valeur du débit nulle.

3. Dans le cas ou le nombre de ramifications (n) est inférieur au coefficient angulaire des
conduites secondaires (n< a;), on a constaté qu’il y a toujours une variation de débits et
des pressions par rapport aux valeurs initiales, cette variation se poursuit jusqu’a ou le
systeme prend son état d’équilibre c.a.d. lorsque la valeur de débit de la conduite principale
tend vers de proche en proche la valeur du débit nulle.

a. Les pressions dans les extrémités de la conduite au point A diminuent jusqu’ou le systeme
prend 1’état d’équilibre c.a.d. lorsque la valeur de débit de la conduite principale tend vers
de proche en proche la valeur du débit nulle, la pression diminue d’une valeur initiale

((Aj= (ci/g) V,) aune valeur As= ((c/g) V,-AH)

Les pressions dans les extrémités des conduite (aux points B, C et D) s’accroissent jusqu’a
ou le systeme prend 1’état d’équilibre c.a.d. lorsque la valeur de débit de la conduite
principale tend a s’approcher de la valeur nulle du débit, la pression augmente d’une valeur

initiale ((B;= (c2/g) V,) a une valeur Bs= ((c»/g) V,+AH)

b. Les pressions dans le point (M), autrement dit le point de ramification, varient avec une
alternance (plus grande valeur vers une valeur plus petite), cette variation se poursuit

jusqu’a ce que le débit s’annule.

A la lumiere des résultats obtenus par les trois méthodes on peut conclure ce qui suit :
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On a remarqué qu’il y a une liaison entre les nombre des conduites « n » et les coefficients

Angulaire « a » c.a.d. les variations de la charge AH et du débit AQ sont liées directement aux
valeurs des célérités des ondes de chaque conduite et aux données initiales en régime
permanent, cette liaison peut nous servir de connaitre les variations des pressions et des débits
qui puissent endommager les équipements dans une station hydroélectrique sur la base de
cette proportionnalité et en fonction de résistance des équipements, 1’operateur de la station
pourrait intervenir sur les conditions initiales pour limiter les dégats qui pourraient apparaitre,
par ailleurs les résultats trouvés sont efficaces et fiables pour protéger les systeme
hydraulique, malgré que nous avons négligé quelque parametres comme les pertes de charge
ce qui a élargi la marge de sécurité de protection, malgré ¢a les pertes de charges restent
négligeables compte tenu de la courte longueur des conduites secondaires et les grandes

diametres qui on peut les trouver dans des installations pareilles.
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