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CHAPİTRE 3 : La méthode de la transformation duale canonique(TDC).

Introduction

3.1 La transformation duale canonique dans le cas général.

3.1.1 L’idée fondamentale de la méthode.

3.1.2 Description de la méthode.

3.1.3 Exemple.

3.2 L’application de la méthode pour les problèmes quadratiques.

3.2.1 La structure de l’opérateur Λ (x) pour ce type des problèmes.

3.2.2 La structure de la fonction W (y).

3



3.2.3 La structure de W
#
(.) .

3.2.4 La structure de z∧ (y∗) .

3.2.5 La structure de la fonction dual canonique fd (y∗).

3.3 Les condition extrêmes des points de KKT.

3.4 Exemples.
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Notation :
X : l’espace euclidien Rn, muni du produit scalaire usuel noté par h., .i et de la

norme associée kxk =
p
hx, xi.

Y : l’espace vectoriel dual de X, et notera aussi par R = {+∞,−∞} ∪R.

conv (C) : l’ensemble des fonctions convexes sur C a valeurs dans R.

DC (C) : l’ensemble des fonctions DC sur C.

C1 (C) : l’ensemble des fonctions dont le gradient est localement lipchitzien sur C.

C1,1 (C) : le sous espace vectoriel de C1 (C).

LC2 (C) : est le cône convexe des fonctions localement enveloppe supérieure d’une

famille des fonctions de C2 (C) .

∂f (x) : le sous-différentielle de la fonction f (x) en le point x.

∂εf (x) : le sous-différentielle approchée de la fonction f (x) en le point x.

ir (C) : l’intérieur relatif de C.

int (C) : l’intérieur de C.

Γ◦ (X) : l’ensemble des fonctions convexes, semi continue inférieurement et propres

sur X.

hx, yiX : le produit scalaire dans l’espace X, qui est définie par hx, yiX := yTx.
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İntroduction générale :

Le monde est écrit en language mathématique (Galilée), et nous pourrons ajouter

que tous les problèmes de la vie courante, des plus simples aux plus complexes se posent

comme problèmes d’optimisations. Ces problèmes peut être partagées à deux classes les

quelles :

la classe des problèmes convexes, et la classe des problèmes non convexes.

Cette classification a poussé Rockafellar à dire :

“The great watershed in optimization isn’t between linearity or non linearity but bet-

ween convexity and non convexity”[4], où on trouve une raison simple et évidente que la

plus part des problèmes d’optimisations de la vie courante sont de nature non convexes.

Entre ces problèmes il y a le type des problèmes de la programmation quadratique

où la fonction optimiser est une forme quadratique.

Ce type de problème admet plusieurs applications dans plusieurs domaines de science

et technologie, où on trouve que plusieurs problèmes non linéaires sont converges à cette

forme, prend par exemple l’optimisation bilinéaire qui peut être interpritée comme un

problème quadratique, et pour bien expliquer, il y a des classes spéciaux de structured

stochastic games présentent une programmation bilinéaire interpritées à des problèmes

quadratiques.

La résolution des problèmes quadratiques avec contraintes linéaires est une application

très difficile, dans le cas non convexe, ça est bien dite que les problèmes quadratiques non

convexes sont NP-complete, d’un autre côté, la recherche globale des solutions consiste

une application très difficile et trés compliquée, c’est pour ça, plusieurs efforts étés propo-

sées pour trouver des méthodes efficaces dans le but de simplifier la résolution de ce type

de problème. Les méthodes de la programmation non linéaires traditionnelles connues

sont toujours obtiennent des solutions locaux dans le cas des problèmes quadratiques

indéfinies (non convexes). D’après plusieurs efforts, on a trouvée que dans plusieurs ap-

plications l’optimum global ou bien la bonne solution approximative du l’optimum global

peut être atteint.
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Dans ce travail, le problème posé est de la forme :⎧⎨⎩ min f (x) = 1
2
xTQx− dTx

Bx ≤ c, x ≥ 0
(PQN )

telle que :

Q = (qij) ; i = 1, 2, ..., n et j = 1, 2, ..., n

dT = (d1, d2, ..., dn) ∈ Rn

B = (bij) ; i = 1, 2, ...,m et j = 1, 2, ..., n

c = (c1, c1, ..., cm) ∈ Rm

xT = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn

où la matrice Q est symétrique généralement n’est pas définie positive, si pour ça, on dit

que le problème posé içi est un problème de la programmation quadratique non convexe.

Ce type de problème est multitude des solutions locaux, d’un côté, en général il n’y a

aucun critère qui les englobe, plusieurs efforts étaient proposées pour trouver une méthode

éfficace avec une approche globale, entre ces méthodes on a choisies quatre méthodes très

importantes pour résoudre globalement les problèmes de la programmation quadratique

non convexes avec contraintes linéaires sous la forme de (PQN).

Ce mémoire compose de cinq chapitres structurés sous la forme suivante :

Le premier chapitre contient des notions d’analyse convexe et de la programmation

mathématiques très utiles dans notre travail. On présente les conditions d’optimalités de

type Karuch-Kuhn-Tucker (KKT), les conditions d’optimalités d’ordre un et d’ordre

deux.

Dans le deuxième chapitre, on s’intéresse à l’étude d’une méthode de type primal-

dual, cette méthode est appelée la méthode DCA. Ce chapitre est divisée en deux

sections. La première section contient un rappelle sur la programmation DC où on a

spécialement données le principe de la dualité avec les conditions d’optimalitées en opti-

misation DC.On présente dans la seconde section la construction de la méthode DCA

qui est basée sur la construction de deux suites {xk}k∈N et {yk}k∈N qui sont améliorées
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à chaque itération dans le but de trouver leurs limites x∗ et y∗ respectivement comme

des candidates pour être les optima locaux de problèmes primal et dual (Pdc) et (Ddc)

respectivement.

Dans le troisième chapitre on présente une méthode de recherche globale appelée la

méthode de la transformation duale canonique (TDC), qu’est efficace pour la résolution

des problèmes quadratiques non convexes.Du problème primal (PQN) on forme un pro-

blème dual canonique sous forme d’un système algébrique plus facile pour le résoudre.

On a étudié quelques exemples dans la fin du chapitre.

Le quatrième chapitre est consacrée à l’étude de la méthode de séparation et inter-

polation (Branch and Bound). Le principe de cette méthode est basé sur l’écriture de la

fonction optimiser comme une forme séparable basée sur la structure propre de la matrice

Q. L’approximation linéaire de la partie concave transforme notre problème (PQN) à

un autre problème de type convexe. On présente l’erreur relatif de cette approximation

entre la valeur optimale primale et la valeur optimale duale.

Dans le cinquième chapitre on présente un nouveau approche rectangulaire pour la

méthode de séparation et réduction, dans la quelle, on donne un nouveau forme linéaire

approximant inférieurement la fonction optimiser sur les n-rectangles. Cette forme dé-

termine la borne inférieure de la valeur optimale globale associée au problème original

sur chaque rectangle, puis, on explicite les techniques de partition et réduction sur un

rectangle choisie. On termine ce chapitre avec l’étude de la convergence et la présentation

d’un exemple d’application.
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Chapitre 1

Elémments d’analyse convexe,

conditions d’optimalitées.

Dans cette partie nous rappellerons brièvement quelque notions qui nous seront utiles

pour la suite de notre travail. Des développements sur le sujet peuvent être trouvées dans

la monographie de Rockafellar [18], et Abdelkrim Keraghel [1] avec le livre d’Ekeland [3].
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1.1 Les ensembles convexes :

Définition 1.1 : On dira qu’une ensemble C est convexe si pour tout x, y ∈ C le

segment :

[x, y] = {(1− t)x+ ty / t ∈ [0, 1]} (1.1 )

est contenu dans C.

Définition 1.2 : Un sous-ensemble C ⊆ Rn est dite strictement convexe s’il vérifier :

∀x, y ∈ C, (x 6= y) , ]x, y[ = {(1− λ)x+ λy / λ ∈ ]0, 1[} ⊂ int (C) (1.2 )

Définition 1.3 : Une partie C ⊆ Rn est dite fortement convexe s’il existe une

constante γ > 0 telle que :

x1 + x2
2

+ y ∈ C;∀x1, x2 ∈ C; et kyk ≤ γ kx1 − x2k2 (1.3 )

Définition 1.4 : L’enveloppe convexe d’un sous—ensemble C ⊆ X, notée par CO (C) ,

est l’ensemble des combinaisons convexes finies d’élements de C, c’est-à-dire :

CO (C) =

(
nX
i=1

λixi / λi ∈ R+, xi ∈ C ; ∀ i = 1, n, et
nX
i=1

λi = 1

)
(1.4 )

Définition 1.5 : L’enveloppe convexe d’un sous—ensemble C ⊆ Rn, est l’intersection

de tous les ensembles convexes contenant C, et on le note par :

conv (C)

d’autre terme, conv (C) est la plus petite convexe de Rncontenant C.

Définition 1.6 : Soit C un ensemble convexe de X, on définie la variété linéaire

engendrée par C (i,e l’enveloppe affine de C ) notée par aff (C) est la plus petite partie

affine de Rn contenant C définie par :

aff (C) =

(
x ∈ Rn :

nX
i=1

λixi / λi ∈ R, xi ∈ C, ∀ i = 1, n avec
nX
i=1

λi = 1

)
(1.5 )
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Définition 1.7 : Soit C ⊆ Rn et a ∈ Rn, on appelle translaté de C par a, l’ensemble :

T = C + a := {x+ a / x ∈ F} (1.6 )

Remarque 1.1 : aff (C) est le translaté d’un espace vectoriel.

Définition 1.8 : L’intérieur relatif d’un ensemble convexe C est son intérieur dans

aff (C), muni de la topologie induite de celle de X, et on le note par :

ir (C) = {x ∈ C / ∃r > 0 ;B (x, r) ∩ aff (C) ⊂ C} (1.7 )

où :

B (x, r) = {y : kx− yk ≤ r} (1.8 )

est la boule centrée en x et de rayon r.

Définition 1.9 : Soit C ⊆ IRn un ensemble convexe, et soit :

f : C −→ R

on appelle domaine de f l’ensemble définie par :

dom (f) = {x ∈ C / f (x) < +∞} (1.9 )

Remarque 1.2 : Evidament on a :

int (C) ⊆ ir (C) ⊆ C ⊆ cl (C) (1.10 )

Définition 1.10 : La fonction f : C −→ R est dite“ fonction propre ”si elle ne prend

jamais la valeur (−∞) et si elle n’est pas identiquement égale à (+∞) .

Définition 1.11 : L’épigraphe de f est l’ensemble définie par :

épi (f) = {(x, α) ∈ C ×R / f (x) ≤ α} (1.11 )

Définition 1.12 : On dit qu’une fonction f : X −→ R est convexe si pour tout
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x1, x2 ∈ dom (f) et pour tout λ ∈ [0, 1] ona :

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ) f (x2) (1.12 )

Définition 1.13 : On dit que f : X −→ R est strictement convexe si pour tout

x1, x2 ∈ dom (f) avec x1 6= x2 et pour tout λ ∈ [0, 1] on a :

f (λx1 + (1− λ)x2) < λf (x1) + (1− λ) f (x2) (1.13 )

Proposition 1.1 : Soit f : X −→ R, f est convexe si et seulement si épi (f) est

convexe.

Définition 1.14 : On dira que f : X −→ R est “ fortement convexe ” de module ρ

sur l’ensemble convexe C s’il existe un nombre réel ρ > 0 telle que :

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ) f (x2)−
ρ

2
λ (1− λ) kx1 − x2k2 (1.14 )

pour tout x1, x2 ∈ dom (f), et pour tout λ ∈ [0, 1] .

On peut poser la conclusion suivante :

fonction fortement convexe =⇒ fonction strictement convexe

⇓

fonction convexe

Définition 1.15 : On a :

argmin (f) =

½
u ∈ X : f(u) = inf

x∈X
f(x)

¾
(1.15 )

et pour ε > 0 :

ε− argmin (f) =
½
u ∈ X : f (u) ≤ inf

w∈X
f (w) + ε

¾
(1.16 )
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Remarque 1.3 : Si :

inf
w∈X

f (w) = −∞

alors, On a :

ε− argmin (f) =
©
u ∈ X : f (u) = −ε−1

ª
(1.17 )

Remarque 1.4 :

argmin (f) =
\
εÂ0

ε− argmin (f) (1.18 )

Etant donné une fonction convexe et propre f sur X, donc soient les définitions

suivantes :

Définition 1.16 : On dira que y◦ ∈ Y est un“ sous gradient ” de f sur X en

x̊ ∈ dom (f) si :

h̊y, x− x̊i+ f (̊x) ≤ f (x) ; ∀x ∈ X (1.19 )

Définition 1.17 : Le sous-différentiel de f au point x̊ est l’ensemble de tous les sous

gradient de f au même point x̊, et on le note par ∂f (̊x) .

Définition 1.18 : Le domaine du sous différentiel de la fonction f est définie par :

dom (∂f) = {x / ∂f (x) 6= Φ} (1.20 )

Définition 1.19 : Soit ε un réel positif, un élément y◦ ∈ Y est appelé “ε−sous

différentiel” de f au point x̊ si :

h̊y, x− x̊i+ f (̊x)− ε ≤ f (x) ;∀x ∈ X (1.21 )

Remarque 1.5 : On note par ∂εf (̊x) l’ensemble de tous les ε−sous-différentiel de f

au point x̊.

Définition 1.20 : Soit la fonction f : X −→ R, cette fonction est dite “semi continue

inférieurement ” c’est-à-dire (sci) en un point x̂ ∈ X si :

∀(xn) ∈ X : xn −→ x̂, on a, f (x̂) ≤ lim inf
n→+∞

f(xn) (1.22 )
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Définition 1.21 : Une fonction z est coercive si :

lim
kxk−→+∞

z(x) = +∞

Définition 1.22 : La conjuguée de f en y ∈ Y est définie par :

f∗ (y) = sup {hx, yi− f (x) : x ∈ X} (1.23 )

ainsi f∗est l’enveloppe supérieur des fonctions affines sur Y , telle que :

y −→ hx, yi− f (x) sur Y

PROPRIETES :

(1) f∗est toujours convexe.

(2) Si f = −∞ alors f∗ = +∞.

(3) On a (f∗)∗ ≤ f et on a l’égalité si f ∈ Γ◦ (X) .

donc on a également la proposition suivante :

Proposition 1.2 :

(1) ∂f (x) est une partie convexe fermé de Y

(2)

f ∈ Γ◦ (X)⇐⇒ f∗ ∈ Γ◦ (Y ) (1.24 )

et dans ce cas on a f = f∗∗ [Fenchel.Moreau].

(3)

y ∈ ∂f (x)⇐⇒ f (x) + f∗ (y) = hx, yi (1.25 )

(4) Si f ∈ Γ◦ (X) alors on a :

y ∈ ∂f (x)⇐⇒ x ∈ ∂f∗ (y) (1.26 )

(5) Si f ∈ Γ◦ (X) et ∂f (x) est réduit à un singleton {y}, alors f est différentiable en

x et ∇f (x) = y, et vice verre sa.
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(6) Soit f : C ⊆ X −→ R, alors :

[f (x◦) = min {f (x) / x ∈ X}]⇐⇒ [0 ∈ ∂f (x◦)] (1.27 )

1.2 Les fonctions convexes polyédrales :

Dans cette partie on va présenter quelle que ensembles spécialement polyédrales.

Définition 1.23 : Une partie convexe C est dite convexe polyédrale si :

C =
n\
i=1

{x / hai, xi− bi ≤ 0, ai ∈ Y, bi ∈ R} (1.28 )

Définition 1.24 : Une fonction f : Rn −→ R est dite polyédrale si son épigraphe est

un ensemble polyédrale de Rn+1.

Remarque 1.6 :

fonction polyédrale =⇒ fonction convexe

Remarque 1.7 : Tout fonction plyédral apartient à Γ◦ (X) .

Proposition 1.3 : Soit f : X −→ R, une fonction convexe, alors f est plyédrale si

et seulement si dom (f) un ensemble convexe polyédrale, et :

f(x) = sup{hai, xi− bi / i = 1, k}, ∀x ∈ dom (f) , k ≤ n (1.29 )

Proposition 1.4 : Si f est une fonction polyédrale alors f∗ l’est aussi, de plus, si f

est partout finie alors :

dom(f∗) = co{ai / i = 1, k}

f∗(y) = min

(
kX
i=1

λiai / y =
kX
i=1

λiai, λi ≥ 0,
kX
i=1

λi = 1

)
(1.30 )

Proposition 1.5 : Si f est une“ fonction polyédrale” alors ∂f (x) est une partie

convexe polyédrale non vide en tout point de dom (f) .

Proposition 1.6 : Si f1, f2, · · · , fs sont des fonctions convexes polyédrales sur X
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telle que les ensembles convexes :

©
{dom (fi)} ; i = 1, s

ª
ont un point commun alors :

∂ (f1 + f2 + · · ·+ fs) (x) = ∂f1 (x) + ∂f2 (x) + · · ·+ ∂fs (x) (1.31 )

Définition 1.25 : L’ensemble de niveau α ∈ R :

(a) de niveau inférieure (large) :

Sα (f) = {x ∈ Rn / f (x) ≤ α} (1.32 )

(b) de niveau supérieure :

{x ∈ Rn / f (x) ≥ α} (1.33 )

Définition 1.26 : Un surface de niveau α est définie par :

{x ∈ Rn / f (x) ≥ α}

Définition 1.27 : On dit qu’une fonction f est quasi-convexe si et seulement si :

f ((1− λ)x+ λy) ≤ max {f (x) , f (y)} ,∀λ ∈ [0, 1] , ∀x, y ∈ X (1.34 )

Géométriquement, elle est caractérisée par la convexité des ensembles de niveau infé-

rieure (large).

Autre définition plus pratique :

Définition 1.28 : ∀x1, x2 ∈ X,∀λ ∈ [0, 1] on a f est quasi-convexe si et seulement

si :

{f (x2) ≥ f (x1) =⇒ f ((1− λ)x1 + λx2) ≤ f (x2)} (1.35 )

c’est à dire f (x2) reste plus grand que f (x) ; ∀x ∈ [x1, x2] .

Proposition 1.7 :
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(1) ( f est convexe) implique que ( f est quasi-convexe).

(2) ( f est strictement convexe) implique que ( f est strictement quasi-convexe).

Proposition 1.8 :(L’INEGALITIE DE JENSON ) Soit f une fonction définie de Rn

vers R alors :

(1) Cas convexe :

f

Ã
nX
i=1

λixi

!
≤

nX
i=1

λif (xi) (1.36 )

(2) Cas qausi-convexe :

f

Ã
nX
i=1

λixi

!
≤ max

i=1,n
{f (xi)} (1.37 )

L’inconvénient de la quasi-convexité : Elle est insuffisante pour globaliser un

minimum local, mais par contre si elle est stricte.

Définition 1.29 : La fonction indicatrice d’un ensemble C ⊆ Rn est définie par :

Ψc (x) =

⎧⎨⎩ 0 si x ∈ C

+∞ ailleurs
(1.38 )

Définition 1.30 : La régularisée de f : Rn −→ R est par définition la plus grande

minorante (sci) de f , et on le note par cl (f) ou f.

Définition 1.31 : Soit Qn×n une matrice réel, on dit que cette matrice est indéfinie

si et seulement si elle admet au moins une valeur propre négative et une valeur propre

positive.

Définition 1.32 : Qn×n est dite définie positive si tous les valeurs propres de cette

matrice sont positives.

Définition 1.33 : Soit C ⊆ Rn, le polaire de C est l’ensemble C◦ ⊂ Rn définie par :

C◦ = {y ∈ Rn; hy, xi ≤ 1,pour tout x ∈ C} (1.39 )
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Définition 1.34 : Un hyperplan est un ensemble de la forme :

H = {x ∈ Rn : f (x) = α} (1.40 )

où f est une fonction linéaire continue défini sur Rn et α ∈ R.

Définition 1.35 : Un polytope est l’enveloppe convexe d’un sous-ensemble finie de

Rn noté par :

conv {x1, x2, · · · , xk+1}

si de plus, on a les vecteurs :

©
xi − x1, i = 2, k + 1

ª
Sont linéairement indépendantes, alors conv {x1, x2, · · · , xk+1} est appelé un k-simplexe

de sommets {xi}i=2,k+1 .

Remarque 1.8 : Un polytope est toujours fermé et borné (compact).

Remarque 1.9 : Le nombre des vecteurs linéairement indépendants dans Rn, étant

au plus que (n), il ne peut y avoir de simplexe dans Rn possède plus que (n+ 1) sommets.

Remarque 1.10 : Dans le cas d’un “k-simplexe ” le point x◦définie par :

x◦ =
k+1X
i=1

λixi avec λi =
1

k + 1
;∀i (1.41 )

est le “barycentre” du simplexe.

Définition 1.36 : Soit C un convexe non vide de Rn et x ∈ C, le point x est dit

extrémal (sommet) s’il n’est pas à l’intérieur d’un segment de droite contenu dans C,

autrement dite :

∀x1, x2 ∈ C,∀λ ∈ ]0, 1[ : x ∈ λx1 + (1− λ)x2 =⇒ x = x1 ou x = x2 (1.42 )

Exemple 1.1 : Soit l’ensemble C ⊆ R2 définie par :

C =
©
x ∈ R2 / x21 + x22 ≤ 2,−x1 + 2x2 ≤ 2, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

ª
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donc l’ensemble des sommets noté par :

Ec =

½
(0, 0)T , (2, 0)T ,

µ
2

3
,
4

3

¶
, (0, 1)T

¾

Notons içi que C = CO (Ec), par conséquent, C est un polytope mais ce n’est pas un

simplexe.

Lemme 1.1 :

C simplexe =⇒ C polytope =⇒ C compacte

C simplexe =⇒ C possède au plus (n+ 1) sommets

1.3 Les cônes :

Définition 1.37 : Un sous ensemble K ⊆ Rn est appelé “cône” si :

R∗+K ⊆ K

i,e :

∀x ∈ K,∀λ ∈ R∗+ : λx ∈ K (1.43 )

c’est la réunion des demi-droites passant par l’origine.

Définition 1.38 : Si :

K ∩ {−K} = {0}

alors, K est dite “pointé”ou“saillant”.

Définition 1.39 : Soit C une partie non vide de Rn, on appelle “cône polaire” de C

et on le note par C∗ le cône convexe fermé suivant :

C∗ = {x ∈ Rn / hx∗, xi ≤ 0,∀x ∈ C} (1.44 )

Remarque 1.11 : La notion de polarité est dans un sens d’une notion de complé-
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mentarité d’ailleurs, on peut écrit pour tout cône K que :

K +K∗ = Rn

Définition 1.40 : Soit C ⊆ Rn, on appelle “cône dual” ou “cône conjugué” de C

l’ensemble non vide C+ définie par :

C+ = {y ∈ Rn / hy, xi ≥ 0,∀x ∈ C} (1.45 )

Lemme 1.2 : C+ est un cône convexe fermé.

Définition 1.41 : Un cône K est dite polyédrique s’il est engendré par un nombre

finie de vecteurs ai ∈ Rn alors il va de soi que :

K =

(
x =

sX
i=1

λiai / λi ≥ 0; i = 1, s
)

(1.46 )

Définition 1.42 : Soit C une partie non vide de Rn ; alors un vecteur x ∈ Rn est dit

“normal” à C au point a ∈ C si :

hx− a, xi ≤ 0;∀x ∈ C (1.47 )

ou d’une manière équivalente si :

ha, xi = sup
x∈C

hx, xi

et on désigne par N (C, a) l’ensemble des vecteurs normaux à C en a.

Définition 1.43 : Soit C une partie non vide de Rn, un vecteur d ∈ Rn est dite

“tangent à C”en a s’il existe une suite {xk} d’éléments de C converge vers a, et une suite

{λk} des réels strictement positifs telle que :

d = limλk (xk − a)
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on peut écrit :

a ∈ C ⊆ Rn =⇒ T (C, a) = {d ∈ Rn / ∃α Â 0 : a+ αd ∈ C, ∀α ∈ [0, α]} (1.48 )

où T (C, a) est un cône fermé non vide (0 ∈ T (C , a)) appelé “cône tangent à C en a”,

ou “cône des directions admissibles”.

La définition peut être donner d’autre façon comme suit :

Définition 1.44 : Soit l’ensemble C ⊆ Rn et x◦ ∈ Rn, on dira que d ∈ Rnest tangent

à C en x◦ s’il existe deux suites {dk}k ⊂ Rn et {tk}k ⊂ Rn
+ telle que :

dk −→ d et tk −→ 0+ avec (x◦ + tkdk) ∈ C (1.49 )

L’ensemble des vecteurs tangents à C en x◦ noté par Tx◦C est le cône tangent de l’en-

semble C en x◦.

Proposition 1.9 : Le cône tangent est un cône fermé ; il est convexe si C est convexe.

1.3.1 Les conditions d’optimalités :

Les conditions nécessaires d’optimalités d’ordre un :

Considérons le problème d’optimisation suivant :⎧⎨⎩ min f (x)

x ∈ C
(P)

où C ⊆ Rn.

On a le théorème très important suivant :

Théorème 1.1 :[4] Si x∗ est un minimum local de f sur C, et si f est dérivable en

x∗ alors, on a :

∇f (x∗) ∈ (Tx◦C)∗

où (Tx◦C)
∗désigne le dual de Tx◦C ce qui se traduit par :

(∇f (x∗))T d ≥ 0;∀d ∈ Tx◦C
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Si C ⊆ Rn est donnée par :

C = {x ∈ Rn : gi (xi) = 0 si i ∈ A, et gi (x) > 0 si i ∈ B} (1.50 )

donc, on a le problème d’optimisation suivant :

⎧⎨⎩ min f (x)

x ∈ C

où :

A = {1, 2, 3, · · · ,m1} et B = {1, 2, 3, · · · ,m2}

sont deux ensembles d’indices présentent une partition de l’ensemble {1, 2, 3, · · · ,m}, et :

f : Rn −→ R et g : Rn −→ Rm

l’ensemble C est appelé l’ensemble admissible de(P), et on peut le donné par :

C = {x ∈ Rn : gB (x) ≥ 0, gA (x) = 0}

où gB est un vecteur de Rm2 formé de gi telle que i ∈ B , et gA est le vecteur de Rm1

formé de gi où i ∈ A, posons aussi :

I◦ (x) = {i ∈ B :gi (x) = 0}

l’ensemble des indices où les contraintes d’inégalités sont actives en x.

Définition 1.45 :[4] On appelle cône linéairisant de l’ensemble C en x∗ ∈ C l’en-

semble :

(T 0x◦C) =
n
d ∈ Rm : ∇gA (x∗)T d = 0,∇gI◦ (x∗)T d ≥ 0

o
(1.51 )

Proposition 1.2 :[4]

(1) Si x∗ ∈ C et si gA∪I◦(x∗) est une fonction dérivable en x∗, alors, on a l’inclusion
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suivant :

Tx◦ ⊂ T ‘x◦

(2) Si on a l’égalité :

Tx◦ = T 0x◦

alors, les contraintes de (P) sont qualifiées en x∗

le théorème suivant présente des conditions nécessaires d’optimalités pour le problème

(P).

Théorème 1.2 :[4] Soit ex un minimum de (P), on suppose que f et gA∪I◦(x∗) sont

dérivables en ex, d’autre par, supposons que les contraintes (gi)i soient qualifiées en ex,
alors il existe λ∗ ∈ Rm

+ telle que :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∇f (ex)−A (ex)T λ∗ = 0
gi (ex) = 0, si i ∈ A
gi (ex) ≥ 0, si i ∈ B
(λ∗i )

T gi (ex) = 0
où : A (ex) désigne la Jacobienne de g en ex.
Remarque 1.12 : Si la fonction objectif de (P) est convexe, gAest affine, et gB est

convexe, alors, les conditions nécessaires ci-dessus devient des conditions suffisantes, pour

les quelles ex être le minimum (global) de (P).

Application sur les problèmes quadratiques :

Soit le problème quadratique défini sous la forme suivante :

⎧⎨⎩ min f (x) = 1
2
xTQx+ dTx

Bx ≤ c et x ≥ 0
(PQ)

soit : ex ∈ S = {x ∈ Rn, Bx ≤ c et x ≥ 0}
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posons : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
gi (x) = Bix− ci

hi (x) = −xi
1 ≤ i ≤ n

alors, le théorème de “Karush-Kuhn-Tucker”est donné par :

ex une solution optimale de (P ) =⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∃λ ∈ Rn
+, ∃μ ∈ Rn

+ : ∇f (ex) +BTλ− μ = 0

et Bex− c ≤ 0

et − ex ≤ 0
et λT (Bex− c) = 0

et − μex = 0

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∃λ ∈ Rn
+,∃μ ∈ Rn

+ : Qex+ d+BTλ− μ = 0

et Bex− c ≤ 0

et λT (Bex− c) = 0

et − μex = 0
et − ex ≤ 0

où :Q est une matrice symétrique, et les deux fonctions g (.) et h (.) sont les contraintes

de (P).

on peut poser des conditions nécessaires d’optimalités d’ordre deux pour le même

problème (P) comme suit :

Les conditions nécessaires d’optimalités d’ordre deux : Considérant le même

problème (P) avec les deux fonctions g (.),h (.) qui sont définées préçidament.

Définition 1.46 :[7] Le Lagrangien associée à (P) est donnée par :

l (x, λ, μ) = f (x) + λTg (x) + μTh (x)

d’après le théorème de (K-K-T), la solution est nécessairement appartient à S, alors on

peut écrit :

∇λl (ex, λ, μ) ≤ 0
∇μl (ex, λ, μ) ≤ 0
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où : ∇λ,∇μsont le gradient de la fonction lagrangien par rapport à μ et λ respectivement.

Lemme 1.3 :[7] Les conditions nécessaires de (K-K-T) prennent la forme :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∇x (ex, λ, μ) = 0
λTg (ex) = 0
μTh (ex) = 0

où : ∇xest le gradient de la fonction lagrangien par rapport à x.

Lemme 1.4 :[7] Si les fonctions f, g, h ∈ C2 (w) oùw est un voisinage de ex (la solution
locale), au plus de ça, si les contraintes sont qualifiées alors, la hessianne ∇2xL (ex, λ, μ)
de L(x, λ, μ) est semi définie positive, et l’inégalité suivante est satisfaite :

yT∇2xL (ex, λ, μ) y ≥ 0, ∀y ∈ T (ex) (1.52 )

où T (ex) est le cône tangent en ex.
Remarque 1.13 : La condition (1.56 ) est appelée la condition nécessaire d’optimalité

d’ordre deux .
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Chapitre 2

La programmation DC, la méthode

DCA :

2.1 La programmation DC :

2.1.1 Les fonctions DC :

Afin d’étendre la programmation convexe à la résolution de la plus part des problèmes

d’optimisations non convexes de la vie courante tout en continuant à utiliser son arse-

nal théorique et numérique, une nouvelle classe de fonctions fut introduite la classe des

fonctions DC.

Définition 2.1 :[4] Soit C un ensemble convexe de X, une fonction f : C −→

R ∪ {+∞} définie sur C est dite DC surC si elle s’écrit sous la forme :

f (x) = g (x)− h (x) , ∀x ∈ C

où g et h sont deux fonctions convexes sur C.

Définition 2.2 :[4] Soit C un ensemble convexe de Rn, une fonction f : C −→ R

définie sur C est dite C2 − faible si f est un supremum local de la famille des fonctions

de classe C2.

Remarque 2.1 : DC (X) est un sous espace contenant la classe des fonctions
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C2−faible, en particulier, contient l’espace C1,1 (X).

Remarque 2.2 : DC (X) est également l’espace vectoriel engendré par conv (C), et

sous une certaine précaution, on peut dire que DC (X) est le sous espace généré par le

cône convexe Γ◦ (X), et on écrit :

DC (X) = Γ◦ (X)− Γ◦ (X)

Proposition 2.1 :[11,12] Grâce à la structure d’espace vectoriel de DC (X), DC (X)

est également stable par rapport aux opérations usuelles utilisées en optimisation, on a

donc :

(a) Une combinaison linéaire de fonctions DC sur C est une fonction DC sur C.

(b) L’enveloppe supérieure (resp :inférieure) d’un nombre finie de fonctions DC à va-

leurs finies sur C est une fonction DC sur C.

(c) Si f est une fonction DC à valeurs finies sur C alors les fonctions :

|f | , f+ = max {f, 0} , f− = min {f, 0}

sont des fonctions DC sur C.

Remarque 2.3 : Soit f ∈ DC (X) et soit f = g − h sa représentation DC, alors

pour toute nombre finie ε on peut écrire :

f = (g + ε)− (h+ ε)

qui définit une autre décomposition DC de f , ainsi, une fonctionDC possède une infinité

de décompositions DC.

Remarque 2.4 : Une sous classe importante de conv (C) est la classe de fonctions

C2surRn, cette classe particulièrement importante car les fonctions objectifs de la plupart

des problèmes d’optimisations de la vie courante appartiennent à cette sous classe.

Définition 2.3 : Soit C un ouvert convexe, f est localement DC sur C si tout points
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x◦ ∈ C admet un voisinage Ũ (x◦) noté Ũ , telle que, pour tout x ∈ Ũ on a :

f (x) = gŨ (x)− hŨ (x) ;pour tout gŨ , hŨ ⊂ conv (C)

Proposition 2.2 :[11,8] Les deux points (a) et (b) suivantes sont équivalentes :

(a) f est dans LC2 (C).

(b) f est localement DC sur C avec hŨ une forme quadratique convexe.

On a le théorème suivant :

Théorème 2.1 :[11,8] Soit C un ouvert convexe de X, alors :

(1) toute fonction localement DC sur C est DC sur C. Particulièrement, toute fonction

de classe C2sur C est DC sur C.

(2) on a la chaîne d’inclusion suivante :

conv (C) ⊂ LC2 (C) ⊂ DC (C) (2.1 )

(3) si C est en plus compact ; alors DC (C) est un sous espace vectoriel dense dans l’en-

semble des fonctions continue sur C muni de la norme de la convergence uniforme

sur C.

2.1.2 Dualité en optimisation DC :

Définition 2.4 : Un programme DC est un problème de la forme :

α =

⎧⎨⎩ inf f (x) = g (x)− h (x)

x ∈ X
(Pdc)

où g (.),h (.) sont dans Γ◦ (Rn), une telle fonction DC sur X, telle que g (.),h (.) sont

appelées ses composantes DC.

—Puisque h ∈ Γ◦ (Rn) on a h∗∗ = h, on peut donc écrire :

h (x) = sup {hx, yi− h∗ (y) / y ∈ Y } (2.2 )
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on utilisant la définition des fonctions conjugués, alors, on a :

α = inf {f (x) = g (x)− h (x) : x ∈ X}

= inf {g (x)− sup {hx, yi− h∗ (y) / y ∈ Y } ; tq x ∈ X}

= inf {ß (y) / y ∈ Y }

où :

ß (y) = inf {g (x)− [hx, yi− h∗ (y)] / x ∈ X} (Py1)

Lemme 2.1 :[4]

Il va de soi que (Py) est un problème convexe.

Preuve :

h est une fonction convexe se qui implique que h∗est une fonction convexe, d’autre

part, la fonction g (x) est aussi une fonction convexe donc (Py) est un problème convexe.

¥
D’autre part, on a :

ß (y) = inf {g (x)− [hx, yi− h∗ (y)] / x ∈ X}

= h∗ (y) + inf {g (x)− hx, yi / x ∈ X}

= h∗ (y) + inf {− (hx, yi− g (x)) / x ∈ X}

= h∗ (y)− sup {hx, yi− g (x) / x ∈ X}

= h∗ (y)− g∗ (y)

donc, il est claire que :

ß (y) =

⎧⎨⎩ h∗ (y)− g∗ (y) si y ∈ dom (h∗)

+∞ ailleurs
(Py2)

On obtient finalement le problème dual de (Pdc) :

α = inf {h∗ (y)− g∗ (y) / y ∈ dom (h∗)}
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et grâce à la convention de Toland :

(+∞)− (+∞) = (+∞)

on peut alors écrire :

α = inf {h∗ (y)− g∗ (y) / y ∈ Y } (Ddc)

Remarque 2.5 :

[αest définit ]=⇒

⎡⎣ dom (h∗) ⊂ dom (g∗)

et dom (g) ⊂ dom (h)

⎤⎦ .
Remarque 2.6 :

On observe la parfaite symétrie entre le problème primal (Pdc) et le problème dual

(Ddc) ; il va de soi que les résultats établis pour l’un se transposent à l’autre.

2.1.3 Les conditions d’optimalités en optimisation DC :

Définition 2.5 :[4] On note par Sp et SD les ensembles de solutions des problèmes

(Pdc) et (Ddc) respectivement, et on définie :

pL = {x∗ ∈ X / ∂h (x∗) ⊂ ∂g (x∗)} (2.3)

DL = {y∗ ∈ Y / ∂g∗ (y∗) ⊂ ∂h∗ (y∗)}

—Le théorème suivant est celui à partir duquel DCA est bien définie, et avant ça, on

a besoin des définitions suivantes :

Définition 2.6 : On dit qu’une point x∗est un point critique de la fonction (g − h)

si :

∂h (x∗) ∩ ∂g (x∗) 6= φ (2.4 )

Définition 2.7 : On définie la relation ∗ par :

A∗B = {x ∈ X / x+B ⊂ A} (2.5 )

Théorème 2.2 :[4]
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(i) Transport de minima globaux :

∪ {∂h (x) / x ∈ Sp} ⊂ SD ⊂ dom (h∗) (2.6 )

la première inclusion se transforme en égalité si g∗ est sous différentiable sur SD,

d’autre façon, si :

SD ⊂ ir (dom (g∗))

ou si g∗ est sous—différentiable sur dom (h∗) et on écrit :

SD ⊂ (dom (∂g∗) ∩ dom (∂h∗)) (2.7 )

(ii) [Si x∗est un minimum local de(g − h)]=⇒[ x∗ ∈ pL].

(iii) [ Si x∗ ∈ pL et h est une fonction convexe polyédrale]=⇒[ x∗est un minimum local

de(g − h)]

Soit x∗ un point critique de (g − h) et :

y∗ ∈ ∂g (x∗) ∩ ∂h (x∗) (2.8 )

et soit Û un voisinage de x∗ telle que :

Û ∩ (dom (g)) ⊂ dom (h) ⊂ dom (∂h) (2.9 )

si pour tout :

x ∈ Û ∩ (dom (g))

il existe un y ∈ ∂h (x) telle que :

h∗ (y)− g∗ (y) ≥ h∗ (y∗)− g∗ (y∗) (2.10 )

alors x∗ est un minimum de f , plus précisément :

g (x)− h (x) ≥ g (x∗)− h (x∗) ; pour tout x ∈ Û ∩ (dom (g)) (2.11 )
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(v) Transport de minima locaux : Soit x∗ ∈ dom (∂h) un minimum local de f =

g − h, et soit y∗ ∈ ∂h (x∗)donc ; si on suppose que :

y∗ ∈ int (dom (g∗)) et ∂g∗ (y∗) ⊂ Û (2.12 )

alors, si g∗est différentiable eny∗ ; alors y∗est un minimum local de (h∗ − g∗).

Remarque 2.7 :

(a) Ce théorème admet sa forme duale grâce à la symétrie observée précidament entre

les deux problèmes (Pdc) et (Ddc).

(b) Notons également que tous ces résultats concernent les composantes DC g et h, et

non la fonction f elle même.

Proposition 2.3 :[4]

Soit f = g − h avec g, h ∈ Γ◦ (Rn) vérifiée :

dom (g) ⊂ dom (h) (2.13)

ir (dom (g)) ∩ ir (dom (h)) 6= φ

soit x◦ ∈ dom (g)(resp : dom (h)) un point où la fonction g (resp : h) est continue,

donc, si f est convexe alors :

(1) h est continue en x◦.

(2)

∂h (x◦) = ∂g (x◦) ∗∂h (x◦) (2.14 )

(3)

0 ∈ ∂f (x◦)⇐⇒ ∂h (x◦) ⊂ ∂g (x◦) (2.15 )

Preuve : On a :

α = inf {f (x) = g (x)− h (x) : x ∈ X}
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est bien définie si et seulement si :

dom (g) ⊂ dom (h)

alors :

dom (f) = dom (g − h) = dom (g)

d’autre part on a :

g = h+ f

donc :

∂g (x◦) = ∂ (h+ f) (x◦)

mais on a par hypothèse :

ir (dom (g)) ∩ ir (dom (h)) 6= φ

alors :

∂f (x◦) = ∂ (g − h) (x◦) = ∂g (x◦)− ∂h (x◦)

donc, on peut écrire :

∂g (x◦) = ∂f (x◦) + ∂h (x◦)

alors, si g est continue en x◦ ∈ dom (g) ,on a :

x◦ ∈ ir (dom (g)) = int (dom (g)) ⊂ int (dom (h))

ainsi l’ensemble convexe fermé ∂h (x◦) est borné, on a :

∂f (x◦) = ∂g (x◦) ∗∂h (x◦) = ∩ {∂g (x◦)− ν / ν ∈ ∂h (x◦)}

la troisième équivalence est immédiate. ¥
Remarque 2.8 : On observe que les problèmes d’optimisations convexes peuvent

s’écrire comme problème d’optimisation DC et résolus en utilisant les techniques d’opti-
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misation DC.

Exemple 2.1 : Si on prend f,Ψ ∈ Γ◦ (X) telle que :

dom (f) ⊂ dom (Ψ)

et :

ir (dom (f)) ∩ ir (dom (Ψ)) 6= φ

alors, le problème d’optimisation :

inf {f (x) ;x ∈ X}

est équivalent au faux problème d’optimisation DC :

inf {(f +Ψ)−Ψ (x) / x ∈ X}

dans le sens où ils ont la même valeur optimale et le même ensemble des solutions ; et on

a aussi :

0 ∈ ∂f (ex)⇐⇒ ∂Ψ (ex) ⊂ ∂ (f +Ψ) (ex) = ∂f (ex) + ∂Ψ (ex)
et l’autre implication est vraie si en plus, Ψ est continue en ex.
Proposition 2.4 :[12]

Soit :

f = g − h avec g, h ∈ Γ◦ (X)

vérifiant :

dom (g) ⊂ dom (h)

s’il existe un voisinage convexe Û de x∗ telle que f est finie et convexe surÛ ⊆ X, alors

les deux relations suivantes sont équivalentes :

(i)

0 ∈ ∂ (f + χÛ) (x
∗) (2.16 )
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(ii)

∂h (x∗) ⊂ ∂g (x∗) (2.17 )

Théorème 2.3 :[12, 16]

Soit f = g − h où g, h ∈ Γ◦ (X) alors, x∗ est un minimum global de problème (Pdc)

si et seulement si :

∂εh (x
∗) ⊂ ∂εg (x

∗) , pour tout ε > 0 (2.18 )

2.2 La méthode DCA :

La construction de DCA basé sur la génération de deux suites (xk)k et (yk)k qui sont

améliorées à chaque itération de sorte que leurs limites x∗ et y∗ respectivement soient

candidates pour être les optima locaux du (Pdc) et (Ddc) respectivement.

2.2.1 Description de la méthode :

Pour tout x∗ ∈ Rn on considère le problème :

inf {h∗ (y)− g∗ (y) ; y ∈ ∂h (x∗)} (S(x∗))

qu’est équivalent à la maximisation convexe de :

inf {hx∗, yi− g∗(y); y ∈ ∂h (x∗)}

de même pour y∗ ∈ Rn fixé, on définit le problème suivant pour la dualité :

inf {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗(y∗)} (T(y∗))

Ce problème est équivalent à :

inf {hx, y∗i− h(x);x ∈ ∂g∗(y∗)}
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On note par S(x∗), T(y∗) respectivement les ensembles des solutions des problèmes (S(x∗))

et (T(y∗)).

La forme complète de l’algorithme DC est basée sur la dualité de l’optimisation définie

par (Pdc) et (Ddc), qui permet l’approximation du point :

(x∗, y∗) ∈ PL ×DL (2.19 )

Etant donné un point x◦ ∈ dom (g), l’algorithme construit deux suites (xk)k et (yk)k

définie par :

yk ∈ S (xk) ;xk+1 ∈ T (yk) (2.20 )

d’autre part, l’algorithme DC complet peut être veut (considère) comme un approche de

la décomposition des deux problèmes (Pdc) et (Ddc), et en pratique, la forme suivante

de l’algorithme DC simplifie est utile.

Simplification de l’algorithme :

On a déjà vue que (DCA) est construit deux suites (xk)k et (yk)k, ces deux suites

sont les condidats aux solution primale et duale qui sont faciles a calculer, ces deux suites

sont liées par la dualité et vérifient les propriétés suivantes :

(a) les suites :

{g (xk)− h (xk)} et {g∗ (yk)− h∗ (yk)} (2.21 )

sont décroissantes à chaque itération.

(b) si :

(g − h) (xk+1) = (g − h) (xk) (2.22 )

l’algorithme s’arrête à l’itération (k+1) et le point xk (resp yk) est un point critique

de (g − h) (resp (h∗ − g∗)).

(c) sinon, toute valeur d’adhérence x∗de la suite (xk)k (resp y∗ de la suite (yk)k) est un

point critique de la fonction (g − h) (resp (h∗ − g∗)).

Ces suites sont générées de la manière suivante :
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xk+1 (resp yk) est une solution du problème convexe (Pk) (resp (Dk)) définie par :

αk = inf {g(x)− [h(xk) + hx− xk, yki] / x ∈ X} (Pk)

βk = inf {h∗(y)− [g∗(yk−1) + hxk, y − yk−1i] / y ∈ Y } (Dk)

Construction du problème (Pk) :

Le problème (Pk) est un problème convexe obtenu du problème (Pdc) où on rempla-

çant la fonction h (x) par sa minorante affine définie par yk ∈ ∂h (xk) comme suit :

inf {f(x) = g(x)− h(x);x ∈ X} (Pdc)

et le minorante affine de la fonction h en yk ∈ ∂h(xk) est donné par :

affxk (h) = h(xk) + hyk, x− xki (2.23 )

grâce à la définition suivant :

yk ∈ ∂h (xk) =⇒ h(x)− h(xk) ≥ hyk, x− xki

sa implique que :

h(x) ≥ h(xk) + hyk, x− xki (2.24 )

et à cause de ça, le problème (Pdc) prend la forme (Pk).

Construction du problème (Dk) :

La même chose que la construction de (Pk) où on remplaçant g∗ (.) par sa minorante

affine continue en xk ∈ ∂g∗ (yk−1) .

Remarque 2.9 : On peut conclue le schéma de (DCA) suivant :
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xk −→yk ∈ ∂h(xk)

.

xk+1 ∈ ∂g∗ (yk) −→ yk+1 ∈ ∂hxk+1

.

xk+2 ∈ ∂g∗ (yk+1) −→ yk+2 ∈ ∂h (xk+2)

.

· · ·

d’après ce schéma, on peut poser l’algorithme suivant :

Algorithme :

cas :0 x◦ donné.

cas :1 Pour chaque k, trouver xk la solution du problème convexe (Pk-1).

cas :2 Déterminer yk ∈ ∂h (xk).

cas :3 Trouver xk+1 ∈ ∂g∗ (yk).

cas :4 Si test d’arrêt vérifier stop, sinon : k ←− k + 1 et return au cas :1.

Corollaire 2.1 : Dans la forme complète de l’algorithme DC on a :

xk+1 ∈ argmin {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)} (2.25 )

yk ∈ argmin {h∗(y)− g∗(y); y ∈ ∂h (xk)} (2.26 )

Preuve : Puisque xk+1 (resp yk) est une solution de problème convexe (Pk) (resp

(Dk)) définie par :

αk = inf {g(x)− [h(xk) + hx− xk, yki] / x ∈ ∂g∗ (yk)} (Pk)

βk = inf {h∗(y)− [g∗(yk−1) + hxk, y − yk−1i] / y ∈ ∂h (xk)} (Dk)
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donc :

inf {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)} = g(xk+1)− h(xk+1)

d’autre part on a :

argmin {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)} = {x∗ ∈ ∂g∗ (yk) ; g(x
∗)− h(x∗) = inf {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)}

Et puisque :

xk+1 ∈ T (yk)

l’ensemble des solutions de problème convexe (Pk) alors :

xk+1 ∈ argmin {g(x)− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)}

c’est la même chose pour trouver que :

yk ∈ argmin {h∗(y)− g∗(y); y ∈ ∂h (xk)}

donc, la preuve est complète. ¥
Lemme 2.1 : Les deux problèmes précédents sont équivalents aux problèmes suivants

(respectivement) :

xk+1 ∈ argmin {hx, yki− h(x);x ∈ ∂g∗ (yk)} (2.27 )

yk ∈ argmin
©­
xk, y

®
− g∗(y); y ∈ ∂h (xk)

ª
(2.28 )

2.2.2 L’existence et bornitude des suites générée par (DCA) :

(DCA) sera bien définie si on peut construire les suites (xk)k et (yk)k à partir d’un

point arbitraire x◦ ∈ X, donc on peut poser le lemme suivant :

Lemme 2.2 :[12, 10] Les relations suivantes sont équivalentes :

(1) Les suites (xk)k et (yk)k sont bien définies.
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(2)

dom(∂g) ⊂ dom(∂h) et dom(∂h∗) ⊂ dom(∂g∗) (2.29 )

Preuve : Supposons que les suites (xk)k et (yk)k sont bien définies, alors (DCA) est

bâti (bien définie), donc, les deux problèmes (Pk) et (Dk) sont bien posées si et seulement

si :

dom(∂g) ⊂ dom(∂h) et dom(∂h∗) ⊂ dom(∂g∗)

alors, la preuve est complète. ¥

Les conditions pour les quelles les suites générées par (DCA) sont bornées, sont résu-

mées dans la proposition suivante :

Proposition 2.5 :[12, 10]

(1) Si (g − h) est une fonction coercive alors, la suite (xk)k est bornée, et si on a :

(xk)k ⊂ int(dom(h)) (2.30 )

alors, la suite (yk)k est aussi bornée.

(2) Si (h∗ − g∗) est coercive alors, la suite (yk)k est bornée, et si on a :

(yk)k ⊂ int(dom(g∗)) (2.31 )

alors, la suite (xk)k est aussi bornée.

Le théorème suivant établit la convergence de (DCA) simplifier, mais on a besoins de

la définition suivante :

Définition 2.6 :[15]

Soit la fonction fortement convexe f : X −→ R, le nombre ρ définie par :

ρ (f,C) = sup
n
ρ ≥ 0 : f −

³ρ
2

´
k.k2 est convexe sur C

o
(2.32 )
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est appelée le module de la convexité forte de la fonction f sur C, et on le note par :

ρ (f, C) ou {ρ (f) si C = X}

Lemme 2.1 :[15] On dit qu’une fonction f : X −→ R est fortement convexe sur

C ⊆ Rn si ρ (f,C) > 0.

Théorème 2.4 :[15]

Soient :

f = f1 − f2, dxk = xk+1 − xk et dyk = yk+1 − yk

alors, on a :

(1) Soit {ρi et ρ∗i ; i = 1, 2} des nombres réels non négatives telle que :

0 ≤ ρi ≤ ρ (fi) ; et 0 ≤ ρ∗i ≤ ρ (f∗i ) ; i = 1, 2

où :

ρi = 0 si ρ (fi) = 0

ρ∗i = 0 si ρ (f∗i ) = 0

(2) Si les deux suites (xk)k et (yk)k sont bien définies alors, on a :

(f1 − f2)(xk+1) ≤ (f∗2 − f∗1 )(yk)− δ1 ≤ (f1 − f2)(xk)− δ2 (2.33 )

avec :

δ1 = max

½
ρ2
2
kdxkk2 ,

ρ∗2
2
kdykk2

¾
δ2 = max

½
ρ1 + ρ2
2

kdxkk2 ,
ρ∗1
2
kdyk−1k2 +

ρ2
2
kdxkk2 ,

ρ∗1
2
kdyk−1k2 +

ρ∗2
2
kdykk2

¾

(3) On a :

(f1 − f2)(xk+1) = (f1 − f2)(xk) (2.34 )
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si et seulement si :

xk ∈ ∂f∗1 (yk), yk ∈ ∂f2(xk+1) et (ρ1 + ρ2) dxk = ρ∗1dyk−1 = ρ∗2dyk = 0

et dans ce cas on a :

(a) (f1 − f2)(xk+1) = (f
∗
2 − f∗1 )(yk).

(b) {xk, xk+1} sont des points critiques pour la fonction (f1 − f2) avec :

yk ∈ (∂f1(xk) ∩ ∂f2(xk)) ∩ (∂g(xk+1) ∩ ∂h(xk+1)) (2.35 )

(c) yk est un point critique pour la fonction (f∗2 − f∗1 ) et on a :

[xk, xk+1] ⊂ (∂f∗1 (yk) ∩ ∂f∗2 (yk)) (2.36 )

(d) On a :

xk+1 = xk si ρ(f1) + ρ(f2) > 0

yk = yk−1 si ρ(f∗1 ) > 0

yk = yk+1 si ρ(f∗2 ) > 0

(4) Si α est finie alors les suites décroissantes {(f1 − f2)(xk)}k et {(f∗2 − f∗1 )(yk)}k sont

convergentes et ont la même limite β ≥ α, c’est à dire que :

lim
k−→+∞

(f1 − f2) (xk) = lim
k−→+∞

(f∗2 − f∗1 ) (yk) = β (2.37 )

d’autre part on a :

si ρ(f1) + ρ(f2) > 0, alors lim
k−→+∞

{xk+1 − xk} = 0 (2.38)

et si ρ(f∗1 ) + ρ(f∗2 ) > 0, alors lim
k−→+∞

{yk+1 − yk} = 0 (2.1)
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au plus de ça, on a :

lim
k−→+∞

{f1(xk) + f∗1 (yk)− hxk, yki} = 0 (2.39)

et lim
k−→+∞

{f2(xk+1) + f∗2 (yk)− hxk+1, yki} = 0 (2.2)

(5) Si α est finie et si les suites (xk)k et (yk)k sont bornées alors pour toute valeur

d’adhérence x∗de (xk)k (resp y∗ de (yk)k ) il existe une valeur d’adhérence y∗ de

(yk)k (resp x∗de (xk)k ) telle que :

y∗ ∈ (∂f1(x∗) ∩ ∂f2(x∗)) et x∗ ∈ (∂f∗1 (y∗) ∩ ∂f∗2 (y∗)) (2.40 )

avec :

f∗2 (y∗)− f∗1 (y∗) = f1(x∗)− f2(x∗) = β

2.2.3 Comment redémarrer (DCA) pour obtenir : x∗ ∈ ∂f2 (x
∗) ⊂

∂f1 (x
∗) ?

Si le (DCA) simplifier se termine à un point x∗ pour le quelle :

∂f2 (x
∗) " ∂f1 (x

∗)

alors, on peut réduire la valeur de la fonction objectif, en le redémarrant à partir d’un

point initial x◦ = x∗ avec :

y◦ ∈ ∂f2 (x
◦) telle que y◦ /∈ ∂f1(x

◦)

en fait comme :

f1(ex) + f∗1 (y
◦) = hex, x◦i ≤ f2 (ex)− f2 (x

◦) + hx◦, y◦i

et :

hx◦, y◦i < f1 (x
◦) + f∗1 (y

◦)
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parce que y◦ /∈ ∂f1 (x
◦), et on a :

f1 (ex) + f∗1 (y
◦) < f2 (ex)− f2(x

◦) + f1(x
◦) + f∗1 (y

◦)

alors :

f1 (ex)− f2 (ex) < f1(x
◦)− f2(x

◦)

si :

∂f2 (ex) /∈ ∂f1 (ex)
on commençant par un nouveau point arbitraire x◦ = ex et on continue le travail de la
même manière.

2.2.4 L’application de la méthode pour les problèmes quadra-

tiques :

Le problème quadratique est sous la forme suivante :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx+ bTx

Bx ≤ c;x ≥ 0
(PQ)

où : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Q Une matrice symétrique

B Une matrice symétrique

c, b, x ∈ Rn

Notons que se problème peut être s’écrire comme suit :

½
α = inf

x∈Rn

½
1

2
xTQx+ bTx+ χE (x)

¾

où :

E = {x ∈ Rn; Bx ≤ c; x ≥ 0}
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avec :

χE (x) =

⎧⎨⎩ 0 si x ∈ E

+∞ ailleurs

donc ; la décomposition DC de se problème est donnée par :

f(x) =
1

2
xTQx+ bTx+ χE (x) = f1(x)− f2(x) (2.41 )

avec :

f1(x) =
1

2
xTQx+ bTx+ χE (x) +

1

2
ρxTx

f2(x) =
1

2
ρxTx

c’est à dire que :

f1(x) =
1

2
xT (Q+ ρI)x+ bTx+ χE (x)

f2(x) =
1

2
ρxTx

avec, ρ est un nombre réel positif ; pour le quelle la matrice (Q+ ρI) est définie positive

ou bien semi définie positive.

L’algorithme DC forme simplifier :

Pour chaque itération k, xk est une solution du problème convexe (Pk-1) donné par :

αk = inf {f (x) = f1(x)− f2(x);x ∈ ∂f∗1 (yk−1); et yk ∈ ∂f2(xk)} (Pk-1)

pour notre problème on obtient :

yk ∈ ∂f2(xk) =⇒ (yk = ρxk) (2.42 )
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et xk+1 est la solution du problème suivant :⎧⎨⎩ inf {f(x) = f1(x)− f2(x)}

x ∈ ∂f∗1 (yk−1)

où :

inf {f1(x)− f2(x)} = inf

½
1

2
xT (Q+ ρI)x+ bTx+ χE (x)−

1

2
ρxTx

¾
= inf

½
1

2
xT (Q+ ρI)x+ xT

µ
b− 1

2
ρx

¶
+ χE (x)

¾
= inf

½
1

2
xT (Q+ ρI)x+ xT

µ
b− 1

2
yk

¶
+ χE (x)

¾

donc le problème DC est définie par :

inf
x∈∂f∗1 (yk−1)

½
1

2
xT (Q+ ρI)x+ xT

µ
b− 1

2
yk

¶
+ χE (x)

¾
(Pdc)

Remarque 2.10 : La décomposition DC associer au problème (Pk-1) n’est pas

unique.

En effet, prend par exemple la décomposition suivante :

f1(x) =
1

2
ρ kxk2 + bTx+ χE (x)

f2(x) =
1

2
xT (ρI −Q)x

où ρ est un nombre réel positif pour le quelle la matrice (ρI −Q) sera définie positive,

et on écrit :

(ρI −Q) ≥ 0

Lemme 2.2 : Les deux fonctions f1 (x) et f2 (x) sont des fonctions convexes, sci et

propres, alors on peut écrire :

f2(x), f1(x) ∈ Γ◦ (Rn)

D’après le lemme préçédent on peut interpréter l’algorithmeDC simplifier au ce problème
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comme suit :

soit :

x◦ ∈ Rn ≡ X, k ≥ 0, yk = (ρI −Q)xk (2.43 )

et xk+1 est la solution du problème :

min
x∈Rn

½
1

2
ρ kxk2 + bTx+ χE (x)−

1

2
xT (ρI −Q)x

¾

qu’est équivalent à :

min
x∈Rn

½
1

2
ρ kxk2 + xT (b− yk) + χE (x)

¾
ce dernier problème est équivalent à :⎧⎨⎩ min

°°°x− ³yk−b
ρ

´°°°2
x ∈ E

(Pproj)

qu’est un problème du projection sur l’ensemble :

E = {x ∈ Rn;Bx ≤ c}

d’autre façons, on dit que :

xk+1 est la projection de
³
yk−b
ρ

´
sur E, et on écrit :

xk+1 = PE

µ
yk − b

ρ

¶
avec yk = (ρI −Q)xk (2.44 )

donc :

xk+1 = PE

µ
((ρI −Q)xk − b)

ρ

¶
dans un forme plus simple :

xk+1 = PE

µ
xk −

(Qxk + b)

ρ

¶
(2.45 )
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alors, xk+1 est la solution de le problème convexe suivant :°°°°xk+1 −µxk − (Qxk + b)

ρ

¶°°°° = miny∈E

°°°°y −µxk − (Qxk + b)

ρ

¶°°°°
on peut le donné sous la forme suivante :

kxk+1 − zk = min
y∈E

ky − zk

où :

z =

µ
xk −

(Qxk + b)

ρ

¶
ce problème est équivalent à :

1

2
kxk+1 − zk2 = min

y∈E

1

2
ky − zk2

= min
y∈E

µ
1

2
hIy, yi− hy, zi+ kzk2

¶

d’où l’algorithme DC simplifier sera donnée par :

Algorithme :

Initialisation : k = 0, x0 ∈ Rn ;

Itération k :

(1) Si :
³
xk − (Qxk+b)

ρ

´
∈ E alors ;

xk+1 = xk − (Qxk+b)
ρ

sinon :

xk+1 = PE

³
xk − (Qxk+b)

ρ

´
.

(2) Si : kxk+1 − xkk ≤ ε; stop ;

sinon k ←− k + 1.
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Chapitre 3

La méthode de La transformation

dual canonique (TDC) :

Dans ce chapitre, on présente une méthode de recherche globale appelée la méthode

de la transformation duale canonique (TDC).

TDC nous peut transformer le problème d’optimisation quadratique non convexe

avec des contraintes linéaires à un système algébrique facile pour résoudre, au plus de

ça, on peut former un problème dual canonique qui présente le problème dual parfait du

problème primal dans le sens que sont admet le même ensemble des points de KKT.

On va démontrer que les solutions extrêmes locaux et globaux peut être définit par

le triality theory, et on a donner aussi quelle que résultat expriment la relation entre le

problème primal et le problème dual.

Finalement, des exemples seront étudier dans la fin de chapitre.
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3.1 La transformation duale canonique dans le cas

général :

Soit le problème quadratique non convexe suivant :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx− dTx

Bx ≤ c;x ≥ 0
(PQN)

où Q une matrice indéfinie ;

B une matrice appartienne à Rn+m.

3.1.1 L’idée fondamentale de cette méthode :

Il consiste au choisir un opérateur :

y = Λ (x) : Rn −→ Rm

pour le qu’elle la fonction f (x) peut être écrit sous la forme canonique suivante :

Φ (x,Λ (x)) = f(x) avec Φ(x, y) : Rn ×Rm −→ R (3.1 )

et définie une fonction canonique en chaque variable x et y.

Définition 3.1 :[5] Soit la fonction :

W (y) : Rm −→ R

on dira queW (y) est canonique sur Rm si la relation suivante y∗ = DW (y) est inversible

(one—to—one) pour tout y ∈ Rm.

3.1.2 Description de la méthode :

On a besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2 :[5] La conjuguée de Legendre du la fonction canonique W (y) sera
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définie uniquement par :

W
∗
(y) = sup

y∈Rm

©
hy∗, yi−W (y) : y∗ = DW (y)

ª
(3.2)

= sup
y∈Rm

©
yTy∗ −W (y) : y∗ = DW (y)

ª
Sachons que la fonction Φ (x,Λ (x)) peut être écrit sous la forme :

Φ(x, y) =W (y)−z(y) (3.3 )

où :

W : Rm −→ R,z : Rn −→ R

sont des fonctions canoniques sur Rm et Rn respectivement, donc, on peut déduire la

définition suivante :

Définition 3.3 :[5] On définie la fonction suivante :

E (x, y∗) =
³
(Λ (x))T y∗ −W

∗
(y∗)−z (x)

´
(3.4 )

qu’est bien définie de Rn × Rm vers R.

Définition 3.4 :[5] Avec l’utilisation de la transformation duale Λ−canonique on

définie :

z∧ (y∗) =
n
(Λ (x))T y∗ −z (x) : ΛT

t (x)y
∗ −Dz (x) = 0

o
(3.5 )

où :

Λt(x) = DΛ(x)

présente la dérivée de Gâteaux de l’opérateur Λ (x) .

Définition 3.5 :[5] La fonction duale canonique de la fonction non convexe f (x)

peut être bien définie par :

fd(y∗) = z∧ (y∗)−W
∗
(y∗) (3.6 )

La proposition suivante nous donnera la condition pour identifier la valeur optimale
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duale et la valeur optimale primale ; “there is no duality gap between the primal problem

and the dual one”.

Proposition 3.1 :[5] Si le point (x∗, y∗) est un point critique de la fonction E(x, y)

alors la relation suivante sera satisfaite :

fd(y∗) = f (x∗) (3.7 )

Sachons que, la transformation duale canonique a été étudier par “Gao” et “Strang”

dans les mécaniques non convexes et non de classe C∞, cette étude est pour :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f(x) : Une fonction quadratique

W (y) : Une fonction convexe

z (x) : Une fonction linéaire

3.1.3 Exemple :

Posons :

f(x) =
1

2

µ
1

2
|x|2 − 1

¶2
− dTx

W (x) =
1

2

µ
1

2
|x|2 − 1

¶2
z (x) = dTx

donc :

x∗ = DW (x) =

µ
1

2
|x|2 − 1

¶
(|x|D |x|)
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Cette relation n’est pas inversible (one-to-one), alors, il faut étudier la conjuguée de

“Legendre” de la fonction W (x) . Alors, par définition on a :

W
∗
(x∗) = sup

x

©
xTx∗ −W (x)

ª
= sup

x

(
xTx∗ − 1

2

µ
1

2
|x|2 − 1

¶2)

Qui n’est pas unique, donc on peut pas définie la fonction duale canonique fd(x∗) de f(x)

par la fonction W
∗
(x∗), alors il faut trouver l’opérateur :

y = Λ(x) : Rn −→ Rm

pour le quelle la fonction f(x) peut s’écrire sous la forme canonique :

f(x) = Φ (x,Λ (x))

Si on prend :

y =
1

2
|x|2

on trouve que :

W (y) =
1

2
(y − 1)2

Pui présente une forme quadratique canonique de :

y = Λ (x) =
1

2
|x|2

D’autre part, on a :

W (y) =W (Λ (x)) =W (x)

et :

DW (y) = y − 1
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La dernière équation est inversible, alors on peut définir la fonction duale fd (y∗) par la

conjuguée de Legendre de la fonction W (y) qui définie par :

W
∗
(y∗) = sup

y

n
yTy∗ −W (y) / y∗ = DW (y) = y − 1

o
= sup

y

½
yTy∗ − 1

2
(y − 1)2 / y∗ = y − 1

¾
= sup

y

½
(y∗ + 1)T y∗ − 1

2
(y∗ + 1− 1)2

¾
= sup

y

½
(y∗)T y∗ + y∗ − 1

2
(y∗)2

¾
= sup

y

½
1

2
(y∗)2 + y∗

¾
: y∗ = y − 1

On peut poser :

W
∗
(y∗) =

1

2
(y∗)2 + y∗

Il reste de trouver la forme de la fonction linéaire z
∧
(y∗), alors on a :

z (y) = dTy

Donc :

z
∧
(y∗) =

n
yTy∗ −z (y) / y = Λ (x) ,ΛT

t (x) y
∗ −Dz (x) = 0

o
=

n
(Λ (x))T y∗ −z (Λ (x)) / y = Λ (x) ,ΛT

t (x) y
∗ −Dz (x) = 0

o
mais on a :

z (Λ (x)) = z (x) = dTx

alors, on trouve que :

z
∧
(y∗) =

n
(Λ (x))T y∗ − dTx / ΛT

t (x) y
∗ −Dz (x) = 0

o
=

½
1

2
|x|2 y∗ − dTx / ΛT

t (x) y
∗ − d = 0

¾
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Finalement, on définie la fonction duale canonique de la fonction non convexe optimiser

comme suit :

fd (y∗) = z
∧
(y∗)−W

∗
(y∗)

=
1

2
|x|2 y∗ − dTx− 1

2
(y∗)2 + y∗ / y∗ = y − 1

Le problème qui se pose içi est donné par :⎧⎨⎩ max fd (y∗) = 1
2
|x|2 y∗ − dTx− 1

2
(y∗)2 + y∗

y∗ = y − 1

avec y = 1
2
|x|2 on peut écrire :

⎧⎨⎩ max fd (y∗) = yTy∗ − dTx− 1
2
(y∗)2 + y∗

y∗ = y − 1

qui devient : ⎧⎨⎩ max fd (y∗) = (y∗ + 1)T y∗ − dTx− 1
2
(y∗)2 + y∗

y = y∗ + 1
(PDC )

Remarque 3.1 : Remarquons que la forme duale est plus simple que la forme originale

de f (x).

3.2 L’application de la méthode pour les problèmes

quadratiques non convexes :

Soit le problème définie plus haut par :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx− dTx

Bx ≤ c, x ≥ 0
(PQN)

Où B,Q sont deux matrices symétriques ;

c, d, x ∈ Rn;
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Alors :

comment on applique la méthode de la transformation duale canonique

au se type de problèmes ?.

Pour résoudre le problème quadratique non convexe (PQN) avec l’utilisation de cette

méthode (TDC), il faut ajoutée la condition suivante :

|x|2 ≤ 2μ (3.8 )

qu’est appelée la condition de normalité où μ > 0 est un paramètre donné.

Remarque 3.1 : La condition préçédente est très importante, parce qu’elle nous

garante l’existence de la solution globale.

On peut alors définir le problème paramétrique suivant :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx− dTx

Bx ≤ c, x ≥ 0, 1
2
|x|2 ≤ μ

qui peut transformer à : ⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx− dTx

Bx ≤ c, 1
2
|x|2 ≤ μ

(Pμ)

où :

B =
n
B, {−1,−1, · · · ,−1}
←−−−−−−−−−−−→

∈ Rn
o
, c = (c, 0) (3.9 )

Définition 3.5 : L’espace réalisable de (Pμ) où μ > 0, et on le note par (Xμ), sera

définie par :

(Xμ) =

½
x ∈ Rn / Bx ≤ c,

1

2
|x|2 ≤ μ

¾
(3.10 )

Corollaire 3.1 :[5] L’espace réalisable de (Pμ) est un ensemble convexe fermé de

Rn.

La proposition suivante est une conséquence de cette corollaire.

Proposition 3.2 :[5] Le problème d’optimisation paramétrique (Pμ) admet au moins

un minimum global noté par x∗μ.
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La relation entre le problème original (PQN) et le problème paramétrique (Pμ) sera

bien expliquée par la proposition suivante :

Proposition 3.3 :[5] Soit
¡
μ◦ =

1
2
ρ2◦
¢
le rayon de l’espace réalisable (Xμ), si μ ≥ μ◦

alors x∗μ (la solution globale de (Pμ)) est une solution du le problème original (PQN).

Pour trouver la formulation duale canonique du problème paramétrique (Pμ) avec

(TDC), on utilise la procédure standard de même méthode, et dans se cas on a :

3.2.1 La structure de l’opérateur Λ (x) pour ce type des pro-

blèmes :

L’opérateur géométrique canonique Λ est définie par :

Λ : Rn −→ Rm ×R

On peut alors définir l’opérateur Λ (x) associée au (Pμ) par :

y = Λ (x) =

µ
Bx,

1

2
|x|2
¶
= (ε, ρ) (3.11 )

Remarque 3.2 : Remarquons que l’opérateur Λ (x) est définie comme vecteur—valeur

application avec :

ε = Bx Est un vecteur de Rn

ρ =
1

2
|x|2 Est un scalaire de R

Et à cause de ça, on peut définir l’espace réalisable de (Pμ) sous une notre forme comme

suit :

Définition 3.6 :[5] L’espace réalisable de (Pμ) notée par (Ya) est un sous ensemble
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convexe de Y = Rm × R définie par :

(Ya) = {y = (ε, ρ) ∈ Rm × R / ε ≤ c, ρ ≤ μ} (3.12 )

3.2.2 La structure de la fonction W (y) :

Tous simplement, la fonction W (y) peut être définir comme étant la fonction indica-

trice de l’ensemble (Ya) définie par :

W (y) : Ya −→ R

W (y) =

⎧⎨⎩ 0 si y ∈ Ya

+∞ ailleurs
(3.13 )

Remarque 3.3 : La convexité de la fonction W (y) sera vérifiée par la convexité de la

fonction indicatrice ; puisque la fonction indicatrice est originalement convexe, et au plus

de ça, elle est semi continue inférieurement et propre sur l’ensemble (Ya).

D’après ces caractérisations, on peut définir :

Définition 3.7 : L’opérateur dual :

y∗ ∈ Y ∗ = Y = Rm ×R

Est définie par :

y∗ ∈ ∂W (y) =

⎧⎨⎩ (ε∗, ρ∗) si ε∗ ≥ 0, ρ∗ ≥ 0

φ ailleurs
(3.14 )

3.2.3 La structure de W
#
(y∗) :

Par hypothèse, la matrice Q est indéfinie, alors, au lieu du définir la fonction W
∗
(y)

la conjuguée de Legendre de la fonction W (y), il suffit d’utiliser la transformation de

Fenchel-Rockafllar qu’est notée par W
#
(y∗), elle est appellée aussi la conjuguée cano-

nique.
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La définition sera donnée par :

W
#
(y∗) = sup

y∈Y

©
hy∗, yi−W (y)

ª
(3.15)

= sup
ε≤c
sup
ρ≤μ

©
yTy∗ −W (y)

ª
; y ∈ Ya

= sup
ε≤c
sup
ρ≤μ

n
(ε, ρ)T (ε∗, ρ∗)−W (y) ; y ∈ Ya

o
= sup

ε≤c
sup
ρ≤μ

©
εTε∗ + ρTρ∗

ª
=

⎧⎨⎩ cTε∗ + μTρ∗ si ε∗ ≥ 0, ρ∗ ≥ 0

+∞ ailleurs

Définition 3.8 : Le domaine effectif de W
#
(y∗) est le cône positif dans Rm × R

définie par :

Y ∗a = dom(W
#
(y∗)) (3.16)

= (ε∗, ρ∗) ∈ Rm ×R; ε∗ ≥ 0, ρ∗ ≥ 0; où ε∗ ∈ Rm, ρ∗ ∈ R

Proposition 3.4 :[5] La relation suivante :

¡
y∗ ∈ ∂W (y)

¢
⇐⇒

³
y ∈ ∂W

#
(y∗)

´
⇐⇒

³
W (y) +W

#
(y∗) = yTy∗

´
(3.17 )

qu’est appelée la relation de sup-duality est bâti.

Preuve : Sachons queW (y) (la fonction indicatrice de l’ensemble Ya) est une fonction

convexe, semi continue inférieurement et propre alors, on peut écrire :

W (y) ∈ Γ◦ (Rn)

Donc ; d’après le théorème de Fenchel-Moran on aW
#
(y∗) est aussi une fonction propre,

Au plus de ça, on a :

y∗ ∈ ∂W (y) =⇒ y ∈ ∂W
#
(y∗)
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D’autre part, on a :

W (y) ∈ Γ◦ (Rm ×R)

Alors :

y ∈ ∂W
#
(y∗) =⇒ y∗ ∈ ∂W (y) (3.18 )

Donc, on peut écrire :

y∗ ∈ ∂W (y)⇐⇒ y ∈ ∂W
#
(y∗)

et on a aussi :

y ∈ ∂W
#
(y∗)⇐⇒W (y) +W

#
(y∗) = yTy∗ (3.19 )

Finalement, d’après (3.18 ) et (3.19 ) la preuve est complète. ¥
On peut continuer notre travail sur l’espace restreint (Ya × Y ∗a ).

Lemme 3.1 :[5] La relation de sup-duality préçédente est équivalent au condition

de (KKT) suivante :

Ya 3 y ⊥ y∗ ∈ Y ∗a (3.20 )

Remarque 3.3 :

(1) Le couple (y, y∗) est appelé le couple dual canonique mesuré sur l’espace (Ya × Y ∗a ).

(2) Les deux fonctions W (y) et W
#
(y∗) sont appelées les fonctions canoniques.

3.2.4 La structure de z∧ (y∗) :

Originalement, z (x) est présentée comme une fonction linéaire donc, pour écrire la

fonction optimiser f(x) sous la forme canonique Φ (x,Λ (x)) il suffit de prendre z (y)

sous la forme suivante :

On a :

Φ (x,Λ (x)) =W (y)−z (y) = f(x) (3.21 )

Donc, s’implique que :

f(x)−W (y) = −z (y)

où y ∈ Ya, donc :

−z (y) = f(x)

61



c’est à dire que :

z (y) = −f(x) (3.22 )

Alors, on peut définir la conjugué Λ-canonique z∧ (y∗) de la fonction canonique z (y)

où :

y∗ = (ε∗, ρ∗) ∈ Rm ×R

un paramètre donné, telle que la matrice (Q+ ρ∗I) est inversible, comme suit :

z∧ (y∗) = sup
y∈Ya

©
yTy∗ −z (y) / Dz (y) = ΛT

t (x) y
∗;x ∈ (Xμ)

ª
= sup

y∈Ya

n
(Λ (x))T y∗ −z (y) / Dz (y) = ΛT

t (x) y
∗;x ∈ (Xμ)

o
avec :

Λ (x) = y =

µ
Bx,

1

2
|x|2
¶
∈ Rm ×R

y∗ = (ε∗, ρ∗) ∈ Rm × R

Alors, on peut écrire :

z∧ (y∗) = sup
y∈Ya

n
(Λ (x))T y∗ −z (Λ (x)) / Dz (y) = ΛT

t (x) y
∗;x ∈ (Xμ)

o
= sup

y∈Ya

(µ
Bx,

1

2
|x|2
¶T

(ε∗, ρ∗)− dTx+
1

2
xTQx

)
/ z (Λ (x)) = z (x)

= sup
y∈Ya

½
xTBTε∗ +

1

2
|x|2 ρ∗ − dTx+

1

2
xTQx

¾
= sup

y∈Ya

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x+ xT

¡
BTε∗ − d

¢¾
= sup

y∈Ya

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x−

¡
d−BTε∗

¢T
x; x ∈ (Xμ)

¾

Et pour :

x = (Q+ ρ∗I)−1
¡
d−BTε∗

¢
∈ (Xμ) (3.23 )
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on trouve que :

z∧ (y∗) =
1

2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1 (Q+ ρ∗I) (Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
(3.24)

−
¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
=
−1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
donc, on a trouver la bonne forme canonique z∧ (y∗) de z (y).

3.2.5 La structure de la fonction dual canonique fd (y∗) :

On a déjà signaler que :

fd (y∗) = z
∧
(y∗)−W

∗
(y∗)

Donc, d’après les deux formes précédentes de z
∧
(y∗)etW

∗
(y∗) on peut trouver que :

fd (y∗) =
−1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
− cTε∗ − μρ∗; avec (ε∗, ρ∗) ∈ Rm ×R

(3.25 )

Proposition 3.5 :[5] Le problème dual canonique (Pd
μ) associer au problème para-

métrique (Pμ) peut être définie par :⎧⎨⎩ max fd (ε∗, ρ∗)

ε∗ ≥ 0, ρ∗ ≥ 0 et det (Q+ ρ∗I) 6= 0
(Pdμ)

On peut le représenter sous une notre forme comme suit :⎧⎨⎩ Ext fd (ε∗, ρ∗)

ε∗ ≥ 0, ρ∗ ≥ 0 et det (Q+ ρ∗I) 6= 0

où Ext f(x) est pour trouver tout les valeurs extrêmes de la fonction f (x) .

Preuve : voir(Gao, 2003). ¥

Le théorème suivante nous donnera l’équivalence entre le problème primal (paramé-
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trique) (Pμ) et le problème dual canonique (Pd
μ) dans le sens que Sont admet le même

ensemble des points du (KKT).

Théorème 3.1 :[5] Le problème dual (Pd
μ) est un problème canonique de (Pμ) dans

le sens que si :

y∗ = (ε∗, ρ∗) ∈ Y ∗μ

est un point de (KKT) de (Pd
μ) alors, le vecteur qui définie par :

x = (Q+ ρ∗I)
−1 ¡

d−BTε∗
¢

est un point de (KKT) de (Pμ), et on a aussi :

f(x) = fd(y∗)

Preuve : Supposons que :

y∗ = (ε∗, ρ∗) ∈ Y ∗μ

est un point de (KKT) de (Pd
μ) alors, il satisfait les conditions suivantes :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)

−2 ¡
d−BTε∗

¢
− μ ≤ 0 (3.26 )

qui présente la dérivé d’ordre (1) de fd(y∗) par rapport à ρ∗en y∗ = (ε∗, ρ∗).

0 ≤ ε∗ ⊥ B
¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)

−1 − c ≤ 0 (3.27 )

qui présente la dérivé d’ordre (1) de fd(y∗) par rapport à ε∗ en y∗ = (ε∗, ρ∗) , donc, si on

prend :

x = (Q+ ρ∗I)
−1 ¡

d−BTε∗
¢

alors, les conditions précédentes devient :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
xTx− μ ≤ 0

0 ≤ ε∗ ⊥ Bx− c ≤ 0
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qui bien dite que le point :

x = (Q+ ρ∗I)
−1 ¡

d−BTε∗
¢

est un point de (KKT) pour le problème paramétrique (Pμ).

D’un autre côté, les conditions précédentes peut s’écrire comme suit :

ρ∗μ =
1

2
ρ∗xTx (3.28)

ε∗c = ε∗Bx

donc :

fd(y∗) = fd (ε∗, ρ∗)

=
−1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)

−1 ¡
d−BTε∗

¢
− cTε∗ − μρ∗

=
−1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)

−1
(Q+ ρ∗I) (Q+ ρ∗I)

−1 ¡
d−BTε∗

¢
− cTε∗ − μρ∗

=
−1
2
xT (Q+ ρ∗I)x− 1

2
ρ∗xTx− xTBT ε∗

=
−1
2
xT (Q+ ρ∗I)x− 1

2
ρ∗xTx+ xT

¡
d−BTε∗ − d

¢
=
−1
2
xT (Q+ ρ∗I)x− 1

2
ρ∗xTx+ xT (Q+ ρ∗I) (Q+ ρ∗I)

−1 ¡
d−BTε∗

¢
− xTd

=
−1
2
xT (Q+ ρ∗I)x− 1

2
ρ∗xTx+ xT (Q+ ρ∗I)x− xTd

=
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x− 1

2
ρ∗xTx− dTx

=
1

2
xTQx− dTx

= f(x)

¥
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3.3 Les conditions extrêmes des points de (KKT) :

Pour bien traiter les conditions extrêmes de (KKT) on a besoin des définitions sui-

vantes :

Définition 3.8 : Soit Q ∈ Rn×n une matrice symétrique, on note par id ; l’indice de

Q, qu’est le nombre total des valeurs propres négatives distincts de la matrice Q.

Remrque 3.2 : On peut déduire que le problème quadratique est un problème non

convexe si et seulement si :

id > 0

Lemme 3.2 :[5] Soit : ¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
∈ Rm ×R

un point de (KKT) pour le problème (Pd
μ) et soit Q une matrice, avec l’indice id, admet

p ≤ n valeurs propres distincts {qi}i=1,p dans l’ordre suivant :

q1 < q2 < · · · < qid < 0 ≤ qid+1 < · · · < qp

donc, si :

qid+1 = qid+2 = · · · = qp = 0

et le point de (KKT) ρ∗i < −qid; alors on a :

ρ∗i < −qid < · · · < −q1 avec − q1 > −q2 > · · · > −qid > 0

et la matrice
¡
Q+ ρ∗II

¢
sera définie négative, d’autre part ; si :

ρ∗i > −q1 > 0

alors, la matrice
¡
Q+ ρ∗II

¢
sera définie positive.

D’après le lemme précédent on peut poser la définition suivante :
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Définition 3.9 :[5] On va définie les ensembles suivants :

Y ∗μ+ =
©
(ε∗, ρ∗) ∈ Y ∗μ ; telle que (Q+ ρ∗I) est définie positive

ª
Y ∗μ− =

©
(ε∗, ρ∗) ∈ Y ∗μ ; telle que (Q+ ρ∗I) est définie négative

ª
Y ∗μi =

©
(ε∗, ρ∗) ∈ Y ∗μ− ; telle que ρ

∗ > 0
ª

Xμs =

½
x ∈ Xμ; telle que

1

2
|x|2 = μ

¾

Définition 3.10 :[18] Le lagrangien classique L : Rn × Rm
+ −→ R associer au pro-

blème primal (P) est donné par :

L (x, v) =
1

2
xTQx− dTx+ vT (Bx− b) (3.29 )

Dans le cas où la matrice Q est inversible, la fonction optimiser f (x) est dite fonction

canonique, donc, pour chaque vecteur ev ∈ Rm
+ on peut définir la fonction duale canonique

fdv (ev) avec l’utilisation de la transformation duale canonique comme suit :
fdv (ev) = max

x∈Rn
L (x, ev) (3.30)

= max
x∈Rn

µ
1

2
xTQx− dTx+ evT (Bx− b)

¶
= Ext

x∈Rn

µ
−1
2

¡
d−BTev¢T ¡Q−1¢ ¡d−BTev¢− bTev¶

où cette fonction est bien définie sur Rm
+ .

On peut alors définir le problème dual sous la forme suivante :⎧⎨⎩ Ext fdv (ev)ev ≥ 0
ou sous la forme :⎧⎪⎨⎪⎩ Ext

µ
Ext
x∈Rn

³
−1
2

¡
d−BTev¢T (Q−1) ¡d−BTev¢− bTev´¶

ev ≥ 0 (pdv)
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Il y a une relation très forte entre les deux problèmes (P) et (Pd
v) sera expliquée dans

le lemme suivant :

Lemme 3.3 : Le problème primal (P) et le problème dual (Pd
v) chaque un présente

le problème dual canonique de l’autre, dans le sens que sont admet le même ensemble

des points de (KKT) notées par (x, v), et on a aussi :

fdv (v) = L (x, v) = f (x)

On peut résumer les conditions extrêmes dans le théorème suivant :

Théorème 3.2 :[5] Soit Q une matrice avec l’indice id > 0 admet {qi}i=1,p valeurs

propres distincts dans l’ordre suivant :

q1 < q2 < · · · < qid < 0 ≤ qid+1 < · · · < qp telle que p ≤ n

et soit
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un point de (KKT) pour le problème dual (Pd

μ) pour un paramètre

μ > 0, et posons aussi :

xi =
¡
Q+ ρ∗i I

¢−1 ¡
d−BTε∗i

¢
donc, on a :

(1) Si ρ∗i > −q1 alors, le vecteur
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un maximum de fd (y∗) sur Y ∗μ+si et

seulement si le vecteur xi est un minimum de f (x) sur Xμs, et on a aussi :

f (xi) = min
x∈XμS

f (x) = max
(ε∗i ,ρ∗i )∈Y ∗μ+

fd (ε∗i , ρ
∗
i ) = fd

¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
(3.31 )

(2) Si 0 ≤ ρ∗i < −qid alors, le vecteur
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un maximum de fd (y∗) sur Y ∗μ− si et

seulement si xi est un maximum global de f (x) sur Xμ−, et on a aussi :

f (xi) = max
x∈XμS

f (x) = max
(ε∗i ,ρ∗i )∈Y ∗μ−

fd (ε∗i , ρ
∗
i ) = f

¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
(3.32 )

(3) Si 0 < ρ∗i < −qid alors, le point de(KKT)
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un minimum de fd (y∗) sur

Y ∗μi (l’ensemble ouverte) si et seulement si xi est un minimum de f (x) surXμs, et
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on a :

f (xi) = min
x∈XμS

f (x) = min
(ε∗i ,ρ∗i )∈Y ∗μi

fd (ε∗i , ρ
∗
i ) = fd

¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
(3.33 )

Pour bien démontrer Le théorème presque précédent, il faut utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.4 :[18] Supposons que le vecteur (x, v) est un point de (KKT) pour le

problème de la programmation quadratique original, alors on a :

(1) Si la matrice Q est définie positive alors, le théorème de saddle min-max est donné

par :

min
x∈Xf

max
v≥0

L (x, v) = L (x, v) = max
v≥0

min
x∈Rn

L (x, v) (3.34 )

(2) Si la matrice Q est définie négative alors, le théorème de sup-maximum prend la

forme :

max
x∈Xf

max
v≥0

L (x, v) = L (x, v) = max
v≥0

max
x∈Rn

L (x, v) (3.35 )

d’autre part, le théorème de sup-minimum est donné par :

min
x∈Xf

max
v≥0

L (x, v) = L (x, v) = min
v≥0

max
x∈Rn

L (x, v) (3.36 )

On peut alors démontrer le théorème (3.2).

Preuve : D’après le théorème préçédent, on a déjà vue que le vecteur :

y∗i =
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
∈ Y ∗μ

est un point de (KKT) pour le problème (Pd
μ) si et seulement si le vecteur :

xi =
¡
Q+ ρ∗i I

¢−1 ¡
d−BTε∗i

¢
est un point de (KKT) pour le problème paramétrique (Pμ) et :

f (xi) = L
¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
= fd

¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= E

¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
(3.37 )
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où E
¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
est la fonction de complementarité total associée au problème (Pμ), cette

fonction est définie par :

E
¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
=
1

2
xi

T
¡
Q+ ρ∗i I

¢
xi −W

# ¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
+ (Bxi)

T ε∗i − xi
Td

En effet, on a :

E
¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
=

1

2
xi

TQxi +
1

2
ρ∗ixi

Txi − cTε∗i − μρ∗i + (Bxi)
T ε∗i − xi

Td

=
1

2
xi

TQxi − dTxi

= f(xi) = L
¡
xi, ε∗i , ρ

∗
i

¢
donc :

(1) Si ρ∗i > −q1 alors la matrice (Q+ ρ∗i I) sera définie positive, d’autre part, la fonction

duale canonique fd (ε∗i , ρ
∗
i ) est donnée par :

fd (ε∗i , ρ
∗
i ) =

−1
2

¡
d−BTε∗i

¢T
(Q+ ρ∗i I)

−1 ¡d−BTε∗i
¢
− cTε∗i − μρ∗i

= E (xi, ε
∗
i , ρ

∗
i )

Cette fonction est concave en chaque composante
©
ε∗i : i = 1,m

ª
, ρ∗i ∈ R, et à cause

de ça, on peut dire que la fonction Lagrangien est convexe en x ∈ Rn, par contre,
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elle est concave en chaque composante ε∗, ρ∗, donc, on a :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= max

(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μ+
fd (ε∗, ρ∗)

= max
(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μ+

min
x∈Rn

E (x, ε∗, ρ∗)

= max
ρ∗>−q1

max
ε∗≥0

min
x∈Rn

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x+ (Bx− c)T ε∗ − μρ∗ − xTd

¾
= max

ρ∗>−q1
min
x∈Rn

max
ε∗≥0

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x+ (Bx− c)T ε∗ − μρ∗ − xTd

¾
= max

ρ∗>−q1
min
x∈Rn

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x− μρ∗ − dTx

¾
tq Bx ≤ c

= max
ρ∗>−q1

min
x∈Rn

½
1

2
xTQx+

1

2
ρ∗xTx− μρ∗ − dTx

¾
= min

x∈Rn

½
f(x) + max

ρ∗>−q1

½
1

2
ρ∗xTx− μρ∗

¾¾

Le problème suivant :

max
ρ∗>−q1

½
1

2
ρ∗xTx− μρ∗

¾
est un problème linéaire, admet une solution dans l’intervalle ouvert ]−q1,+∞[ si

et seulement si on a la condition de (KKT) suivante :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
xTx− μ ≤ 0

qui implique que :
1

2
xTx = μ

on peut alors écrire que :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= min

x∈Rn

½
f(x) + max

ρ∗Â−q1

½
1

2
ρ∗xTx− μρ∗

¾¾
= min

x∈Rn
f(x)

et d’après le théorème précédent, on trouve que :

f (xi) = fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
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alors, on peut écrire :

f (xi) = min
x∈Rn

f(x) = max
(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μ+

fd (ε∗, ρ∗) = fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
(2) Si :

0 ≤ ρ∗i < −qid

la matrice
¡
Q+ ρ∗i I

¢
est définie négative, et à cause de ça, la fonction Lagrangien

E (xi, ε
∗
i , ρ

∗
i ) est concave en x ∈ Rn, et concave en :

ε∗i ∈ Rm
+ , et ρ

∗
i ∈ [0,−qid)

donc, si
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un maximum global de la fonction fd (ε∗i , ρ

∗
i ) sur Y

∗
μ− alors,

d’après le théorème de sup-duality de Lagrange, et le lemme (?) on a :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= max

(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μ−
fd (ε∗, ρ∗)

= max
ρ∗∈[0,−q1)

max
ε∗≥0

max
x∈Rn

E (x, ε∗, ρ∗)

= max
ρ∗∈[0,−q1)

max
x∈Rn

max
ε∗≥0

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x+ (Bx− c)T ε∗ − μρ∗ − dTx

¾
= max

ρ∗∈[0,−q1)
max
x∈Rn

½
1

2
xTQx+

1

2
ρ∗xTx− μρ∗ − dTx

¾
tq Bx ≤ c

= max
x∈Rn

½
f(x) + max

ρ∗∈[0,−q1)

½
ρ∗
µ
1

2
xTx− μ

¶¾¾
= max

x∈Xμ

{f(x)} telle que 1
2
xTx ≤ μ

Le problème suivant :

max
ρ∗∈[0,−q1)

½
ρ∗
µ
1

2
xTx− μ

¶¾
admet une solution si et seulement si

¡
1
2
xTx ≤ μ

¢
, parce que le domaine [0,−q1)

est bornée inférieurement, et pour cette solution on a :

max
ρ∗∈[0,−q1)

½
ρ∗
µ
1

2
xTx− μ

¶¾
= 0
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D’autre part, on a :

f(xi) = E (xi, ε
∗
i , ρ

∗
i ) = fd

¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
Alors, on écrit :

f(xi) = max
x∈Xμ

f(x) = max
(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μ−

fd (ε∗, ρ∗) = fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
(3) Si :

0 < ρ∗i < −qid et
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
est un minimum global de la fonction fd (y∗) sur Y ∗μi, alors, d’après le théorème de

sup-duality de Lagrange on a :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= min

(ε∗,ρ∗)∈Yμi
fd (ε∗, ρ∗)

= min
ε∗≥0

min
ρ∗∈(0,−qid)

max
x∈Rn

E (x, ε∗, ρ∗)

= min
ρ∗∈(0,−qid)

min
ε∗≥0

max
x∈Rn

E (x, ε∗, ρ∗)

= min
ρ∗∈(0,−qid)

min
x∈Rn

max
ε∗≥0

E (x, ε∗, ρ∗)

= min
ρ∗∈(0,−qid)

min
x∈Rn

max
ε∗≥0

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x+ (Bx− c)T ε∗ − μρ∗ − dTx

¾
= min

ρ∗∈(0,−qid)
min
x∈Rn

½
1

2
xT (Q+ ρ∗I)x− μρ∗ − dTx

¾
tq Bx ≤ c

= min
x∈Rn

½
f(x) + min

ρ∗∈(0,−qid)

½
ρ∗
µ
1

2
xTx− μ

¶¾¾
tq Bx ≤ c

Le problème de la minimisation linéaire suivant :

min
ρ∗∈(0,−qid)

½
ρ∗
µ
1

2
xTx− μ

¶¾

admet une solution sur le domaine ouvert (0,−qid) si et seulement si :

1

2
xTx = μ
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alors :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= min

x∈Rn
f(x)

= min
x∈Xμ

f(x)

d’autre part, et pour tout points de (KKT) associée au problème paramétrique

(Pμ),on a :

fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
= f(xi)

Et on a :

f (xi) = min
x∈Xμ

f(x) = min
(ε∗,ρ∗)∈Y ∗μi

fd (ε∗, ρ∗) = fd
¡
ε∗i , ρ

∗
i

¢
sachons que la concavité de la fonction Lagrangien en chaque composante ε∗et ρ∗ ne

signifie pas la concavité en (ε∗, ρ∗) comme un vecteur, donc, la preuve est complète.

¥

Remarque 3.3 : Remarquons que :

(1) Si xi les extremums de (Pμ) dans l’ensemble non convexe Xμs, alors la solution

duale :

ρ∗i > −q1 > 0

est un point intérieur du domaine réalisable dual Y ∗μ , parce que pour :

ρ∗i > −q1 > 0

La matrice
¡
Q+ ρ∗i I

¢
est définie positive, alors le problème dual (Pd

μ) est un pro-

blème du maximisation d’une fonction convexe, donc les solutions sont des points

intérieurs de Y ∗μ (i,e : le premier cas dans la démonstration de le théorème préçé-

dent).

(2) Dans le cas préçédent, les minimums primals xi ne sont pas toujours des points

critiques de la fonction objectif primale ; par contre, les solutions duaux ρ∗i sont

des points critiques pour la fonction objectif duale, cette résultat est vérifiée par
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l’équation :
1

2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)

−2 ¡
d−BTε∗

¢
= μ

Se dernier sera résout complètement par l’algorithme MATHEMATICA, et à cause

de ça, on dira que le problème primal appartient à l’ensemble des problèmes NP-

defficile.

(3) Le problème primal paramétrique (Pμ) est équivalent au problème original (P),

d’autre part, si l’ensemble réalisable (Xf) est bornée alors, on peut prendre le

paramètre μ = μ◦( le rayon de (Xf)) et à cause de ça, on écrit :

(Xf) = (Xμ)

Au plus de ça, le vecteur :

xi =
¡
Q+ ρ∗i I

¢−1 ¡
d−BT ε∗i

¢
le minimum de (Pμ) devient une solution (minimum) de problème original (P),

mais n’est pas nécessairement globale, parce que, le problème dual paramétrique

(Pd
μ) peut admet plusieurs points de (KKT)

©
ρ∗i
ª
.

(4) Si l’ensemble réalisable (Xf) n’est pas bornée, alors, le problème paramétrique (Pμ)

sera utilisée pour trouver les minimums globaux dans (Xf) qui n’appartiennent

pas à (Xμ) ; d’autre façons, si l’ensemble (Xf) n’est pas bornée alors, le problème

original (P) ne peut être existe, et d’un côté physique, le problème (P) ne peut être

bien définie (proposer).
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3.4 Exemples3.2 :

3.4.1 Exemple I :

Considérons le problème de la programmation quadratique sur un ensemble convexe

sous la forme suivante :⎧⎨⎩ min f (x1, x2) =
1
2
(q1x

2
1 + q2x

2
2)− d1x1 − d2x2

1
2
x1 + x2 ≤ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 12 (x21 + x22) ≤ 2

l’espace réalisable (Xf) sera donnée par :

(Xf) =

½
x = (x1, x2) ∈ R2 : Bx ≤ c,

1

2

¡
x21 + x22

¢
≤ 2

¾

où :

Q =

⎛⎝ q1 0

0 q2

⎞⎠ ∈ R2×2, B =
⎛⎝ 1

2
1

−1 −1

⎞⎠ ∈ R2×2, c =
⎛⎝ 1

0

⎞⎠ ∈ R2, x =
⎛⎝ x1

x2

⎞⎠ ∈ R2
si on utilise la norme k.k2 alors, on trouve que le rayon de (Xf) est donnée par :

r◦ =
1

2
|x|2 = 1

2

¡
x21 + x22

¢
= 2

donc :

(1) Pour q1 ≤ 0, q2 ≤ 0 alors, la matrice Q ∈ R2×2 est définie négative où q1, q2 sont les

valeurs propres de cette matrice, cette résultat implique que le problème préçédent

est non convexe avec une fonction objectif concave, donc, notre problème presente

un minimisation concave sur un ensemble convexe (bornée), et à cause de ça, le

minimum global se produit nécessairement sur la frontière de (Xf) (les sommers).

La résolution de ce type de problèmes est très difficile, parce que notre problème

est NP-defficile, donc on applique la méthode de la transformation duale canonique

comme suit :

trouver le problème dual canonique associée à se problème, le problème est sous la
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forme :⎧⎨⎩ max fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) = −1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
− μρ∗ − cTε∗

ε∗1 ≥ 0; ε∗2 ≥ 0; ρ∗ ≥ 0

il suffit de choisir :

ρ∗ ≥ −min {q1, q2}

alors avec :

BT =

⎛⎝ 1
2
−1

1 −1

⎞⎠ , cT = (1, 0) , ε∗ =

⎛⎝ ε∗1

ε∗2

⎞⎠ ∈ R2
on trouve que :

fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) =
−1
2

¡
d−BT ε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BT ε∗

¢
− μρ∗ − cTε∗

=
−1
2

"¡
d1 − 1

2
ε∗1 + ε∗2

¢2
(q1 + ρ∗)

+
(d2 − ε∗1 + ε∗2)

2

(q2 + ρ∗)

#
− μρ∗ − ε∗1

donc, le problème dual canonique associée à se type des problèmes est donnée par :⎧⎪⎨⎪⎩ max fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) = −1
2

∙
(d1− 1

2
ε∗1+ε

∗
2)
2

(q1+ρ∗)
+
(d2−ε∗1+ε∗2)

2

(q2+ρ∗)

¸
− μρ∗ − ε∗1

ε∗1 ≥ 0; ε∗2 ≥ 0; ρ∗ ≥ −min {q1, q2}

Si on prend :

Q =

⎛⎝ −5 0

0 −3

⎞⎠ ∈ R2×2, d =
⎛⎝ d1

d2

⎞⎠ =

⎛⎝ 3

3

⎞⎠ ∈ R2
alors, d’après la remarque, et le fait que l’ensemble réalisable (Xμ) est convexe

bornée on a :

μ = μ◦ =
1

2
r2◦ = 2 où r◦ = 2

1

2

¡
−5x2 − 3y2

¢
− 3x− 3y
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donc, le problème dual sera donné par :⎧⎪⎨⎪⎩ max fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) = −1
2

∙
(3− 1

2
ε∗1+ε

∗
2)
2

(ρ∗−5) +
(3−ε∗1+ε∗2)

2

(ρ∗−3)

¸
− 2ρ∗ − ε∗1

ε∗1 ≥ 0; ε∗2 ≥ 0; ρ∗ ≥ 5

où :

(ρ∗ ≥ −min {−3,−5})⇐⇒ (ρ∗ ≥ 5)

ce dernier problème admet une solution unique dans l’ensemble Y ∗μi ⊂ Y ∗μ−, cette solution

sera trouver par l’algorithme MATHEMATICA.

Finalement, les solutions primales seront données par :

x = (Q+ ρ∗I)
−1 ¡

d−BTε∗
¢

(2) Pour q1 ≤ 0, q2 ≥ 0, la matrice Q ∈ R2×2 est indéfinie où q1, q2 sont les valeurs

propres de cette matrice, cette résultat implique que le problème préçédent est non

convexe avec une fonction objectif indéfinie, donc, notre problème presente un mini-

misation indéfinie sur un ensemble convexe (bornée), et à cause de ça, le minimum

global se produit nécessairement sur la frontière de (Xf) .
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Comme on a déjà dit dans le premièr point que la résolution de ce type de pro-

blèmes est aussi très difficile, parce que notre problème appartient à l’ensemble des

problèmes NP-defficile, donc, on applique la méthode de la transformation duale

canonique comme suit :

trouver le problème dual canonique associée à se problème qui donné par :⎧⎪⎨⎪⎩ max fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) = −1
2

∙
(d1− 1

2
ε∗1+ε

∗
2)
2

(q1+ρ∗)
+
(d2−ε∗1+ε∗2)

2

(q2+ρ∗)

¸
− μρ∗ − ε∗1

ε∗1 ≥ 0; ε∗2 ≥ 0; ρ∗ ≥ −min {q1, q2}

si on prend :

Q =

⎛⎝ −5 0

0 3

⎞⎠ ∈ R2×2, d =
⎛⎝ d1

d2

⎞⎠ =

⎛⎝ 3

3

⎞⎠ ∈ R2
alors, d’après la remarque, et le fait que l’ensemble réalisable (Xμ) est convexe

bornée on a :

μ = μ◦ =
1

2
r2◦ = 2, où r◦ = 2

la fonction primale est plotée par :

f (x, y) =
1

2

¡
−5x2 + 3y2

¢
− 3x− 3y
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donc, le problème dual sera donné par :⎧⎪⎨⎪⎩ max fd (ε∗1, ε
∗
2, ρ

∗) = −1
2

∙
(3− 1

2
ε∗1+ε

∗
2)
2

(ρ∗−5) +
(3−ε∗1+ε∗2)

2

(ρ∗+3)

¸
− 2ρ∗ − ε∗1

ε∗1 ≥ 0; ε∗2 ≥ 0; ρ∗ ≥ 5

où :

(ρ∗ ≥ −min {3,−5})⇐⇒ (ρ∗ ≥ 5)

ce dernier problème admet une solution unique dans l’ensemble Y ∗μi ⊂ Y ∗μ−, cette so-

lution sera trouver par l’algorithmeMATHEMATICA, et à cause de ça, le problème

original admet une solution unique donnée par :

x = (Q+ ρ∗I)
−1 ¡

d−BTε∗
¢

(3) pour q1 ≥ 0, q2 ≥ 0, la matrice Q ∈ R2×2 est définie positive, cette résultat implique

que le problème préçédent est un problème de la minimisation convexe sur un

ensemble convexe (bornée), et à cause de ça, le calcule du minimum global est facile

avec les algorithmes polynomiales ou bien par l’algorithme MATHEMATICA.

1

2

¡
5x2 + 3y2

¢
− 3x− 3y
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3.4.2 Exemple II :

Soit le problème suivant : ⎧⎨⎩ min f (x) = 1
2
ax2 − dx

|x| ≤ r

où r est un nombre réel positif, et a ∈ R ; x ∈ R;

donc, on a les cas suivantes :

(1) pour a < 0 alors, le problème préçédent présent une minimisation concave, et à cause

de ça, la solution globale se produit sur des points extrêmes (sommet) suivantes :

x = ±r

d’autre part, le paramètre μ est définie dans se cas par :

μ =
1

2
r2

avec l’utilisation de la transformation duale canonique, la forme duale canonique

est sous la forme suivante :⎧⎨⎩ max fd (ρ∗, ε∗) = −1
2

¡
d−BTε∗

¢T
(Q+ ρ∗I)−1

¡
d−BTε∗

¢
− μρ∗ − cTε∗

ρ∗ ≥ 0; ε∗ ≥ 0; det (Q+ ρ∗I) 6= 0
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avec :

BT = 0;Q = (a) ∈ R; cT = 0 ∈ R

donc, s’implique :

fd (ρ∗) =
−1
2
d (a+ ρ∗)−1 d− μρ∗

=
−1
2

µ
d2

(a+ ρ∗)

¶
− μρ∗

où :

(a+ ρ∗) > 0 définie positive

puisque la dimension n = 1, la dérivée d’ordre un de la fonction fd (ρ∗) est donnée

par : ¡
fd
¢0
(ρ∗) =

1

2

µ
d2

(a+ ρ∗)2

¶
− μ

donc, l’équation duale algébrique admet deux racines données par :

(a) ρ∗1 > −a est un maximum unique de fd (ρ∗) sur Y ∗μ+ , qu’est équivalent de dire

que le vecteur définie par :

x1 =

Ã
d¡

a+ ρ∗1
¢!

est un minimum pour la fonction f (x) sur Xμs, et d’après le théorème 3.2 on

a :

f (x1) = min
x∈XμS

f (x) = max
(ρ∗)∈Y ∗μ+

fd (ρ∗) = fd
¡
ρ∗1
¢

(b) ρ∗2 < −a est un minimum local pour fd (ρ∗), qui bien dite que le vecteur définie

par :

x2 =

Ã
d¡

a+ ρ∗2
¢!

est un minimum pour f (x), et d’après le théorème 3.2 ona :

f (x2) = min
x∈XμS

f (x) = min
ρ∗∈Y ∗μi

fd (ρ∗) = fd
¡
ρ∗2
¢

82



(2) pour a ≥ 0 alors, le problème préçédent représente une minimisation convexe, qui

est plus facile pour résoudre.
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Application : prend par exemple la forme suivante :⎧⎨⎩ min f (x) = −3x2 − 4x

|x| ≤ 1.5

−3x2 − 4x

0

-100

z -200

-300

-10

0

-5

x 5

10 -10

5

10

0

-5 y

où :

a = −6; d = 4; r = 1.5

1.510.50-0.5-1-1.5 0

-2.5

-5

-7.5

-10

-12.5

xy xy
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-1.4 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-12

-10

-8

-6

-4

-2

x
y

la fonction primal

Candidate(s) for extrema :
©
4
3

ª
: 4
3
= 1. 333 3, at

©£
x = −2

3

¤ª
= {[x = −0.666 67]}

avec l’utilisation de la transformation duale canonique, la forme duale canonique est

donnée par :

fd (ρ∗) =
−1
2
d (a+ ρ∗)−1 d− μρ∗

=
−1
2
(16) (−6 + ρ∗)−1 − 1

2
(1.5)2 ρ∗

= −8 (ρ∗ − 6)−1 − 1.125ρ∗

= −
µ
1.125ρ∗ +

µ
8

ρ∗ − 6

¶¶

et dans se cas, le problème dual canonique est définie par :⎧⎨⎩ max fd (ρ∗) = −
³
1.125ρ∗ +

³
8

ρ∗−6

´´
ρ∗ ≥ − (a) = 6

−
µ
1.125ρ∗ +

µ
8

ρ∗ − 6

¶¶
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-15

-20
z

-25

-30

6
10

8
8

yx

7
9

79

610

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

-12.75

Candidate(s) for extrema : {−12. 75,−0.75} , at {[ρ∗1 = 3. 333 3] , [ρ∗2 = 8. 666 7]}

1050-5-10

15

10

5

0

-5

-10

-15

-20

x

y

x

y

donc, on peut poser le tableau suivant :
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functions extrema candidate(s) for extrema

primal −0, 66667 1, 3333

dual
3, 3333

8, 6667

−0, 75

−12, 75

les solutions primaux sont :

x1 =
¡
a+ ρ∗1

¢−1
d

= (−6 + 3.3333)−1 4

=
−4
3.3333

= 1. 499 8

et :

x2 =
¡
a+ ρ∗2

¢−1
d

=
4

−6 + 8.6667
=

4

2. 666 7

= 1. 500 0

extrema duaux ρ∗i les solutions xi valeur primal f (xi) valeur dual fd
¡
ρ∗i
¢

3.3333 −1. 499 8 −0.749 −0.75

8.6667 1. 500 0 −12. 75 −12.75
d’après le tableau préçédent, il est bien claire que :

f (x1) = fd
¡
ρ∗1
¢
= −12.75

et :

f (x2) = fd
¡
ρ∗2
¢
= −0.75

et d’après les deux graphes préçédent, on a :
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pour ρ∗1 > −a = 6 :

f (x1) = min
x∈XμS

f (x) = max
(ρ∗)∈Y ∗μ+

fd (ρ∗) = fd
¡
ρ∗1
¢
= −12.75

et pour ρ∗2 < −a = 6 :

f (x2) = min
x∈XμS

f (x) = min
ρ∗∈Y ∗μi

fd (ρ∗) = fd
¡
ρ∗2
¢
= −0.75

3.4.3 Exemple III :

f (x) =
1

2
xTQx− dTx

où :

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−5 0 0 0

0 −2.5 0 0

0 0 1 0

0 0 0 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , dT = (3, 4,−2, 1) , μ = 2

La forme duale est donnée par :

fd (ρ∗) =
−1
2
dT (Q+ ρ∗I)−1 d− μρ∗

= −2.0ρ∗ − 8.0

ρ∗ − 2. 5 −
2.0

ρ∗ + 1.0
− 9.0

2.0ρ∗ − 10.0 −
1.0

2.0ρ∗ + 8.0⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−5 + ρ∗ 0 0 0

0 −2.5 + ρ∗ 0 0

0 0 1 + ρ∗ 0

0 0 0 4 + ρ∗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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, inverse :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

ρ−5 0 0 0

0 1
ρ−2. 5 0 0

0 0 1
ρ+1

0

0 0 0 1
ρ+4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

−1
2
(3, 4,−2, 1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

ρ−5 0 0 0

0 1
ρ−2. 5 0 0

0 0 1
ρ+1

0

0 0 0 1
ρ+4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3

4

−2

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

fd (ρ∗) =

µ
− 2

ρ∗ + 1
− 1

2 (ρ∗ + 4)
− 9

2 (ρ∗ − 5) −
8

ρ∗ − 2. 5

¶
− 2ρ∗

∂fd

∂ρ∗
(ρ∗) = −2.0 + 8.0

(ρ− 2. 5)2
+

2.0

(ρ+ 1.0)2
+

18.0

(2.0ρ− 10.0)2
+

2.0

(2.0ρ+ 8.0)2

Solution is : {[ρ = −2. 196 6]} ;

Solution is :R∩(ρ1 \ {−4.0,−1.0, 2. 5, 5.0})where ρ1 is a root of 19620.0Ẑ−44475.Ẑ2.0−

24430.0Ẑ3.0 + 9286.0Ẑ4.0 + 2704.0Ẑ5.0 − 692.0Ẑ6.0 − 80.0Ẑ7.0 + 16.0Ẑ8.0 − 29825.

, Solution is : {[Z = −4. 553 6]}

donc, on a trouvé que :

ρ1 = −4. 553 6

ρ2 = −2. 196 6

on peut vérifier que :

µ
−2.0 + 8.0

(ρ− 2. 5)2
+

2.0

(ρ+ 1.0)2
+

18.0

(2.0ρ− 10.0)2
+

2.0

(2.0ρ+ 8.0)2

¶
÷

(ρ∗ + 4. 553 6) (ρ∗ + 2. 196 6)

= (ρ∗ + 3.39287) (ρ∗ − 6.72415)
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alors, les quatre solutions sont : ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρ∗1 = 6.72415

ρ∗2 = −2. 196 6

ρ∗3 = −3.39287

ρ∗4 = −4. 553 6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et puisque :

ρ∗1 = 6.72415 > −q1 = 5

alors, d’après le théorème de base préçédent, il y a une solution primale globale définie

par :

x =
¡
Q+ ρ∗1I

¢−1
d

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1

6.72415−5 0 0 0

0 1
6.72415−2. 5 0 0

0 0 1
6.72415+1

0

0 0 0 1
6.72415+4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
3

4

−2

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1. 740 0

0.946 94

−0.258 93

9. 324 7× 10−2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
c’est à dire que, la solution global est le vecteur définie par :

xT =
³
1. 740 0, 0.946 94, −0.258 93, 9. 324 7× 10−2

´
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Chapitre 4

La méthode de Séparation et

interpolation.

Introduction :

Soit le problème quadratique indéfinie suivant :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQxT − dTx

Bx ≤ c, x ≥ 0
(PQI )

où Q est une matrice indéfinie, B ∈ Rn+m, x, d ∈ Rn.

On peut le inclue dans l’ensemble des problèmes NP—difficile ; bien que beaucoup

d’algorithmes de la programmation non linéaire soient capable de trouver les optimums

locaux de problème (PQI), mais il n’y a pas (en général) aucun critère locale qui peut

vérifier l’identification entre la solution locale et la solution globale (si elle existe).

Entre ces algorithmes, il ya l’algorithme de la programmation concave, qui est basée

sur la structure propre de la matrice indéfinie Q, il va de soi que cette algorithme est

permet de transformer notre problème à un problème d’un minimisation convexe plus

facile pour résoudre.

D’autre part, on a connue que les solutions de ce type des problèmes si elles existent

serons produit sur des points de la frontière pour le domaine réalisable pas nécessairement

des sommets, par contre les problèmes où la fonction objectif est concave ou bien quasi
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concave, comme elle était bien montrée par le théorème suivant :

Théorème 4.1 :[13] La solution optimale du (PQI) se produit sur quelque points

de frontière du domaine réalisable Ω telle que :

Ω = {x ∈ Rn : Ax ≤ c;x ≥ 0} (4.1 )

Preuve : Posons x∗ ∈ Ω être la solution globale de (PQI) et supposons que x∗est

un point intérieur de Ω, d’autre part, et comme la matrice Q est indéfinie, il existe un

valeur propre négatif λ, et ex le vecteur propre associée à λ, donc on a :
∇f(x∗) = Qx∗ − d = 0

alors, il existe ε > 0 telle que :

y = x∗ + εex ∈ Ω

donc, il va de soi que :

f(x∗ + εex) =
1

2
(x∗ + εex)TQ(x∗ + εex)− dT (x∗ + εex)

=
1

2
(x∗)T Q(x∗ + εex) + 1

2
ε (ex)T Q(x∗ + εex)− dTx∗ − εdTex

=
1

2
(x∗)T Qx∗ +

1

2
ε (x∗)T Qex+ 1

2
ε (ex)T Qx∗ + 1

2
ε2 (ex)T Qex− dTx∗ − εdTex

= f (x∗)− ε

µ
dTex− 1

2
(ex)T Qx∗ − 1

2
(x∗)T Qex¶+ 1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗)− ε

µ
dTex− 1

2
(x∗)T Qex− 1

2
(x∗)T Qex¶+ 1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗)− ε
³
dTex− (x∗)T Qex´+ 1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗)− ε
³
dTex− (Qx∗)T ex´+ 1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗)− ε
¡
dTex− dTex¢+ 1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗) +
1

2
ε2 (ex)T Qex

= f (x∗) +
1

2
λε2 (ex)T ex
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alors, avec :

λ < 0 et (ex)T ex = kexk2
on peut écrire :

f(x∗ + εex) < f (x∗)

c’est une contradiction avec les données alors, la solution globale x∗ sera produit sur

quelque points de la frontière de Ω.

Exemple 4.1 :[13] Considérons le problème suivant :⎧⎨⎩ min f(x) = x21 − x22

Ω = {x ∈ R2 : −1 ≤ x1 ≤ 1,−1 ≤ x2 ≤ 1}

qu’est la minimisation d’une fonction quadratique indéfinie sur un ensemble convexe

(problème quadratique indéfinie).

On peut donner Ω sous la forme équivalente suivante :

Ω =
©
x ∈ R2 : Ax ≤ c;x ≥ 0

ª
où :

Q =

⎛⎝ 1 0

0 −1

⎞⎠ , d =

⎛⎝ 0

0

⎞⎠ , A =

⎛⎝ 1 0

0 1

⎞⎠ , x =

⎛⎝ x1

x2

⎞⎠ , c =

⎛⎝ 1

1

⎞⎠
Remarquons que :

f (−1, 1) = 0, f (−1,−1) = 0, f (1,−1) = 0, f (1, 1) = 0

et on a aussi :

f (−1, 0) = 1, f (1, 0) = 1, f (0, 1) = f (0,−1) = −1

donc, on a trouvée deux minimums globaux présentent comme deux points de la frontière

de Ω (pas des sommets de Ω).
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Le nombre des valeurs propres négatifs de la matrice Q peut être utilisé pour trouver

le nombre des solutions locaux (globaux), comme elle était montrée par le théorème

suivant :

Théorème 4.2 :[13] Soit le problème définie par :⎧⎨⎩ min f(x) = 1
2
xTQx− dTx

x ∈ Ω = {x ∈ Rn : Ax ≤ c}
(PQN)

où Qn×m est une matrice indéfinie, An×m est une matrice quelconque donc, si la matrice

Qn×ma (s) valeurs propres négatifs, alors, on a au moins (s) contraintes seront actives

en chaque point solution locale (globale).

4.1 Description de La méthode :

On peut transformer un problème quadratique à un autre problème où la fonction

objective est séparable (par l’utilisation de la transformation affine), où on obtient un

problème de la programmation quadratique indéfinie avec des contraintes linéaires définie

par : ⎧⎨⎩ minΨ (x, y) = f (x)− g (y)

Ax+By + c ≤ 0, x ≥ 0, y ≥ 0
(PQNS)

l’ensemble réalisable associer à se problème est donnée par :

Ω =
©
(x, y) ∈ Rn+k;Ax+By + c ≤ 0, x ≥ 0, y ≥ 0

ª
(4.2 )

où :
f (x) = dTx− 1

2
xTQx

g (y) = bTy

avec :

Q est une matrice réel symétrique et indéfinie appartient à Rn×n et :

A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×k, c ∈ Rm, b ∈ Rk, d ∈ Rn
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Généralement, on peut poser le problème (PQI) comme suit :⎧⎨⎩ minΨ (x, y) = f (x)− g (y)

Ax+By + c ≤ 0, x ∈ X, y ∈ Y

où :
X,Y sont deux polyèdres dans Rn et Rk respectivement

f (x) : est une fonction quadratique indéfinie

g (y) : est une fonction linéaire, avec k est plus large que n

4.1.1 La transformation de la forme quadratique avec l’utilisa-

tion de sa structure propre :

Comme un résultat dans l’algèbre linéaire, la matrice Q admet n valeurs propres

λ1, λ2, ..., λn, et {ζ i}i=1,n sont les vecteurs propres associées ; d’autre part, supposons que

la matrice Q admet s valeurs propres positives et (n− s) valeurs propres négatives, alors

on peut écrire que :

Q = ζDζT

où :

ξ = (ζ1, ζ2, ..., ζn) ,

D = diag (λ1, λ2, ..., λn) avec Dij = σij =

⎧⎨⎩ 0 si i 6= j

1 ailleurs

d’autre part, et pour chaque 1 ≤ i ≤ n on va définir :

ξi = min
©
ζTi x : (x, y) ∈ Ω

ª
(MCR)

ξi = max
©
ζTi x : (x, y) ∈ Ω

ª
sont des n-problèmes linéaires[7].

Finalement, on définie la borne :

βi = ξi − ξi : 1 ≤ i ≤ n (4.3 )
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si on return au problème original (PQNS), il suffit de prendre :

B = 0, g(y) = 0

alors, on trouve que :

Ψ (x, y) = f (x)

donc, on peut former le problème (PQNS) comme suit :

La forme séparable équivalente sera donnée par :⎧⎨⎩ min f(x) = dTx− 1
2
xTQx

x ∈ Ω ∩ Sx
(SP)

où :

Ω = {x ∈ Rn : Ax ≤ c} (4.4)

Sx = {x ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤ βi : 1 ≤ i ≤ n}

d’autre part, on donnera la fonction f(x) sous la forme suivante :

f(x) =
nX
i=1

θi (xi) (4.5 )

avec :

θi (xi) = dixi −
1

2
λix

2
i : 1 ≤ i ≤ n (4.6 )

La structure séparable de la fonction f(x) :

On va utiliser les valeurs propres de la matrice Q pour trouver la forme parallèle

séparable de la fonction non linéaire (indéfinie) f(x), d’autre terme, on va essayer de

partager la fonction f(x) à deux parties une partie concave et l’autre partie sera convexe.

Définition de la partie concave : La partie concave est définie pour {λi ≥ 0 : 1 ≤ i ≤ s}

comme suit :

f1 (x) =
sX

i=1

θi (xi) =
sX

i=1

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶
(4.7 )
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Définition de la partie convexe : La partie convexe est définie pour {λi ≤ 0 : s+ 1 ≤ i ≤ n}

comme suit :

f2 (x) =
nX

i=s+1

θi (xi) =
nX

i=s+1

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶
(4.8 )

Remarque 4.1 : Comme on a trouvées les deux formes, on va essayer d’approxi-

mer la partie concave avec une fonction affine pour simplifier notre forme séparable, et

pour trouver une forme plus simple, facile pour résoudre, de notre fonction objectif, et

avec cette forme on va ramenées la résolution d’un problème quadratique indéfinie à une

résolution d’un problème d’optimisation linéaire (convexe).

4.1.2 L’approximation linéaire et l’erreurs limites :

L’approximation linéaire :

Considérons le problème (SP), on a déjà vu que :

f(x) =
nX
i=1

θi (xi)

donc, on donnera la définition suivante :

Définition 4.1 : L’enveloppe convexe de la fonction f(x) sur le rectangle Sx notée

par Γ (x) est la plus grande minorante affine continue minore la fonction f(x) sur Sx.

D’après la définition préçédente on peut déduire l’enveloppe convexe de la partie

concave :

f1 (x) =
sX

i=1

θi (xi) =
sX

i=1

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶
comme suit :

Définition 4.2 :[13] Les enveloppes convexes des fonctions {θi (xi) : 1 ≤ i ≤ n} no-

tées par {γi (xi) : 1 ≤ i ≤ n} sur les intervalles {[0, βi] : 1 ≤ i ≤ n} sont des fonctions

affines coïncident avec les fonctions :

{θi (xi) ; 1 ≤ i ≤ n}
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en :

xi = 0 et xi = βi

ses fonction sont appelées aussi l’interpolation linéaire de θi (xi) en 0et βi.

Définition 4.3 :[13] L’enveloppe convexe de la fonction concave f1 (x) sur le rec-

tangle Sx sera donnée par :

Γ (x) =
sX

i=1

γi (xi) =
sX

i=1

µ
di −

1

2
λiβi

¶
xi (4.9 )

Initialement, l’approximation linéaire de la partie concave est obtenue, et à cause de

ça, on peut trouver une forme convexe (linéaire) final enduite par le problème original

(PQI) comme suit : ⎧⎨⎩ min {fΓ (x) = Γ (x) + f2 (x)}

x ∈ Ω ∩ Sx
(PQNA)

l’erreurs limites :

Il va de soi que la limite inférieure des valeurs optimales de la fonction optimiser f (x)

(la fonction objectif de (PS)) sera donnée par la valeur optimale du programme linéaire

(PQIA), alors on a le théorème suivant :

Théorème 4.3 :[13] On a :

|f(x)− fΓ (x)| ≤
1

8

sX
i=1

λiβ
2
i (4.10 )
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Preuve : Par définition on a :

f(x) = f1 (x) + f2 (x)

fΓ (x) = Γ (x) + f2 (x)

f1 (x) =
sX

i=1

θi (xi) =
sX

i=1

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶
f2 (x) =

nX
i=s+1

θi (xi) =
nX

i=s+1

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶

Γ (x) =
sX

i=1

γi (xi) =
sX

i=1

µ
di −

1

2
λiβi

¶
xi

alors :

|f(x)− fΓ (x)| = |f1 (x) + f2 (x)− [Γ (x) + f2 (x)]|

= |f1 (x)− Γ (x)|

=

¯̄̄̄
¯

sX
i=1

θi (xi)−
sX

i=1

γi (xi)

¯̄̄̄
¯

=

¯̄̄̄
¯

sX
i=1

(θi (xi)− γi (xi))

¯̄̄̄
¯

≤
sX

i=1

|θi (xi)− γi (xi)|

d’autre part on a :

|θi (xi)− γi (xi)| =
¯̄̄̄µ

dixi −
1

2
λix

2
i

¶
−
µ
di −

1

2
λiβi

¶
xi

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
1

2
λiβixi −

1

2
λix

2
i

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
1

2
λi
¡
βixi − x2i

¢¯̄̄̄
≤ 1

2
λi |xi (βi − xi)|

sachons que le maximum de |xi (βi − xi)| tend vers le point médial xi = βi
2
, pour tout :

0 ≤ xi ≤ βi, 1 ≤ i ≤ s,
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donc :

|θi (xi)− γi (xi)| ≤
1

2
λi

¯̄̄̄
βi
2

µ
βi −

βi
2

¶¯̄̄̄
≤ 1

8
λiβ

2
i

alors :

|f(x)− fΓ (x)| ≤
sX

i=1

|θi (xi)− γi (xi)|

≤
sX

i=1

µ
1

8
λiβ

2
i

¶
≤ 1

8

sX
i=1

λiβ
2
i

alors, la preuve est complète. ¥
Supposons que f∗ = f(x∗) la valeur optimale du (PS), et soit ex être la solution

optimale de (PQIA), alors qu’elle est la relation entre la valeur optimale de (PQIA)

et la valeur optimale f∗ = f(x∗) et f (ex) ?.La réponse sera donnée par la proposition
suivante :

Proposition 4.1 :[13] Si ex est la solution du problème (PQIA), et f∗est l’optimum
global de (PS), alors on a les deux relations suivantes :

0 ≤ f (ex)− f∗ ≤ 1
8

sX
i=1

λiβ
2
i (4.11 )

fΓ (ex) ≤ f∗ ≤ f (ex) (4.12 )

Preuve : D’après le théorème4.1 on a :

f(x)− fΓ(x) ≤
1

8

sX
i=1

λiβ
2
i ,∀x ∈ Ω ∩ Sx

alors, pour x = ex on a :
f(ex)− fΓ(ex) ≤ 1

8

sX
i=1

λiβ
2
i
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cette relation implique que :

f(ex)− f∗ + f∗ − fΓ (ex) ≤ 1
8

sX
i=1

λiβ
2
i

alors :

f(ex)− f∗ ≤ 1
8

sX
i=1

λiβ
2
i + fΓ (ex)− f∗

c’est à dire que :

f(ex)− f∗ ≤ 1
8

sX
i=1

λiβ
2
i

parce que on a :

fΓ (ex)− f∗ ≤ 0

d’autre part, et puisque f∗est l’optimum global, alors on a la relation suivante :

f∗ ≤ f (x) ,∀x ∈ Ω ∩ Sx

donc, pour x = ex on trouve :
f∗ ≤ f (ex)

c’est à dire que :

f (ex)− f∗ ≥ 0

alors, la relation (4.11 ) est satisfaite.

D’autre part, la fonction fΓ (x) est une minorante affine de la fonction f (x) , alors on

peut écrire :

fΓ (x)− f(x) ≤ 0, ∀x ∈ Ω ∩ Sx

donc, pour x = x∗ on a :

fΓ (x)− f(x∗) ≤ 0

alors, pour x = ex on retient :
fΓ (ex) ≤ f∗
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et d’après la relation (4.11 ) on a :

f (ex) ≥ f∗

alors, la relation (4.12 ) est satisfaite. ¥
Proposition 4.2 :[7] Soit la forme E (x) définie par :

E (x) = f1(x)− Γ (x) (4.13 )

où :

Γ (x) =
sX

i=1

γi (xi) =
sX

i=1

µ
di −

1

2
λiβi

¶
xi

alors, si f∗ est l’optimum global de (PS) et ex est la solution de problème d’approximation
(PQNA), on a la relation suivante :

f (ex)− f∗ ≤ E (ex) (4.14 )

Preuve : D’après la proposition préçédente on a :

fΓ (ex) ≤ f∗ ≤ f (ex)
donc :

fΓ (ex) ≤ f∗ ≤ f1(ex) + f2 (ex)
alors, on peut écrire :

f (ex)− f∗ = f1(ex) + f2 (ex)− f∗

= f1(ex)− Γ (ex) + Γ (ex) + f2 (ex)− f∗

= E (ex) + Γ (ex) + f2 (ex)− f∗

d’autre part, on a :

fΓ (ex) = Γ (ex) + f2 (ex)
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s’implique que :

Γ (ex) = fΓ (ex)− f2 (ex)
donc, on a :

f (ex)− f∗ = E (ex) + Γ (ex) + f2 (ex)− f∗

= E (ex) + fΓ (ex)− f2 (ex) + f2 (ex)− f∗

= E (ex) + fΓ (ex)− f∗

et on a aussi que :

fΓ (ex)− f∗ ≤ 0

alors :

f (ex)− f∗ = E (ex) + fΓ (ex)− f∗

≤ E (ex)
alors, la preuve est complète. ¥

Lemme 4.1 :[7] Si E (ex) est plus petite, alors f (ex) est une valeur approximative
acceptée pour le minimum global f∗, avec ex est le minimum global approximée.

D’après le lemme préçédent, on peut dire que notre travail est de trouver une limite

de E (ex) relative au rang de f1 (x) sur le rectangle Sx, dans ce cas, supposons que :
f1max = max {f1 (x) : x ∈ Sx} (4.15)

f1min = min {f1 (x) : x ∈ Sx}

alors, on a la définition suivante :

Définition 4.4 :[7] Le range de f1 sur le rectangle Sx est l’intervalle [f1min, f1max].
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On a besoin d’une limite inférieure de la valeur :

4f1 = (f1min − f1max) (4.16 )

alors, et son perde de généralité, supposons que :

λ1β
2
1 > λiβ

2
i : ∀i = 1, 2, ..., s

d’autre part, définissons les valeurs :

ρi =
λiβ

2
i

λ1β
2
1

≤ 1, ∀i = 1, 2, ..., s (4.17 )

par définition, les fonctions concaves θi (xi) serons données par :

θi (xi) =

µ
dixi −

1

2
λix

2
i

¶
,∀i = 1, 2, ..., s (4.18)

=

µ
di −

1

2
λixi

¶
xi,∀i = 1, 2, ..., s

ces fonctions atteins leurs maximums au points :

xi =
di
λi
, ∀i = 1, 2, ..., s (4.19 )

alors, si xi ∈ [0, βi] alors la limite inférieure de 4f1 dépende avec la distance :¯̄̄̄
xi −

βi
2

¯̄̄̄
,∀i = 1, 2, ..., s

d’autre part,et avec |βi| −→ 1 on peut exprimer la dépendance entre 4f1 et
¯̄̄
xi − βi

2

¯̄̄
sous une autre forme comme suit :

ηi = min

½
1,

¯̄̄̄
xi −

βi
2

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
2xi
βi
− 1
¯̄̄̄¾

(4.20 )

alors, on observe que :

ηi =

¯̄̄̄
2xi
βi
− 1
¯̄̄̄
si xi ∈ [0, βi] (4.21 )
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puisque si :

ηi =

¯̄̄̄
2xi
βi
− 1
¯̄̄̄

alors :
2xi
βi
− 1 < 1

s’implique que :
2xi
βi

< 2

c’est à dire :

0 ≤ xi ≤ βi (4.22 )

D’après les données précédentes on a le lemme suivant :

Lemme 4.2 :[7] La relation suivante est satisfaite :

4f1 ≥
1

8
λ1β1

sX
i=1

ρi (1 + ηi)
2 =: 4f1 (4.23 )

Preuve : Pour 1 ≤ i ≤ s posons :

θi = max {θi (xi) : 0 ≤ xi ≤ βi} (4.24)

θi = min {θi (xi) : 0 ≤ xi ≤ βi}

et on pose aussi :

4θi = θi − θi (4.25 )

on va étudier les quatre cas suivants :

PREMIER CAS Pour :

xi ∈
∙
0,
βi
2

¸
on a :

xi =

µ
di
λi

¶
s’implique que :

di = λixi
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donc :

θi (βi) =

µ
diβi −

1

2
λiβ

2
i

¶
= λixiβi −

1

2
λiβ

2
i

= λiβi

µ
xi −

1

2
βi

¶
≤ 0

= θi (0)

et dans ce cas, on peut écrire :

θi = min {θi (xi) : 0 ≤ xi ≤ βi} = θi (βi)

donc :

θi = max {θi (xi) : 0 ≤ xi ≤ βi} = θi (xi)

où :

θi (xi) = λixi
2 − 1

2
λixi

2

=
1

2
λixi

2

d’après la définition de ηi on trouve :

ηi =

¯̄̄̄
2xi
βi
− 1
¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
xi −

βi
2

¯̄̄̄
=

βi
2
− xi

parce que :

xi −
βi
2
≤ 0

on peut alors écrire :

ηi = 1−
2xi
βi
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s’implique :

xi =
βi
2
(1− ηi)

par conséquent :

4θi = θi − θi

=
1

2
λixi

2 − θi (βi)

=
1

2
λixi

2 − λiβi

µ
xi −

1

2
βi

¶
=

1

2
λi

µ
βi
2
(1− ηi)

¶2
− λiβi

µ
βi
2
(1− ηi)−

1

2
βi

¶
=

1

2
λi
β2i
4
(1− ηi)

2 − λiβ
2
i

2
(1− ηi) +

λiβ
2
i

2

=
1

8
λiβ

2
i (1− ηi)

2 − λiβ
2
i

2
(1− ηi) +

λiβ
2
i

2

=
1

8
λiβ

2
i

£
(1− ηi)

2 − 4 (1− ηi) + 4
¤

=
1

8
λiβ

2
i [(1− ηi)− 2]2

=
1

8
λiβ

2
i (1 + ηi)

2

DEUXIEME CAS : Pour :

xi ∈
∙
βi
2
, βi

¸
on a :

θi (βi) = λiβi

µ
xi −

1

2
βi

¶
≥ 0

alors :

θi = min {θi (xi) : 0 ≤ xi ≤ βi} = θi (0) = 0

d’autre part, et d’après la définition de ηi on trouve que :

xi =
βi
2
(1 + ηi)
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et :

4θi = θi − θi

= θi (xi)

=
1

2
λi

µ
βi
2
(1 + ηi)

¶2
=

1

8
λiβ

2
i (1 + ηi)

2

puisque on a :

ηi =

¯̄̄̄
xi −

βi
2

¯̄̄̄
avec xi −

βi
2
≥ 0

donc :

ηi = xi −
βi
2

TROISIEME CAS : Pour xi < 0; on a :

ηi = min

½
1,

¯̄̄̄
xi −

βi
2

¯̄̄̄¾
= 1

donc :

xi =
di
λi

< 0

s’implique que :

di < 0

alors, on peut trouver :

θi = 0 et θi = θi (βi) = λiβi

µ
xi −

1

2
βi

¶
≤ −1

2
λiβ

2
i
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où xi ≤ 0 alors :

4θi = θi − θi

≥ 1

2
λiβ

2
i

=
1

8
λiβ

2
i (1 + 1)

2

=
1

8
λiβ

2
i (1 + ηi)

2

QUATRIEME CAS : Pour xi > βi, on a :

θi = 0 avec ηi = 1

donc, on a :

4θi = θi − θi

= θi (βi)− θi (0)

= λiβi

µ
xi −

1

2
βi

¶
≥ λiβi

µ
βi −

βi
2

¶
≥ 1

2
λiβ

2
i =

1

8
λiβ

2
i (1 + ηi)

2

finalement, d’après les quatre cas préçédents, on trouve que :

4θi ≥
1

8
λiβ

2
i (1 + ηi)

2

alors :

4f1 =
sX

i=1

4θi ≥
1

8

sX
i=1

λiβ
2
i (1 + ηi)

2

≥ 1

8
λ1β

2
1

sX
i=1

ρi (1 + ηi)
2

où ρi est le mesure de f1 sur les intervalles {[0, βi] : 1 ≤ i ≤ s}. ¥
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On peut trouver la borne supérieure de la fonction d’estimation E (x) comme elle est

expliquée dans le lemme suivant :

Lemme 4.3 :[7] On a :

E (x) ≤ 1
8
λ1β

2
1

sX
i=1

ρi (4.26 )

Preuve : Par définition on a :

E (x) = f1 (x)− Γ (x)

donc, d’après le théorème4.3 on a :

|f(x)− fΓ (x)| ≤
1

8

sX
i=1

λiβ
2
i

donc :

|E (x)| = |f1 (x)− Γ (x)|

≤
sX

i=1

|θi (xi)− γi (xi)|

≤ 1

2

sX
i=1

λi

¯̄̄̄
βi
2

µ
βi −

βi
2

¶¯̄̄̄
≤ 1

8

sX
i=1

λiβ
2
i

≤ 1

8
λ1β1

sX
i=1

ρi

alors, la preuve est complète. ¥

Le théorème suivant est très important :

Théorème 4.4 :[7] On a la relation suivante :

f (ex)− f∗

4f1
≤ δ (ρ, η) avec

1

4
≤ δ ≤ 1 (4.27 )
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Preuve : D’après la proposition4.2 on a l’inégalité suivante :

f (ex)− f∗ ≤ E (ex)
alors :

f (ex)− f∗

4f1
≤ E (ex)

4f1

≤
1
8
λ1β

2
1

sP
i=1

ρi

1
8
λ1β

2
1

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

≤

sP
i=1

ρi

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

= δ (ρ, η)

d’autre part, pour ex = βi
2
on a :

ηi =

¯̄̄̄
2exi
βi
− 1
¯̄̄̄
: 1 ≤ i ≤ s

= 0

alors, il va de soi que :

δ (ρ, η) = 1

généralement, on a :

δ (ρ, η) ≤ 1

et on aussi, pour : ex ∈ [0, βi] : 1 ≤ i ≤ s

et d’après les deux cas (1 et 2 ) dans la preuve de le lemme4.2 on a :
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Si exi ≤ 0 alors ηi = 1, donc :
δ (ρ, η) =

sP
i=1

ρi

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

=
1

4

et si exi ≥ βialors ηi = 1, donc on a aussi :

δ (ρ, η) =
1

4

alors, on a trouvée que :
1

4
≤ δ (ρ, η) ≤ 1

. ¥

4.2 La solution garantie de ε−approximation :

Sachons que la borne δ (ρ, η) n’est pas toujours la bonne borne, c’est pour ça on devise

chaque intervalle [0, βi] à ki sous-intervalles avec un pas égale à :

hi =

µ
βi
ki

¶
(4.28 )

il va de soi que avec cette devisions, le rectangle Sx est devisée à :

sY
i=1

Six (4.29 )

sous-rectangles.

Le travail sera appliquée sur chaque sous-rectangles de Six comme il est appliquée sur

Sx, donc :

pour 1 ≤ i ≤ s, l’interpolation des fonctions θi (xi) devient une interpolation au
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points :

xi = jhi avec 0 ≤ j ≤ ki (4.30 )

pour trouver les fonctions linéaires :

γi (xi) sur [0, βi]

telle que :

Γ (x) =
sX

i=1

γi (xi)

et à cause de ça, on trouve que la borne supérieure de la fonction d’estimation sera donnée

par :

E (x) ≤ 1

8

sX
i=1

λi

µ
βi
ki

¶2
(4.31)

≤ 1

8

sX
i=1

λi

µ
β2i
k2i

¶
≤ 1

8
λ1β

2
1

sX
i=1

µ
ρi
k2i

¶

Remarque 4.2 : La limite inférieure de la valeur 4f1 du lemme précédent reste le

même.

Le théorème4.4 sera donnée sous la forme suivante :

Corollaire 4.1 : Il va de soi que l’interpolation des fonctions concaves :

θi (xi) , 1 ≤ i ≤ s

au points :

xi = jhi
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satisfait l’inégalité suivante :

f (ex)− f∗

4f1
≤

sP
i=1

³
ρi
k2i

´
sP

i=1

ρi (1 + ηi)
2

(4.32 )

Preuve : On a :

E (x) ≤ 1

8
λ1β

2
1

sX
i=1

µ
ρi
k2i

¶
f (ex)− f∗ ≤ E (x)

4f1 ≥
1

8
λ1β

2
1

sX
i=1

ρi (1 + ηi)
2

donc :

f (ex)− f∗

4f1
≤ E (x)

4f1

≤
1
8
λ1β

2
1

sP
i=1

³
ρi
k2i

´
1
8
λ1β

2
1

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

≤

sP
i=1

³
ρi
k2i

´
sP

i=1

ρi (1 + ηi)
2
≤ ε

alors, il est possible de choisir la devision ki, pour le quelle et pour chaque tolérance ε > 0,

l’erreur relative dans l’approximation linéaire par morceau est bornée par ε, comme elle

est bien montrer par le corollaire suivant :

Corollaire 4.2 :[7] Si pour chaque 1 ≤ i ≤ s on a :

ki ≥
³ s
α
ρi

´ 1
2
où α = ε

sX
i=1

ρi (1 + ηi)
2 (4.33 )
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alors, la solution optimale ex de problème :⎧⎪⎨⎪⎩
min fΓ (x) =

sP
i=1

γi (x) + f2 (x)

x ∈ Ω ∩ Sx
(PQNA)

est satisfait :
f (ex)− f∗

4f1
≤ E (ex)
4f1

≤ ε (4.34 )

Preuve : On a :

ki ≥
³ s
α
ρi

´ 1
2
=⇒ k2i ≥

s

α
ρi

=⇒ αk2i
s
≥ ρi

=⇒ α

s
≥ ρi

k2i

=⇒
sX

i=1

µ
ρi
k2i

¶
≤

sX
i=1

³α
s

´
=⇒

sX
i=1

µ
ρi
k2i

¶
≤ α

donc, d’après le corollaire préçédent on peut écrire :

f (ex)− f∗

4f1
≤ E (ex)

4f1

≤

sP
i=1

³
ρi
k2i

´
sP

i=1

ρi (1 + ηi)
2

≤ α
sP

i=1

ρi (1 + ηi)
2

≤
ε

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

sP
i=1

ρi (1 + ηi)
2

≤ ε
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4.3 L’algorithme de la résolution :

On peut poser un algorithme pour trouver la solution ε-approximative associée au

problème original (PQN), il consiste les étapes suivantes :

(1)- Calculer les valeurs propres (λi) de la matrice Q, et ses vecteurs propres associer.

(2)- Résoudre le problème de la programmation linéaire “ multiple-cost-row ”(MCR)

avec (2s) cost-row.

(3)- Trouver les points de la frontière de l’ensemble (domaine) réalisable de (PQN).

(4)- Calculer les valeurs de la fonction f en chaque points de la frontière.

(5)- Choisir le point x∗qui satisfait :

f (x∗) = min f (x)

pour tout points x de l’ensemble de la frontière, puis poser :

IFV = f (x∗)

(6)- Construire la fonction linéaire Γ (x) et résoudre le problème linéaire approximatif

pour trouver la solution approximative ex.
(7)- Calculer 4f1et 4f1.

(8)- Si :

f (ex) < IFV

alors, poser :

IFV = f (ex)
(9)- Si :

IFV − fΓ (ex) < ε4f1

alors stop. ex est une solution ε−approximative.

(10)- Sinon, continue avec la procédure de “Branch and Bound”.

Sachons que (IFV ) incumbent function value.
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4.3.1 la procédure de“Branch and Bound” :

Pour continuer dans l’étape n̊=10, utilisée la procédure de “Branch and Bound”

comme suit :

(1)- Choisir un intervalle [0, βi], par exemple :

£
0, βj

¤
avec βj = min

1≤i≤s
{βi}

ou bien, l’intervalle qui corresponde à :

ρj = max
1≤i≤s

{ρi}

(2)- Deviser l’intervalle
£
0, βj

¤
à deux intervalles :

∙
0,
βj
2

¸
et
∙
βj
2
, βj

¸

alors, avec cette application on a devisées le rectangle Sx à deux rectangles S1x et

S2x avec le même volume.

(3)- Remplacer l’enveloppe convexe :

{γi (xi) ; 1 ≤ i ≤ s} de {θi (xi) ; 1 ≤ i ≤ s}

par les deux enveloppes convexes :

Γj1 de θi (xi) sur l’intervalle
∙
0,
βj
2

¸
Γj2 de θi (xi) sur l’intervalle

∙
βj
2
, βj

¸

c’est à dire que :

γi (xi) =

⎧⎨⎩ Γj1 (x) si x ∈
h
0,

βj
2

i
Γj2 (x) si x ∈

h
βj
2
, βj

i
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donc, on a définie les deux problèmes linéaires suivants :⎧⎨⎩ min γi (x) = Γj1 (x)

x ∈ S1x =
n
x ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤

βj
2

o (P1)

⎧⎨⎩ min γi (x) = Γj2 (x)

x ∈ S2x =
n
x ∈ Rn :

βj
2
≤ xi ≤ βj

o (P2)

(4)- Résoudre les deux problèmes linéaires (P1) et (P2), puis calculer (IFV ) pour les

deux problèmes.

(5)- Poser ex qui satisfait :
γ (ex) = min {Γj1 (ex) ,Γj2 (ex)}

(6)- Essayer de vérifier l’étape n̊=9.

(7)- Si on termine pas, alors on choisir un intervalle entre les deux intervalles :

∙
0,
βj
2

¸
et
∙
βj
2
, βj

¸

puis on travail avec la même méthode presque précédente sur lui...etc.

4.4 EXEMPLES :

Exemple 4.1 : Considérons le problème quadratique indéfini suivant :⎧⎨⎩ min f (x) = 42x1 − 50x21 + 44x2 − 50x22 + 45x3 − 50x23 + 47x4 + 50x24 + 47x5 + 50x25
x ∈ Ω = {20x1 + 12x2 + 11x3 + 7x4 + 4x5} , x ∈ Rx = {x ∈ R5 : 0 ≤ xi ≤ 1}
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on résout cet problème avec l’utilisation de la méthode précédente, alors on a :

dT = (42, 44, 45, 47, 47) ∈ R5

Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

50 0 0 0 0

0 50 0 0 0

0 0 50 0 0

0 0 0 −50 0

0 0 0 0 −50

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
∈ R5×5

= diag (λi) : 1 ≤ i ≤ 5

où : ⎧⎨⎩ les valeurs propres positives sont : λ1 = λ2 = λ3 = 50

les valeurs propres négatives sont : λ4 = λ5 = −50

On va essayer de partager notre fonction objectif à deux parties :

la partie concave est définie pour {λi ≥ 0; 1 ≤ i ≤ 3} comme suit :

f1 (x) =
3X

i=1

θi (xi) =
3X

i=1

¡
dixi − λix

2
i

¢
alors :

f1 (x) = (42− 50x1) x1 + (44− 50x2)x2 + (45− 50x3)x3

la partie convexe est définie pour :

{λi ≤ 0 : 4 ≤ i ≤ 5}

comme suit :

f2 (x) =
5X

i=4

θi (xi) =
5X

i=4

¡
dixi − λix

2
i

¢
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alors :

f2 (x) =
¡
d4x4 − λ4x

2
4

¢
+
¡
d5x5 − λ5x

2
5

¢
= (47− (−50)x4)x4 + (47− (−50)x5)x5

= (47 + 50x4)x4 + (47 + 50x5) x5

= 47 (x4 + x5) + 50
¡
x24 + x25

¢
alors, construire la fonction approximative fΓ (x) sous la forme suivante :

fΓ (x) = Γ (x) + f2 (x)

avec :

Γ (x) =
3X

i=1

γi (xi) =
3X

i=1

(di − λiβi)xi

où :

{βi = 1; 1 ≤ i ≤ 5}

alors :

Γ (x) =
3X

i=1

(di − λiβi)xi

=
3X

i=1

(di − λi)xi

= (42− 50)x1 + (44− 50)x2 + (45− 50)x3

= (−8x1 − 6x2 − 5x3)

alors, la fonction fΓ (x) est donnée par :

fΓ (x) = Γ (x) + f2 (x)

= (−8x1 − 6x2 − 5x3) + 47 (x4 + x5) + 50
¡
x24 + x25

¢
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donc, on a trouvées le problème linéaire suivant :⎧⎨⎩ min fΓ (x) = Γ (x) + f2 (x)

x ∈ Ω ∩ Sx

alors, le problème est :⎧⎨⎩ min fΓ (x) = (−8x1 − 6x2 − 5x3) + 47 (x4 + x5) + 50 (x
2
4 + x25)

x ∈ Ω ∩ Sx

où :

Ω =
©
x ∈ R5 : 20x1 + 12x2 + 11x3 + 7x4 + 4x5 − 40 ≤ 0

ª
Sx =

©
x ∈ R5 : 0 ≤ xi ≤ 1; 1 ≤ i ≤ 5

ª
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Chapitre 5

La méthode de séparation et

évaluation (Branch and Bound) :

Introduction

Dans ce chapitre on va présenter un nouveau approche rectangulaire de la méthode

de Séparation et évaluation ou Branch and Bound pour résoudre les problèmes de la

programmation quadratiques non convexes, dans le quelle on va présenter une nouvelle

fonction linéaire approximée inférieurement la fonction quadratique optimiser (i.e : la

fonction objectif de notre problème d’optimisation) sur les n-rectangles, il est donnée

pour déterminer la borne inférieure de la valeur optimale globale associer au problème

originale sur chaque rectangle.

Pour diviser le rectangle S◦ à n-rectangles, on a appliquée un subdivision normale, et

à chaque itération on va éliminer un rectangle dans le but de accélérer la convergence de

l’algorithme proposée.

Il va de soi que avec ses tactique l’algorithme proposée sera convergente, au plus de

ça, elle est effective.

Considérons le problème de la programmation quadratique non convexe suivant :⎧⎨⎩ min f (x) = xTQx+ dTx

Ax ≤ b
(PQN )

où Q = (qij)n×n une matrice réel symétrique non positive (n’est pas définie positive) ;

122



A = (aij)m×n une matrice réel ;

d = (d1, d2, ..., dn) ∈ Rn ;

b = (b1, b2, ..., bm) ∈ Rm ;

le domaine réalisable du problème (PQN) est un polyèdre dans Rn définie par :

¡
χf
¢
= {x ∈ Rn : Ax ≤ b} (5.1 )

on peut supposer que
¡
χf
¢
est non nul et bornée.

Grâce à la non convexité de (PQN), les solutions locaux ne sont pas nécessairement des

solutions globaux, et dans se cas, l’approche classique utilisée pour résoudre globalement

le problème (PQN) sont les méthodes Séparation et évaluation ou Branch and Bound.

La différence entre ces méthodes réside dans la stratégie d’évaluation et de séparation

utilisée.

5.1 Description de la méthode :

5.1.1 Bornitude de la fonction f (x) sur un rectangle :

Dans les lignes qui suit nous exposerons en détail le nouveau méthode de bornitude

sur un rectangle, telle que on va donnée une nouvelle fonction linéaire approximée infé-

rieurement la fonction optimiser f (x).

Cette approximation est applique avant la subdiviser de S◦ le rectangle original en

n-rectangles Sk, qui sont définies par :

Sk =
©
x ∈ Rn;Lk ≤ x ≤ Uk

ª
(5.2 )

Remarque 5.1 : Le but de faire l’estimation précédent est pour trouver la borne infé-

rieure de la valeur optimale globale associée au problème original (PQN).

Construction de le rectangle initial S◦ :

Le rectangle initial S◦ qui contient le domaine réalisable de (PQN) sera définie par :

S◦ = {x ∈ Rn;L◦ ≤ x ≤ U◦} (5.3 )
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où les deux bornes L◦ et U◦ sont calculées sous la manière suivante :

On résout les n-programmes linéaires :

max
©
xi : x ∈

¡
χf
¢
, i = 1, 2, ..., n

ª
(5.4 )

pour obtenir les valeurs {L◦i : i = 1, 2, ..., n}, et :

min
©
xi : x ∈

¡
χf
¢
, i = 1, 2, ..., n

ª
(5.5 )

pour obtenir les valeurs {U◦i : i = 1, 2, ..., n}, le rectangle S◦ peut alors s’écrire comme :

S◦ = {x ∈ Rn;L◦i ≤ xi ≤ U◦i , i = 1, 2, ..., n} (5.6 )

le rectangle S◦ peut être simplement subdiviser à deux subrectangles par les bissection

méthodes notée par :

S+1 =
©
x ∈ Rn : L◦s ≤ x◦s ≤ hs et L◦j ≤ x◦j ≤ U◦j ; j = 1, 2, ..., n et j 6= s

ª
(5.7 )

S+2 =
©
x ∈ Rn : hs ≤ x◦s ≤ U◦s et L

◦
j ≤ x◦j ≤ U◦j ; j = 1, 2, ..., n et j 6= s

ª
(5.8 )

les bissections méthodes seront données dans la section5.5.

Définition 5.1 :[6] On définies le nombre positif θ qui satisfait :

θ ≥ |λmin| (5.9 )

où λmin est le minimum de la matrice Q.

Remarque 5.2 : Le nombre positif θ est définie pour le quelle la matrice (Q+ θI)

sera définie positive ou bien semi définie positive.

La proposition suivante nous donne la forme de la borne inférieure de la fonction

optimiser f (x).

Proposition 5.1 :[6] La borne inférieure de la fonction f (x) sur le rectangle Sk est
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estimée par la fonction linéaire définie par :

f (x) =
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x(5.10)

−
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk (5.1)

et si on utilises la borne Uk on trouves que f (x) est estimée par :

f (x) =
¡
x− Uk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Uk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Uk
¢T
(Q+ θI)x(5.11)

−
¡
Uk
¢T
(Q+ θI)

¡
Uk
¢

(5.2)

Preuve : On a :

f (x) = xTQx+ dTx

= xTQx+ dTx+ θxTx− θxTx

= xT (Q+ θI)x+ dTx− θ kxk2

si on utilise la borne inférieure Lk de le rectangle Sk, on peut alors écrire :

f (x) = xT (Q+ θI)x+ dTx− θ kxk2

=
¡
x− Lk + Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk + Lk

¢
+ dTx− θ kxk2

=
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
Lk
¢

+
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
Lk
¢
+ dTx− θ kxk2

=
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+dTx− θ kxk2 +

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
Lk
¢

=
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x

−
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
Lk
¢

d’autre part, si on utilise la borne supérieure Uk de le rectangle Sk, on travaille sous la
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même manière suivante, et on trouve que :

f (x) = xT (Q+ θI)x+ dTx− θ kxk2

=
¡
x− Uk + Uk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Uk + Uk

¢
+ dTx− θ kxk2

et dans ce cas, on a directement :

f (x) =
¡
x− Uk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Uk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Uk
¢T
(Q+ θI)x

−
¡
Uk
¢T
(Q+ θI)

¡
Uk
¢

donc la preuve est complète. ¥

L’enveloppe convexe de la fonction non convexe optimiser f (x) sur le rectangle Sk

est donnée dans la définition suivante pour être la bonne estimateur linéaire du cette

fonction.

Définition 5.2 :[21] Soient la fonction f : C ⊆ Rn −→ R, et le rectangle S◦ ⊆ Rn

telle que C ⊆ S◦ ⊆ Rn, l’enveloppe convexe de la fonction f sur le rectangle S◦ est la

fonction définie par :

f◦i (xi) = δixi + ηi : i = 1, 2, ..., n (5.12 )

où :

δi =
fi (U

◦
i )− fi (L

◦
i )

U◦i − L◦i
et ηi = fi (L

◦
i )− δiL

◦
i : i = 1, 2, .., n (5.13 )

alors, d’après cette définition on a immédiatement la proposition suivante :

Proposition 5.2 :[6] Soient Lk
j et U

k
j les j

éme composante de Lk et Uk respective-

ment alors, l’enveloppe convexe de la fonction :

h (x) = − kxk2 = −
nX

j=1

x2j (5.14 )
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sur l’intervalle
£
Lk
j , U

k
j

¤
est la fonction linéaire définie par :

ϕSk
(x) =

nX
j=1

¡
−
¡
Uk
j + Lk

j

¢
xj + Uk

j L
k
j

¢
(5.15)

= −
¡
Uk + Lk

¢T
x+

¡
Lk
¢T

Uk

Preuve : D’après la définition précédente l’enveloppe convexe de la fonction :

h (x) = − kxk2 = −
nX

j=1

x2j

sur le rectangle :

Sk =
©
x ∈ Rn : Lk

j ≤ xj ≤ Uk
j : j = 1, 2, .., n

ª
sera donnée par :

ϕSk
(x) =

nX
j=1

ϕj
Sk
(x)

=
nX

j=1

¡
δjxj + ηj

¢
avec :

δj =
hj
¡
Uk
j

¢
− hj

¡
Lk
j

¢
Uk
j − Lk

j

=

³
−
¡
Uk
j

¢2 − ³− ¡Lk
j

¢2´´
Uk
j − Lk

j

=

¡
Lk
j

¢2 − ¡Uk
j

¢2
Uk
j − Lk

j

=

¡
Lk
j − Uk

j

¢ ¡
Lk
j + Uk

j

¢
Uk
j − Lk

j

= −
¡
Lk
j + Uk

j

¢
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d’autre part on a :

ηj = hj
¡
Lk
j

¢
− δjL

k
j

= −
¡
Lk
j

¢2 − ¡− ¡Lk
j + Uk

j

¢¢
Lk
j

= −
¡
Lk
j

¢2
+
¡
Lk
j

¢2 − Lk
jU

k
j

= −Lk
jU

k
j

on peut alors écrire :

ϕj
Sk
(x) =

¡
δjxj + ηj

¢
= −

¡
Lk
j + Uk

j

¢
xj − Lk

jU
k
j

donc :

ϕSk
(x) =

nX
j=1

ϕj
Sk
(x)

=
nX

j=1

¡
−
¡
Lk
j + Uk

j

¢
xj − Lk

jU
k
j

¢
= −

¡
Lk + Uk

¢T
x−

¡
Lk
¢T

Uk

alors, la preuve est complète. ¥
Remarque 5.3 : La fonction linéaire ϕSk

(x) est la bonne borne inférieure du la

fonction h (x) sur le rectangle
£
Lk, Uk

¤
.

D’après les deux relations (5.10) et (5.11), on trouve que la fonction linéaire approxi-

mative peut prendre deux formes qui seront données dans le théorème suivant :

Théorème 5.1 :[6] Les deux formes linéaires approximées inférieurement la fonction

non convexe optimiser f (x) sur le rectangle choisie Sk =
£
Lk, Uk

¤
sont définies par :

LSk (x) = (aSk)
T x+ (bSk) (5.16 )
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où :

aSk = d+ 2 (Q+ θI)Lk − θ
¡
Lk + Uk

¢
(5.17)

bSk = −
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk + θ

¡
Lk
¢
Uk

et :

USk (x) = (aSk)
T x+

¡
bSk
¢

(5.18 )

où :

aSk = d+ 2 (Q+ θI)Uk − θ
¡
Lk + Uk

¢
(5.19)

bSk = −
¡
Uk
¢T
(Q+ θI)Uk + θ

¡
Lk
¢
Uk

Preuve : D’après la relation (5.10), l’enveloppe convexe de cette forme est donnée par :

LSk (x) = (aSk)
T x+ (bSk)
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avec :

aSk =
f
¡
Uk
¢
− f

¡
Lk
¢

Uk − Lk

=

dTUk − θ
nP
i=1

¡
Uk
i

¢2
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Uk −

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

Uk − Lk

−
dTLk − θ

nP
i=1

¡
Lk
i

¢2
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk −

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

Uk − Lk

=

dTUk − θ
nP
i=1

¡
Uk
i

¢2
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Uk − dTLk + θ

nP
i=1

¡
Lk
i

¢2
Uk − Lk

−
2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

Uk − Lk

=

dT
¡
Uk − Lk

¢
− θ

nP
i=1

³¡
Uk
i

¢2 − ¡Lk
i

¢2´
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
Uk − Lk

¢
Uk − Lk

=

dT
¡
Uk − Lk

¢
− θ

nP
i=1

¡
Uk
i − Lk

i

¢ ¡
Uk
i + Lk

i

¢
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
Uk − Lk

¢
Uk − Lk

= d− θ
nX
i=1

¡
Uk
i + Lk

i

¢
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

= d− θ
¡
Uk + Lk

¢
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

et :

bSk = f
¡
Lk
¢
− aSkL

k

=

Ã
dTLk − θ

nX
i=1

¡
Lk
i

¢2
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk −

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

!
−
³
d− θ

¡
Uk + Lk

¢
+ 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)

´
Lk

= dTLk − θ
nX
i=1

¡
Lk
i

¢2
+
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk − dTLk + θ

¡
Uk + Lk

¢T
Lk −

2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

= −
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk − θ

nX
i=1

¡
Lk
i

¢2
+ θ

¡
Uk
¢T

Lk + θ
¡
Lk
¢T

Lk

= −
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk + θ

¡
Uk
¢T

Lk
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donc, la relation (5.16 ) est satisfaite ;

d’autre part, pour la deuxième forme approximative USk (x) on utilise la forme (5.11 ),

et la même définition de l’enveloppe convexe qu’été utilisée préçidament dans la définition

de la borne inférieure LSk (x) de f (x) sur le rectangle Sk =
£
Lk, Uk

¤
.

5.1.2 La relation effective entre la fonction optimiser f (x) et

leur estimateur linéaire :

On peut trouver la relation entre la fonction optimiser et les deux bornes inférieures

LSk (x) et USk (x), et on peut aussi estimer la différence ou bien la distance entre elles,

ça sera bien démontrer par les deux théorèmes suivants.

Théorème 5.2 :[6] Soit la matrice (Q+ θI) être une matrice semi définie positive,

alors on a :

LSk (x) ≤ f (x) ;∀x ∈
¡
χf
¢
∩ Sk (5.20)

USk (x) ≤ f (x) ;∀x ∈
¡
χf
¢
∩ Sk

(i,e : les deux fonctions linéaires LSk (x) et USk (x) sont les deux bornes inférieurs de la

fonction non convexe optimiser sur le rectangle choisie Sk =
£
Lk, Uk

¤
).

Preuve : On a déjà préçidament définie la fonction optimiser avec l’utilisation des

deux bornes Lk et Uk, alors, d’après la relation (5.10) on a :

f (x) =
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x

−
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

d’autre part on a :

ϕSk
(x) =

nX
j=1

¡
−
¡
Uk
j + Lk

j

¢
xj + Uk

j L
k
j

¢
= −

¡
Lk + Uk

¢T
x+

¡
Lk
¢T

Uk
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est la borne inférieure de la fonction :

h (x) = − kxk2 = −
nX

j=1

x2j

on peut alors écrire que :

f (x) ≥
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ dTx− θ

¡
Lk + Uk

¢T
x+ θ

¡
Lk
¢T

Uk

+2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x−

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk

donc, d’après la définition de l’estimateur linéaire LSk (x) on peut écrire :

f (x) ≥
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ LSk (x)

mais par hypothèse, la matrice (Q+ θI) est semi définie positive alors, elle satisfait la

relation suivante :

h(Q+ θI) x, xi ≥ 0;∀x ∈ Rn

on peut alors écrire : ¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
≥ 0

s’implique que :

f (x) ≥ LSk (x) ;∀x ∈ Sk =
£
Lk, Uk

¤
la même chose pour la deuxième borne USk (x) où on utilise la forme (5.11) de la fonction

optimiser, et on continue sous les même étapes préçédentes, alors, la preuve est complète.

¥

Théorème 5.3 :[6] Soit la matrice (Q+ θI) être semi définie positive, et soit ρ (Q+ θI)

être la plus grande valeur propre de la matrice (Q+ θI), alors, on a :

max
©
|f (x)− LSk (x)| : x ∈ Sk =

£
Lk, Uk

¤ª
≤ (ρ (Q+ θI) + θ)

°°Lk − Uk
°°2 (5.21 )

132



et :

max
©
|f (x)− USk (x)| : x ∈ Sk =

£
Lk, Uk

¤ª
≤ (ρ (Q+ θI) + θ)

°°Lk − Uk
°°2 (5.22 )

Preuve : Prendre la forme (5.10) de la fonction optimiser, et la relation (5.16) alors, on

a :

f (x)− LSk (x) =
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ dTx− θ

nX
i=1

x2i + 2
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x

−
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk − dTx− 2

¡
Lk
¢T
(Q+ θI)x+ θ

¡
Lk + Uk

¢T
x

+
¡
Lk
¢T
(Q+ θI)Lk − θ

¡
Lk
¢T

Uk

=
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
− θ

Ã
nX
i=1

x2i −
¡
Lk + Uk

¢T
x+

¡
Lk
¢T

Uk

!
=

¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
− θ

¡
kxk2 + ϕSk

(x)
¢

=
¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ θ

¡
− kxk2 − ϕSk

(x)
¢

d’un autre côté, on peut écrire :

¡
− kxk2 − ϕSk

(x)
¢
= −xTx+

¡
Lk + Uk

¢T
x−

¡
Lk
¢T

Uk

= −xTx+
¡
Lk
¢T

x+
¡
Uk
¢T

x−
¡
Lk
¢T

Uk

= −xT
¡
x− Lk

¢
+
¡
Uk
¢T ¡

x− Lk
¢

=
¡
Uk − x

¢T ¡
x− Lk

¢
alors :

kf (x)− LSk (x)k∞ = max
©
|f (x)− LSk (x)| : x ∈ Sk =

£
Lk, Uk

¤ª
=

°°°¡x− Lk
¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ θ

¡
Uk − x

¢T ¡
x− Lk

¢°°°
∞

133



d’autre part, on a :

|f (x)− LSk (x)| =
¯̄̄¡
x− Lk

¢T
(Q+ θI)

¡
x− Lk

¢
+ θ

¡
Uk − x

¢T ¡
x− Lk

¢¯̄̄
≤ ρ (Q+ θI)

°°Uk − Lk
°°2 + θ

°°°¡Uk − x
¢T ¡

x− Lk
¢°°°

≤ ρ (Q+ θI)
°°Uk − Lk

°°2 + θ
°°Uk − Lk

°°2
= (ρ (Q+ θI) + θ)

°°Uk − Lk
°°2

donc :

max
©
|f (x)− LSk (x)| : x ∈ Sk =

£
Lk, Uk

¤ª
≤ (ρ (Q+ θI) + θ)

°°Uk − Lk
°°2

la même chose pour la deuxième borne USk (x) où on utilise la forme (5.11) de la fonction

optimiser, et on continue sous les même étapes préçédentes, alors, la preuve est complète.

¥

5.1.3 Construction du problème linéaire (LBP) :

D’après le théorème (5.2) on a :

LSk (x) ≤ f (x) ;∀x ∈
¡
χf
¢
∩ Sk

USk (x) ≤ f (x) ;∀x ∈
¡
χf
¢
∩ Sk

et à cause de ça on peut écrire :

f (x) ≥ max
©
LSk (x) , USk (x) ;∀x ∈

¡
χf
¢
∩ Sk

ª
= γ (x) (5.23 )

où la fonction γ (x) est présentée comme une borne inférieure pour la fonction optimiser,

on peut alors construire le problème linéaire suivant :⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
minmax {LSk (x) , USk (x)}

Ax ≤ b

x ∈ Sk

(LBP)
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on peut aussi le construire sous une autre forme plus simple comme suit :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min t

LSk (x) ≤ t

USk (x) ≤ t

Ax ≤ b

x ∈ Sk

d’après la construction de le problème linéaire (LBP), on trouve une résultat très im-

portante donnée dans le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 :[6]

(1) La valeur optimale du (LBP) est une borne inférieure de la valeur optimale globale

du problème original (PQN) sur le rectangle Sk.

(2) La solution optimale du (LBP) notée par xk est une solution réalisable pour le

problème original (PQN).

Preuve :

(1) posons' être la valeur optimale associer au problème (LBP), et f (x∗) être la valeur

optimale globale de (PQN), donc immédiatement on a :

' = minmax {LSk (x) , USk (x)} (5.24)

f (x∗) =
©
min f (x) ;x ∈

¡
χf
¢
∩ Sk

ª
donc, il y a deux possibilités :

(a) si on a :

' = minLSk (x) = LSk (ex) ≤ f (x) ;∀x

pour x = x∗ on a :

' = LSk (ex) ≤ f (x∗)

(b) Si on a :

' = minUSk (x) = USk (bx) ≤ f (x) ;∀x
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s’implique que :

' = USk (bx) ≤ f (x∗)

on peut alors écrire que :

' ≤ f (x∗)

c’est à dire que la relation (1) est satisfaite. _

(2) si ex est la solution optimale de (LBP) alors, nécessairement elle satisfait les contraints
suivantes :

Aex ≤ b et ex ∈ Sk

donc, elle satisfait les contraintes du (PQN), s’implique que ex appartient à l’en-
semble des solutions réalisables du (PQN), alors, la relation (2) est satisfaite.

¥

5.2 Les techniques de partition et réduction sur un

rectangle :

Dans cette section on va donner une nouvelle méthode de partition est appelé bisection

méthod ou the two-partition méthode, et d’un autre côté, on va expliquer les techniques

de réduction (élimination) sur un rectangle dans Rn, prendre par exemple :

Sk =
©
x ∈ Rn;Lk ≤ x ≤ Uk

ª
un rectangle dans Rn et un point xk telle que xk ∈ Sk.

5.2.1 Méthode de partition sur un rectangle :

La méthode est expliquée par l’algorithme suivant :

Algorithme(1) :

initialisation :
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itération k : trouver le point wj telle que :

wj = max
©¡
xki − Lk

i

¢ ¡
Uk
i − xki

¢
; i = 1, 2, ..., n

ª
Si wj 6= 0 alors on subdiviser le rectangle Sk à deux subrectangles :

SK
1 =

©
x ∈ Rn : Lk

j ≤ xj ≤ wj;L
k
i ≤ xi ≤ Uk

i ; i 6= j
ª

SK
2 =

©
x ∈ Rn : wj ≤ xj ≤ Uk

j ;L
k
i ≤ xi ≤ Uk

i ; i 6= j
ª

Sinon

on subdiviser le rectangle Sk à deux subrectangles où l’indice j est déterminée comme

étant l’indice de la plus

longue arrête de Sk =
£
Lk, Uk

¤
avec : wj =

Lkj+U
k
j

2
le point médial de l’arrête

£
Lk
j , U

k
j

¤
.

Finsi ;

k←−k+1

Fin.

5.2.2 Description de techniques du réduction (élimination) :

Dans cette section on va expliquer le principe des techniques du réduction rectan-

gulaire dans le but d’accélérer la convergence de l’algorithme proposée (i,e l’algorithme

d’optimisation global).

Cette technique est résumée dans l’algorithme suivant qu’est appelée linearity-based

range réduction algorithme pour réduce et delete (éliminer) le rectangle Sk.

Cette élimination est dans le but d’obtenir un nouveau rectangle, noté aussi Sk, qui

n’est pas plus large que le rectangle avant la réduction, d’autre part, l’algorithme suivant

nous donne une nouvelle méthode qui peut éliminer quelles que subrectangles et quelles

que contraintes linéaires.
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Algorithme(2) :

initialisation : I 0k := {1, 2, ...,m}, Pk := P

itération k :

Pour i = 1, 2, ...,m faire ;

rUI =
nP

j=1

max
©
aijL

k
j , aijU

k
j

ª
rLi =

nP
j=1

min
©
aijL

k
j , aijU

k
j

ª
Si rLi > 0 alors ; stop.

le problème (PQN) n’est pas réalisable sur le rectangle Sk et dans se cas Sk = φ.

Sinon

Si rUI < bi alors ;

la contrainte est redundant et :

I 0k := I 0k − {i}

Pk = Pk −
n
x ∈ Rn : (ai)

T x ≤ bi
o

Sinon

Pour j = 1, 2, ..., n faire ;

Si aij > 0 alors ;

Uk
j := min

½
Uk
j ,

bi−rLi+min{aijLkj ,aijUk
j }

aij

¾
Sinon

Lk
j := max

½
Lk
j ,

bi−rUi+max{aijLkj ,aijUk
j }

aij

¾
FinSi ;

FinPour ;

FinSi ;

FinSi ;

FinPour ;

k←−k+1

Fin.
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Remarque 5.3 : Sachons que, tous les contraintes linéaires de le problème (PQN)

sont exprémées comme :
nX

j=1

aijxj ≤ bi : i = 1, 2, ..,m (5.25 )

d’autre part, le rectangle Sk définie préçidament être ajouter comme une contrainte pour

le problème (PQN).

Les minimums et maximums de chaque (aijxj) sur l’intervalle
£
Lk
j , U

k
j

¤
sont atteints

en les points extrêmes de se intervalle, c’est à dire en les points Lk
j , U

k
j .

5.3 L’algorithme rectangulaire de séparation et ré-

duction (élimination) :

D’après tous les lignes précédentes on peut présenter un algorithme rectangulaire pour

résoudre les problèmes quadratiques non convexes, qu’est appelée l’algorithme rectangu-

laire de séparation et réduction ou Branch and Bound.

Dans cette algorithme, et pour chaque rectangle Sk, on calcule la valeur optimale

α
¡
Sk
¢
par la résolution de problème min-max qui noté par (LBP), telle que cette valeur

présente une borne inférieure de la fonction optimiser f (x) sur Sk, on peut alors écrire :

α
¡
Sk
¢
≤ f (x) : ∀x ∈

¡
χf
¢
∩ Sk

donc :

α
¡
Sk
¢
≤ f (x∗)

où f (x∗) est la valeur optimale globale de (PQN).

D’autre part, on note par xk la solution du (LBP) associée à la valeur optimale

α
¡
Sk
¢
.

La borne supérieure de la valeur optimale globale de (PQN) sur le rectangle Sk est

définie par les solutions xk du (LBP) où xk ∈
¡
χf
¢
∩ Sk.

Remarque 5.4 :[6] La procédure rectangulaire Linearity-based range réduction sera

utilisée dans l’algorithme suivante pour accélérer leur convergence.
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L’algorithme est donnée par :

Algorithme(3) : Séparation et réduction.

initialisation : déterminée le rectangle initial S◦ telle que
¡
χf
¢
⊂ S◦ et posons

LBPS◦ := S◦ ∩
¡
χf
¢
;

itération k :

Si LBPS◦ 6= φ alors ;

résoudre le problème linéaire (LBP) si k=0.

soient x◦ être la solution optimale du (LBP) et α (x◦) être leur valeur optimale,

et soient :

H := {S◦} (l’ensemble des subrectangles de le rectangle initial S◦) ;

α◦ := min {α (S◦)} , β◦ := f (x◦) (la borne supérieure de f (x∗)) ;

k :=0

Pour Stop=false faire ;

Si αk = βk alors ;

Stop=true (xk est une solution optimale globale du (PQN))

Sinon

on divise le rectangle Sk à deux subrectangles
©
Sk
j : j = 1, 2

ª
par

la méthode choisie.

Pour j = 1, 2 faire ;

appliquée les techniques de réduction (delete) sur les deux subrectangles Sk
j ,

le rectangle qui reste sera notée aussi par Sk
j .

Si Sk
j 6= φ alors ;

(LBP)Skj :=
©
x ∈ Rn : x ∈ Sk

j ∩
¡
χf
¢ª
, puis résoudre le problème

linéaire (LBP) où Sk := Sk
j .

notée par xkj la solution optimale et α
¡
Sk
j

¢
être la valeur

optimale associer,

H := H ∪
©
Sk
j

ª
;

βk+1 := min
©
f
¡
xk
¢
, f
¡
xkj
¢ª
;

xk := argminβk+1;

FinSi ;
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FinPour ;

H := H −
©
Sk
ª
;

αk+1 := min
S∈H

{α (S)} ; on choisie un rectangle Sk+1 ∈ H

telle que αk+1 = α
¡
Sk+1

¢
;

k←−k+1 ;

FinSi ;

FinPour ;

FinSi ;

Fin.

5.4 La convergence de l’algorithme proposée :

Cette algorithme est convergente par rapport les algorithmes proposées dans plusieurs

références, la différence restreint dans l’application de la partition, le calcule de la borne

inférieure et la stratégie de la réduction (élimination) rectangulaire.

On peut démontrer brièvement cette convergence dans les lignes qui suivent.

Théorème 5.4 :[6] La solution optimale globale du problème (PQN) peut être obtenir si

l’algorithme de Séparation et interpolation terminée dans un nombre finie de pas.

Preuve : Soit xk la solution obtienne lorsque l’algorithme termine dans l’étape k,

alors, on peut écrire :

αk = min
S∈H

α (S) = α
¡
Sk
¢
= βk = f

¡
xk
¢

(5.26 )

telle que :

αk = α
¡
Sk
¢
= minmax {LSk (x) , USk (x)}

c’est à dire que :

α
¡
Sk
¢
= f

¡
xk
¢
≤ f (x) : ∀x ∈ Sk (5.27 )

donc, nécessairement
¡
xk
¢
est une solution optimale globale de (PQN). ¥

141



Si l’algorithme ne termine pas dans un nombre finie de pas alors, on a le théorème

suivante où la solution globale est existe mais se n’est pas une solution unique.

Théorème 5.5 :[6, 21] Si l’algorithme est génère un nombre infinie des suites©
xk
ª
k∈N alors, tout point d’accumulation x∗ de

©
xk
ª
k∈N présente une solution optimale

globale pour le problème originale (PQN).

Preuve : posons x∗ être le point d’accumulation pour la suite
©
xk
ª
k∈N, et soit©

xkq
ª
k∈N une sou suite de la suite

©
xk
ª
k∈N, et on la note aussi par

©
xkq
ª
k∈N .

d’autre part, dans l’algorithme presque préçédent, la suite {αk}k∈N qu’est appellée une

suite inférieure est strictement croissante, la même chose pour la suite {βk}k∈N qu’est

appellée une suite supérieure, cette suite est strictement décroissante où :

αk = LSk
¡
xk
¢
et βk = f

¡
xk
¢

et à cause de ça, on peut dire que les deux suites {αk}k∈N et {βk}k∈N sont convergente

sur Sk, et dans se cas on a :

lim
k−→∞

βk = lim
q−→∞

βkq = lim
q−→∞

¡
f
¡
xkq
¢¢
= f (x∗)

au plus de ça, et son perde de généralité, posons xkq être la solution optimale du problème

linéaire (LBP) sur le rectangle Skq , telle que :

Skq+1 ⊂ Skq , q = 1, 2, .., n

et puisque la partition rectangulaire est exhaustive, c’est à dire que :

lim
q−→∞

Skq = x∗

d’un autre côté, d’après le théorème (5.3) on a :

0 ≤ βkq − αkq = f
¡
xkq
¢
− LSkq

¡
xkq
¢
≤ (ρ (Q+ θI) + θ)

°°Ukq − Lkq
°°2
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alors, pour k tend vers à ∞, on trouve :

lim
q−→∞

°°Ukq − Lkq
°°2 = lim

k−→∞

°°Uk − Lk
°°2 = 0

s’implique que :

0 ≤ lim
q−→∞

³
βkq − αkq

´
= lim

q−→∞

¡
f
¡
xkq
¢
− LSkq

¡
xkq
¢¢
≤ 0

c’est à dire que :

lim
q−→∞

³
βkq − αkq

´
= lim

q−→∞

¡
f
¡
xkq
¢
− LSkq

¡
xkq
¢¢
= 0

on peut alors écrire que :

µ
lim

q−→∞

³
βkq − αkq

´
= 0

¶
=⇒

µ
lim

q−→∞
βkq = lim

q−→∞
αkq

¶
=⇒

µ
lim

q−→∞
αkq = lim

q−→∞

³
βkq −

³
βkq − αkq

´´¶
=⇒

µ
lim

q−→∞
αkq = lim

q−→∞
βkq − lim

q−→∞

³
βkq − αkq

´¶
=⇒

µ
lim

q−→∞
αkq = lim

q−→∞
βkq

¶
=⇒

³
lim

k−→∞
αk = lim

k−→∞
βk

´
=⇒

³
lim

k−→∞
αk = lim

k−→∞

¡
f
¡
xk
¢¢
= f (x∗)

´
alors, x∗ est une solution optimale globale pour le problème (PQN), c’est à dire que

chaque point d’accumulation pour les suites générées par l’algorithme proposée est une

solution optimale globale pour le problème (PQN). ¥
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5.5 Exemple :

Soit le problème donné par :⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min f (x) =

Ã
−

nX
i=1

¡
x2i +

1
2
xi
¢!

−1.0 ≤ xi ≤ 1.0; i = 1, 2, ..., n

5.6 Subdivisions rectangulaires normales :

Soit le rectangle S◦ définie par :

S◦ = {x ∈ Rn;L◦i ≤ xi ≤ U◦i : i = 1, 2, ..., n}

un rectangle dans Rn, et soit ΨS◦ (x) le sous estimateur linéaire de la fonction optimiser

sur le rectangle S◦ définie par :

ΨS◦ (x) = max {LS◦ (x) , US◦ (x)} (5.28 )

d’autre part, notons par xk et α
¡
Sk
¢
la solution optimale et la valeur optimale respecti-

vement du le problème linéaire (LBP).

Soit le processus de subdivision rectangulaire, qui génère une famille de rectangles

qui peuvent être représenté par un arbre dont la racine est S◦.

Définition 5.3 :[6, 21] Un noeud est le successeur d’un autre si et seulement s’il

représente un élément de la partition du rectangle correspondant au dernier noeud.

On peut poser un chemin d’arbre de subdivision qui nous donne une suite de subrec-

tangles
©
Sk
ª
k∈N comme suit :

S◦

.&

S+2 S+1

.& .&

S+22 S+21 S+12 S+11
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.& .& .& .&
...

...
...

...
...

...
...

...

xy xy xy xy xy xy xy xy

Arbre de subdivision rectangulaire

On a besoin des définitions suivantes :

Définition 5.4 :[6, 21] Une suite de rectangle
©
Sk
ª
k∈N est dite normale si :

lim
k−→∞

¯̄
f
¡
xk
¢
−ΨSk

¡
xk
¢¯̄
= 0 (5.29 )

Définition 5.5 :[6, 21]Une subdivision rectangulaire est dite normale si toute suite

infinie de rectangles qu’elle génère est normale.

5.6.1 Construction de subdivisions rectangulaires normales :

On va présenter quatre types très importants de subdivision rectangulaire normale

qui sont utiles.

Supposons que le rectangle :

Sk =
©
x ∈ Rn;Lk

i ≤ xi ≤ Uk
i : i = 1, 2, ..., n

ª
est sélectionnée, on a notée plus haut par S+1 et S+2 les deux subrectangles génèrent par

un bissection méthode entre les bissections méthodes suivantes, telle que, il y a plusieurs

choies de l’indice s et le point hs qui’est notée plus haut par wj.

Les bissections méthodes sont :

La bissection exhaustive :

De manière générale, l’indice s est déterminée comme étant l’indice de la plus longue

arrête de Sk, c’est à dire telle que :

¡
Uk
s − Lk

s

¢2
= max

n¡
Uk
i − Lk

i

¢2
: i = 1, 2, ..., n

o
(5.30 )
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avec :

hs = wj =
Uk
s + Lk

s

2
(5.31 )

le point midiale de l’arrête
£
Uk
s , L

k
s

¤
, et dans se cas, Sk est subdivisée en deux subrec-

tangles :

Sk
+1 =

©
x ∈ Sk : Lk

s ≤ xs ≤ hs
ª

(5.32)

Sk
+2 =

©
x ∈ Sk : hs ≤ xs ≤ Uk

s

ª
ω-subdivision :

Pour un rectangle sélectionné Sk, et soient LSk (x), USk (x) les deux bornes inférieures

de la fonction optimiser sur Sk, on peut alors prendre la borne inférieure ΨSk (x) de la

fonction optimiser définie par :

ΨSk (x) = max {LSk (x) , USk (x)} (5.33 )

donc, on a :

f (x)−ΨSk (x) ≥ 0 : ∀x ∈ Sk

et dans se cas, l’indice s est déterminée par le quelle :

s ∈ argmax
i

©
f
¡
xki
¢
−ΨSk

¡
xki
¢ª

(5.34 )

puis, on subdivisée le rectangle Sk en deux subrectangles :

S+1 =
©
x ∈ Rn : Lk

s ≤ xs ≤ hs : L
k
i ≤ xi ≤ Uk

i ; i = 1, 2, ..., n
ª

(5.35)

S+2 =
©
x ∈ Rn : hs ≤ xs ≤ Uk

s : L
k
i ≤ xi ≤ Uk

i ; i = 1, 2, ..., n
ª

où :

hs = xks (5.36 )

avec xk est la solution du problème approximative linéaire (LBP), et dans se cas, l’indice

s nous donne la plus grande différence entre f
¡
xki
¢
et ΨSk

¡
xki
¢
.
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Subdivision adaptive :

L’indice s est déterminée comme suit :

¯̄
υks − xks

¯̄
:= max

i

¯̄
υki − xki

¯̄
(5.37 )

où xk est la solution optimale du (LBP) et :

υki ∈ argmin
i

©
Ψi
Sk

¡
Lk
¢
,Ψi

Sk

¡
Uk
¢ª

(5.38 )

qui n’est rien d’autre que :

υk ∈ arg min
y∈Sk

{ΨSk (y)} (5.39 )

et dans se cas, le point hs est définie par :

hs =

¡
υks + xks

¢
2

(5.40 )

Largest distance bisection :

Cette méthode est proposée par Xue et Xu [11], et elle est détailler dans l’algorithme

suivante :

Algorithme(4) : LDB

initialisation : déterminée le rectangle initial S◦ telle que
¡
χf
¢
⊂ S◦, posons

Sk := S◦ pour k ∈ {1, 2, ...} ;

itération k :

étape1 calculée δi =
fi(Uk

i )−fi(Lki )
Uk
i −Lki

pour i = 1, 2, ..., n

définie la distance entre Ψi
Sk (xi) et fi (xi) pour xi ∈

£
Lk
i , U

k
i

¤
par :

di (xi) = fi (xi)−Ψi
Sk (xi) = fi (xi)− δixi − ηi;

étape2 maximisée la distance di (xi) pour trouver la solution hki ,

posons di
¡
hki
¢
être le maximum;

étape3 déterminée l’indice s telle que :

ds
¡
hks
¢
= max

©
di
¡
hki
¢
: i = 1, 2, ..., n

ª
;

étape4 déterminée le point hks telle que hks = xks ou bien, h
k
s est le point
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déterminée dans l ’étape2.
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ANNEXES :
Annexe IApplication particulière de la méthode de la transformation duale

canonique :

Entre les applications très importantes de la transformation duale canonique et les

méthodes paramétriques, il y a la programmation quadratique sur un sphère, alors, on

considère le problème suivant :⎧⎨⎩ min f (x) = 1
2
xTQx− dTx

xTx ≤ 2μ

qui présente un problème quadratique avec un seul contrainte quadratique,

si on utilise la norme k.k2, on peut alors présenter le problème presque préçédent

comme suit : ⎧⎨⎩ min f (x) = 1
2
xTQx− dTx

1
2
kxk22 ≤ μ

il est défficile de trouver la solution exacte de se type de problèmes, à cause de ça, plusieurs

méthodes étaient proposées pour trouver la solution approximée de ce problème, d’autre

part, entre ses méthodes il y a la transformation duale canonique.

Remarquons que la contrainte d’inégalité Bx ≤ b est absente, alors, avec l’utilisation

de cette méthode ce type de problèmes peut être résoud complètement.

En effet, la forme duale canonique associer à ce problème est donnée par :⎧⎨⎩ Ext fd (ρ∗) = −1
2
dT (Q+ ρ∗I)−1 d− μρ∗

ρ∗ ≥ 0, det (Q+ ρ∗I) 6= 0

qui présente une maximisation concave avec un seul degré de libertie.

Le théorème suivant nous donne un ensemble complet des solutions.

Théorème 1 :[5] Soit la matrice symétrique Q admet p ≤ n valeurs propres dis-

tinctes, avec l’indice id ≤ p telle que :

λ1 < λ2 < ... < λid < 0 ≤ λid+1 < ... < λp
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alors, on a :

(1) Pour un vecteur donné d ∈ Rn et un paramètre suffisamment large μ > 0, le problème

dual canonique (Pd
μ) admet au plus de ( 2id+ 1) points de (KKT) notées par :

©
ρ∗i ; i = 1, 2, ..., 2id+ 1

ª
et satisfais la relation suivante :

ρ∗1 > −λ1 > ρ∗2 ≥ ρ∗3 > −λ2 > ρ∗4 ≥ ρ∗5 > −λ3 > ... > −λid > ρ∗2id ≥ ρ∗2id+1 > 0

(2) Pour chaque
©
ρ∗i ; i = 1, 2, ..., 2id+ 1

ª
le vecteur définie par :

xi =
¡
Q+ ρ∗i I

¢−1
d

est un point de (KKT) pour le problème paramétrique (Pμ), et on a aussi :

©
f (xi) = fd

¡
ρ∗i
¢
: i = 1, 2, ..., 2id+ 1

ª
(3) Si l’indice id > 0 alors, le problème dual canonique (Pd

μ) admet au plus de ( 2id+1)

points de (KKT) sur la bornitude de sphère définie par :

½
1

2
|xi|2 = μ : i = 1, 2, ..., 2id+ 1

¾

et dans se cas, le point xi définie préçidament est un minimum global de (Pμ).

Preuve :

par hypothèse on a :

λ1 < λ2 < ... < λid < 0 ≤ λid+1 < ... < λp

les valeurs propres de la matrice Q, alors,

(1) Puisque la matrice Q est symétrique alors, il existe une matrice orthogonale R telle
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que :

RT = R−1 et Q = RTDR

avec D une matrice diagonale définie par :

D = λiδij

donc, pour un vecteur d ∈ Rn on peut supposer que :

g = Rd = (gi)i

Ψ (ρ∗) = 1
2
dT (Q+ ρ∗I)−2 d

⎫⎬⎭
Sachons que :

Ψ (ρ∗) =
1

2

pX
i=1

g2i (λi + ρ∗)−2

en effet, on a :

Ψ (ρ∗) =
1

2
dT (Q+ ρ∗I)−2 d

=
1

2
dT
¡
RTDR+ ρ∗I

¢−2
d

=
1

2
dTRT (D + ρ∗I)−2 (Rd)

=
1

2
(Rd)T (D + ρ∗I)−2 (Rd)

=
1

2
gT (D + ρ∗I)−2 g

=
1

2

pX
i=1

g2i (λi + ρ∗)−2

D’autre part, la fonction qui définit presque préçédent est une fonction strictement

convexe avec des valeurs réels dans chaque intervalle ]−λi+1,−λi[, donc, pour un

paramètre μ > 0 suffisamment large, l’équation algébrique suivant :

Ψ (ρ∗) =
1

2

pX
i=1

g2i (λi + ρ∗)−2 = μ
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admet au plus (2p) solutions notons par
©
ρ∗i
ª
i
satisfais les deux relations :

©
−λj+1 < ρ∗2j+1 ≤ ρ∗2j < −λj : j = 1, 2, ..., p− 1

ª
et

ρ∗1 > −λ1 et ρ∗2p < −λp

d’un autre cotée, la matrice Q admet id valeurs propres négatives alors, l’équation

algébrique :

Ψ (ρ∗) = μ

admet au plus (2id+ 1) racines strictement positifs notées par :

©
ρ∗i > 0 : i = 1, 2, ..., 2id+ 1

ª
Et avec la condition de (KKT) donnée par :

¡
ρ∗i
¢T µ1

2
|xi|2 − μ

¶
= 0

on trouve que le problème primal paramétrique (Pμ) admet au plus (2id+1) points

de (KKT) notées par xi sur l’ensemble :½
1

2
|xi|2 = μ

¾

Donc, la relation une est satisfaite. _

(2) Pour d ∈ Rn un vecteur donné et un paramètre positif μ > 0, on dit que le scalaire

ρ∗ est un point de (KKT) si et seulement si :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−2
d− μ ≤ 0

Prend par exemple le point :

xi = (Q+ ρ∗I)
−1

d
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alors, la condition presque préçédente devient :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
xTx− μ ≤ 0

En effet, on a :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
(Q+ ρ∗I)

−1
d− μ ≤ 0

qui implique que :

0 ≤ ρ∗ ⊥
³
(Q+ ρ∗I)

−1
d
´T
(Q+ ρ∗I)

−1
d− μ ≤ 0

alors :

0 ≤ ρ∗ ⊥ 1
2
xTx− μ ≤ 0

qui présente la condition de (KKT) pour le problème original (P), donc, le point

xi qui définie précidament est un point de (KKT) pour (P), alors, on a trouvée

que pour chaque point de (KKT) ρ∗ pour le problème dual paramétrique (Pd
μ) le

vecteur qui définie par :

xi = (Q+ ρ∗I)
−1

d

est un point de (KKT) pour le problème primal paramétrique (Pμ), d’autre part,
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on a :

f (x) =
1

2
xTQx− dTx

=
1

2

³
(Q+ ρ∗I)

−1
d
´T

Q
³
(Q+ ρ∗I)

−1
d
´
− dT

³
(Q+ ρ∗I)

−1
d
´

=
1

2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
Q (Q+ ρ∗I)

−1
d− dT (Q+ ρ∗I)

−1
d

= −dT (Q+ ρ∗I)
−1

d+
1

2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
(Q+ ρ∗I − ρ∗I) (Q+ ρ∗I)

−1
d

= −dT (Q+ ρ∗I)
−1

d+
1

2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
(Q+ ρ∗I) (Q+ ρ∗I)

−1
d

−1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
(ρ∗I) (Q+ ρ∗I)

−1
d

= −dT (Q+ ρ∗I)
−1

d+
1

2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
d− 1

2
ρ∗xTx

= −1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
d− 1

2
ρ∗xTx

mais on a la condition d’optimalité suivante :

1

2
ρ∗xTx = ρ∗μ

On peut alors écrire :

f (x) = −1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
d− 1

2
ρ∗xTx

= −1
2
dT (Q+ ρ∗I)

−1
d− ρ∗μ

= fd (ρ∗)

alors, la deuxième relation est satisfaite. _

(3) Puisque la fonction Ψ (ρ∗) est strictement convexe, les points de (KKT) :

{xi : i = 1, 2, ..., 2id+ 1}

sont des minimums globaux pour le problème primal paramétrique (Pμ). ¥

Annexe II Preuve de lemme3.4 :

(1) La première relation présente le théorème classique de min-max saddle Lagrangian.
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(2) Puisque la fonction lagrangien est concave en x et v alors, si le vecteur (x, v) ∈

(Xf)× Rm
+ est un point de (KKT) alors, on a :

max
x∈Xf

L (x, v) = L (x, v) = max
v∈Rm+

L (x, v) (A)

d’autre part, pour x un point de (Xf) on peut écrire :

L (x, v) = max
v∈Rm+

L (x, v) = max
v≥0

L (x, v) = fd (v) (B)

et pour chaque v ≥ 0 donné, on a :

L (x, v) = max
x∈Rn

L (x, v) = max
x∈Xf

L (x, v) = fd (v) (C)

D’après tous sa, on peut écrire :

max
x∈Xf

L (x, v) = B max
x∈Xf

max
v∈Rm+

L (x, v) =A L (x, v)

= C max
v∈Rm+

max
x∈Xf

L (x, v)

alors, la deuxième relation est satisfaite. _

(3) D’après la relation (B) on a :

min
x∈Xf

L (x, v) =B min
x∈Xf

max
v∈Rm+

L (x, v) =A L (x, v)

D’un autre côté on a :

min
v≥0

L (x, v) =C min
v≥0

max
x∈Rn

L (x, v) =A L (x, v)

Donc, d’après les deux relations presque précédentes, la troisième relation est sa-

tisfaite. ¥
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Conclusion :

Dans ce mémoire on s’est intéressé à l’étude de quatre méthodes pour résoudre les

problèmes de la programmation quadratiques non convexes.

- La première méthode DCA est basée sur la théorie de la programmation DC

(différence de deux fonctions convexes). Elle est de type primal dual.

- La deuxième méthode est appelée la transformation duale canonique (TDC).

Dans cette méthode on ajoute une condition très importante est appelé la condition

de normalité (région de confiance) pour assurer l’existence de la solution globale. On

transforme d’abord le problème initial à un problème paramétrique équivalent, puis, on

définie le problème dual canonique sous forme d’un système algébrique facile à résoudre.

- La troisième méthode est de type Branch and Bound. On utilise la structure

propre de la forme quadratique pour définir une autre forme séparable de type convexe.

Et on a étudie l’erreur de cette approximation.

- La quatrième méthode est de type Branch and Bound. La différence entre cette

méthode et la troisième méthode réside dans la stratégie d’évaluation et de séparation.

Dans cette méthode on présente une nouvelle forme linéaire approximante inférieurement

la fonction optimiser f (x) sur les n-rectangles, et on explicite les techniques de partition

et de réduction sur un rectangle choisie.

Nous pensons qu’un effort consédirable doit être porté sur la mise en oveure de ces

méthodes sur des exemples de grand taille et proposition des variantes à ces méthodes.
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Résumé :
Ce travail est principalement consacré à l’association des méthodes de recherche glo-

bale pour résoudre les problèmes d’optimisation quadratiques en général non convexes.

Nous avons utilisées quatre méthodes différentes :

1. L’Algorithme DC (différence de deux fonctions convexes).

2. La méthode de la transformation duale canonique (TDC).

3. La méthode de la Séparation et interpolation.

4. méthode de séparation et évaluation qui’ est appelée aussi Branch and Bound.

Mots clés :

Programmation DC, Optimisation globale, Programmation quadratique non convexe,

Méthodes de Branch and bound, Tactique de réduction rectangulaire.

Abstract :
This work is mainly devoted to global research method four the quadratic optimization

problems.

We are chose for different methods witch are :

1. The DC Algorithm (different of tow convex function).

2. The canonical dual transformation method (CDT(.

3. The Branch and Bound method.

4. The new Branch and Reduce method.

Key words :

DC-programming, Global optimization, Non convex quadratic programming, Branch

and bound method, Rectangle reducing tactics.
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