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Notation :

X

: Pespace euclidien R™, muni du produit scalaire usuel noté par (.,.) et de la

norme associée lz|| = v/ (x, x).

Y

conv (C)
DC(C)
ct(C)
C(C)
LC2(C)

: I'espace vectoriel dual de X, et notera aussi par R = {+00, —0o} UR.
: ’ensemble des fonctions convexes sur C' a valeurs dans R.

: ’ensemble des fonctions DC sur C.

: ’ensemble des fonctions dont le gradient est localement lipchitzien sur C'.
: le sous espace vectoriel de C'* (O).

: est le cone convexe des fonctions localement enveloppe supérieure d’une

famille des fonctions de C?% (C) .

: le sous-différentielle de la fonction f (z) en le point x.

: le sous-différentielle approchée de la fonction f (z) en le point x.
: intérieur relatif de C.

: I'intérieur de C.

: ensemble des fonctions convexes, semi continue inférieurement et propres

sur X.

: le produit scalaire dans l'espace X, qui est définie par (z,y), =y’ z.



Introduction générale :

Le monde est écrit en language mathématique (Galilée), et nous pourrons ajouter
que tous les problémes de la vie courante, des plus simples aux plus complexes se posent
comme problémes d’optimisations. Ces problémes peut étre partagées a deux classes les
quelles :

la classe des problémes convexes, et la classe des problémes non convexes.

Cette classification a poussé Rockafellar a dire :

“The great watershed in optimization isn’t between linearity or non linearity but bet-
ween convexity and non convexity”[4], oil on trouve une raison simple et évidente que la
plus part des problemes d’optimisations de la vie courante sont de nature non convezes.

Entre ces problémes il y a le type des problemes de la programmation quadratique
ou la fonction optimiser est une forme quadratique.

Ce type de probléme admet plusieurs applications dans plusieurs domaines de science
et technologie, ol on trouve que plusieurs problémes non linéaires sont converges a cette
forme, prend par exemple I'optimisation bilinéaire qui peut étre interpritée comme un
probléme quadratique, et pour bien expliquer, il y a des classes spéciaux de structured
stochastic games présentent une programmation bilinéaire interpritées & des problémes
quadratiques.

La résolution des problémes quadratiques avec contraintes linéaires est une application
tres difficile, dans le cas non convexe, ca est bien dite que les problémes quadratiques non
convexes sont NP-complete, d'un autre coté, la recherche globale des solutions consiste
une application tres difficile et trés compliquée, c’est pour ca, plusieurs efforts étés propo-
sées pour trouver des méthodes efficaces dans le but de simplifier la résolution de ce type
de probléme. Les méthodes de la programmation non linéaires traditionnelles connues
sont toujours obtiennent des solutions locaux dans le cas des problémes quadratiques
indéfinies (non convexes). D’aprés plusieurs efforts, on a trouvée que dans plusieurs ap-
plications 'optimum global ou bien la bonne solution approximative du I’optimum global

peut étre atteint.



Dans ce travail, le probléme posé est de la forme :

i - 1,T _
min f (z) = 327 Qz — d"x (PON)
Bxr<c,x>0

telle que :

T =

ol la matrice ) est symétrique généralement n’est pas définie positive, si pour ¢a, on dit
que le probléeme posé ici est un probleme de la programmation quadratique non convexe.

Ce type de probléme est multitude des solutions locaux, d’un coté, en général il n’y a
aucun critére qui les englobe, plusieurs efforts étaient proposées pour trouver une méthode
éfficace avec une approche globale, entre ces méthodes on a choisies quatre méthodes tres
importantes pour résoudre globalement les problemes de la programmation quadratique
non convexes avec contraintes linéaires sous la forme de (PQN).

Ce mémoire compose de cing chapitres structurés sous la forme suivante :

Le premier chapitre contient des notions d’analyse convexe et de la programmation
mathématiques tres utiles dans notre travail. On présente les conditions d’optimalités de
type Karuch-Kuhn-Tucker (KKT), les conditions d’optimalités d’ordre un et d’ordre
deux.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude d’une méthode de type primal-
dual, cette méthode est appelée la méthode DCA. Ce chapitre est divisée en deux
sections. La premiére section contient un rappelle sur la programmation DC ou on a
spécialement données le principe de la dualité avec les conditions d’optimalitées en opti-
misation DC.On présente dans la seconde section la construction de la méthode DCA

qui est basée sur la construction de deux suites {xy},oy et {yx},en qui sont améliorées



a chaque itération dans le but de trouver leurs limites x* et y* respectivement comme
des candidates pour étre les optima locaux de problémes primal et dual (Pg.) et (Dge)
respectivement.

Dans le troisieéme chapitre on présente une méthode de recherche globale appelée la
méthode de la transformation duale canonique (TDC), qu’est efficace pour la résolution
des problémes quadratiques non convexes.Du probléme primal (PQN) on forme un pro-
bléme dual canonique sous forme d’un systéme algébrique plus facile pour le résoudre.
On a étudié quelques exemples dans la fin du chapitre.

Le quatrieme chapitre est consacrée & ’étude de la méthode de séparation et inter-
polation (Branch and Bound). Le principe de cette méthode est basé sur I'écriture de la
fonction optimiser comme une forme séparable basée sur la structure propre de la matrice
Q. Lapproximation linéaire de la partie concave transforme notre probleme (PQN) a
un autre probléme de type convexe. On présente l'erreur relatif de cette approximation
entre la valeur optimale primale et la valeur optimale duale.

Dans le cinquieme chapitre on présente un nouveau approche rectangulaire pour la
méthode de séparation et réduction, dans la quelle, on donne un nouveau forme linéaire
approximant inférieurement la fonction optimiser sur les n-rectangles. Cette forme dé-
termine la borne inférieure de la valeur optimale globale associée au probléme original
sur chaque rectangle, puis, on explicite les techniques de partition et réduction sur un
rectangle choisie. On termine ce chapitre avec I’étude de la convergence et la présentation

d’un exemple d’application.



Chapitre 1

Elémments d’analyse convexe,

conditions d’optimalitées.

Dans cette partie nous rappellerons briévement quelque notions qui nous seront utiles
pour la suite de notre travail. Des développements sur le sujet peuvent étre trouvées dans

la monographie de Rockafellar [18], et Abdelkrim Keraghel [1] avec le livre d’Ekeland [3].
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1.1 Les ensembles convexes :

Définition 1.1 : On dira qu’une ensemble C' est convexe si pour tout x,y € C le

segment :

[,y ={(1 =t)x+ty /L €[0,1]} (1.1)

est contenu dans C.

Définition 1.2 : Un sous-ensemble C' C R™ est dite strictement convexe s’il vérifier :
Ve,y € C)(x £ y),]z,y={(1 =N x+ Xy / XA €]0,1[} Cint (C) (1.2)

Définition 1.3 : Une partie C' C R" est dite fortement convexe s’il existe une

constante v > 0 telle que :

r1+x
! 2 +y e C;Vay,xe € Ciet |yl < vz — xQHQ (1.3)

Définition 1.4 : L’enveloppe convexe d’un sous—ensemble C' C X, notée par CO (C),

est I’ensemble des combinaisons convexes finies d’élements de C', c’est-a-dire :
CO(C):{Z)\ixi/)\ieR+,xieC;Vi:1,_n,et ZAi:1} (1.4)
i=1 i=1

Définition 1.5 : L’enveloppe convexe d’un sous—ensemble C' C R", est I'intersection

de tous les ensembles convexes contenant C', et on le note par :
conv (C)

d’autre terme, conv (C') est la plus petite convexe de R"contenant C.
Définition 1.6 : Soit C' un ensemble convexe de X, on définie la variété linéaire
engendrée par C' (i,e enveloppe affine de C') notée par af f (C') est la plus petite partie

affine de R™ contenant C' définie par :

aff (C) = {xeR” P Y N /N ER 3 €C Vi=Tnavee Y \= 1} (1.5)

=1 =1
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Définition 1.7 : Soit C' C R” et a € R™, on appelle translaté de C' par a, ’ensemble :

T=C+a:={zx+a/zeF} (1.6)

Remarque 1.1 : af f (C) est le translaté d’un espace vectoriel.
Définition 1.8 : L’intérieur relatif d’un ensemble convexe C' est son intérieur dans

aff(C), muni de la topologie induite de celle de X, et on le note par :

ir(C)={xe€C /3r>0;B(z,r)Naff(C)CC} (1.7)

Bz,r)=A{y:llz -yl <r} (1.8)

est la boule centrée en x et de rayon r.

Définition 1.9 : Soit C' C I R™ un ensemble convexe, et soit :

f:C—R

on appelle domaine de f 1’ensemble définie par :

dom (f) ={x € C/ f(x) < +oo} (1.9)

Remarque 1.2 : Evidament on a :

int (C) Cir (C) C C C cl (C) (1.10)

Définition 1.10 : La fonction f : C — R est dite“ fonction propre ”si elle ne prend
jamais la valeur (—oo) et si elle n’est pas identiquement égale & (+00).

Définition 1.11 : L’épigraphe de f est ’ensemble définie par :

épi(f) ={(z,a) e O xR/ f(z) < a} (1.11)
Définition 1.12 : On dit qu’une fonction f : X — R est convexe si pour tout
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x1, %9 € dom (f) et pour tout A € [0,1] ona :
fO@+ (1 =X a) <A (1) + (1= A) f (22) (1.12)

Définition 1.13 : On dit que f : X — R est strictement convexe si pour tout

x1,x9 € dom (f) avec x1 # x et pour tout A € [0,1] on a :
Fzr+ (1= A)x2) < Af(x1) + (1= N) f(x2) (1.13)

Proposition 1.1 : Soit f : X — R, f est convexe si et seulement si épi(f) est
convexe.
Définition 1.14 : On dira que f : X — R est “ fortement conveze ” de module p

sur ’ensemble convexe C' s’il existe un nombre réel p > 0 telle que :
fQzr+ (1 =A)z2) SAf(21) + (1= A) f(22) — §>\ (1= A) [y — o (1.14)

pour tout xq,xe € dom (f), et pour tout A € [0,1].

On peut poser la conclusion suivante :

fonction fortement convere = fonction strictement conveze

4

fonction convexe

Définition 1.15 : On a :

argmin (f) = {u € X: f(u) ::gg)f(f(x)} (1.15)
et pour € > 0 :
e —argmin (f) = {u eX:f(u)< ui)g(f(w)—i—e} (1.16)
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Remarque 1.3 : Si:

()=
alors, On a :
e—argmin(f) ={ue X: f(u)=—-c"} (1.17)
Remarque 1.4 :
argmin (f) = ﬂs—argmin(f) (1.18)

-0
Etant donné une fonction convexe et propre f sur X, donc soient les définitions
suivantes :
Définition 1.16 : On dira que y° € Y est un“ sous gradient ” de f sur X en
T €dom(f)si:
({0 —2) + f(2) < f(z); Ve e X (1.19)

Définition 1.17 : Le sous-différentiel de f au point = est ’ensemble de tous les sous
gradient de f au méme point , et on le note par df ().

Définition 1.18 : Le domaine du sous différentiel de la fonction f est définie par :

dom (9f) ={x / Of () # @} (1.20)

Définition 1.19 : Soit € un réel positif, un élément y° € Y est appelé “c—sous

différentiel” de f au point z si :

(G0 —2)+ f(2)—e< fx) Vo e X (1.21)

Remarque 1.5 : On note par 0. f () 'ensemble de tous les e—sous-différentiel de f
au point .
Définition 1.20 : Soit la fonction f : X — R, cette fonction est dite “semi continue

”

inférieurement ” c’est-a-dire (sci) en un point & € X si :

V(z,) € X 2, — Z,on a, f () < liminf f(z,) (1.22)

n—-+00
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Définition 1.21 : Une fonction F est coercive si :

lim f(z) =400
||| —+o00

Définition 1.22 : La conjuguée de f en y € Y est définie par :

[ () =sup{(z,y) — f(2) : v € X} (1.23)

ainsi f*est I’enveloppe supérieur des fonctions affines sur Y, telle que :

y — (z,y) = f(x) sar Y

PROPRIETES :

(1) f*est toujours convexe.
(2) Si f=—c0 alors f* = +oc.
(8) Ona (f*)* < f et onalégalite si f €T, (X).

donc on a également la proposition suivante :

Proposition 1.2 :

(1) Of (z) est une partie convexe fermé de Y

(2)
feT(X) < frel.(Y) (1.24)

et dans ce cas on a f = f** [Fenchel.Moreau].

(3)
y € 0f () = f(2)+ [ (y) = (z,y) (1.25)

(4) Si felo(X) alors on a :

y €0f (xv) <=z €df*(y) (1.20)

(5) Si fels(X) et df (x) est réduit a un singleton {y}, alors f est différentiable en

x et Vf(x)=vy, et vice verre sa.

15



(6) Soit f:C C X — R, alors :

[f (2°) = min{f (z) /2 € X}] <= [0 € 9f («°)] (1.27)

1.2 Les fonctions convexes polyédrales :

Dans cette partie on va présenter quelle que ensembles spécialement polyédrales.

Définition 1.23 : Une partie convexe C' est dite convexe polyédrale si :
C:m{l’/ (az,x)—bZSO,aZGY,bZGR} (128)
i=1

Définition 1.24 : Une fonction f : R® — R est dite polyédrale si son épigraphe est
un ensemble polyédrale de R™ ',

Remarque 1.6 :
fonction polyédrale = fonction convexe

Remarque 1.7 : Tout fonction plyédral apartient a I'; (X) .
Proposition 1.3 : Soit f: X — R, une fonction convexe, alors f est plyédrale si

et seulement si dom (f) un ensemble convexe polyédrale, et :
f(z) =sup{{a;,z) — b; /i =1,k}, Vo € dom (f),k<n (1.29)

Proposition 1.4 : Si f est une fonction polyédrale alors f* l’est aussi, de plus, si f

est partout finie alors :

dom(f*) = co{a; /i =1,k}

k k k
f*(y):min{ZAiai/yzz/\iaia/\iZO,ZAizl} (1.80)
i=1 i=1 i=1

Proposition 1.5 : Si [ est une® fonction polyédrale” alors Of (x) est une partie
conveze polyédrale non vide en tout point de dom (f).

Proposition 1.6 : Si fi, fo, -, fs sont des fonctions convexes polyédrales sur X

16



telle que les ensembles convezes :

{{dom (f;)};i=1 s}

ont un point commun alors :

i+ fot-+f)(x)=0fi(z)+0fs(z)+ -+ 0fs (2) (1.31)

Définition 1.25 : L’ensemble de niveau o € R :

(a) de niveau inférieure (large) :
Sa(f) ={z €R" / f(2) <o} (1.52)
(b) de niveau supérieure :
{reR"/ f(z) > a} (1.83)

Définition 1.26 : Un surface de niveau « est définie par :
{reR"/ f(z)=a}
Définition 1.27 : On dit qu’une fonction f est quasi-convexe si et seulement si :
FIA =X 2+ Ay) <max{f(z),f(y)},VAe0,1],Ve,y e X (1.84)

Géométriqguement, elle est caractérisée par la convexité des ensembles de niveau infé-
rieure (large).
Autre définition plus pratique :
Définition 1.28 : Vzy,25 € X, VA € [0,1] on a f est quasi-convexe si et seulement
st :
{f(w2) = f (21) = F (1 = A) 21 + Amp) < [ (22)} (1.35)

c'est a dire f (x3) reste plus grand que f (z); Va € [z, z2].

Proposition 1.7 :

17



(1) (f est convexe) implique que (f est quasi-conveze).

(2) (f est strictement convexe) implique que ( f est strictement quasi-conveze).

Proposition 1.8 :(L’INEGALITIE DE JENSON) Soit f une fonction définie de R™

vers R alors :

(1) Cas conveze :
f (Z )\imi) < Z)\if () (1.56)
i=1 i=1
(2) Cas qausi-conveze :

/ (Z )\ﬂi) < max {f (z;)} (1.37)

i=1,n

L’inconvénient de la quasi-convexité : Elle est insuffisante pour globaliser un

minimum local, mais par contre si elle est stricte.

Définition 1.29 : La fonction indicatrice d'un ensemble C' C R™ est définie par :

o] 0% TEC (1.38)
+oo  ailleurs

Définition 1.30 : La régularisée de f : R* — R est par définition la plus grande
minorante (sci) de f, et on le note par ¢l (f) ou f.

Définition 1.31 : Soit (), «, une matrice réel, on dit que cette matrice est indéfinie
si et seulement si elle admet au moins une valeur propre négative et une valeur propre
positive.

Définition 1.32 : (), «, est dite définie positive si tous les valeurs propres de cette

matrice sont positives.

Définition 1.33 : Soit C' C R", le polaire de C est I’ensemble C° C R"™ définie par :

C° ={y € R"; (y,x) < 1,pour tout = € C'} (1.39)

18



Définition 1.34 : Un hyperplan est un ensemble de la forme :

H={zeR": f(x)=a} (1.40)

ou f est une fonction linéaire continue défini sur R” et o € R.
Définition 1.35 : Un polytope est ’enveloppe convexe d’un sous-ensemble finie de
R™ noté par :

conv{xy, T, -+, Tpy1}

si de plus, on a les vecteurs :

{z; —2,i=2,k+1}

Sont linéairement indépendantes, alors conv {xy,xs, - ,Tr.1} est appelé un k-simpleze
de sommets {z;}, 5777 -

Remarque 1.8 : Un polytope est toujours fermé et borné (compact).

Remarque 1.9 : Le nombre des vecteurs linéairement indépendants dans R", étant
au plus que (n), il ne peut y avoir de simplexe dans R"™ posséde plus que (n + 1) sommets.

Remarque 1.10 : Dans le cas d'un “k-simplexe ” le point x.définie par :

k+1

1
To = Z)‘ixi avec \; = ——; Vi (1.41)
i=1 k+1

est le “barycentre” du simplexe.
Définition 1.36 : Soit C' un convexe non vide de R" et z € C, le point z est dit
extrémal (sommet) s’il n’est pas a lintérieur d'un segment de droite contenu dans C,

autrement dite :
Vim0 € CVA€]0,1]: 2 € Axy + (1 = N) 2o = = 21 ou & = X9 (1.42)
Exemple 1.1 : Soit 'ensemble C' C R? définie par :
C={zeR?®/al+a3 <2 —x1+2125 < 2,3 > 0,25 >0}

19



donc I'ensemble des sommets noté par :

B={00" 0" (33). 00"}

Notons i¢i que C' = CO (E,), par conséquent, C' est un polytope mais ce n’est pas un
simplexe.

Lemme 1.1 :
C simplexe = C' polytope = C' compacte

C' simplexe = C' posseéde au plus (n + 1) sommets

1.3 Les cones :

Définition 1.37 : Un sous ensemble K C R™ est appelé “cone” si :
RIK CK

ie:

Vee K,VYAeR, : dr e K (1.43)

c’est la réunion des demi-droites passant par 1’origine.
Définition 1.38 : Si:
Kn{-K} = {0}

alors, K est dite “pointé”ou“saillant”.
Définition 1.39 : Soit C' une partie non vide de R", on appelle “céne polaire” de C

et on le note par C* le cone convexe fermé suivant :
C*={zxeR"/ (z*,x) <0,Vz € C} (1.44)

Remarque 1.11 : La notion de polarité est dans un sens d’une notion de complé-

20



mentarité d’ailleurs, on peut écrit pour tout cone K que :

K+ K*=R"

Définition 1.40 : Soit C' C R", on appelle “cone dual” ou “cone conjugué” de C

I’ensemble non vide C* définie par :

Ct={yeR"/ (y,x) >0,Vz € C} (1.45)

Lemme 1.2 : C'" est un cone convexe fermé.
Définition 1.41 : Un cone K est dite polyédrique s’il est engendré par un nombre

finie de vecteurs a; € R™ alors il va de soi que :

K:{x:ZAi(zi/)\izo;izl,s} (1.46)

=1

Définition 1.42 : Soit C' une partie non vide de R" ; alors un vecteur ¥ € R" est dit

“normal” & C' au point a € C si :
(x —a,T) <O;Vz e’ (1.47)
ou d’une maniére équivalente si :

(a,7) = sup (z,T)
zeC

et on désigne par N (C,a) 'ensemble des vecteurs normaux a C' en a.
Définition 1.43 : Soit C' une partie non vide de R”, un vecteur d € R" est dite
“tangent & C”en a 8’1l existe une suite {z;} d’éléments de C' converge vers a, et une suite

{Ax} des réels strictement positifs telle que :

d =lim \g (zf — a)
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on peut écrit :
aceCCR"=T(C,a)={deR" /Fa>0:a+ade C,Va e [0,al} (1.48)

ou T'(C,a) est un cone fermé non vide (0 € T'(C' ,a)) appelé “cone tangent & C' en a”,
ou “cone des directions admissibles”.

La définition peut étre donner d’autre facon comme suit :

Définition 1.44 : Soit 'ensemble C' C R" et 2° € R", on dira que d € R"est tangent

a C en z° ¢'il existe deux suites {d;}, C R" et {t;}, C R} telle que :
dy — d et ty, — 07 avec (2° + tpdy) € C (1.49)

L’ensemble des vecteurs tangents a C' en x° noté par T,..C est le cone tangent de I'en-
semble C' en z°.

Proposition 1.9 : Le cone tangent est un cone fermé ; il est conveze si C' est conveze.

1.3.1 Les conditions d’optimalités :
Les conditions nécessaires d’optimalités d’ordre un :
Considérons le probleme d’optimisation suivant :

min f (x)

rzeC

ou C' CR".
On a le théoréme trés important suivant :
Théoréme 1.1 :[4] Si z* est un minimum local de f sur C, et si f est dérivable en

x* alors, on a :

V(") € (TC)
ot (T C)*désigne le dual de ToC' ce qui se traduit par :
(Vf(z)N"d>0;Vd e T, C
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Si C' C R”™ est donnée par :

C={zxeR":¢;(z;)=0siie€ A, et g;(x) >0siie€ B} (1.50)

donc, on a le probléeme d’optimisation suivant :

min f (z)
rel
ou :
A={1,2,3,--- ;my} et B={1,2,3,--- ,ma}
sont deux ensembles d’indices présentent une partition de I'ensemble {1,2,3,--- . m}, et :

f:R" —Retg:R" — R"
I'ensemble C' est appelé [’ensemble admissible de(P), et on peut le donné par :
C={z€R":gp(x)>09a(z)=0}

ol gp est un vecteur de R™2 formé de g; telle que © € B, et g4 est le vecteur de R™

formé de g; ou i € A, posons aussi :
I°(z)={i € B:g;(z) =0}

I’ensemble des indices ou les contraintes d’inégalités sont actives en x.
Définition 1.45 :[4] On appelle cone linéairisant de 'ensemble C' en z* € C 'en-
semble :
(T..C) = {d ER™: Vgy (") d=0,Vgpe (29 d > o} (1.51)
Proposition 1.2 :[4]

(1) Si a* € C et si gaure(ar) est une fonction dérivable en x*, alors, on a linclusion
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suwvant :

Txo C T‘o

(2) Sion al’égalité :
Txo - T;.o

alors, les contraintes de (P) sont qualifiées en x*

le théoréme suivant présente des conditions nécessaires d’optimalités pour le probleme

(P).

Théoréme 1.2 :[4] Soit Z un minimum de (P), on suppose que [ et gauro(z~) sont
dérivables en T, d’autre par, supposons que les contraintes (g;), soient qualifiées en T,

alors il existe \* € R telle que :

ot : A(x) désigne la Jacobienne de g en Z.
Remarque 1.12 : Si la fonction objectif de (P) est convexe, gaest affine, et gp est
convexe, alors, les conditions nécessaires ci-dessus devient des conditions suffisantes, pour

les quelles T étre le minimum (global) de (P).

Application sur les problémes quadratiques :

Soit le probléme quadratique défini sous la forme suivante :

min f (z) = 327 Qz + d"x (PO)

Br<cetz>0

soit :

zeS={zreR" Bx<cetax >0}
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posons :
g; () = Bix — ¢

hi (z) = —x;
1

IN

1<n

alors, le théoréeme de “Karush-Kuhn-Tucker”est donné par :

[ SNeR",3ueR" V(3 +BA—pu=0
et Br—-¢c<0
T une solution optimale de (P) = et —-72<0
et MN(BZ —¢)=0
\ et —pur =0
[ SNeR",3ueR" : Qi +d+B"A—p=0
et Bt —c¢<0
= et MN(BZ—¢)=0
et —ur =0
et —2<0

\
ol : () est une matrice symétrique, et les deux fonctions g (.) et h (.) sont les contraintes
de (P).
on peut poser des conditions nécessaires d’optimalités d’ordre deux pour le méme

probléme (P) comme suit :

Les conditions nécessaires d’optimalités d’ordre deux : Considérant le méme
probléeme (P) avec les deux fonctions ¢ (.),h (.) qui sont définées prégidament.

Définition 1.46 :[7] Le Lagrangien associée a (P) est donnée par :
w,\p) = f (@) +Xg(2) + p'h(z)

d’apres le théoréme de (K-K-T), la solution est nécessairement appartient a .S, alors on
peut écrit :

VAZ (f, )\, u) <0

Yl (A 1) <0
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ou: V,,V sont le gradient de la fonction lagrangien par rapport & 1 et A respectivement.

Lemme 1.3 :[7] Les conditions nécessaires de (K-K-T) prennent la forme :

Ve (@, A1) =0
Ng(@) =0
prh(x) =0

ou : Vest le gradient de la fonction lagrangien par rapport a x.
Lemme 1.4 :[7] Si les fonctions f, g, h € C? (w) ot w est un voisinage de 7 (la solution
locale), au plus de ca, si les contraintes sont qualifiées alors, la hessianne V2L (T, \, i)

de L(x, A\, p) est semi définie positive, et I'inégalité suivante est satisfaite :
y'VEL(T,\ )y > 0,Yy € T (T) (1.52)

ou T () est le cone tangent en .
Remarque 1.13 : La condition (1.56) est appelée la condition nécessaire d’optimalité

d’ordre deux .
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Chapitre 2

La programmation DC, la méthode

DCA :

2.1 La programmation DC :

2.1.1 Les fonctions DC :

Afin d’étendre la programmation convexe a la résolution de la plus part des problémes
d’optimisations non convexes de la vie courante tout en continuant & utiliser son arse-
nal théorique et numérique, une nouvelle classe de fonctions fut introduite la classe des

fonctions DC.

Définition 2.1 :[4] Soit C' un ensemble convexe de X, une fonction f : C —

R U {400} définie sur C' est dite DC' surC si elle s’écrit sous la forme :
f(@)=g(x) =h(z), Vo el

ol g et h sont deux fonctions convexes sur C.
Définition 2.2 :[4] Soit C' un ensemble convexe de R", une fonction f : C — R
définie sur C' est dite C? — faible si f est un supremum local de la famille des fonctions

de classe C?.

Remarque 2.1 : DC(X) est un sous espace contenant la classe des fonctions
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C?—faible, en particulier, contient 'espace C1! (X).
Remarque 2.2 : DC (X) est également ’espace vectoriel engendré par conv (C), et
sous une certaine précaution, on peut dire que DC (X)) est le sous espace généré par le

cone convexe I', (X), et on écrit :

DC(X) =T, (X) - T, (X)

Proposition 2.1 :[11,12] Grdce a la structure d’espace vectoriel de DC (X)), DC (X)
est également stable par rapport aux opérations usuelles utilisées en optimisation, on a

donce :

(a) Une combinaison linéaire de fonctions DC sur C' est une fonction DC' sur C.

(b) L’enveloppe supérieure (resp :inférieure) d’un nombre finie de fonctions DC' & va-

leurs finies sur C' est une fonction DC sur C.

(¢) Si f est une fonction DC' a valeurs finies sur C alors les fonctions :

[f], f7 =max{f 0}, f" =min{f,0}

sont des fonctions DC' sur C.

Remarque 2.3 : Soit f € DC (X) et soit f = g — h sa représentation DC, alors

pour toute nombre finie € on peut écrire :

f=(g+e)—(h+e)

qui définit une autre décomposition DC' de f, ainsi, une fonction DC posséde une infinité
de décompositions DC'.

Remarque 2.4 : Une sous classe importante de conv (C) est la classe de fonctions
C?sur R", cette classe particuliérement importante car les fonctions objectifs de la plupart
des problémes d’optimisations de la vie courante appartiennent & cette sous classe.

Définition 2.3 : Soit C' un ouvert convexe, f est localement DC' sur C' si tout points
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2° € C' admet un voisinage U (z°) noté U, telle que, pour tout = € U on a :
f(x) =gy (x) — hy (x) ; pour tout gg, hy C conv (C)

Proposition 2.2 :[11,8] Les deux points (a) et (b) suivantes sont équivalentes :
(a) f est dans LC*(C).

(b) f est localement DC sur C avec hg une forme quadratique convexe.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 :[11,8] Soit C' un ouvert convexe de X, alors :

(1) toute fonction localement DC sur C' est DC' sur C. Particuliérement, toute fonction

de classe C%sur C est DC sur C.

(2) on a la chaine d’inclusion suivante :
conv (C) € LC*(C) Cc DC (0O) (2.1)

(3) si C est en plus compact ; alors DC (C) est un sous espace vectoriel dense dans l’en-
semble des fonctions continue sur C' muni de la norme de la convergence uniforme

sur C.

2.1.2 Dualité en optimisation DC :

Définition 2.4 : Un programme DC est un probléme de la forme :

- inf f (x) =g (z) — h(2) (Pa)

rzeX

ot g(.),h(.) sont dans I'; (R™), une telle fonction DC sur X, telle que g (.),h(.) sont
appelées ses composantes DC.

—Puisque h € T’ (R") on a h** = h, on peut donc écrire :

h(z) =sup{(z,y) —h"(y) /yeY} (2.2)
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on utilisant la définition des fonctions conjugués, alors, on a :

a = inf{f(x)=g()—h(z): ze€ X}
= inf{g(z) —sup{(z,y) =" (y) /y€Y};itqu e X}
= inf{B(y) /yeY}

B(y) = inf {g (z) — [(z,y) = h* ()] /z € X} (Py1)

Lemme 2.1 :[4]

Il va de soi que (Py) est un probléme convexe.

Preuve :

h est une fonction convexe se qui implique que h*est une fonction convexe, d’autre

part, la fonction g (=) est aussi une fonction convexe donc (Py) est un probléme convexe.
|

D’autre part, on a :

B(y) = inf{g(z)—[{z,y) —h"(y)] /z€ X}

donc, il est claire que :

h* —g* si dom (h*
B(y) { (y) —g*(y) siy e ( ) (o)
400 ailleurs

On obtient finalement le probléme dual de (Py.) :

a=inf{h"(y) —g" (y) / y € dom (h")}
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et grace a la convention de Toland :
(+00) = (400) = (+00)

on peut alors écrire :

a=inf{h"(y) —g"(y) /yeY} (Dac)

Remarque 2.5 :
dom (h*) C dom (g*)

[avest définit |—
et dom (g) C dom (h)

Remarque 2.6 :
On observe la parfaite symétrie entre le probléeme primal (Pg.) et le probléeme dual

Dy.); 1l va de soi que les résultats établis pour 'un se transposent a ’autre.
(Dac) 3 q p p

2.1.3 Les conditions d’optimalités en optimisation DC :
Définition 2.5 :[4] On note par S, et Sp les ensembles de solutions des problémes

(Pgc) et (Dq.) respectivement, et on définie :

pr = {2 € X /Oh(xz*) COg(z")} (2.9)

Dp = {y" €Y /dg"(y") COL" (y")}

—Le théoréme suivant est celui a partir duquel DCA est bien définie, et avant ca, on
a besoin des définitions suivantes :

Définition 2.6 : On dit qu'une point z*est un point critique de la fonction (g — h)
si:

Oh(z*) N dg (z*) # ¢ (2.4)

Définition 2.7 : On définie la relation x par :
AsB={re X /x+ B C A} (2.5)

Théoréme 2.2 :[4]
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(i) Transport de minima globaux :
U{0h(z) / x € S,} C Sp C dom (h") (2.6)

la premiére inclusion se transforme en égalité si g* est sous différentiable sur Sp,
d’autre facon, si :

Sp Cir (dom (g*))

ou si g* est sous—différentiable sur dom (h*) et on écrit :
Sp C (dom (0g™) N dom (Oh™)) (2.7)

(ii) [Si z*est un minimum local de(g — h)]=[z* € pr].

(iii) /Si z* € pr et h est une fonction conveze polyédrale]—>[x*est un minimum local
de(g —h)]

Soit x* un point critique de (g — h) et :
y* € dg (") N Oh (x¥) (2.8)

et soit U un voisinage de x* telle que :

A

U N (dom(g)) C dom (h) C dom (Oh) (2.9)

st pour tout :

A

x e UnN(dom(g))
il existe un y € Oh (x) telle que :
W (y) =g (y) >0 (y") — " (v) (2.10)
alors x* est un minimum de f, plus précisément :

g(x) = h(z)>g(@*) —h(z) ; pour tout = € U N (dom (g)) (2.11)
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(v) Transport de minima locaux : Soit x* € dom (0h) un minimum local de f =

g — h, et soit y* € Oh (x*)donc; si on suppose que :
y* € int (dom (g%)) et dg* (y*) C U (2.12)

alors, si g*est différentiable eny* ; alors y*est un minimum local de (h* — g*).
Remarque 2.7 :

(a) Ce théoréme admet sa forme duale grace a la symétrie observée précidament entre

les deux problémes (Pq.) et (Dqyc).

(b) Notons également que tous ces résultats concernent les composantes DC g et h, et

non la fonction f elle méme.

Proposition 2.3 :[4]
Soit f =g —h avec g,h € T, (R") vérifiée :

dom (g) C dom (h) (2.13)

ir (dom (g)) Nir (dom (h)) # ¢

soit x, € dom (g)(resp : dom (h)) un point ot la fonction g (resp : h) est continue,

donc, si f est convexe alors :

(1) h est continue en z..

(2)
Oh (x,) = 0g (x,) *0h (x,) (2.14)

(3)
0 € df (x,) < Oh(x,) C dg (z,) (2.15)

Preuve : On a :

a=inf{f(z)=g(x)—h(z) 2 e X}
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est bien définie si et seulement si :

dom (g) C dom (h)

alors :

dom (f) = dom (g — h) = dom (g)

d’autre part on a :

g=h+f

donc :

g (wo) = 0 (h + f) (w.)

mais on a par hypotheése :

ir (dom (g)) Nir (dom (h)) # ¢

alors :

Of (x) =0 (9 —h) (x,) = 0g (x5) — Oh (x5)

donc, on peut écrire :

g (z) = Of (xo) + Oh ()

alors, si g est continue en x, € dom (g) ,on a :

T € ir (dom (g)) = int (dom (g)) C int (dom (h))

ainsi 'ensemble convexe fermé Oh (z,) est borné, on a :

Of (xo) = 0g (xo) x0h (z5) = N{0g (xo) —v / v € Oh (x0)}

la troisiéme équivalence est immédiate. |
Remarque 2.8 : On observe que les problémes d’optimisations convexes peuvent

s’écrire comme probléme d’optimisation DC et résolus en utilisant les techniques d’opti-
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misation DC.

Exemple 2.1 : Si on prend f,¥ € I', (X) telle que :
dom (f) C dom (¥)
et :

ir (dom (f)) Nir (dom (¥)) # ¢

alors, le probléme d’optimisation :
inf{f (z);2 € X}
est équivalent au faux probléme d’optimisation DC :
inf{(f+9)-V¥(z) /JzeX}

dans le sens ot ils ont la méme valeur optimale et le méme ensemble des solutions; et on

a aussi :

0 € df () <= 0V (F) CI(f + 1) (F) = f (3) + OV (3)

et lautre implication est vraie si en plus, ¥ est continue en .
Proposition 2.4 :[12]
Soit :
f=g—havecghel,(X)

vérifiant :

dom (g) C dom (h)

s’il existe un voisinage convexe U de x* telle que f est finie et convexe surU C X, alors

les deux relations sutvantes sont équivalentes :

(i)
0€d(f+xp) (@) (2.16)
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(ii)
Oh (z*) C Og (z) (2.17)

Théoréme 2.3 :[12, 16]
Soit f =g—h ot g,h € I', (X) alors, x* est un minimum global de probléme (Pq.)
si et seulement si :

O:h (") C 0.g (z*), pour tout € > 0 (2.18)

2.2 La méthode DCA :

La construction de DCA basé sur la génération de deux suites (), et (yx), qui sont
améliorées a chaque itération de sorte que leurs limites x* et y* respectivement soient

candidates pour étre les optima locaux du (Pg.) et (Dq.) respectivement.

2.2.1 Description de la méthode :

Pour tout * € R™ on considére le probléme :

inf {h* (y) — ¢" (y) ;y € Oh (z*)} (S(z"))

qu’est équivalent & la maximisation convexe de :

inf {(z*,y) — 9" (v);y € Oh (z")}

de méme pour y* € R" fixé, on définit le probléme suivant pour la dualité :

inf {g(x) — h(x);x € 0g* (v*)} (T(y))

Ce probléme est équivalent a :

inf {(z,y") — h(z);x € dg*(y")}
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On note par S(z*), T(y*) respectivement les ensembles des solutions des problémes (S(z*))

et (T(y")).
La forme compléte de 'algorithme DC est basée sur la dualité de I’'optimisation définie

par (Pg.) et (Dqc), qui permet 'approximation du point :

(x*,y*) € P, x Dy, (219)

Etant donné un point 2° € dom (g), 'algorithme construit deux suites (), et (yx),
définie par :

Yk € S (l’k) ; T+l € T (yk) (220)

d’autre part, 'algorithme DC complet peut étre veut (considére) comme un approche de
la. décomposition des deux problémes (Pg.) et (Dqc), et en pratique, la forme suivante

de l'algorithme DC simplifie est utile.

Simplification de I’algorithme :

On a déja vue que (DCA) est construit deux suites (zx)r et (yx)k, ces deux suites
sont les condidats aux solution primale et duale qui sont faciles a calculer, ces deux suites

sont liées par la dualité et vérifient les propriétés suivantes :

(a) les suites :

{g(ze) = h(ze)} et {g" (yr) — A7 (we)} (2.21)
sont décroissantes a chaque itération.

(b) si:
(g = h) (zrs1) = (9 = 1) () (2.22)

'algorithme s’arréte a 'itération (k+1) et le point xy, (resp yx) est un point critique
de (g — h) (resp (h* — g7)).
(¢) sinon, toute valeur d’adhérence xz*de la suite (), (resp y* de la suite (yx),) est un

point critique de la fonction (g — h) (resp (h* — g*)).

Ces suites sont générées de la maniére suivante :
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Ty1 (resp y) est une solution du probléme convexe (Py) (resp (Dy)) définie par :

ap = inf {g(z) — [h(zx) + (& — 2, y0)] /v € X} (Po)

By = inf {h*(y) — [9"(ya—1) + (T, y — 1)) /Yy €Y} (Dx)

Construction du probléme (Py) :

Le probléme (Py) est un probléme convexe obtenu du probléme (Pg.) ol on rempla-

cant la fonction h (x) par sa minorante affine définie par y;, € Oh (x)) comme suit :

inf {f(x) = g(x) — h(z);z € X} (Pac)

et le minorante affine de la fonction h en y;, € Oh(xy) est donné par :

afka (h) - h‘<x/€) + <yk7*r - xk?> (223)

grace a la définition suivant :

yr € Oh (x) = h(x) — h(xg) > (yg, © — xk)

sa implique que :

h(x) > h(zy) + (Y, T — 1) (2.24)

et a cause de ¢a, le probléme (Pq.) prend la forme (Py).

Construction du probléme (Dy) :

La méme chose que la construction de (Py) ol on remplacant g* (.) par sa minorante
affine continue en x € 9g* (yr—1) -

Remarque 2.9 : On peut conclue le schéma de (DCA) suivant :
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Xk — Yk € Oh(xy)

Try1 € 09" (Yr) — Yng1 € Ohtpyy

T2 € 09" (Y1) — Yr2 € O (Tpy2)

]

d’aprés ce schéma, on peut poser ’algorithme suivant :

Algorithme :

cas :0 x, donné.

cas :1 Pour chaque k, trouver x; la solution du probléme convexe (Py ;).
cas :2 Déterminer y € Oh (xy).

cas :3 Trouver 1 € 0g* (yg).

cas :4 Sitest d’arrét vérifier stop, sinon : kK «—— k + 1 et return au cas :1.

Corollaire 2.1 : Dans la forme compléte de 1'algorithme DC' on a :

41 € argmin {g(z) — h(z);z € g™ (yr) } (2.25)

yr € argmin {h*(y) — g*(y);y € Oh (z1)} (2.26)

Preuve : Puisque 4,1 (resp yx) est une solution de probléme convexe (Py) (resp

(Dy)) définie par :

ap = inf {g(x) = [h(zx) + (& — 2k, 90)] /@ € 09" (r)} (Py)

Br, = inf {h*(y) — [¢"(Yx—1) + (T, y — ya—1)] / y € Oh (1)} (Dy)
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donc :

inf {g(z) — h(z); 2 € 99" (yr)} = g(Tr+1) — M(Tr11)

d’autre part on a :

argmin {g(z) — h(z);z € 99" (yx)} = {* € 09" (yx) ; 9(=7) — h(z") = inf {g(x) — h(x);x € Og" (yx).

Et puisque :

Tr+1 € T (yn)

'ensemble des solutions de probléme convexe (P ) alors :

Trp1 € argmin {g(x) — h(z);z € g (yx)}
c’est la méme chose pour trouver que :

yr € argmin {A"(y) — g*(y); y € Oh (x)}

donc, la preuve est compléte. [ |
Lemme 2.1 : Les deux problémes précédents sont équivalents aux problémes suivants

(respectivement) :

Try1 € argmin {{(x, yx) — h(z);x € 9™ (y)} (2.27)

Yr € arg min {<xk,y> — 9" (y);y € Oh (z)} (2.28)

2.2.2 L’existence et bornitude des suites générée par (DCA) :

(DCA) sera bien définie si on peut construire les suites (z), et (yx), & partir d'un
point arbitraire x, € X, donc on peut poser le lemme suivant :

Lemme 2.2 :[12, 10] Les relations suivantes sont équivalentes :

(1) Les suites (zy), et (yx), sont bien définies.
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(2)
dom(dg) C dom(0h) et dom(0h™) C dom(dg™) (2.29)

Preuve : Supposons que les suites (xy), et (y;), sont bien définies, alors (DCA) est
bati (bien définie), donc, les deux problémes (Py ) et (Dy) sont bien posées si et seulement
si:

dom(0g) C dom(0h) et dom(0h*) C dom(0g™)
alors, la preuve est compléte. [ |
Les conditions pour les quelles les suites générées par (DCA) sont bornées, sont résu-

meées dans la proposition suivante :

Proposition 2.5 :[12, 10]

(1) Si (g — h) est une fonction coercive alors, la suite (vy), est bornée, et si on a :
(xk), C int(dom(h)) (2.30)

alors, la suite (yy), est aussi bornée.

(2) Si (h* — g*) est coercive alors, la suite (yi), est bornée, et si on a :
(yr), C int(dom(g™)) (2.81)

alors, la suite (xy), est aussi bornée.

Le théoréme suivant établit la convergence de (DCA ) simplifier, mais on a besoins de
la définition suivante :
Définition 2.6 :[15]

Soit la fonction fortement convexe f : X — R, le nombre p définie par :

p(f,C) =sup {p >0: f— (g) II|[> est convexe sur C} (2.82)
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est appelée le module de la convexité forte de la fonction f sur C, et on le note par :

p(f,C) ou {p(f) si €= X}

Lemme 2.1 :[15] On dit qu'une fonction f : X — R est fortement convexe sur
CCR"sip(f,C)>0
Théoréme 2.4 :[15]

Soient :

f=fi— fo, dvy = w1 — xp €t Ay = Yp1 — Y
alors, on a :

(1) Soit {p, et p;i =1,2} des nombres réels non négatives telle que :
0<p; <p(fi); et 0<p; <p(ff);i=1,2
ou :

pi = Osip(f)=0
p;i = OSiP(fi*):O

(2) Siles deux suites (xy), et (yx), sont bien définies alors, on a :

(fr = f2)(@ran) < (f7 = fD) (k) — 01 < (1 = fo)(2k) — b2 (2.33)

avec :

§ = max{%\|d$k’\2>&”dyk”2}

p1tp P 2
oo = max {2 o |+ o e+ L

(3) Ona:
(fi = f2)(@rs1) = (fr — fo) () (2.34)
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st et seulement si :
Ty € Of1 (Yk), Yk € Ofo(wry1) et (py + po) dwg = pidyx—1 = padyr = 0

et dans ce cas on a :

(@) (fr = f)(@rsr) = (fs = J7) ().

(b) {zk, zx1} sont des points critiques pour la fonction (f1 — f2) avec :
yr € (Of1(zx) NOfa(xy)) N (Og(xrr1) N Oh(x)y1)) (2.35)
(c) yx est un point critique pour la fonction (f5 — fT) et on a :

[z, 2ra] C (01 (ye) N OS5 (yn)) (2.36)
(d) Ona:
Ter1 = T si p(f1) + p(f2) >0
Yk = Yr—1 si p(f7) >0
Yk = Yrs1 st p(f3) >0
(4) Si « est finie alors les suites décroissantes {(f, — fa)(r)}, et {(f5 — F£)(y)}, sont

convergentes et ont la méme limite 8 > «, c’est a dire que :

lim (i = f2) () = im_(f; = ;) () = 5 (2:87)

k—+o00

d’autre part on a :

sip(f1) +p(fa) > 0, alors . lirfrl {Zpy1 — 2} =0 (2.58)
s pUD) o) > Ovalors T {p—ul =0 (2)
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au plus de ¢a, on a :

m i) + i () = (g} = 0 (2.39)
et kinjoo {fo(xrin) + f5(U) — (Trr,u6) ) = 0 (2.2)

(5) Si « est finie et si les suites (xy), et (yx), sont bornées alors pour toute valeur
d’adhérence x.de (vy), (resp y« de (yx), ) il existe une valeur d’adhérence y, de

(Yx), (resp xiode (1), ) telle que :

Y« € (0f1(22) N Ofa(24)) etz € (Of7 (y) N OS5 () (2.40)

avec .

I3 () = JT () = frlwa) = fal2e) = B

2.2.3 Comment redémarrer (DCA) pour obtenir : z* € 0f; (z*) C

Si le (DCA ) simplifier se termine & un point z* pour le quelle :

0f2(x7) £ 0y (27)

alors, on peut réduire la valeur de la fonction objectif, en le redémarrant a partir d’'un

point initial x° = z* avec :
y° € 0f>(2°) telle que y° ¢ Ofi(z°)
en fait comme :

A@) + fi(y°) = (T,2°) < () = f2(2°) + (2°,¥°)

et :

(2% 9%) < (&%) + [T (")
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parce que y° ¢ Jf1 (z°), et on a :

[ir (@) + 1 (y°) < fo(T) = fol@®) + fr(2°) + £ (3°)

alors :
fi(@) = f2(2) < fi(2®) — f2(2°)

0fs (%) ¢ 0f1 (%)

on commengant par un nouveau point arbitraire x° = I et on continue le travail de la

méme maniére.

2.2.4 L’application de la méthode pour les problémes quadra-

tiques :

Le probleme quadratique est sous la forme suivante :

min f(z) = 127Qx + Tz
’ (PQ)
Bxr<c;x>0
ou :
@ Une matrice symétrique
B Une matrice symétrique

c,b,xr € R"

Notons que se probléme peut étre s’écrire comme suit :

{a: inf {%xTQ:c+bT:c+XE (x)}

zeR?

ou :

E={zeR"; Bx<g¢ x>0}
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avec

O0si z€e F
XE(x):

+o00 ailleurs

donc; la décomposition DC' de se probléme est donnée par :

F(2) = 50" Qe+ 10 4 X (1) = i) — o) (241)

avec

1 1

M) = 52" Qu+blw+xp (@) +5pr'e
1

folz) = gpr'w

c’est a dire que :

filz) = %xT(Q +pDz + b2 + xg (2)

fle) = gor's

avec, p est un nombre réel positif; pour le quelle la matrice (Q) + pI) est définie positive
ou bien semi définie positive.

L’algorithme DC forme simplifier :

Pour chaque itération k, zj est une solution du probléme convexe (Py;) donné par :

ap = inf{f () = fi(z) = fo(2); 2 € Of{ (yr-1); ety € Ofa(x1)} (Pia)

pour notre probléme on obtient :

Y € Ofa(zr) = (yr = pay) (2.42)
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et x4 est la solution du probléme suivant :

inf {f(z) = fi(z) — fa(x)}
z € Off (Yr—1)

ou :

inf {fi1(z) — fo(x)} = inf {%xT(Q +pDz + bz + xp (7) — lprx}

2
= inf {%xT(Q +ph)z + 2 (b - %px) + XE (m)}

= inf {%xT(Q +pl)w + 27 (b — %ZM) + XE (m)}

donc le probléeme DC' est définie par :

inf {%xT(Q + pDz + 27 (b - %yk) +Xg (x)} (Pac)

z€Aff (yr—1)

Remarque 2.10 : La décomposition DC associer au probléme (Py;) n’est pas
unique.

En effet, prend par exemple la décomposition suivante :

1
file) = pllal® + 87w+ xe (2)

Pla) = 50 (I~ Q)

ol p est un nombre réel positif pour le quelle la matrice (p/ — @Q)) sera définie positive,

et on écrit :

(I —Q)=0

Lemme 2.2 : Les deux fonctions f; (x) et fo (x) sont des fonctions convexes, sci et

propres, alors on peut écrire :

fa(x), fi(x) € To (R)

D’apreés le lemme précédent on peut interpréter 'algorithme DC' simplifier au ce probléme
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comme suit :
soit :

2 eR"=X k>0,y, = (pl — Q) xp (2.43)

et xp11 est la solution du probléeme :

. J1 2 T L 7
min { 5o ol -+ xp (0) = a7 (o1 - Q)

qu’est équivalent a :

) 1
e {§p I2l* + 27 (b = ) + X5 <x>}

IER”

ce dernier probléme est équivalent & :

e (52)

2

(Pproj)
rekl
qu’est un probléme du projection sur ’ensemble :
E={xeR"; Bz <c}
d’autre fagons, on dit que :
Try1 est la projection de (y’“p_b> sur F, et on écrit :
yr — b
rn = P (=2 avec i = (o1 = Q) (2.44)
donc :
I —Q)xp—0
Toos = Pr (((/) Q) ))
p
dans un forme plus simple :
xp+0b
Tpy1 = Pp (xk - (Qk—p)) (2.45)
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alors, xy.1 est la solution de le probléme convexe suivant :

- 2522 - 29

yeE P

on peut le donné sous la forme suivante :

s = 2l = min ly = |

ou :

o

ce probléme est équivalent a :

o 2 = minz|ly— 2|
2 xk:—f—l Z = IngSZ y zZ

= g (5 (00) — (2 + 1)

yeE

d’ou ’algorithme DC' simplifier sera donnée par :
Algorithme :
Initialisation : £ =0,z9 € R";

Itération % :

(1) Si: <xk — (Qx—/’frb)) € E alors;

o (Qrg+b
Thet = Tp — )
sinon :
_ Qzi+b
T = Pp (xk—(—p) .

(2) Si: |[|zrpr — k|| < & stop;

sinon k «— k + 1.
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Chapitre 3

La méthode de La transformation

dual canonique (TDC) :

Dans ce chapitre, on présente une méthode de recherche globale appelée la méthode
de la transformation duale canonique (TDC).

TDC nous peut transformer le probléme d’optimisation quadratique non convexe
avec des contraintes linéaires & un systéme algébrique facile pour résoudre, au plus de
¢a, on peut former un probléme dual canonique qui présente le probléme dual parfait du
probléme primal dans le sens que sont admet le méme ensemble des points de KKT.

On va démontrer que les solutions extrémes locaux et globaux peut étre définit par
le triality theory, et on a donner aussi quelle que résultat expriment la relation entre le
probléme primal et le probléme dual.

Finalement, des exemples seront étudier dans la fin de chapitre.
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3.1 La transformation duale canonique dans le cas
général :
Soit le probléme quadratique non convexe suivant :

min f(z) = 227 Qx — d"x

Bxr<c;x>0

(PQN)

ol () une matrice indéfinie ;

B une matrice appartienne a R"*",

3.1.1 L’idée fondamentale de cette méthode :

Il consiste au choisir un opérateur :
y=A(z):R" — R™
pour le qu’elle la fonction f (x) peut étre écrit sous la forme canonique suivante :
O (z,A () = f(z) avec ®(x,y) : R" x R™ — R (3.1)

et définie une fonction canonique en chaque variable x et y.

Définition 3.1 :[5] Soit la fonction :
W(y):R™ — R

on dira que W (y) est canonique sur R™ si la relation suivante y* = DW (y) est inversible

(one—to—one) pour tout y € R™.

3.1.2 Description de la méthode :

On a besoin des définitions suivantes :

Définition 3.2 :[5] La conjuguée de Legendre du la fonction canonique W (y) sera
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définie uniquement par :

Wy = sup {t",y) =W (y) : y* = DW ()} (3.2)
= sup {y"y" =W (y) :y*=DW ()}

Sachons que la fonction ® (z, A (z)) peut étre écrit sous la forme :
O(z,y) =W(y) —F(y) (3.3)
ou :
W:R™ —R,TF:R"—R

sont des fonctions canoniques sur R™ et R" respectivement, donc, on peut déduire la
définition suivante :

Définition 3.3 :[5] On définie la fonction suivante :

E(ry") = ((A@) y =W (y) = F (@) (54)

qu’est bien définie de R™ x R™ vers R.
Définition 3.4 :[5] Avec 'utilisation de la transformation duale A—-canonique on
définie :
F ) = {(A @)y = F (@) : Al (@)y" = DF (2) = 0} (3.5)
ou :

Ai(z) = DA(x)

présente la dérivée de Gateaux de lopérateur A (x).
Définition 3.5 :[5] La fonction duale canonique de la fonction non conveze f(x)

peut étre bien définie par :
) =T"(y") =W (y) (3.6)
La proposition suivante nous donnera la condition pour identifier la valeur optimale
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duale et la valeur optimale primale; “there is no duality gap between the primal problem

and the dual one”.

Proposition 3.1 :[5] Si le point (z*,y*) est un point critique de la fonction E(x,y)

alors la relation suivante sera satisfaite :

Sachons que, la transformation duale canonique a été étudier par “Gao” et “Strang”

dans les mécaniques non convezes et non de classe C*, cette étude est pour :

f(z) : Une fonction quadratique
W (y) : Une fonction convexe

F (z) : Une fonction linéaire

3.1.3 Exemple :

Posons :
11 S
flz) = 2(2|x| —1> —dx
— 1/1, o 2
F(z) = d'x
donc :
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Cette relation n’est pas inversible (one-to-one), alors, il faut étudier la conjuguée de

“Legendre” de la fonction W () . Alors, par définition on a :
W' () = sup {a"z* =W (z)}

T 1/1 2
* 2

= ——\|=z -1
sup {x x ( || > }

Qui n’est pas unique, donc on peut pas définie la fonction duale canonique f9(z*) de f(z)

par la fonction W (2*), alors il faut trouver I'opérateur :
y=Ax):R" — R™
pour le quelle la fonction f(z) peut s’écrire sous la forme canonique :
f(z) =@ (z,A(x))

Si on prend :

Sl
=—|z
Y73
on trouve que :
= 1
Wy)=5u-1°

Pui présente une forme quadratique canonique de :

1

— 5 lal’
2

y=A(z)

D’autre part, on a :

et :
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La derniére équation est inversible, alors on peut définir la fonction duale f¢ (y*) par la

conjuguée de Legendre de la fonction W (y) qui définie par :

W (y") = Sgp{yTy*—W(y) /y*ZDW(y)Zy—l}

On peut poser :

=A
11 reste de trouver la forme de la fonction linéaire F (y*), alors on a :

Fly)=d"y
Donc :
Fw) = {v"y ~F@ /y=A@ A @)y - DF () =0
— {A@)"y -T(A@) /y=A@), Al @)y - DF (z) =0}

alors, on trouve que :

7 ) = {(A@)"y —d"z | A (2)y" = DF () = 0}

1 * *
_ {gmfy—ﬂﬂf/A?@M/—dzo}

95



Finalement, on définie la fonction duale canonique de la fonction non convexe optimiser

comme suit :

%k

* =N * *
) = F ) -W ()
1 % 1 * * *
= Slfy —de—5 ) +y y=y—1
2 2
Le probleme qui se pose i¢i est donné par :
max [ (y*) = 3 |2[*y* — d"w = § (y*)* +y*
yr=y—1
1 2 ;.
avec y = 5 |r|” on peut écrire :
max 4 (y*) = y"y" —d"z - (y)’ +y"
yr=y-—1

qui devient :
max f4 () = (y* + )" y* —dTz — 1 (y*)* + o
y=y +1

(PDC)

Remarque 3.1 : Remarquons que la forme duale est plus simple que la forme originale

de f (z).

3.2 L’application de la méthode pour les problémes
quadratiques non convexes :

Soit le probléme définie plus haut par :

min f(z) = 527 Qu — d"x (PQN)

Bxr<c,x>0

Ou B, @ sont deux matrices symétriques ;

c,d,x € R™;
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Alors :

comment on applique la méthode de la transformation duale canonique
au se type de problémes 7.

Pour résoudre le probléme quadratique non convexe (PQN) avec I'utilisation de cette

méthode (TDC), il faut ajoutée la condition suivante :
2)* < 2u (3.8)
qu’est appelée la condition de normalité ou > 0 est un parametre donné.

Remarque 3.1 : La condition précédente est tres importante, parce qu’elle nous
garante 'existence de la solution globale.

On peut alors définir le probléeme paramétrique suivant :

min f(z) = 227 Qz — d"x

Bacgc,azz(),%|x]2§u

qui peut transformer & :
min f(z) = 327 Qu — d"x
Bxﬁc,%|x|2 <pu
ou :

B= {B,{—l,—l,m ,—1}6R”},c: (c,0) (3.9)

Définition 3.5 : L’espace réalisable de (P,) ot i > 0, et on le note par (X,), sera
définie par :

(X,) = {x €R" / Bx < c,%mz < ,u} (5.10)

Corollaire 3.1 :[5] L’espace réalisable de (P,) est un ensemble convexe fermé de
R™.

La proposition suivante est une conséquence de cette corollaire.

Proposition 3.2 :[5] Le probléme d’optimisation paramétrique (P, ) admet au moins

un minimum global noté par 7.
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La relation entre le probléme original (PQN) et le probléme paramétrique (P,,) sera
bien expliquée par la proposition suivante :

Proposition 3.3 :[5] Soit (1, = 1p?) le rayon de Uespace réalisable (X,), si p > p,
alors 7, (la solution globale de (P,)) est une solution du le probléme original (PQN).

Pour trouver la formulation duale canonique du probléme paramétrique (P,) avec

(TDC), on utilise la procédure standard de méme méthode, et dans se cas on a :

3.2.1 La structure de ’opérateur A (x) pour ce type des pro-

blémes :

L’opérateur géométrique canonique A est définie par :
A:R" — R™ xR
On peut alors définir I'opérateur A (z) associée au (P,,) par :

v=2) = (Baglel) = c) (3.11)

Remarque 3.2 : Remarquons que 'opérateur A () est définie comme vecteur—valeur

application avec :

e = Bux FEst un vecteur de R"

1
pP=5 |z|> Est un scalaire de R

Et & cause de ¢a, on peut définir 'espace réalisable de (P,) sous une notre forme comme
suit :

Définition 3.6 :[5] L’espace réalisable de (P,) notée par (Y,) est un sous ensemble
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convexe de Y = R x R définie par :
(Yo) ={y=(e,p) eR" xR /e <¢,p < p} (3.12)

3.2.2 La structure de la fonction W (y) :

Tous simplement, la fonction W (y) peut étre définir comme étant la fonction indica-

trice de 'ensemble (Y,) définie par :

W= ° Huete (3.13)
+00 ailleurs

Remarque 3.3 : La convexité de la fonction W (y) sera vérifiée par la convexité de la
fonction indicatrice ; puisque la fonction indicatrice est originalement convexe, et au plus
de ga, elle est semi continue inférieurement et propre sur I’ensemble (Y,).

D’aprés ces caractérisations, on peut définir :

Définition 3.7 : L’opérateur dual :
yeY' =Y =R"xR
Est définie par :

e (e*,p*) si e>0,p">0
yr e oW (y) = (3.14)
) ailleurs

3.2.3 La structure de W' (y*) :

Par hypothese, la matrice @ est indéfinie, alors, au lieu du définir la fonction W (y)
la conjuguée de Legendre de la fonction W (y), il suffit d’utiliser la transformation de
Fenchel-Rockafilar qu’est notée par W (y*), elle est appellée aussi la conjuguée cano-

niquUe.
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La définition sera donnée par :

_# % % —_
W (y*) = 825{@ ) — W (y)} (3.15)
Yy
= supsup {y"y* =W (y)}; yeYa
e<c p<p
= supsup {(6,p)T (0 =W (y); ye Ya}
e<c p<p

= supsup {e’e* + p'p*}

e<c p<p
cle* +ulp* si e#>0,p">0

+00 ailleurs

Définition 3.8 : Le domaine effectif de TW" (y*) est le cone positif dans R™ x R

définie par :

Yr = dom(W# (")) (3.16)

= (e5p) eR"xR;e*>0,p">0; one* e R" p* eR
Proposition 3.4 :[5] La relation suivante :
* TA/ — 7 * 17 I * *
(v € W () = (ye W (")) = (W) + W ) =y"y")  (3.17)

qu’est appelée la relation de sup-duality est bdti.
Preuve : Sachons que W (y) (la fonction indicatrice de 'ensemble Y, ) est une fonction

conveze, semi continue inférieurement et propre alors, on peut écrire :
Ti/ n
W (y) € s (R")

Donc ; d’apres le théoréeme de Fenchel-Moran on a w (y*) est aussi une fonction propre,

Au plus de ¢a, on a :

y W (y) =y € AW ()
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D’autre part, on a :

W (y) € T (R™ x R)

Alors :
y eI () = y* € OW (y) (3.18)

Donc, on peut écrire :
* 17 — *
yr e W (y) <=y e dW" (y")
et on a aussi :
A * T17 T * *
yedW" () <=W ) +W" (y)=y"y (3.19)

Finalement, d’apres (3.18) et (3.19) la preuve est compléte. |
On peut continuer notre travail sur 'espace restreint (Y, x Y*).
Lemme 3.1 :[5] La relation de sup-duality précédente est équivalent au condition
de (KKT) suivante :
Yooy ly eY” (3.20)

Remarque 3.3 :

(1) Le couple (y,y*) est appelé le couple dual canonique mesuré sur l'espace (Y, x Y).

(2) Les deux fonctions W (y) et w (y*) sont appelées les fonctions canoniques.

3.2.4 La structure de 7 (y*) :

Originalement, F (x) est présentée comme une fonction linéaire donc, pour écrire la
fonction optimiser f(z) sous la forme canonique @ (z, A (x)) il suffit de prendre F (y)
sous la forme suivante :

Ona:

& (2, A () = W (4) = T (3) = (2) (3.21)

Donc, s’implique que :

ouy € Y,, donc :



c’est & dire que :

Fy) =—f(z) (3.22)

Alors, on peut définir la conjugué A-canonique T (y*) de la fonction canonique T (y)
ou :

y* = (e*,p") ER™ xR

un parameétre donné, telle que la matrice (@) + p*I) est inversible, comme suit :

y) = sup {v"y*—F (y) / DF (y) = Al (2)y" ;2 € (X,)}

= sup {(A@) "y =T () / DT () = AT @) y'50 € (X,.)}

yeYy

avec :

1
Az) = y= (B:z:,§\x]2> € R™ x R

y* = (¢%p") eR" xR

) = s {(A@)"y =T (M) / DF (y) = A (2) g5 € (X,) }
(Bx, : W) (e*p") — " + %xTQx} /T (@) =T (@)

1 1
= sup {xTBTE* + 5 z|” p* — d"x + §xTQx}

Et pour :
= (Q+p 1) (d— B"e") € (X,) (3.23)
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on trouve que :

™) = % (d Be *) @+ D) @+ D)@+ D) (d - BT (3.2)
Te(Q+ D)7t (d - BTeY)
(d BTe") (Q+p*I) ! (d — BTeY)

-1
2
donc, on a trouver la bonne forme canonique 7 (y*) de T (y).

3.2.5 La structure de la fonction dual canonique f¢(y*) :

On a dé¢ja signaler que :

Donc, d’apres les deux formes précédentes de f/\ (y*)etﬁ* (y*) on peut trouver que :
-1 _
iy = - (d— BTE*)T Q+p )" (d— B"e*) — c"e* — pup*; avec (¥, p*) € R™ x R
(3.25)
Proposition 3.5 :[5] Le probléme dual canonique (PZ ) associer au probléme para-

métrique (P, ) peut étre définie par :

s £, ) "
e*>0,p">0et det (Q+p*I)#0 g

On peut le représenter sous une notre forme comme suit :

Ext f(e*, p*)
e*>0,p* >0et det (Q+ p*I) #0

ot Ext f(x) est pour trouver tout les valeurs extrémes de la fonction f (z).

Preuve : voir(Gao, 2003). |

Le théoréme suivante nous donnera 1’équivalence entre le probléme primal (paramé-
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trique) (P,) et le probleme dual canonique (Pf) dans le sens que Sont admet le méme

ensemble des points du (KKT).

Théoréme 3.1 :[5] Le probléme dual (P) est un probléme canonique de (P,) dans

le sens que si :
yr=(ep) ey,
est un point de (KKT) de (P%) alors, le vecteur qui définie par :
T=(Q+p )" (d— B'F)
est un point de (KKT) de (P,), et on a aussi :
f@) = f')

Preuve : Supposons que :

yr=( ) ey,

est un point de (KKT) de (P%) alors, il satisfait les conditions suivantes :

OgﬁL%(d—BTF)T(Q +0° ) (d— B"F) — p <0 (5.26)

qui présente la dérivé d’ordre (1) de f%(y*) par rapport & p*en y* = (€%, p*).
0<F LB(d—B™&) (Q+7I) ' —¢<0 (3.27)

qui présente la dérivé d’ordre (1) de f%(y*) par rapport a €* en y* = (g7, p*) , donc, si on
prend :
T=(Q+p1) " (d— B"F)

alors, les conditions précédentes devient :

o
IA

1
p*J_ifTE—MSO

0 < e#LBr—c<0
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qui bien dite que le point :
T=(Q+p )" (d— B'F)

est un point de (KKT) pour le probléme paramétrique (P,,).

D’un autre coté, les conditions précédentes peut s’écrire comme suit :

— 1
o = Ep*TTE (3.28)
g*c = e¢*BT
donc :
) = f1E )
-1 — _ —_ _ _
= - (d - BTE*)T Q+p)" (d— B"%) — '&F — pp*
-1 — - — - — — —
= 5 (d— BTE*)T(Q—l—p*I) ! (Q+ p*I) (Q + p*I) ! (d— BTe*) — e — p*
-1 — 1 _
= TTT (Q+p )T — Ep*f% — 7' B'&

— %ITT(QJFEI)E—%EETE+ET(d—BTE—d)

= _7157’(@+EI)E—%EETE+ET(Q+EI)(Q+EI)‘1(d—BTE)—de
= %ITT(QJFFI)E—%EETE+ET(Q+EI)E—ETCZ

= ETT(Q—I—F])T—%EETT—CZTE

2

1
= §_TQE —d'z

= f(@)
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3.3 Les conditions extrémes des points de (KKT) :

Pour bien traiter les conditions extrémes de (KKT) on a besoin des définitions sui-
vantes :
Définition 3.8 : Soit () € R™™ une matrice symétrique, on note par id; I'indice de

@, qu’est le nombre total des valeurs propres négatives distincts de la matrice Q).

Remrque 3.2 : On peut déduire que le probléme quadratique est un probléme non

convexe si et seulement si :

wd >0

Lemme 3.2 :[5] Soit :
(e5,pf) eR™ xR

un point de (KKT) pour le probleme (P%) et soit ) une matrice, avec I'indice id, admet

p < n valeurs propres distincts {¢;} =15 dans D'ordre suivant :
ql<q2<"'<qid<0§qid+1<"'<qp

donc, si :

Gid+1 = Giat2 = =q¢p =0

et le point de (KKT) pf < —qiq; alors on a :
PE< —Qa << —qravec —q > —qy > > —qg >0
et la matrice (Q + o5l ) sera définie négative, d’autre part ; si :
pr>—q >0

alors, la matrice (Q + pil ) sera définie positive.

D’aprés le lemme précédent on peut poser la définition suivante :

66



Définition 3.9 :[5] On va définie les ensembles suivants :

Yi = {(e",p") € Y5 telle que (Q + p*I) est définie positive }
Yy = {(e*,p") € Yy telle que (Q + p*I) est définie négative }
Y o= {(e",p") € Yo; telle que p* > 0}

1
X5 = {x € X,; telle que 3 z|” = u}

Définition 3.10 :[18] Le lagrangien classique L : R" x R — R associer au pro-

bléme primal (P) est donné par :

1
L(x,v) = §xTQx —d"x + o' (Bx —b) (3.29)
Dans le cas ou la matrice @) est inversible, la fonction optimiser f (x) est dite fonction
canonique, donc, pour chaque vecteur v € R’ on peut définir la fonction duale canonique
[ (v) avec I'utilisation de la transformation duale canonique comme suit :
fi@) = max L (v, 7) (3.30)
TER™

= max (%xTQx —d"z + 9" (Bx — b))

zeR?

— Bt (‘71 (4= B%)" (Q) (d— B"%) — bTa)

PASING

ou cette fonction est bien définie sur R

On peut alors définir le probléeme dual sous la forme suivante :

Ext f2(?)
>0

ou sous la forme :

Fxt (EX (5 (= B79)" (@) (d— BTF) - b%’))

z€R™

v>0
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Il y a une relation tres forte entre les deux problémes (P) et (P?) sera expliquée dans
le lemme suivant :

Lemme 3.3 : Le probléme primal (P) et le probléme dual (P?9) chaque un présente
le probléme dual canonique de 'autre, dans le sens que sont admet le méme ensemble

des points de (KKT) notées par (Z,7), et on a aussi :

On peut résumer les conditions extrémes dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 :[5] Soit Q) une matrice avec l'indice iz > 0 admet {q;} valeurs

i=Lp

propres distincts dans [’ordre suivant :
O <qe<-<@Ga<0<Gap <+ <gptellequep<n

et soit (ef,p;) est un point de (KKT) pour le probléme dual (P¢) pour un parameétre
w >0, et posons aussi :

— 7\ ! p

Ti=(Q+pI) (d- BTgi)
donce, on a :

(1) Si pf > —q alors, le vecteur (g_j,p_;‘) est un mazimum de f(y*) sur Yiisi et

seulement si le vecteur T; est un minimum de f (z) sur X,s, et on a aussi :

f@)= min f(z)= max fU(e,p}) = f* (. p}) (3.31)

TE€Xyus (r.07)evyr,

(2) Si0<p; <—qiq alors, le vecteur (€}, pf) est un mazimum de f*(y*) sur Y;;_ si et

seulement si T; est un mazimum global de f (x) sur X,_, et on a aussi :

f @)= max f(z)= max f'(f,p]) = f (e, 0}) (3.32)

z€X,g (5;7@)@/}

(3) Si 0 < p; < —qiq alors, le point de(KKT) (ef,p}) est un minimum de f*(y*) sur

Y (Uensemble ouverte) si et seulement si T; est un minimum de f(z) surX,s, et
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on a :

f@) = min fx)= min fUp) = fEE) (9.39)

zeXyg (af,p;‘)eYJi

Pour bien démontrer Le théoréme presque précédent, il faut utiliser le lemme suivant :
Lemme 3.4 :[18] Supposons que le vecteur (T,7) est un point de (KKT) pour le

probléme de la programmation quadratique original, alors on a :

(1) Sila matrice Q est définie positive alors, le théoréme de saddle min-max est donné
par :

min me [ (#,v) = L (z,v) = max min L (z,v) (8.34)

(2) Si la matrice Q) est définie négative alors, le théoreme de sup-mazimum prend la
forme :

;Ié?)i();%lzag([/ (x,v) =L (T,7) = I§§3<£2%’§L (x,v) (3.35)

d’autre part, le théoréme de sup-minimum est donné par :

igg rilzach (x,v) = L(T,0) = min }EE%ESL (x,v) (3.86)

On peut alors démontrer le théoréme (3.2).

Preuve : D’apres le théoréme prégédent, on a déja vue que le vecteur :

vi=(ef.0f) €Yy
est un point de (KKT) pour le probleme (P%) si et seulement si le vecteur :
mi= (Q+7T) " (d- BE)

est un point de (KKT) pour le probléme paramétrique (P,,) et :

[ (@) =L (Ti,¢},p) = [ (], p}) = E (T, ¢}, p}) (3.37)
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ou F (x_z-, e, p_;“) est la fonction de complementarité total associée au probléme (P,,), cette

fonction est définie par :

E (7€}, p})
En effet, on a :

E (T7,€5, 0f)

donc :

ST Q4 AT - W (G5 + (BE) E - wd

1— - — —
5Ti Qi + 5pimy T — '] — pp; + (BT) & — 7' d

2 2
1
5T QT —d'T

f(@) = L (T, 07)

(1) Si pf > —q alors la matrice (Q + p;1) sera définie positive, d’autre part, la fonction

duale canonique f¢ (&, pf) est donnée par :

F (e )

@B Q4 D) (d - BT — e — ot

E(z7,¢}, p})

Cette fonction est concave en chaque composante {5;* =1, m} ,pi € R, et a cause

de ca, on peut dire que la fonction Lagrangien est convexe en x € R”, par contre,
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elle est concave en chaque composante £*, p*, donc, on a :

d * * d/ *x _*
e pr) = max e,
f (e, 07) (5*,p*)ey;+f (€%, p")

= max minE (z,&%p")
(e*,p*)€Y);, zER™ T
’ 2

= pg;zi);g}g%cilel]%{Qx (Q+p )+ (Br—c) ¢ —pup*—a'd

= pg;a}élirelﬁr}brgg%({§x (Q+pl)x+ (Br—c) e —pup* —x d}

1 T

= in<{— *DNa—up* —d z s tq Br <

s mip " @+ D= e} taBr <
p*>—q1 zeR™ 2 2

. 1 * T *
)

Le probléme suivant :

1 1
= max min {—xTQx +=paTae — pp* — de}

{]‘*T *}
max 5,027 r — up

p>—q
est un probléme linéaire, admet une solution dans l'intervalle ouvert |—g;, +00] si

et seulement si on a la condition de (KKT) suivante :

qui implique que :

on peut alors écrire que :

f4(e5,pf) = min {f(x) + max {%p*xTx — up*}}

zeR”™ p*=—q

= min f(z)

et d’aprés le théoréme précédent, on trouve que :

f (@) = (50
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alors, on peut écrire :

f (7)) = min f(z) = o, FE ) = 105 nf)
(2) Si:

0<pf <—qua

la matrice (Q + pil ) est définie négative, et a cause de ¢a, la fonction Lagrangien

E (7;,¢f, pf) est concave en x € R", et concave en :
e; € R, et pf €0, —Gia)

donc, si (5_;‘, p_;‘) est un maximum global de la fonction f? (e}, p}) sur Y, alors,
d’apres le théoréme de sup-duality de Lagrange, et le lemme (7) on a :

fUe ) = max [l ")

(e*,p*)EY

= max maxmaxF (z,&%,p")
p*€l0,—q1) €+ >0 zeRn

1
= max maxmax {§xT (Q+p D)x+ (Br—c) e — pup* — de}

p*€l0,—q1) TER™ £*>0

1 1
= max max {§xTQx + §p*xTx — upt — de} tq Bx <c

P*G[(),*(Il) zeR™

* 1 T
- e o (57 0) )

1 T
<
= ;rela)j{f(ac)} telle que 5T TS p

* 1 T
max —Tr T —

admet une solution si et seulement si (l Ty < ,u) parce que le domaine [0, —¢)

Le probléme suivant :

est bornée inférieurement, et pour cette solution on a :
* 1 T O
max - r — =
P*€[07*QI) p 2 M
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D’autre part, on a :
f(@) = E@ el 07) = [ (€7,77)

Alors, on écrit :

@) =max f(x) = _max _ f4(,0%) = £ 57

z€X, (0" )EV

(3) Si:

0< p_j < —@;q €t (;j,p_;‘)

est un minimum global de la fonction f?(y*) sur Y%, alors, d’aprés le théoréme de

7%

sup-duality de Lagrange on a :

fU(epe) = min fU(e ")

(E*,p*)EYMi

= min min maxF (x,e", p*)
€20 p*€(0,—gia) vER™

= min minmaxF (x,e*, p*)
0*6(0,—%‘:1) e*>0 zcR"

= min minmax E (z,£%, p")
p*€(0,—giq) TERM €20

1
= min min max {ixT (Q+p )x+ (Br—c) e — pp* — de}

p*€(0,—q;q) TER™ €*>0

1
= min min{ixT (Q+p*])x—,up*—de} tq Bx < c

p*€(0,—q;q) TERM
I
— mi + mi "|srir - tq Br <
gel]g% {f(]?) p*EI(%}Elqz’d){p (2$ ! M)}} A=

Le probléme de la minimisation linéaire suivant :

1 (57 )
min - T —
p*e(ov_(hd) p 2 ILL

admet une solution sur le domaine ouvert (0, —¢g;q) si et seulement si :

T T=p
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alors :

fU(E ) = min f(x)

= min f(z)

d’autre part, et pour tout points de (KKT) associée au probléme paramétrique
(P,),on a:

Eton a:

f(@) =min f(z) = min_ f*(*p") = f* (&, 0f)

2€X, (e o™ )€Y,
sachons que la concavité de la fonction Lagrangien en chaque composante €*et p* ne

signifie pas la concavité en (£*, p*) comme un vecteur, donc, la preuve est compléte.

Remarque 3.3 : Remarquons que :

(1) Si 7; les extremums de (P,) dans l’ensemble non convexe X, alors la solution
duale :

pE>—q >0

est un point intérieur du domaine réalisable dual Y7, parce que pour :
pF>—q >0

La matrice (Q + pil ) est définie positive, alors le probléme dual (Pﬁ) est un pro-
bléeme du mazimisation d’une fonction convexe, donc les solutions sont des points
intérieurs de Y (i,e : le premier cas dans la démonstration de le théoréme prégé-

dent).

(2) Dans le cas prégédent, les minimums primals T; ne sont pas toujours des points
critiques de la fonction objectif primale; par contre, les solutions duaux p} sont

des points critiques pour la fonction objectif duale, cette résultat est vérifiée par
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I’équation :

(d—B'&) (Q+7 ) (d— B'&) = p

DO —

Se dernier sera résout complétement par 'algorithme MATHEMATICA, et a cause

de ca, on dira que le probléme primal appartient & I’ensemble des probléemes NP-

defficile.
(3) Le probléme primal paramétrique (P,) est équivalent au probléme original (P),
d’autre part, si 'ensemble réalisable (X;) est bornée alors, on peut prendre le

parameétre 1 = i, ( le rayon de (X)) et & cause de ¢a, on écrit :
(Xf) = (Xp)
Au plus de ¢a, le vecteur :
7= (Q+p) " (4 B'E)

le minimum de (P,) devient une solution (minimum) de probléme original (P),
mais n’est pas nécessairement globale, parce que, le probléme dual paramétrique

(P%) peut admet plusieurs points de (KKT) {p; }.

(4) Silensemble réalisable (X ) n’est pas bornée, alors, le probléme paramétrique (P,,)
sera utilisée pour trouver les minimums globaux dans (X;) qui n’appartiennent
pas & (X,); d’autre fagons, si 'ensemble (X) n’est pas bornée alors, le probleme
original (P) ne peut étre existe, et d'un coté physique, le probléme (P) ne peut étre

bien définie (proposer).
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3.4 Exemples3.2 :

3.4.1 ExemplelI:

Considérons le probléme de la programmation quadratique sur un ensemble convexe

sous la forme suivante :

min f (z1,22) = % (127 + qo3) — divy — day

1wy <1la >0,20> 0,3 (2 +23) <2

I'espace réalisable (X ) sera donnée par :

1
(Xf):{x:(xl,xg)GRQ:Bxgc,i(%—i—xg)gQ}
ou :
0 1 1 1 x
Q= el € R>2 B = 2 € R¥2 ¢ = eR? = 1 c R2
0 @ -1 -1 0 g

si on utilise la norme ||.||, alors, on trouve que le rayon de (Xy) est donnée par :

1

rO:§|x|2: (23 +23) =2

1
2
donc :

(1) Pour q; <0, < 0 alors, la matrice Q € R?*? est définie négative ol gy, gz sont les
valeurs propres de cette matrice, cette résultat implique que le probléme prégédent
est non convexe avec une fonction objectif concave, donc, notre probléme presente
un minimisation concave sur un ensemble convexe (bornée), et a cause de ¢a, le
minimum global se produit nécessairement sur la frontiere de (Xy) (les sommers).
La résolution de ce type de problémes est trés difficile, parce que notre probléme
est NP-defficile, donc on applique la méthode de la transformation duale canonique
comme suit :

trouver le probléme dual canonique associée a se probléme, le probléme est sous la
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forme :

* k% — «\ T * T\ — * * *
max f4 (7, ¢5,p%) = 5 (d — BTe*)” (Q + p*[) 1(d—BT6 ) —upt—cle
e1 > 0565 > 0;p" >0

il suffit de choisir :

p* > —min{q, ¢}

alors avec :

1 et
BT = ? T =(1,0,e=| ' | er?
1 -1 €5
on trouve que :
JUenes ) = 5 (d=BTe") (Q+p" 1) (d=B"e") —pp" —c'e
* * 2 * *

_ __1 (dl B %81 +€2) (d2 —& +82)2 _,up* _ 5*
2 (1 +p") (92 + p7) '

donc, le probléme dual canonique associée a se type des problémes est donnée par :

max f4 (e}, g5, p%) =

* 2 * * 2
-1 (d1—%6’{+62) <d2—51—|—52) _ A
2 @) ) pp =&

er > 0;e3 > 0;p* > —min{q1, ¢}

Si on prend :

-5 0 d 3
Q= eER¥2 4= ' | = € R?
0 -3 dy 3

alors, d’aprés la remarque, et le fait que l'ensemble réalisable (X)) est convexe
bornée on a :
1,

,u:,uO:§7“O:2of1ro:2

(—591:2 — 3y2) — 3z — 3y

N —
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-100—

-150T

-200T

=250

-300 T

-3507T

-400 T

4501
g .25 75X 8.9 105 6.25 7.5 8.75 10

donc, le probléme dual sera donné par :

* k% _ 3—Ller e ? 3—e]+e5 ?
max f¢ (e1,85,0") = Tl ( (;*15)2) + ( (p*1*3)2) —2p

* *

g1 > 0565 > 0;p" > 5

ou :
(p" > —min{-3,-5}) <= (p* > 5)
ce dernier probléme admet une solution unique dans l'ensemble Y ; C Y7, cette solution

sera trouver par l'algorithme MATHEMATICA.

Finalement, les solutions primales seront données par :
T=(Q+p1) " (d— B"F)

(2) Pour q; < 0,q2 > 0, la matrice Q € R?*? est indéfinie ou ¢, g sont les valeurs
propres de cette matrice, cette résultat implique que le probléme prégédent est non
convexe avec une fonction objectif indéfinie, donc, notre probléme presente un mini-
misation indéfinie sur un ensemble convexe (bornée), et a cause de ¢a, le minimum

global se produit nécessairement sur la frontiere de (Xy).
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Comme on a déja dit dans le premiér point que la résolution de ce type de pro-
blémes est aussi tres difficile, parce que notre probléme appartient & I’ensemble des
problémes NP-defficile, donc, on applique la méthode de la transformation duale
canonique comme Ssuit :

trouver le probléme dual canonique associée & se probléeme qui donné par :

_ d*l*+*2 d7*+*2
max f4 (7,3, p%) = 5 ( 1(qfi1p*)52) ( Z(q;}rpf)z) — pp* — &}

ey > 0;e5 > 0;p* > —min{q, ¢}
si on prend :

-5 0 d 3
Q: €R2X2,d: ! = €R2

0 3 dy 3
alors, d’aprés la remarque, et le fait que l'ensemble réalisable (X)) est convexe

bornée on a :

1
,u:,uoz§rf:2,of1roz2

la fonction primale est plotée par :

(—5:U2 + 3y2) — 3z — 3y

DN —

f(zy) =
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Graphe de f (x1,x2) dans un plan 3 dimension rectangulaire

donc, le probléme dual sera donné par :

(3—%5’1‘—&-83)2 (3—8{4—53)2
(p*—5) (p*+3)

maxfd (51755710*) = %1 - 2p* - 51(

g1 > 0565 > 0;p" > 5
ou :
(p* > —min{3,-5}) < (p* > 5)
ce dernier probléeme admet une solution unique dans I'ensemble Y C Y7, cette so-

lution sera trouver par 1'algorithme MATHEMATICA, et a cause de ca, le probléme

original admet une solution unique donnée par :
T=(Q+p)" (d— BTF)

(3) pour q; > 0,q, > 0, la matrice Q € R?*? est définie positive, cette résultat implique
que le probleme précédent est un probléeme de la minimisation convexe sur un
ensemble convexe (bornée), et a cause de ga, le calcule du minimum global est facile

avec les algorithmes polynomiales ou bien par 'algorithme MATHEMATICA.

(5902 + 3y2) —3r — 3y

N —
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3.4.2 Exemple II :
Soit le probléme suivant :
min f (z) = az? — dx
x| <r

ou r est un nombre réel positif, et a € R; z € R;

donc, on a les cas suivantes :

(1) pour a < 0 alors, le probléme prégédent présent une minimisation concave, et a cause

de ¢a, la solution globale se produit sur des points extrémes (sommet) suivantes :
T =4r
d’autre part, le paramétre i est définie dans se cas par :

po=r

avec l'utilisation de la transformation duale canonique, la forme duale canonique

est sous la forme suivante :
max 7 (p*,e*) = 5 (d — BTs*)T (Q+p*I)~" (d— BTe*) — pp* — Te*
p* > 0;e* > 0;det (Q + p*I) #0
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avec :

B'=0,Q=(a)eR;c" =0€R
donc, s’implique :

[0 = —dla+p) " d—pp'

25w

(a4 p*) > 0 définie positive

ou :
puisque la dimension n = 1, la dérivée d’ordre un de la fonction f?(p*) est donnée

(" (o) = % (d—2> —p

(a+p7)°

par :

donc, ’équation duale algébrique admet deux racines données par :

(a) pf > —a est un maximum unique de f< (p*) sur Y7y, quest équivalent de dire

= ()

est un minimum pour la fonction f (z) sur X,

que le vecteur définie par :

et d’apres le théoreme 3.2 on
a:
f@) = min f(z)= max f*(p*) = f*(pi)

reXys (p*)eYy;,

(b) p < —a est un minimum local pour f¢(p*), qui bien dite que le vecteur définie

= ()

est un minimum pour f (x), et d’apres le théoréme 3.2 ona :

par :

f (@) = min f ()= min f*(p") = f* (p3)

z€X,s p*GY:i
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(2) pour a > 0 alors, le probléeme prégédent représente une minimisation convexe, qui

est plus facile pour résoudre.
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Application : prend par exemple la forme suivante :

min f (z) = —32% — 4x

lz] < 1.5

—32% — 4z

-100
Z -200
-300

-10

ou :

a=—-6;d=4;r=1.5

-1.5 = -0. 0 05 1

-10T

-1257T
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X
-1.4 WBW 02 04 06 08 10 12 14
'/I/ f : + 1 + 1 + 1 + 1 + n + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 y

‘ la fonction primal|

Candidate(s) for extrema : {3} : 3 =1.3333, at { [z = —2]|} = {[z = —0.66667]}

avec l'utilisation de la transformation duale canonique, la forme duale canonique est

donnée par :

I = d(atp) " d = pp’

= 6 (<64 )~ 5 (15

= —8(p*—6)"" —1.125p"

- = (1 (525))

et dans se cas, le probléme dual canonique est définie par :

max f¢(p*) = — (1.125p* + (ﬁ))
pr=—(a) =6

(o (29)
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Candidate(s) for extrema : {—12.

75,—0.75} , at {[p} = 3.3333], [p} = 8.666 7]}

y

157

10T

5+

-10 -5

-10T

-157T

-20T

t
10

donc, on peut poser le tableau suivant :
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functions | extrema

candidate(s) for extrema

primal | —0,66667 1,3333
3,3333 —0,75

dual
8,6667 —12,75

les solutions primaux sont :

et :

(a+ p) ta
(—6+3.3333) "4
—4

3.3333
1.4998

= (a+p_§)_1d
4

—6 + 8.6667
4

2.666 7
= 1.5000

extrema duaux p}

les solutions &;

valeur primal f (7;)

valeur dual [ (p})

3.3333

—1.4998

—0.749

—0.75

8.6667

1.5000

—12.75

—12.75

d’aprés le tableau précédent, il est bien claire que :

et :

£ @) = 1 (77) = 1275

f (@) = f*(p3) = —0.75

et d’aprés les deux graphes précédent, on a :
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pour pf > —a =6 :

f(z)= 590TQ$ d'z
ou :
-5 0 00
0 —-25 00 T
Q: 7d :(3,4,—2,1),,&:2
0 0 10
0 0 0 4
La forme duale est donnée par :
d [ * —1 T * 7\ —1 *
o) = & (@Q+p ) d=pp
. 8.0 2.0 9.0 1.0
= —2.0p" — — — —
pr—2.5 p*+10 20p*—10.0 2.0p* +8.0
-5+ p* 0 0 0
0 —2.5+p* 0 0
0 0 1+ p* 0
0 0 0 4+ p*
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p—ig) 0 0 0
0 L 0 0
, inverse : p=25 )
0 0 -5 O
1
0 0 0 -4
p—ig) 0 0 0 3
— 0 L 0 0 4
a (3a 47 _27 ]-) P25 1
0 0 -5 O -2
1
0 0 0 —5 1
2 1
F) = (——— - R .
pr+1 2(pr+4) 2(pr—5) pr—2.5
ofe 8.0 2.0 18.0 2.0

p)=—-20+ + + +
dp* ) (p—2.5° (p+1.00°  (2.0p—10.0> (2.0p+8.0)°

Solution is : {[p = —2.196 6]} ;

Solution is : RN(p, \ {—4.0, —1.0,2.5,5.0}) where p, is a root of 19620.0Z —44475.2%0—
24430.02%° + 9286.02%° + 2704.02%° — 692.025° — 80.027° + 16.02%° — 29825.

, Solution is : {[Z = —4.5536]}

donc, on a trouvé que :

p, = —4.5536

py = —2.1966

on peut vérifier que :

(_20+ 80 .20 180 2.0 );
T (p—2.5)°  (p+1.07 (20p—10.0 (2.0p+8.0)%) °

(p* +4.5536) (p* + 2.1966)

— (p* +3.39287) (p* — 6.72415)
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alors, les quatre solutions sont :

P = 6.72415
5= —2.1966
05 = —3.39287
pi = —4.5536

et puisque :

P =6.72415> —q; = 5

alors, d’aprés le théoréme de base précédent, il y a une solution primale globale définie

par :

(Q+7p51) "' d

T =
T 0 0 0 3
_ 0 T 0 0 4
0 0 AT 0 —2
0 0 0 AR 1
1.7400
B 0.946 94
N —0.25893
9.3247 x 1072

c’est a dire que, la solution global est le vecteur définie par :

ET=(1.74OO, 0.94694, —0.25893, 9.3247><10—2)
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Chapitre 4

La méthode de Séparation et

interpolation.

Introduction :

Soit le probléme quadratique indéfinie suivant :

min f(z) = 127Qa” — d"x

Br<c,x>0

(PQI)

ou () est une matrice indéfinie, B € R"* x,d € R".

On peut le inclue dans I'ensemble des problémes NP-difficile ; bien que beaucoup
d’algorithmes de la programmation non linéaire soient capable de trouver les optimums
locaux de probléme (PQI), mais il n’y a pas (en général) aucun critére locale qui peut
vérifier I'identification entre la solution locale et la solution globale (si elle existe).

Entre ces algorithmes, il ya [l’algorithme de la programmation concave, qui est basée
sur la structure propre de la matrice indéfinie (), il va de soi que cette algorithme est
permet de transformer notre probléme & un probléme d’un minimisation convexe plus
facile pour résoudre.

D’autre part, on a connue que les solutions de ce type des problémes si elles existent
serons produit sur des points de la frontiére pour le domaine réalisable pas nécessairement

des sommets, par contre les problémes ou la fonction objectif est concave ou bien quasi
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concave, comme elle était bien montrée par le théoréeme suivant :

Théoréme 4.1 :[13] La solution optimale du (PQI) se produit sur quelque points

de frontiére du domaine réalisable 2 telle que :

Q={zeR": Az < ¢z >0} (4.1)

Preuve : Posons z* € ) étre la solution globale de (PQI) et supposons que z*est
un point intérieur de €2, d’autre part, et comme la matrice () est indéfinie, il existe un

valeur propre négatif \, et x le vecteur propre associée a A\, donc on a :

Via)=Qz"—d=0

alors, il existe € > 0 telle que :

y=a"+¢cr €

donc, il va de soi que :

f(x*+ex) = %(m* +e) T Q(a* +e7) — d” (z* + £7)
_ % (") Qo + £7) + %e Q" + ) — dTa — edTF
= % (z")" Qz* + %5 (z)" QT + %5 @)" Qz* + %52 @) Q7 —d'a* —ed'T
= £ - (a5 5@ 0 - ) QF) + 32 07
. *\ Nl,j}*TA/lI*ij 125T5
= F) e (T ) Q7 - 3 ) 0F) + 3 @7 Q
= f(z%)—¢ (dTi — ()" Q?E) + %52 @' Qx
= P - (d"F - Qe F) + 22 () QF
1
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alors, avec :

A<O0et ()7 =7

on peut écrire :

f(a™ +ex) < f(27)

c’est une contradiction avec les données alors, la solution globale x* sera produit sur

quelque points de la frontiére de €2.

Exemple 4.1 :[13] Considérons le probléme suivant :

min f(r) = 2? — 23

Q={reR?: -1<2 <1,-1<2, <1}

qu’est la minimisation d’une fonction quadratique indéfinie sur un ensemble convexe
(probléme quadratique indéfinie).

On peut donner €2 sous la forme équivalente suivante :
Q:{x€R2:Ax§c;x20}
ou :

Q= ,d = A= y U= €=

Remarquons que :

f(=1,1)=0,f(-1,-1)=0,f(1,-1) =0, f(1,1) =0

et on a aussi :

f(_170):17f(170):17f(071):f<07_1):_1

donc, on a trouvée deux minimums globaux présentent comme deux points de la frontiére

de Q (pas des sommets de ().
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Le nombre des valeurs propres négatifs de la matrice () peut étre utilisé pour trouver
le nombre des solutions locaux (globaux), comme elle était montrée par le théoréme
suivant :

Théoréme 4.2 :[13] Soit le probléme définie par :

min f(z) = 227 Qz — d"x

rel={reR": Az <c}

(PQN)

ol Qnxm est une matrice indéfinie, A, xm est une matrice quelconque donc, si la matrice
Qnxma (8) valeurs propres négatifs, alors, on a au moins (s) contraintes seront actives

en chaque point solution locale (globale).

4.1 Description de La méthode :

On peut transformer un probléme quadratique & un autre probléme ou la fonction
objective est séparable (par l'utilisation de la transformation affine), ot on obtient un

probléme de la programmation quadratique indéfinie avec des contraintes linéaires définie

par :
minV (z,y) = f (v) —
(z,y) = f(z) —g(y) (PONS)
Ar+By+c¢<0,x >0,y >0
I’ensemble réalisable associer & se probléme est donnée par :
Q={(z,y) eR"™ Az + By + ¢ < 0,2 >0,y > 0} (4.2)
ou :
fz)=d"z— 327 Qux
g9(y) =0y
avec :

est une matrice réel symétrique et indéfinie appartient a et :
Q est trice réel symétrique et indéfinie appartient a R™*™ et

AeR™" BeR™* ccR™ bheRF deR”
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Généralement, on peut poser le probleme (PQI) comme suit :

min ¥ (z,y) = f (z) — g (y)
Az +By+c<0,ze X,yeY
ou :
X,Y sont deux polyedres dans R” et R* respectivement
f (z) : est une fonction quadratique indéfinie

g (y) : est une fonction linéaire, avec k est plus large que n

4.1.1 La transformation de la forme quadratique avec ’utilisa-

tion de sa structure propre :

Comme un résultat dans ’'algebre linéaire, la matrice () admet n valeurs propres
A1y A2, ooy Ay €t {(; }._75 sont les vecteurs propres associées ; d’autre part, supposons que
la matrice ) admet s valeurs propres positives et (n — s) valeurs propres négatives, alors

on peut écrire que :

Q = ¢D¢T
ou :
5 = (Cl? CZ) RS Cn) )
, Osii#j
D = diag (M1, Az, ..., \n) avec D;; = 0, =
1 ailleurs
d’autre part, et pour chaque 1 < i < n on va définir :
& = min{(/z:(z,y) € Q} (MCR)
& = max{CiTx : (z,y) € Q}
sont des n-problémes linéaires[7].
Finalement, on définie la borne :
Bi=&—&:1<i<n (4-3)



si on return au probléme original (PQNS), il suffit de prendre :
B=0,9(y) =0

alors, on trouve que :

V(z,y) = f(x)

donc, on peut former le probléeme (PQNS) comme suit :

La forme séparable équivalente sera donnée par :

min f(z) = d*z — 127Qx

(SP)
re NS,
ou :
Q = {zeR": Az < ¢} (4.4)
Se = {zeR":0<z;<B,:1<i<n}

d’autre part, on donnera la fonction f(x) sous la forme suivante :

f(x) = Zei (i) (4.9)

avec

1

La structure séparable de la fonction f(z) :

On va utiliser les valeurs propres de la matrice () pour trouver la forme paralléle
séparable de la fonction non linéaire (indéfinie) f(x), d’autre terme, on va essayer de
partager la fonction f(z) a deux parties une partie concave et 'autre partie sera conveze.

Définition de la partie concave : La partie concave est définie pour {\; > 0:1 <i < s}

comme suit :

fi(z) = ggz‘ (z:) = ZS: <dz‘$z‘ - %Aﬂf) (4-7)

1=1
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Définition de la partie convexe : La partie convexe est définie pour {\; < 0:s+1<i<n}

comme suit :

B =3 6=y (dixi—%)\ix?> (4.8)

1=s+1 1=s+1
Remarque 4.1 : Comme on a trouvées les deux formes, on va essayer d’approxi-
mer la partie concave avec une fonction affine pour simplifier notre forme séparable, et
pour trouver une forme plus simple, facile pour résoudre, de notre fonction objectif, et
avec cette forme on va ramenées la résolution d’un probléme quadratique indéfinie & une

résolution d’un probléme d’optimisation linéaire (convexe).

4.1.2 L’approximation linéaire et ’erreurs limites :
L’approximation linéaire :

Considérons le probléme (SP), on a déja vu que :

f(x) = 291 (i)

donc, on donnera la définition suivante :
Définition 4.1 : L’enveloppe convexe de la fonction f(z) sur le rectangle S, notée
par I' (z) est la plus grande minorante affine continue minore la fonction f(z) sur S,.
D’aprés la définition précédente on peut déduire l’enveloppe convexe de la partie

concave

fi(@) = ; () =3 <dixi - %m?)

i=1
comme suit :

Définition 4.2 :[13] Les enveloppes convexes des fonctions {6; (x;) : 1 <i < n} no-
tées par {7, (z;): 1 <i <n} sur les intervalles {[0,;] : 1 <1i < n} sont des fonctions

affines coincident avec les fonctions :

{0i (z:);1 <i<n}
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en

x; =0et x; = f;

7

ses fonction sont appelées aussi l’interpolation linéaire de 0; (z;) en Oet [3,.
Définition 4.3 :[13] L’enveloppe convexe de la fonction concave f; (x) sur le rec-

tangle S, sera donnée par :

0 =Y =3 (1= 500 ) o (4.9

=1

Initialement, ’approximation linéaire de la partie concave est obtenue, et a cause de

¢a, on peut trouver une forme convexe (linéaire) final enduite par le probléme original
(PQI) comme suit :
min {fr (z) =T (z) + f2 (2)}
rzeQNS,

(PQNA)

I’erreurs limites :

I1 va de soi que la limite inférieure des valeurs optimales de la fonction optimiser f (x)
(la fonction objectif de (PS)) sera donnée par la valeur optimale du programme linéaire
(PQIA), alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.3 :[13] On a :

£) = i ()] < 5 AP (4.10)
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Preuve : Par définition on a :

fx) = file)+ f2(x)
fr(x) = T(x)+ f2(2)

fi@) = ;9 ) =3 (d 2 — ;mf)

=1
= s+1 i=s5+1
I'(z) = Z% x;) = Z (di - %)\lﬂz) x
=1

alors :

[f(2) = fr(@)] = |fi(e)+ fa(@) = [T (2) + fa (2)]]
= |f1<) [ ()]

= Zﬁi ;) Z% ;)
1=1

= D0 (@) - (»’Uz‘))‘

=1

Z!H i) =i ()]

IN

d’autre part on a :

16, () — 7, (z1)] = (d ) - <di - %wi) .
1
2
1

1
zﬁxz_ 27,2

o 9 (6 iLi $2)

1
< §>\z‘ |z (B; — ;)]

x;)| tend vers le point médial z; = %

sachons que le maximum de |x; ({3 , pour tout :
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donc :

105 (25) — v, (z3)] <

[
ol — N

A3
alors :

|f(z) = fr(@)] < ZW i) =, (i)

> ()

=1

Ly
i=1

IN

IN

alors, la preuve est compléte.

£6-4)

Supposons que f* = f(z*) la valeur optimale du (PS), et soit = étre la solution

optimale de (PQIA), alors qu’elle est la relation entre la valeur optimale de (PQIA)

et la valeur optimale f* = f(x*) et f (%) ?.La réponse sera donnée par la proposition

suivante :

Proposition 4.1 :[13] Si T est la solution du probléme (PQIA), et f*est l'optimum

global de (PS), alors on a les deux relations suivantes :

0<f(@ _82&6

fr@) << f@)

Preuve : D’aprés le théoréme4.1 on a :

fl@) = fr(e ZA@,VmeamS

alors, pour z = 7 on a :

D)~ ol@ < 305!
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cette relation implique que :

FO = =g @) < g3

alors : .
)= < g N e @) - g
c’est a dire que : .
D= < g 3N
parce que on a :
fr(@) —f <0

d’autre part, et puisque f*est 'optimum global, alors on a la relation suivante :

f < flx),Yzeqns,

donc, pour z = Z on trouve :
fr< (@)
c’est & dire que :
f@)—f =0
alors, la relation (4.11) est satisfaite.
D’autre part, la fonction fr () est une minorante affine de la fonction f (z), alors on

peut écrire :

fr(z)— flz) <0,Yz e QNS,

donc, pour x = x* on a :

Jr(x) = f(z*) <0

alors, pour x = I on retient :

fr(@) < f*
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et d’apres la relation (4.11) on a :

alors, la relation (4.12) est satisfaite.

Proposition 4.2 :[7] Soit la forme E (x) définie par :

E(z) = filz) = T'(z) (4.13)

ou :

() = 3 w) = 3 (= 538

i=1
alors, si f* est 'optimum global de (PS) et T est la solution de probléme d’approzimation

(PQNA), on a la relation suivante :

f(@) =< E@) (4.14)

Preuve : D’aprés la proposition prégédente on a :

fr@) < fr<f(@)

donc :

fr(@) < fF < @)+ f2(2)

alors, on peut écrire :

8

f@)—f = fA@)+ @) -
= f@)-T@)+T @)+ f2(T) - f
— E@+T @+ L@ -

d’autre part, on a :

fo (@) =T(@) + f2 ()
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s'implique que :
I'(z) = fr (@) - f2(@)

donc, on a :

f@—-fr = E@+T@+ @ -1
= E@)+ fr(@) - f2(2)+ f2(2) = [
— E@+ 5@ -

8

et on a aussi que :

fr(@)—f<0
alors :
f@)—f = E@+fr@-—f
< E(7)
alors, la preuve est compléte. [ |

Lemme 4.1 :[7] Si E (7) est plus petite, alors f(Z) est une valeur approximative

acceptée pour le minimum global f*, avec x est le minimum global approximée.

D’apres le lemme précédent, on peut dire que notre travail est de trouver une limite

de E () relative au rang de f; (x) sur le rectangle S,, dans ce cas, supposons que :

fimax = max{fi(z):z €S} (4.15)
fimn = min{f; (z):x € S,}

alors, on a la définition suivante :

Définition 4.4 :[7] Le range de f; sur le rectangle S, est l'intervalle [f1min, /1 max)-
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On a besoin d’une limite inférieure de la valeur :
Afi = (fimin = fimax) (4.16)
alors, et son perde de généralité, supposons que :
MBI >NBF:Vi=1,2,..,8

d’autre part, définissons les valeurs :

p_&@
W

<1,Vi=1,2..,s (4.17)
par définition, les fonctions concaves 6; (x;) serons données par :

1
= (dl - 5)\11@) ZL’Z,VZ = 1, 2, ey S
ces fonctions atteins leurs maximums au points :
NVi=1,2,....s (4.19)

alors, si 7; € [0, 5;] alors la limite inférieure de A f; dépende avec la distance :

_ Bl .
= =, Vi=1,2,..,
T 5 1 s
d’autre part,et avec |3, — 1 on peut exprimer la dépendance entre Af; et |T; — %
sous une autre forme comme suit :
. 5 27;
= 1,7 — = = -1 .20
7 mm{ T 5, (4-20)
alors, on observe que :
2T; :
n; = 5 1| siz; €10, 5] (4.21)




puisque si :

-
alors :
22 -1<1
s’implique que :
5 <
c’est a dire :
0<7 <p (4.22)

D’apres les données précédentes on a le lemme suivant :

Lemme 4.2 :[7] La relation suivante est satisfaite :

ARz MBS 0 () =B (4.23)

i=1

Preuve : Pour 1 <i < s posons :

3|
I

max {0; (z;) : 0 < z; < f3,} (4.24)
min {0; (z;) : 0 < z; < f,}

|
I

et on pose aussi :

NG =0; — 0 (4.25)
on va étudier les quatre cas suivants :
| PREMIER CAS | Pour :
_ Bi
A 07 -
T; € l 5
on a:
i )\Z
s’implique que :
dz = )\zx_z
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donc :

2
1,
= )\ixiﬁi_i)\iﬁz
— )\,ﬁ x—_lﬁ
= i % o
<0
= 0,(0)

et dans ce cas, on peut écrire :

0; = min{0; (x;) : 0 < x; < B;}

donc :

Q_i:ma,x{ei () :0<x; <B,} =

ou :

1
0;(T) = ANTio — 5/\1‘95_1‘2
1. _
= 5/\1'1:12
d’apres la définition de 7; on trouve :
| _ |8
777, /61/ 7 2
_h L
2 7
parce que :
— B
-H<0
Ti-5 =
on peut alors écrire :
1 2T
= 1=
Bi
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s'implique :

par conséquent, :

N = B — 0
AT — 0 (8;)

1
- 16 ( 251)

1
2t
1
2
L (8 i B; 1
- (3<1— w) —x (30— -35,)
1
3

= B My 2
A e N
= B[00 - ) + ]

= B (1) - 2P

= B

| DEUXIEME CAS| : Pour :

x_z' S l%751]

0; (51) = Aiﬁi <x_z - 162) >0

on a :

alors :

d’autre part, et d’apres la définition de 7, on trouve que :

T; = — (1+mn,)

——
2
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et :

puisque on a :

donc :

donc :

s’implique que :

alors, on peut trouver :

D

IN

NG, =

= o
=
5

o = DN =

N2

L avec T; — = >0
(3 T 2
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ou; <0 alors :

2O, = B -0,
1 2
> =\
- 2)\1/81
= %)\iﬁ? (141)?

1
= g&'ﬁ? (1+n,)°

| QUATRIEME CAS| : Pour T; > f3;, on a :

0; =0 avecn, =1

donc, on a :

NG = B -0,

%
&
S
=N /\/-\\
& ;
| :
=
N——

AV4
N —
>

finalement, d’aprés les quatre cas précédents, on trouve que :
L o 2
A > g/\zﬂi (1 +m,)

alors :

s

1 S
=1 =1
1 S
> gMﬁ%ZPi 1+,
=1

ol p; est le mesure de f; sur les intervalles {[0, 3;] : 1 < i < s}.
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On peut trouver la borne supérieure de la fonction d’estimation E (z) comme elle est
expliquée dans le lemme suivant :

Lemme 4.3 :[7] On a :
1 S
E(x) < gMBEY o (4.26)
i=1

Preuve : Par définition on a :

E(z) = fi(z) =T (z)

donc, d’apres le théoréme4.3 on a :

10 = Je @] < § 3o At

donc :

IN IN
DN | — i
M [S

=
> iy

: 8

I
32
£

AN
|
iM-
;
&
sy

IN
| =
>
>
w
5
M-
)
>

alors, la preuve est compléte.

Le théoreme suivant est trés important :

Théoréme 4.4 :[7] On a la relation suivante :

M <0 (p,n) avec i <§i<1 (4.27)
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Preuve : D’apres la propositions.2 on a I'inégalité suivante :
f(@) =< E@)

alors :

[@-r _ E@
Afi - Af

%Alﬁf Z:l Pi

IN

%)\15% ; pi (1+ 771-)2

> P

< - i=1
2:1 pi (1+ 771')2
= d(p,n)
d’autre part, pour r = % ona:
2z, :
n, = — 1‘ 1<i<s
B
=0
alors, il va de soi que :
5 (p,m) =1
généralement, on a :
d(p,m) <1

et on aussi, pour :

rel0,5,]:1<i<s

et d’apres les deux cas (1 et 2 ) dans la preuve de le lemme4.2 on a :
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Siz; <0 alors n;, = 1, donc :

Sp) = w—————

i=1
1
4
et si x; > [;alors n; = 1, donc on a aussi :
1
d(p,n) =7
alors, on a trouvée que :
1

4.2 La solution garantie de s—approximation :

Sachons que la borne ¢ (p, n) n’est pas toujours la bonne borne, c’est pour ¢a on devise

chaque intervalle [0, 8,] & k; sous-intervalles avec un pas égale a :

by — (%) (4.28)

il va de soi que avec cette devisions, le rectangle S, est devisée & :

i=1

sous-rectangles.

Le travail sera appliquée sur chaque sous-rectangles de .S;, comme il est appliquée sur
Sz, donc :

pour 1 < i < s, linterpolation des fonctions 6; (x;) devient une interpolation au
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points :

x; = jh; avec 0 < j < k; (4.80)

pour trouver les fonctions linéaires :
7 (@;) sur [0, 5]

telle que :
L(x) = 7 ()
i=1

et a cause de ca, on trouve que la borne supérieure de la fonction d’estimation sera donnée

par :

&5
=
IA

|~
>
/

IN
0] =
(]
2 ,
VR
I F=
BN B

) (4.31)
)

Remarque 4.2 : La limite inférieure de la valeur A f; du lemme précédent reste le

meéme.

Le théorémej.4 sera donnée sous la forme suivante :

Corollaire 4.1 : Il va de soi que l'interpolation des fonctions concaves :

au points :
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satisfait 'inégalité suivante :

(4.32)

Preuve : On a :

=
O
VAN
| =
e
=»
Ll
|.Mm
7 N
Tl
N—

f@)—f < E(x)
Afy > %Mﬁ?ZM(Hm)Q
donc :
[@-f _ B
Afi - Af
sty (#)
S =1

%)\15% ; pi (1+ 771')Q

IN
o
[
iR

™

alors, il est possible de choisir la devision k;, pour le quelle et pour chaque tolérance € > 0,
lerreur relative dans ’approximation linéaire par morceau est bornée par £, comme elle
est bien montrer par le corollaire suivant :

Corollaire 4.2 :[7] Si pour chaque 1 <i < sona:

S

bz (20)) ota—eYp+n) (4.59)

(0% -
=1
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alors, la solution optimale z de probléme :

min fr (x) = i:i:l% (z) + fa (z)

re NS,

est satisfait :
[@ - _E@ _
Afi - Afi T

Preuve : On a:

MENANGE
~ N 7/ N
G IS RS
N——— ~—
[ [

o
M
»w |9
~—

[@-f _ E@

Afy - Af
> Dy
3 > (#)
;pz (1 +771)2
N «
<

IN

IN
™
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4.3 L’algorithme de la résolution :

On peut poser un algorithme pour trouver la solution e-approximative associée au

probléme original (PQN), il consiste les étapes suivantes :

(1)-
(2)-

(3)-

(4)-
(5)-

(6)-

(7)-
(8)-

(9)-

Calculer les valeurs propres ();) de la matrice @), et ses vecteurs propres associer.

Résoudre le probléme de la programmation linéaire “ multiple-cost-row ” (MCR)

avec (2s) cost-row.
Trouver les points de la frontiére de 'ensemble (domaine) réalisable de (PQN).
Calculer les valeurs de la fonction f en chaque points de la frontiére.

Choisir le point z*qui satisfait :

f(2%) = min f ()
pour tout points x de I’ensemble de la frontiére, puis poser :
IFV = f(z")

Construire la fonction linéaire I' () et résoudre le probléme linéaire approximatif

pour trouver la solution approximative z.
Calculer Afiet Af;.
Si:

f (@) <IFV

alors, poser :

[FV = f (%)

IFV — fr (%) <ehfi

alors stop. = est une solution e—approximative.

(10)- Sinon, continue avec la procédure de “Branch and Bound”.

Sachons que (IF'V') incumbent function value.
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4.3.1 la procédure de“Branch and Bound” :

Pour continuer dans ’étape n=10, utilisée la procédure de *Branch and Bound”

comme suit :

(1)- Choisir un intervalle [0, 3,], par exemple :

[O,ﬁj} avec 3, = min {3;}

1<i<s

ou bien, I'intervalle qui corresponde & :

p; = max {p;}

1<i<s

(2)- Deviser l'intervalle [O, 15} j} a deux intervalles :

B; B;
0,-2| et |=L,5.
l 2 2 b
alors, avec cette application on a devisées le rectangle S, a deux rectangles Si, et

So, avec le méme volume.

(3)- Remplacer 'enveloppe convexe :
{7; (x;);1 <i<s} de {0;(z;);1 <i<s}
par les deux enveloppes convexes :

I';1 de 0; (x;) sur I'intervalle [O, %}

I'j2 de 0; (x;) sur l'intervalle l%, ﬁjl

c’est a dire que :
Lji(z) size [O, ’8—2]]

7 () = Ty (z) sic € [%53]
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donc, on a définie les deux problémes linéaires suivants :

min; («) = T (2)

xESM:{xER”:ngiSTj
)
B (P2>
xESQm:{xER":TJSxiSBj}

(4)- Résoudre les deux problémes linéaires (P;) et (Psg), puis calculer (IFV') pour les

deux problemes.

(5)- Poser T qui satisfait :

v () = min{l; (2), 12 (2)}

(6)- Essayer de vérifier I’étape n=9.

(7)- Si on termine pas, alors on choisir un intervalle entre les deux intervalles :

B; B;
0,-2| et |=L,5.
l 2 2 b
puis on travail avec la méme méthode presque précédente sur lui...etc.

4.4 EXEMPLES :

Exemple 4.1 : Considérons le probléme quadratique indéfini suivant :

min f (x) = 42z, — 5023 + 44xy — 5023 + 4523 — 5023 + 4724 + 5023 + 4Tx5 + 5022
x € Q={20z) + 1209 + 1lag + Tay + da5}, 2 € Ry, ={z e R°: 0 < x; < 1}
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on résout cet probleme avec I'utilisation de la méthode précédente, alors on a :

db' = (42,44,45,47,47) € R®

50 0 0 0 0
0 50 0 0 0
Q = 0 0 50 0 0 |[|eR>™
0 0 0 —50 O
0 0 0 0 =50
= diag(N):1<i<5h

ou :
les valeurs propres positives sont : Ay = As = A3 = 50
les valeurs propres négatives sont : \y = A5 = —50
On va essayer de partager notre fonction objectif & deux parties :

la, partie concave est définie pour {\; > 0;1 < ¢ < 3} comme suit :

fi@) =0 (z) =Y (diw; — \a?)

=1 i=1

alors :

fi(x) = (42 — 50x1) 1 + (44 — 5025) x2 + (45 — 50x3) T3

la partie convexe est définie pour :
{Ni<0:4<i<5}

comme suit : 5 5

Fol@) =0 (z) =Y (diw; — \iad)

i=4 i=4
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alors :

fg (ZL’) = (d4l’4 — )\41’421) + (d5l’5 - )\5.@%)
(47 — (=50) 4) 4 + (47 — (=50) z5) a5
(47 + 50x4) x4 + (47 + 5025) x5

= 47 (z4 + x5) 4 50 (2 + 23)
alors, construire la fonction approximative fr (x) sous la forme suivante :

fo (@) =T (2) + fo ()

avec : ; ,
r (.f) = Z"Yz (x’t) = Z (dl )\zﬁz) X
i=1 i=1
ou :
{B,=1;1<i<5}
alors :

=1
= (42 —50) 1 + (44 — 50) 25 + (45 — 50) x5
(

—8131 — 6ZE2 — 5I3)
alors, la fonction fr (z) est donnée par :

fr(x) = T'(2)+ fa(z)
= (—8zy — 6ay — Bu) + 47 (x4 + x5) + 50 (27 + 23)
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donc, on a trouvées le probléme linéaire suivant :

min fr (z) =T (z) + fa (v)
reNNS,

alors, le probléme est :

min fr (z) = (—8z; — 6wy — bxz) + 47 (w4 + z5) + 50 (27 + 22)
re NS,

ou :

Q = {2 eR’:202 + 1225 4 11zg + Tay + 45 — 40 < 0}

Sy = {reR:0<2<1;1<i<5}
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Chapitre 5

La méthode de séparation et

évaluation (Branch and Bound) :

Introduction

Dans ce chapitre on va présenter un nouveau approche rectangulaire de la méthode
de Séparation et évaluation ou Branch and Bound pour résoudre les problémes de la
programmation quadratiques non convexes, dans le quelle on va présenter une nouvelle
fonction linéaire approximée inférieurement la fonction quadratique optimiser (i.e : la
fonction objectif de notre probléme d’optimisation) sur les n-rectangles, il est donnée
pour déterminer la borne inférieure de la valeur optimale globale associer au probléme
originale sur chaque rectangle.

Pour diviser le rectangle S° & n-rectangles, on a appliquée un subdivision normale, et
a chaque itération on va éliminer un rectangle dans le but de accélérer la convergence de
I’algorithme proposée.

Il va de soi que avec ses tactique 1'algorithme proposée sera convergente, au plus de
ca, elle est effective.

Considérons le probleme de la programmation quadratique non convexe suivant :

min f (z) = 27 Qx + d'x
Az <b

(PRN)

ol @ = (¢ij),,«,, une matrice réel symétrique non positive (n’est pas définie positive);
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A = (@)%
d=(d,dy, ...d,) € R":
b= (b1, bs, ..., b) € R™:

,, une matrice réel ;

le domaine réalisable du probléme (PQN) est un polyédre dans R™ définie par :
(x;) ={z eR": Az < b} (5.1)

on peut supposer que (X f) est non nul et bornée.

Grace a la non convexité de (PQN), les solutions locaux ne sont pas nécessairement des
solutions globaux, et dans se cas, 'approche classique utilisée pour résoudre globalement
le probléme (PQN) sont les méthodes Séparation et évaluation ou Branch and Bound.

La différence entre ces méthodes réside dans la stratégie d’évaluation et de séparation

utilisée.

5.1 Description de la méthode :

5.1.1 Bornitude de la fonction f (z) sur un rectangle :

Dans les lignes qui suit nous exposerons en détail le nouveau méthode de bornitude
sur un rectangle, telle que on va donnée une nouvelle fonction linéaire approximée infé-
rieurement la fonction optimiser f ().

Cette approximation est applique avant la subdiviser de S° le rectangle original en

n-rectangles Sk, qui sont définies par :
Sp={z eRYLF <2< U} (5.2)

Remarque 5.1 : Le but de faire I'estimation précédent est pour trouver la borne infé-
rieure de la valeur optimale globale associée au probléme original (PQN).
Construction de le rectangle initial S° :

Le rectangle initial S° qui contient le domaine réalisable de (PQN) sera définie par :

Se={reR",L° <z<U°} (5.3)
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ou les deux bornes L° et U° sont calculées sous la maniére suivante :

On résout les n-programmes linéaires :
max{xi 1T € (Xf),i:1,2,...,n} (5.4)
pour obtenir les valeurs {L$ : i =1,2,...,n}, et :
min {z; : x € (x;).i=1,2,...,n} (5.5)
pour obtenir les valeurs {U? : i = 1,2, ...,n}, le rectangle S° peut alors s’écrire comme :
S={reR"L; <z, <U,i=12,..,n} (5.6)

le rectangle S° peut étre simplement subdiviser & deux subrectangles par les bissection

méthodes notée par :
Sy = {xER":Lg <z, < hget L; Sx; < Uj;jzl,Z,...,n etj;«és} (5.7)

Sio = {xER":hs <z, <U; et L;Sx; SUJ‘?;j:l,Z...,n etj;«és} (5.8)

les bissections méthodes seront données dans la section5.5.

Définition 5.1 :[6] On définies le nombre positif § qui satisfait :
0 > |Amin| (5.9)

Ol Apin est le minimum de la matrice Q).

Remarque 5.2 : Le nombre positif 6 est définie pour le quelle la matrice (Q + 01)
sera définie positive ou bien semi définie positive.

La proposition suivante nous donne la forme de la borne inférieure de la fonction
optimiser f ().

Proposition 5.1 :[6] La borne inférieure de la fonction f (x) sur le rectangle Sy est
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estimée par la fonction linéaire définie par :

f(x)

(x = L' (Q+01) (x — LF) + d"a — eznjxf +2(IM" (Q + 61 a(5.10)

=1

— (L) (Q+01) L* (5.1)

et si on utilises la borne U on trouves que f (x) est estimée par :

[ (x)

(x—U"" (Q+0I) (x —U") +d"x — ezn:xf +2(UM) (Q+01) £5.11)

=1

— (UM (Q+01) (UY) (5.2)

Preuve : On a :

flz) = 2"Qu+d"x
= 2TQu+d 'z +02"x — 0272

= 27 (Q+ 0Nz +d'x -0z

si on utilise la borne inférieure L* de le rectangle Sy, on peut alors écrire :

f(x)

2" (Q+ 0Dz +d x — 0|

(x—IF+ M) (Q+01) (v — LF + I¥) + d"z — 0 ||z

(z = LN (Q+00D) (x = L) + (= I¥)" (Q+0I) (L¥)

+ (I (@Q+0D) (x = LF) + (LM (Q+01) (I¥) + d"x — 0 ||z|?
(x— L) (Q+0D) (x — L¥) +2 (L))" (Q +0I) (v — L)

+d"z — 0 |l2|* + (L*)" (@ + 1) (L)

(x - IM" (Q +0I) (ac—Lk)+de—92n:x?+2(Lk)T(Q+91)x

— (LM (Q +o1) (L")

d’autre part, si on utilise la borne supérieure U* de le rectangle Sy, on travaille sous la
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méme maniére suivante, et on trouve que :

f@) = 2" (Q+0Nz+d"z—0|z|
— (2= U+UN (Q+6I) (z = U* + U*) +d"x — 0 |z

et dans ce cas, on a directement :

flx) = (x—Uk)T(Q+HI) (z—U") —i—de—HZx?nLQ(Uk)T(Q—i-QI)x

— (UM (Q +01) (U
donc la preuve est compléte. [ |

L’enveloppe convexe de la fonction non convexe optimiser f (z) sur le rectangle Sy
est donnée dans la définition suivante pour étre la bonne estimateur linéaire du cette
fonction.

Définition 5.2 :[21] Soient la fonction f : C' C R® — R, et le rectangle S° C R”
telle que C' C S° C R", 'enveloppe convexe de la fonction f sur le rectangle S° est la
fonction définie par :

() =0iwi+m:i=1,2,...,n (5.12)
ou :

fi (U?) = fi(L7)

(Si —
Us = L

etn, = fi(L})—06,L7:i=1,2,..,n (5.13)

alors, d’apres cette définition on a immédiatement la proposition suivante :
Proposition 5.2 :[6] Soient Lf et UJZC les ¢ composante de LF et U* respective-
ment alors, l’enveloppe convexe de la fonction :

hz)=—|lz* ==Y a7 (5.14)

Jj=1
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sur lintervalle [Lf U ﬂ est la fonction linéaire définie par :

n

vs, () = Z (— (Uf + L?) x; + UfL;?) (5.15)

j=1

= — (U LN a2+ (LM U

Preuve : D’apres la définition précédente I’enveloppe convexe de la fonction :

h(w) = [l = Zx

sur le rectangle :

:{xER”:Lfng§Uf:jzl,2,..,n}

sera donnée par :

ps, (@) = D¢k @)

= Z (025 +n;)

J=1
avec :

hi (UF) = hy (L))
UJI'{: o L?
2 2
(- @)= (- (")
Uf B L?
2 2
(L5)"— (U5)
U]k o L?
(L5 —Up) (L5 + UF)
Ujlf B L?
= = (Lf + UJ]‘C)
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d’autre part on a :

;= hi (L) —0;L5

2
- - @
S R
- _L§Ujk

on peut alors écrire :

o5, (@) = (8ja;+ 1)
= —(Lj+U})z; - LU}

donc :
bo ) = Yok (o)
£
- En: (— (L + UF) ; — LEUF)
=1
- - (LF 4+ U8 = (L) 0"
alors, la preuve est compléte. i

Remarque 5.3 : La fonction linéaire ¢g (7) est la bonne borne inférieure du la
fonction h (x) sur le rectangle [L*, U*] .

D’apres les deux relations (5.10) et (5.11), on trouve que la fonction linéaire approxi-
mative peut prendre deux formes qui seront données dans le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 :[6] Les deux formes linéaires approximées inférieurement la fonction

non convexe optimiser f (x) sur le rectangle choisie S* = [Lk, U’“} sont définies par :

Lk (x) = (aSk)Tx + (bsk) (5.16)

128



ol :

age = d+2(Q+0I)LF—0(LF+U") (5.17)
boe = — (L) (Q+6I)LF +6 (L") U

et :

on :
age = d+2(Q+600U* -6 (LF+U") (5.19)
bse = —(UY)(Q+60)U" +6 (LF) U

Preuve : D’apreés la relation (5.10), 'enveloppe convexe de cette forme est donnée par :

Lgx () = (age)" z + (bge)
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avec

agk

et :

S (UF) = f (L)
Uk — Lk

U~ 0% (UF) +2(19)7 (@ + 1) UF — (1) (Q + 01) L*

Uk _ Lk‘

dTLF— 03 (L9 +2 (1%) (Q+01) LF — (L))" (Q + 1) L
_ i=1 Uk — Lk
dTUR— 0 (UF) 42 (L) (Q + 01 UF —dTLF + 03 (LF)?

=1 Uk — Lk =1

2 (L)' (Q +601) L*
- Uk — [k
dr (U* — LF) — 0 znjl (U9 = (E0)?) +2 ()" @+ 1) (U* — 1)

Uk — [F
d" (U — LF) — 0 zl (UF = LF) (UF + LF) +2 (L)) (Q + 01 (U* — L¥)
Uk _ [k

d— 926 (UF + LF) +2 (L") (Q + 01)

=1

d—0 (U" + LF) +2 (L") (Q+6I)

f(L*) —agL*
(dTLk — 0> (L5 +2(L%) " (Q +01) LF — (L} (Q + 61) Lk>

— (-0 U+ 1% +2 (LY @+on) L*

d'LF — ¢ Zn: (L5 + (I (Q+ 01 LF —d"LF + 6 (U* + LM)" L} —
=1
2 (L*)" (Q +61) L*
— (LM (Q+ oI LF ~ ezn: (L5 + 0 (UM LF+o (L))" LF
1=1

— (I (@Q+on)LF 0 (UM LF
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donc, la relation (5.16) est satisfaite ;
d’autre part, pour la deuxiéme forme approximative Usg, (x) on utilise la forme (5.11),
et la méme définition de I’enveloppe convexe qu’été utilisée précidament dans la définition

de la borne inférieure Lgi () de f (z) sur le rectangle S* = [LF, U].

5.1.2 La relation effective entre la fonction optimiser f(z) et

leur estimateur linéaire :

On peut trouver la relation entre la fonction optimiser et les deux bornes inférieures
Lgr (x) et Ug, (x), et on peut aussi estimer la différence ou bien la distance entre elles,
¢a sera bien démontrer par les deux théorémes suivants.

Théoréme 5.2 :[6] Soit la matrice (Q + 01) étre une matrice semi définie positive,

alors on a :

Lsk (ZL‘)
Us, () < f(x);Vze ()(f) n sk

IN

f(z);Vz e (x;) NS (5.20)

(i,e : les deux fonctions linéaires Lgr (x) et Us, (x) sont les deux bornes inférieurs de la
fonction non convexe optimiser sur le rectangle choisie S* = [Lk, U k} ).
Preuve : On a déja prégidament définie la fonction optimiser avec 1'utilisation des

deux bornes L* et U*, alors, d’apreés la relation (5.10) on a :
f@) = (@=L (Q+0I) (v~ LF) +dTe — 0 a? +2(LF) (Q+0)z
i=1
— (LM (Q+ o1 Lk

d’autre part on a :

ps, (1) = (= (U + Lf) a; + UFLY) = = (L + UF) " 4 (1) U

j=1
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est la borne inférieure de la fonction :

on peut alors écrire que :

fl@) > (@=L (Q+0D) (x—L¥) +d"e -0 (LF + U x40 (L") U
+2(L5) (Q+ 0Dz — (L¥)' (Q +6I) LF

donc, d’aprés la définition de 'estimateur linéaire Lgx () on peut écrire :
f(2)> (z ="' (Q+0I) (x — L") + L ()

mais par hypothése, la matrice (@ + 6I) est semi définie positive alors, elle satisfait la

relation suivante :

(Q+0I)z,z) > 0;Vo € R"

on peut alors écrire :

(¢ — L% (Q+0I) (x — L) > 0

s’implique que :

f (@) > Lgx () ;Va € S* = [LF,U*]

la méme chose pour la deuxiéme borne Ug, () ot on utilise la forme (5.11) de la fonction

optimiser, et on continue sous les méme étapes précédentes, alors, la preuve est complete.

Théoréme 5.3 :[6] Soit la matrice (Q + 01) étre semi définie positive, et soit p (Q + 01)

étre la plus grande valeur propre de la matrice (Q + 01), alors, on a :

max {|f (z) — Lo (2)| : @ € S* = [LF,U*]} < (p(Q +01) + 0) | LF — U¥||*  (5.21)
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et :
max {|f (z) — Us, ()] : x € S* = [LF,UF]} < (p(Q +01) + 0) ||[LF = U*||*  (5.22)

Preuve : Prendre la forme (5.10) de la fonction optimiser, et la relation (5.16) alors, on
a:
f@)— Lo () = (x—L' (Q+0I) (x— L) +d"x QZx +2(L)" (Q+0D)
— (N (Q+00) LF —d"w -2 (LF)" (Q+«9])x+9(Lk+Uk)Tx
+ (L) (@Q+on k-0 (LK) U
= (z—IM" (Q+0I) (v — L¥) — 0 (fo —(F+ UM e+ (MU
i=1
- -1

= (-1

!

(@Q+0I) (x— LF) — 0 (||z]* + g, (x))
@Q+01) (z — LF) + 0 (— [|lz)|* — ¢, (2))

N

d’un autre coté, on peut écrire :
(= llol* = g5, (@) = —aTw+ (L5 + U 2= (L) U
= —zlx+ (Lk)Tx + (U’“)T:c — (Lk)TUk
= —g7 (x — Lk) + (Uk)T (x — Lk)
- (0 -a) (o)

alors :

| f(z) — Lev (2)], = max{]f(a:)—LSk (x)|:x€5k:[Lk,Uk]}
= ||@-19"@+on (- 1) +o (U~ )" (2 - 1Y)

e}
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d’autre part, on a :

@)=Ly @] = |(2= 1) (@+0D) (v — L) +0(U* )" (v - 1%)|
p(@Q+0n) || = ¥+ 0]| (U — )" (2 — 1Y)
p(Q+0D||U* = LF||* + 0 ||U* - L¥||?

VAN VAN

(p(Q+6I)+0) ||U* — L*|”
donc :
max{|f(x) —Lgr (z)| 1z € Sk = [Lk,Uk” < (p(Q+6I)+86) HUk _LkH2

la méme chose pour la deuxiéme borne Ug, () ou on utilise la forme (5.11) de la fonction

optimiser, et on continue sous les méme étapes prégédentes, alors, la preuve est compléte.

5.1.3 Construction du probléme linéaire (LBP) :

D’apres le théoréme (5.2) on a :

LSk (I)

IN

f(@);Vz e (x;) NS*
Us, (r) < f(x);Vz e (x;) NS

et & cause de ca on peut écrire :
f () > max {Lsk (x),Us, (z);Vx € (Xf) N Sk} = (x) (5.23)

ou la fonction v (x) est présentée comme une borne inférieure pour la fonction optimiser,

on peut alors construire le probléme linéaire suivant :

min max { Lgr (z),Us, (2)}
Az <b (LBP)

x e Sk
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on peut aussi le construire sous une autre forme plus simple comme suit :

.
min ¢

Usk (x) S t
Ax <b

x e Sk

d’apres la construction de le probléme linéaire (LBP), on trouve une résultat trés im-
portante donnée dans le corollaire suivant :

Corollaire 5.1 :[6]

(1) La valeur optimale du (LBP) est une borne inférieure de la valeur optimale globale

du probléme original (PQN) sur le rectangle S*.

(2) La solution optimale du (LBP) notée par z* est une solution réalisable pour le

probléme original (PQN).

Preuve :

(1) posons w étre la valeur optimale associer au probléme (LBP), et f (z*) étre la valeur

optimale globale de (PQN), donc immédiatement on a :

w = minmax{Lg (x),Us, (v)} (5.24)
f(@*) = {minf(2);z € (x;) NS*}

donc, il y a deux possibilités :
(a) siona:

w =min Lgk () = Lgx (T) < f (2);Vx

pour x = x* on a :
@ = Lgr (1) < f (z7)
(b) Siona:
w=minUg, (z) =Us, (Z) < f(z);Vz
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s'implique que :

on peut alors écrire que :

c’est a dire que la relation (1) est satisfaite. b

(2) siz estlasolution optimale de (LBP) alors, nécessairement elle satisfait les contraints

suivantes :

A7 <betT e Sk

donc, elle satisfait les contraintes du (PQN), s’implique que = appartient a l’en-
semble des solutions réalisables du (PQN), alors, la relation (2) est satisfaite.

5.2 Les techniques de partition et réduction sur un
rectangle :

Dans cette section on va donner une nouvelle méthode de partition est appelé bisection
méthod ou the two-partition méthode, et d’un autre cété, on va expliquer les techniques

de réduction (élimination) sur un rectangle dans R", prendre par exemple :
Sk = {xGR”;Lk <z< Uk}
un rectangle dans R” et un point 2* telle que z* € S*.

5.2.1 Meéthode de partition sur un rectangle :

La méthode est expliquée par 'algorithme suivant :

Algorithme(1) :

itialisation :
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itération k : trouver le point w; telle que :

w; = max{(x,’f —Lf) (U»k —x’?) S 1,2,...7n}

] ]

Si w; # 0 alors on subdiviser le rectangle S* & deux subrectangles :

Sff = {IE]R”:Lfng§wj;Lf§xi§Uf;i7éj}

Sx {reR" 1w <z, <UL <a; <UFi#j}

Sinon
on subdiviser le rectangle S* & deux subrectangles ot I'indice j est déterminée comme

étant 'indice de la plus
LE+Uk

longue arréte de S* = [Lk, U k] avec : w; = —-5—L le point médial de I'arréte [L;c , U]k]
Finsi;

k—Fk+1

Fin.

5.2.2 Description de techniques du réduction (élimination) :

Dans cette section on va expliquer le principe des techniques du réduction rectan-
gulaire dans le but d’accélérer la convergence de l'algorithme proposée (i,e I'algorithme
d’optimisation global).

Cette technique est résumée dans l'algorithme suivant qu’est appelée linearity-based
range réduction algorithme pour réduce et delete (éliminer) le rectangle S*.

Cette élimination est dans le but d’obtenir un nouveau rectangle, noté aussi S*, qui
n’est pas plus large que le rectangle avant la réduction, d’autre part, I’algorithme suivant
nous donne une nouvelle méthode qui peut éliminer quelles que subrectangles et quelles

que contraintes linéaires.
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Algorithme(2) :
initialisation : I}, :=={1,2,...,m}, P, := P
itération k :
Pour i = 1,2,...,m faire;
rU; = zn:lmax {aijLé?, aijUf}
j=
rL; = zn: min {aing?, aijUf}
Si TLZ:>1 0 alors; stop.
le probléeme (PQN) n’est pas réalisable sur le rectangle S* et dans se cas S¥ = ¢.
Sinon
Si rUr < b; alors;
la contrainte est redundant et :
I =1, —{i}
P, =P, — {ac e R": (ai)Tm < bi}
Sinon
Pour j =1,2,....n faire;

Si a;; > 0 alors;
U¥ := min {Uk bi—rLitmin{a;; L} ﬂw'Uf}}
i jo

Sinon

Lk — max Lk bifTUi+maX{a¢ij,a¢jUJk}
J 77 Qij

FinSi;

FinPour ;
FinSi;
FinSi;
FinPour ;
ke—k+1
Fin.
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Remarque 5.3 : Sachons que, tous les contraintes linéaires de le probleme (PQN)

sont exprémées comme :

Zaijxj sz :i:1,2,..,m (525)
j=1

d’autre part, le rectangle S* définie précidament étre ajouter comme une contrainte pour
le probléeme (PQN).
Les minimums et maximums de chaque (a;;x;) sur U'intervalle [L";, Uﬂ sont atteints

en les points extrémes de se intervalle, c’est & dire en les points L?, U Jk

5.3 L’algorithme rectangulaire de séparation et ré-
duction (élimination) :

D’apres tous les lignes précédentes on peut présenter un algorithme rectangulaire pour
résoudre les problémes quadratiques non convexes, qu’est appelée [’algorithme rectangu-
laire de séparation et réduction ou Branch and Bound.

Dans cette algorithme, et pour chaque rectangle S*, on calcule la valeur optimale
« (Sk) par la résolution de probléme min-max qui noté par (LBP), telle que cette valeur

présente une borne inférieure de la fonction optimiser f (x) sur S*, on peut alors écrire :
a(S*) < f(x):Vae (x;) NS*

donc :
a (S*) < f(z9)

ou f (z*) est la valeur optimale globale de (PQN).

D’autre part, on note par x* la solution du (LBP) associée & la valeur optimale
! (Sk)

La borne supérieure de la valeur optimale globale de (PQN) sur le rectangle S* est
définie par les solutions ¥ du (LBP) ou 2* € (x;) N S*.

Remarque 5.4 :[6] La procédure rectangulaire Linearity-based range réduction sera

utilisée dans ’algorithme suivante pour accélérer leur convergence.
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L’algorithme est donnée par :
Algorithme(3) : Séparation et réduction.
initialisation : déterminée le rectangle initial S° telle que (Xf) C S° et posons
LBPge := S°N (x;);
itération k :
Si LBPg. # ¢ alors;
résoudre le probléeme linéaire (LBP) si k=0.
soient x° étre la solution optimale du (LBP) et a/(x°) étre leur valeur optimale,
et soient :
H := {S°} (I'ensemble des subrectangles de le rectangle initial S°);
a, :=min{a (S°)}, 3, := f (2°) (la borne supérieure de f (z*));
k:=0
Pour Stop=false faire;
Si oy, = 3, alors;
Stop=true (z* est une solution optimale globale du (PQN))
Sinon
on divise le rectangle S* & deux subrectangles {Sjk iy =1, 2} par
la méthode choisie.
Pour j = 1,2 faire;
appliquée les techniques de réduction (delete) sur les deux subrectangles S ]’?,
le rectangle qui reste sera notée aussi par Sj’?.
Si Sf # ¢ alors;
(LBP)S;; = {x eR":z € Sf N (Xf) }, puis résoudre le probléme
linéaire (LBP) ou S* := S¥.
notée par =% la solution optimale et o (SJ’“) étre la valeur

optimale associer,

H:=HU{Sk};
By = min { f (%), f (2#9) };
k= arg min 3, ;;

FinSi;
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FinPour ;
H:=H—{S*};
Q1 = 151161[{[1 {a (S)}; on choisie un rectangle S*** € H
telle que ay1 = a (S¥);
k+—Fk+1;
FinSi;
FinPour ;
FinSi;
Fin.

5.4 La convergence de ’algorithme proposée :

Cette algorithme est convergente par rapport les algorithmes proposées dans plusieurs
références, la différence restreint dans I’application de la partition, le calcule de la borne
inférieure et la stratégie de la réduction (élimination) rectangulaire.

On peut démontrer briévement cette convergence dans les lignes qui suivent.

Théoréme 5.4 :[6] La solution optimale globale du probléeme (PQN) peut étre obtenir si
lalgorithme de Séparation et interpolation terminée dans un nombre finie de pas.
Preuve : Soit 2" la solution obtienne lorsque 1’algorithme termine dans 'étape k,

alors, on peut écrire :
e _ K\ _ n _ k
ak—lguna(S)—a(S)—ﬁk—f(x) (5.26)

telle que :
ap = o (%) = minmax {Lg (), Us, ()}

c’est a dire que :

a(S) =f(") < f(z):voest (5.27)

donc, nécessairement (2*) est une solution optimale globale de (PQN). u
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Si 'algorithme ne termine pas dans un nombre finie de pas alors, on a le théoréme
suivante ot la solution globale est existe mais se n’est pas une solution unique.

Théoréme 5.5 :[6, 21] Si [algorithme est génére un nombre infinie des suites
{xk} ey @lors, tout point d’accumulation x* de {xk} ey Présente une solution optimale
globale pour le probléme originale (PQN).

Preuve : posons z* étre le point d’accumulation pour la suite {xk}keN, et soit
{x’;}keN une sou suite de la suite {xk}keN, et on la note aussi par {xk‘I}keN.

d’autre part, dans ’algorithme presque précédent, la suite {ov },. .y qu'est appellée une
suite inférieure est strictement croissante, la méme chose pour la suite {3}, qu’est

appellée une suite supérieure, cette suite est strictement décroissante ou :
ap = Lgrk (xk) et B, =f (xk)

et & cause de ca, on peut dire que les deux suites {o oy €t {8y} ey SOnt convergente

sur S*, et dans se cas on a :

m [, = qli_r)nooﬁkq = lim (f (a")) = f (2")

li
k— 00 q—00

au plus de ca, et son perde de généralité, posons ¥« étre la solution optimale du probléme

linéaire (LBP) sur le rectangle S*s, telle que :
Skatt « Gka g =1,2, .., n
et puisque la partition rectangulaire est erhaustive, c’est a dire que :
lim S* = z*
q—00

d’un autre coté, d’apres le théoreme (5.3) on a :

0< By, —an, = f (%) = Lgsy (%) < (p(Q +01) + 0) || — Lo
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alors, pour k£ tend vers & co, on trouve :

lim [|U% — LF||* = Tim ||U* — L¥||" = 0
k—s00

q——00

s'implique que :

0 < lim <5kq — akq> = lim (f (xkq) — Lk, (xkq)) <0

q——00 q——00

c’est & dire que :

qli_r)noo <5kq — akq> = lim (f (xkq) — Lk, (xkq)) =0

g—00

on peut alors écrire que :

(qli—r>noo (ﬁkq a oqu) - O)

q——00 q——00

(

(1 e, = 1 (5, ~ (3, - an.)))
( .

(

lim 5, = lim oqu)

e bl

alors, z* est une solution optimale globale pour le probleme (PQN), c’est a dire que
chaque point d’accumulation pour les suites générées par 1’algorithme proposée est une

solution optimale globale pour le probleme (PQN). W
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5.5 Exemple :

Soit le probléme donné par :

min f (z) = (— Z (22 + %x»)

i=1

—1.0<2;<1.0;:=1,2,....n

5.6 Subdivisions rectangulaires normales :

Soit le rectangle S° définie par :
Se={reR"L; <z, <U:i=1,2,..,n}

un rectangle dans R", et soit Wg. () le sous estimateur linéaire de la fonction optimiser

sur le rectangle S° définie par :
Vo () = max{Lg- (z),Use ()} (5.28)

d’autre part, notons par z¥ et o (Sk) la solution optimale et la valeur optimale respecti-
vement du le probléme linéaire (LBP).

Soit le processus de subdivision rectangulaire, qui génére une famille de rectangles
qui peuvent étre représenté par un arbre dont la racine est S°.

Définition 5.3 :[6, 21] Un noeud est le successeur d'un autre si et seulement s’il
représente un élément de la partition du rectangle correspondant au dernier noeud.

On peut poser un chemin d’arbre de subdivision qui nous donne une suite de subrec-

tangles {Sk}k oy comme suit

g
YN
Sia S
YN YN

Sioo Sio1 Stz Sin
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‘Arbre de subdivision rectcmgulaire|

On a besoin des définitions suivantes :

Définition 5.4 :[6, 21] Une suite de rectangle {S*} rey st dite normale si :
- k k
Jim [ f (%) = Wi (27)| =0 (5.29)

Définition 5.5 :[6, 21]Une subdivision rectangulaire est dite normale si toute suite

infinie de rectangles qu’elle génére est normale.

5.6.1 Construction de subdivisions rectangulaires normales :

On va présenter quatre types trés importants de subdivision rectangulaire normale
qui sont utiles.

Supposons que le rectangle :
St={reR" LI <z; <UF:i=1,2,...n}

est sélectionnée, on a notée plus haut par S, et S5 les deux subrectangles générent par
un bissection méthode entre les bissections méthodes suivantes, telle que, il y a plusieurs
choies de I'indice s et le point i qui’est notée plus haut par w.

Les bissections méthodes sont :

La bissection exhaustive :

De maniere générale, I'indice s est déterminée comme étant I'indice de la plus longue

arréte de S*, c’est a dire telle que :

(UF = L5 = max { (UF = £8)* i = 1,2,...n | (5.30)

(2 7
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avec .
UF+ IE

. (5.81)

hszwj

le point midiale de I'arréte [Us’“, L’ﬂ, et dans se cas, S* est subdivisée en deux subrec-

tangles :

Sk, = {zeSF: L <a,<h} (5.32)

S_]ﬁQ = {xESk:hsngSUf}

w-subdivision :

Pour un rectangle sélectionné S*, et soient Lgx (), Ugk () les deux bornes inférieures
de la fonction optimiser sur S*, on peut alors prendre la borne inférieure Wg (z) de la

fonction optimiser définie par :
Uor () = max {Lgk (z),Ugk ()} (5.83)

donc, on a :

f(z) = Vg (r)>0:Vr e S*

et dans se cas, I'indice s est déterminée par le quelle :

s € argmiax{f (:L‘f) — Wgk (xf)} (5.84)

puis, on subdivisée le rectangle S* en deux subrectangles :

Sy = {zeR": Li<ay<hy: L <a; <UNi=1,2,..,n} (5.35)
Sy = {xE]R”:hsgxs§Uf:LfSxigUik;izl,Z,...,n}
ou :

avec x* est la solution du probléme approximative linéaire (LBP), et dans se cas, 'indice

s nous donne la plus grande différence entre f (2F) et W (2F).
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Subdivision adaptive :

L’indice s est déterminée comme suit :

i

0¥ — 2| = max [v} — 2
ou z* est la solution optimale du (LBP) et :
Uf € arg min {\Iffgk (Lk) , gk (Uk)}

qui n’est rien d’autre que :

v* € argmin {Ug (y)}
yeSk

et dans se cas, le point h, est définie par :

Largest distance bisection :

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(9.40)

Cette méthode est proposée par Xue et Xu [11], et elle est détailler dans 1’algorithme

suivante :

Algorithme(4) : LDB

witialisation : déterminée le rectangle initial S° telle que (Xf) C S°, posons

Sk = S° pour k € {1,2,...};

itération k :

£:(UF)=fi(LF)

étapel calculée 0; = ——7—7

pour:=1,2,...,.n

définie la distance entre Wi, (z;) et f; (z;) pour z; € [LF, UF] par :

di () = fi (2:) — Vi (25) = fi (25) — dswi — 13

étape2 maximisée la distance d; (z;) pour trouver la solution h¥,

posons d; (hf) étre le maximum ;
étape3 déterminée l'indice s telle que :

ds (h%) = max {d; (h¥) :i=1,2,..,n};

étape4 déterminée le point h* telle que h¥ = ¥ ou bien, k¥ est le point
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déterminée dans [’ étape?.
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ANNEXES :

Annexe I Application particuliére de la méthode de la transformation duale
canonique :

Entre les applications trés importantes de la transformation duale canonique et les
méthodes paramétriques, il y a la programmation quadratique sur un spheére, alors, on

considére le probléme suivant :

min f () = 227Qx — dTx

3
2T <2u

qui présente un probléme quadratique avec un seul contrainte quadratique,
si on utilise la norme ||.||,, on peut alors présenter le probléme presque précédent

comme suit :

min f (z) = 327 Qz — d'x
Lals < p
il est défficile de trouver la solution exacte de se type de problémes, & cause de ¢a, plusieurs
méthodes étaient proposées pour trouver la solution approximée de ce probleme, d’autre
part, entre ses méthodes il y a la transformation duale canonique.
Remarquons que la contrainte d’inégalité Bz < b est absente, alors, avec 1'utilisation
de cette méthode ce type de problémes peut étre résoud complétement.

En effet, la forme duale canonique associer & ce probléme est donnée par :

Ext f4(p*) = S2d" (Q + p* 1)~ d — pp*
p* 2> 0,det (Q +p*) #0

qui présente une maximisation concave avec un seul degré de libertie.
Le théoreme suivant nous donne un ensemble complet des solutions.
Théoréme 1 :[5] Soit la matrice symétrique Q@ admet p < n valeurs propres dis-

tinctes, avec l’indice id < p telle que :

A <A< < Ag <0< Njg1 <o <A
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alors, on a :

(1) Pour un vecteur donné d € R™ et un paramétre suffisamment large . > 0, le probléeme

dual canonique (P) admet au plus de (2id + 1) points de (KKT) notées par :
{pf;i=1,2,...,2id+ 1}

et satisfais la relation suivante :

> =X > pp > pE > —A3 > > —Nag > phiy > phig > 0

BN
%

pF> =\ > ph >
(2) Pour chaque {p_j,z =1,2,...,2id + 1} le vecteur définie par :
T=(Q+pi1) ' d
est un point de (KKT) pour le probléeme paramétrique (P,), et on a aussi :
{f@)=r"(pf):i=1,2,...2id+ 1}

(8) SilVindice id > 0 alors, le probléme dual canonique (P}) admet av plus de (2id+1)

points de (KKT) sur la bornitude de sphére définie par :
L : :
§|xz| =p:i=1,2,..,2id+1

et dans se cas, le point T; définie prégidament est un minimum global de (P,).

Preuve :

par hypothése on a :
)\1</\2<-~-</\id<0§)\id+1<---<)\p

les valeurs propres de la matrice (), alors,

(1) Puisque la matrice @ est symétrique alors, il existe une matrice orthogonale R telle
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que :

R =R ‘et Q=R'DR

avec D une matrice diagonale définie par :
donc, pour un vecteur d € R"™ on peut supposer que :

g = Rd = (g:),
U (p*) = 3dT(Q+p* ) %d

Sachons que :
12
U (p*) = = 2 )\z *\—2
(p") 2;_191( +0")

en effet, on a :
* 1 T * 7\ —2
V() = S (@Q+ o)
1 —2
= —d" (R"DR+p*I) "d
54" ( + 1)
1 _
= §dTRT (D + p*I) "% (Rd)
1 _
5 (RA) (D + 1) (Rd)
1 -
= 59" D+ D)7y
1 - 2 *\ —2
= 5> g (Ni+p)
i=1
D’autre part, la fonction qui définit presque prégédent est une fonction strictement
convexe avec des valeurs réels dans chaque intervalle |—\;; 1, —\;[, donc, pour un

parameétre p > 0 suffisamment large, I’équation algébrique suivant :

N -
V() =5 0 it o) =p
=1
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admet au plus (2p) solutions notons par {p_;“}z satisfais les deux relations :

{—)\j+1 < i1 Sp_§j< =Nj:g=12..p— 1}

et

pi > =M et py, < =X

d’un autre cotée, la matrice () admet id valeurs propres négatives alors, I’équation
algébrique :
W (p") = p

admet au plus (2id + 1) racines strictement positifs notées par :
{pf>0:i=1,2,..,2id+ 1}
Et avec la condition de (KKT) donnée par :
()" (% | — u) =0

on trouve que le probléme primal paramétrique (P,) admet au plus (2id+1) points

de (KKT) notées par T; sur I’ensemble :

1,
§|$z’| = U

Donc, la relation une est satisfaite. b

(2) Pour d € R" un vecteur donné et un parameétre positif x> 0, on dit que le scalaire

p* est un point de (KKT) si et seulement si :

Prend par exemple le point :



alors, la condition presque précédente devient :
— 1,
OSp*L§x T—pn<0
En effet, on a :
— 1 g — 1 — 1
0<p*Lod (@+pL) (Q+p) d=p=0

qui implique que :

alors :

qui présente la condition de (KKT) pour le probléme original (P), donc, le point
T; qui définie précidament est un point de (KKT) pour (P), alors, on a trouvée
que pour chaque point de (KKT) p* pour le probléme dual paramétrique (Pﬁ) le
vecteur qui définie par :

T=(Q+p) 'd

est un point de (KKT) pour le probleme primal paramétrique (P,), d’autre part,
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on a :

f@ = %—TQf—dTT

= H@+rn ) a(Qrnd)—d (@+ 70 )

= QTN Q@D d—d Q7)) M

= QTN At 3d QTN QT -FD Q7)) M

= QD N A QTN QT @+ )
0" Q7D FD @+ 7

= Q7 S Q) d - ST

1 1
= —5d" @+ ) ld—ip*fTT

mais on a la condition d’optimalité suivante :

1— —
SPT T =pp
On peut alors écrire :
— 1 T —n\—1 1—_T_
f@ = —5d @+pl) d=—gpTT
1 - _
= —5d" (@Q+p7) Y-
= [

alors, la deuxiéme relation est satisfaite. b

(3) Puisque la fonction W (p*) est strictement convexe, les points de (KKT) :

(Z;:i=1,2,..,2d+1}

sont des minimums globaux pour le probléme primal paramétrique (P,,). |
Annexe Il Preuve de lemme3./ :
(1) La premiére relation présente le théoréme classique de min-max saddle Lagrangian.
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y

(2) Puisque la fonction lagrangien est concave en x et v alors, si le vecteur (7,7) €

(Xf) x R est un point de (KKT) alors, on a :

max L (z,7) = L (T,7) = max L (T, v) (A)

rEXy vERT

d’autre part, pour x un point de (X;) on peut écrire :

L(z,7) =max L (z,v) = IilaXL (z,v) = f*(v) (B)

vERT >0

et pour chaque v > 0 donné, on a :

L(%,v) = max L (z,v) = max L (z,v) = f*(v) (C)

rER™ z€Xy

D’aprés tous sa, on peut écrire :

max L (z,7) = ZmaxmaxL (z,v) =" L(Z,7)
Z‘EXf ZCEXf ’UERT
= “maxmax L (z,v)
vERT z€X;
alors, la deuxiéme relation est satisfaite. b

(3) D’apres la relation (B) on a :

. — B __- A — —
;gg L(z,7) = ;g{r; %@%L (x,v) =" L(T,0)

D’un autre coté on a :

. — O A —
IglzlglL (T,v) = ?gélﬁ,%%’é“x’”) =" L(7,7)

Donc, d’apres les deux relations presque précédentes, la troisiéme relation est sa-

tisfaite. [ |
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Conclusion :

Dans ce mémoire on s’est intéressé a I’étude de quatre méthodes pour résoudre les
problémes de la programmation quadratiques non convexes.

- La premiére méthode DCA est basée sur la théorie de la programmation DC
(différence de deux fonctions convexes). Elle est de type primal dual.

- La deuxiéme meéthode est appelée la transformation duale canonique (TDC).
Dans cette méthode on ajoute une condition trés importante est appelé la condition
de normalité (région de confiance) pour assurer lexistence de la solution globale. On
transforme d’abord le probléme initial & un probléme paramétrique équivalent, puis, on
définie le probléme dual canonique sous forme d’un systéme algébrique facile a résoudre.

- La troisiéme méthode est de type Branch and Bound. On utilise la structure
propre de la forme quadratique pour définir une autre forme séparable de type convexe.
Et on a étudie 'erreur de cette approximation.

- La quatriéme méthode est de type Branch and Bound. La différence entre cette
méthode et la troisiéme méthode réside dans la stratégie d’évaluation et de séparation.
Dans cette méthode on présente une nouvelle forme linéaire approximante inférieurement
la fonction optimiser f (x) sur les n-rectangles, et on explicite les techniques de partition
et de réduction sur un rectangle choisie.

Nous pensons qu’un effort consédirable doit étre porté sur la mise en oveure de ces

méthodes sur des exemples de grand taille et proposition des variantes & ces méthodes.
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Résumé.

Ce travail est principalement consacré a l’association des méthodes de recherche glo-

bale pour résoudre les problémes d’optimisation quadratiques en général non convexes.

Nous avons utilisées quatre méthodes différentes :

1. L’Algorithme DC (différence de deux fonctions convexes).

2 La méthode de la transformation duale canonique (TDC).

3. La méthode de la Séparation et interpolation.

4 méthode de séparation et évaluation qui’ est appelée aussi Branch and Bound.
Mots clés :

Programmation DC, Optimisation globale, Programmation quadratique non convexe,

Méthodes de Branch and bound, Tactique de réduction rectangulaire.

Abstract :

This work is mainly devoted to global research method four the quadratic optimization

problems.

We are chose for different methods witch are :

1. The DC Algorithm (different of tow convex function).
2. The canonical dual transformation method (CDT(.

3. The Branch and Bound method.

4. The new Branch and Reduce method.

Key words :

DC-programming, Global optimization, Non convex quadratic programming, Branch

and bound method, Rectangle reducing tactics.
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