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Introduction :

Le codage correcteur d’erreurs, appelé aussi codage du canal, consiste a
rajouter & 'information numérique, des symboles binaires, appelés symboles
redondance, suivant une loi mathématique particuliere.

Le décodeur vérifie que la loi de codage n’a pas été modifiée lors des
divers traitements réalisés sur 'information numérique codée. Si c’est le cas, le
décodeur conclut a I’absence d’erreur ; dans le cas contraire, par un traitement
approprié, il repaire les symboles erronés puis les corrige par simple inversion
binaire. Malheureusement, le codage correcteur d’erreurs a des capacités de
correction limitées et ainsi, certaines erreurs peuvent lui échapper.

Les chercheurs dans la théorie de codage s’intéressent a trouver les meilleurs
codes qui serviront une fonction particuliére. Parfois ils s’intéressent & trou-
ver un " meilleur " code, tant que d’autre fois ils veulent tous les "meilleurs
" codes. Par exemple si on désire utiliser des codes pour la transmission de
I’information ou le stockage de donnés, 'objectif est d’avoir des codes avec
petites longueurs pour la transmission rapide, un grand nombre de mots
de code pour envoyer un grand nombre de message, et un grand " poids
minimum " pour corriger plusieurs erreurs.

Ces deux objectifs sont en conflit, de telles recherches peuvent limiter un
ou plus de ces parameétres et trouver alors un ou tous les " meilleurs " codes
en termes des autres parameétres.

Un peu d’histoire

En 1948 Claude Shannon, ingénieur des Bell Labs, détermine une limite
appelée la limite théorique de Shannon, au pouvoir de correction du codage
correcteur d’erreurs. Ce résultat majeur de théorie de I'information ne donne
toute fois pas de solution pratique pour réaliser le code permutant d’atteindre
cette limite.

Dans les décennies qui suivirent ce résultat, la communauté scientifique
se mobilisa et nombreux chercheurs, probablement des meilleurs & travers le
monde, se mirent & la recherche d’un code susceptible d’atteindre la limite de
Shannon. Des résultats significatifs furent obtenus mais tous les codes ima-
ginés possédaient des performances un peu décevantes; la limite de Shannon
semblait inaccessible. En 1988, Claude Berroux et Alain Glavieux, professeurs
a I’ENST Bretagne, tentent a leur toute ’aventure et suivent une démarche
mélant intuition et non-conformisme.

A peine trois ans plus tard, les premiers résultats sont 13! Les turbos
codes sont nés et la limite théorique de Shannon est pratiquement atteinte.
Les premiers brevets sont déposés dés 1991, suivis en 1993 d’une présenta-
tion des turbo codes a Genéve dans le cadre de I'international conférence en



communication (ICS).

Les turbos codes ont ouvert une nouvelle voie de recherche qui dépasse tres
longuement le domaine strict du codage. En effet, le principe turbo code est
maintenant appliqué a la plupart des fonctions de la chaine de communication
et notamment a la démodulation, la détection, 1’égalisation ou encore a la
détection multi-utilisateur.

Les turbos codes ont été adoptés par le CCSDS (consultative commite
fore space Data systems), comité de normalisation pour les agences spéciales
mondiales (ESA, NASA, NASDA,.....).

La NASA a déclaré vouloir remplacer ’ancien standard de codage par un
turbo code, pour toutes ses missions en espace lointain a partir de 2003. La
troisiéme génération de téléphonie mobile, L’UMTS en Europe, a également
retenu les turbo codes pour la protection des transmissions de données dont
le débit excede 64 k bits/s. Des liaisons par satellite pour des applications
de télévision numérique ou de diffusion de I'Internet ont d’ores et déja fait
entrer les turbo codes dans leurs normes.

Les turbo codes devraient également étre utilisés dans les réseaux locaux
sans fil (WLAN) ainsi que dans la nouvelle génération d’ADSL. En fin, des
études sont en cours pour utiliser les turbo codes dans la transmission sur
fibres optiques ou pour la protection des données stockées sur disque dur ou

CD-ROM.

Ce mémoire s’inscrit dans cette optique et prend comme idée les travaux
de Carlach et Vervoux en 1998 [15]. Cette construction utilise tout comme
les turbo codes des permutations, et des codes trés courts que ’on assemble
entre eux de différentes fagons pour obtenir des codes de rendement % et de
longueurs importantes. Des travaux ont été menés sur ces codes notamment
par Olocco, Tillich, et Otmani.

Le but de cette thése est I’étude de ces nouveaux codes, dits codes Cortex.
Ces codes sont construits a partir des codes de petites longueurs (le code de
Hamming étendu entre autre pour obtenir des codes de type I et de type II),
en général, concaténés et entrelacés. Philippe Gaborit a étudié la nouvelle
méthode de construction de la famille des codes Cortex et a construit des
codes avec des parameétres non connus surprenant, un code [92,46,16] sur Fs,
une code [52,26,15] sur F3 ou encore [46,23,14] sur 4 (Projet code INRIA).
Les codes Cortex obtenus sont des codes auto-duaux.

Ce mémoire de thése est constitué de quatre chapitres organisés comme
suit :



e Le premier chapitre résume les notions de base : codes linéaires et
leurs parameétres, code de Hamming, code de Golay, dualité. Nous donnons
les définitions et les propriétés de base de classe des codes auxquelles nous
nous sommes intéressés.

e Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les codes auto-duaux est
leurs propriétés. On s’intéresse aussi a la classification des codes auto-duaux
binaires, ternaire et quaternaire.

e Le troisiéme chapitre traite une famille de turbo codes appelés codes
Cortex, nous donnons quelque rappels sur leurs construction et propriétés,
dans la présentation des travaux de [15] et [7]. Nous donnons une représen-
tation Cortex des codes auto-duaux de longueur inférieur ou égal a 20.

e Le dernier chapitre est consacré a la construction des codes Cortex a
partir de code de bases non auto-duaux de matrice redondante d’ordre 2 et
3 avec des suites de permutations de cardinal 1 et 2 ainsi que 1’établissement
des équivalences des codes construits.



Chapitre 1

Généralités sur les codes
correcteurs d’erreurs

1.1 Introduction

Le principe de construction d’un code correcteur d’erreurs systématique
consiste & ajouter aux mots constitué de m éléments d’information ajas...a,,
ot les a; parcourent un corps fini F,, k éléments de contrdle (ou de redon-
dance) @, 110m12..-Gmar déterminés par le biais d’une fonction ¥ des m élé-
ments d’information; définie au préalable. La longueur d’un mot code est
alors n = m + k, pour vérifier qu'un mot recu a;as...a,;, Gy i1...Qp i Appar-
tient au code, on applique la fonction f : F" — IFZ”*’“& a10s...a,, on obtient
le bits de redondance b,,, 110, 12...b 1. Ensuite on compare cette grandeur
aux éléments effectivement recus @, +10m12...amak. S’il y a coincidence entre
ces deux grandeurs, le mot recu est un mot code, sinon on détecte une erreur.

Si q est de la forme ¢ = p" avec p un nombre premier et r entier strictement
positif, on sait qu’il existe un seule corps fini noté GF(q) (GTF signifie le corps
de Galois ), constitué de ¢ éléments. Une représentation de ce corps est
obtenue en considérant les polynémes de degré inférieur ou égal & r — 1 et a
coefficients dans le corps fini GF(q).

L’ensemble IF’q”Jrk de tous les mots possibles constitués de n éléments est
un espace vectoriel sur GF(q). Son cardinal est ¢" sa dimension est n. Consi-
dérons alors 'ensemble C' des mots code (inclus dans F7"**) : Son cardinal
est ¢"(les ¢™mots possibles résultant de la concaténation de m éléments ).

Le but de ce chapitre est de définir les notions et les propriétés de bases
permettant d’étudier la construction des codes Cortex et des codes Cortex
auto-duaux de type I et de type II.



1.1.1 Généralités sur les codes linéaires

Définissons dans un premier temps les codes linéaires de deux grandes
familles de codes :
a- Les codes en blocs : le codage et le décodage d’un bloc dépend
uniquement des informations de ce bloc, par exemple :
* Code de Hamming
* Code cyclique
* Code de Golay
b- Les codes convolutionnels : le codage et le décodage d'un bloc
dépend des informations d’autres blocs (généralement du bloc précédemment
transmis).

Dans ce mémoire nous proposons de présenter seulement les codes en
bloc.

Dans ce chapitre nous rappelons les définitions et les propriétés élémen-
taires de base sur les codes linéaires que nous utiliserons par la suite.

1.2 Codes en blocs

Un code est un ensemble de mots qui permet de représenter des messages
dans le bits de leur protection. Les mots du code sont en générale plus longs
que les messages qu’ils représentent pour ajouter une certaine redondance
a ceux-ci (pour controler a fin de réstatier ). Les symboles composant les
mots du code sont tirés d’un alphabet précis .Un code est formellement dé-
fini comme suit.

Définition 1.1 Soient F un ensemble de cardinal q, dit alphabet, M et
n deux entiers strictement positifs. On appelle code C' sur alphabet F de

longueur n,( bloc par bloc), toute partie C C F™ de cardinal
card (C) = M.

Définition 1.2 Si F, est un corps fini et C' est un sous-espace vectoriel
de dimension k de Ty, alors C est dit un code linéaire de longueur n et de
dimension k qu’on note C(n,k) et chaque élément de C est dit un mot de
code.



1.2.1 Code en bloc et redondance

Etant donné un code en bloc C' = C(n, k).

Un message est constitué d’un bloc de k£ symboles, appelés bit d’informa-
tion. Pour cela, on adjoint un bloc de r = n — k symboles supplémentaires
dit de redondance. Ces symboles sont calculés & partir des bits d’information
par I'intermédiaire d’une fonction f fixée a I’avance dite fonction du codage.
Ils forment un bloc v = f(u).

K | |r=n-k
| 11001100 | [ 01101100 |
Bitsd'information Bits de redondance

Mot de code delongueur n

En concaténant information et redondance, on obtient les mot codes du
code C. Dans un code en bloc C' de cardinal M sur un corps [y, le taux

logs” _ dimcC
n — dim(Fp)

d’information est R =

1.2.2 Matrice génératrice d’un code linéaire

Une classe tres importante est celle des codes linéaires, en raison des outils
dont nous disposons pour manipuler les applications linéaires.

Nous considérons, dans ce qui suit I’alphabet IF;, un corps fini de cardinal
q ou ¢ est une puissance d’'un nombre premier p (¢ = p").

Par définition un codage linéaire est une application linéaire f de la
forme :

f: F’; — 7

m+— c= f(m)

ou :

m = (my, ma,...,mg) est 'information et ¢ = (¢1,¢o,...c;,) le mot code
associé.

Si on pose {ey,...,ex} et {a,...a,} des bases respectivement pour ]F’; et
[y on a:
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k
m = E m;e;
i=1

L’application f est linéaire, on a donc :

c=f(m)= Zmif(€i>

tels que les vecteurs f(e;) peuvent étre exprimés dans la base {aq, ..., o, }
comme suit :

fle) = fijey
j=1

c-a-d 1 f(e;) = (fin, o fin—1) o0 (1 <0< k) .
Soit G la matrice dont les lignes sont les coordonnées de f(e;) dans
la base {aq, ..., a, }.

fll f12 <. fln

Cette matrice G' & k lignes et n colonnes est appelée matrice génératrice
du code.

Définition 1.4 Une matrice génératrice d’un code linéaire C(n,k) est
une matrice d’ordre k dont les lignes forment une base de C'.

Matrice de controéle

Etant donné un code linéaire C' = C(n, k) sur le corps F,. Supposons
qu’on a un produit scalaire { , )g, sur F,. Ceci induit un produit scalaire ( ,
) sur [y définis par : Vo, y € F} tels que; x = (z1, o, ..., 7,) et
Y= (Y1, 92, Yn) :

(z,y) = Z (i, 3/1'>1Fq = Z%yz
i=1

i=1

Considérons le sous espace orthogonal a C' :
Ct={ve Fy:(v,c) =0,Vee C}

11



on obtient alors la définition suivante :

Définition 1.5 C* est un code linéaire de dimension n — k dont toute
matrice génératrice H, est appelée matrice de contréle de C' .

Théoréme 1.1 [17] Soit C C F} un code linéaire C(n,k) de matrice

génératrice G et de matrice de controle H, alors on a :
1/ C={aG,a=(a1,..a) € F}}.
2/ H'G=0.
8/ Ct={xeF}:2G"=0}.
4/ card (C) = ¢@™(©),
5/ C*+ est un code linéaire et dim(C) + dim(Ct) = n.
6/ kerf={ceC:cG" =0}.

Exemple 1.1 a) Si on veut construire un code linéaire binaire C(6,3)
il faut choisir trois vecteurs linéairement indépendants de TS | ce qui donne

une base de C' supposons par exemple

100101
Gi=]1011101
110110

on a alors :

Message a : Cy={velFS:v=aG}
000 000000
001 110110
010 011101
011 101011
100 100101
101 010011
110 111000
111 001110

On cherche maintenant une matrice de controle de C'. Soit v = (v,

C+, alors vG! = (0,0, 0)

la résolution du systéme :

1)1+U4—|—U6:O
U2+U3+U4+U(5:0
U1+UQ+U4+U5:0

12



détermine :

110001
Hi=|110110
0110160
b)
1110100
Go=]0111010
0011101
Message a : Cy =0C(7,3)
000 0000000
001 0011101
010 0111010
011 0100111
100 1110100
101 1101001
110 1001110
111 1010011
On a
1100010
1 010011
Be=11 000101
0001O0T1T1

1.2.3 Code systématique

Etant donné un code linéaire C' = C'(n, k).

Définition 1.6 5@ C' posséde une matrice génératrice sous la forme
G = [I || P], on dit que C' est un code systématique.

Propsition 1.1 Soit C un code systématique de matrice génératrice
G=1I || P], alors H=[—P" || I,_ ] est une matrice de controle.
Preuve. Soit G = [I}, || P] avec :

I, = matrice identité de taille k£ x k

P = matrice de taille k x (n — k)

G' = [I) || P']

En effet siu € Ct ona uw=0bH avec b€ ]Fg_k et de méme fagon :

Vee C;c=aG  tel que; CLEIFZ

13



De plus, C et C* étant orthogonaux ; c-a-d :

VueCtetVeeC ona: (u,c)=0

alors :

(aG).(bH)T =0 = aG.HV' =0
Il faut donc satisfaire GHT = 0 ou encore HGT = (0

S1

[ 1 0

0 1

0 0

GT = 0 0
Py Py
Py Pao

L Plnfk P2nfk
Calculons le produit HGT :
—Py =P . . . =Py
P —Pe . . . —Pus
[ —Pi + Py
— Py + Pao
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0
0
1

O O = O

0
0
0
1
Py
Pro
Pknfk
[ 1 0
0 1
0 0
0 0
(1) 8 X 0 0
01 Py P
Py Py
Pln—k P2n—k
—Bin—t + Prn—r |

o

)

P
Ps




On a donc vérifié que :

1.3 Codes équivalents
Il existe des codes linéaires qui ne possédent pas une forme systématique.

Exemple 1.2 Le code C = {000,010,001,011} posséde comme matrice
génératrice possible :

00 1 00 1 010
Gl:{o 1 ol’GF{o 1 1}’G3:{0 1 1]

Ce sont des matrices non systématiques. Par contre le code

C’ = {000, 100,010,110}, obtenu du code C en permutant la premiére et
1 00

010 ]

la troisiéme composante, posséde une forme systématique G = {

Exemple 1.3 C; = {000,011,022} C C(3,1)

de matrice génératrice possible G, = [ 0 2 2 } qui n’est pas systéma-
tique. Par contre le code C| = {000,102}, obtenu du C; par permutation des
deux premiéres composantes par 2, est de forme systématique.

Ceci motive la définition des codes équivalents.

Définition 1.7 Soient C et C'de codes linéaires de longueur n et de
dimension k sur un corps premier F,.On dit que C et C" sont équivalents
s’ils existent.

1/ 0€S,.

2/ Uapplication m; : F, — F,

a o 7i(e)=0qa ,  aclF;
telles que :

C = (C,...,Cp) € C = (m(Cs1)), m2(C5(2)), s T (Csy) ) € C
Remarque 1.1 Il est clair que pour les codes binaires, Vi m; = 1

Proposition 1.2 Tout code linéaire C = C(n, k) est équivalent ¢ un code
systématique.

15



1.3.1 Distance minimale d’un code linéaire

Nous considérons dans cette partie uniquement les codes linéaires et nous
introduisons dans un premier temps la notion de distance de Hamming. Etant

donné un code C' = C(n, k).

Définition 1.8 On appelle distance de Hamming d(x,y) entre deux mots
de code x et y de Fy le nombre de composantes de méme position qui sont
différents.

Définition 1.9 Le poids de Hamming d’un mot x est sa distance au mot
code nul : w(z) = d(z,0)

Remarque 1.2 L’ensemble Fy muni de la distance de Hamming est un
espace métrique.

Définition 1.10 On appelle distance minimale d’un code linéaire C' =
C(n,k), la plus petite distance entre deur mots codes distincts du code
d = min{d(z,y) ,V z,y € C / = # y}. Un code linéaire est donc carac-
tréser des trois paramétres la longueur, la dimension et la distance minimale

on note C' = C(n, k,d)

Théoréme 1.2 [13] (Borne de Singleton)
Soit C' un code linéaire de paramétres (n,k,d), alors : d <n —k+ 1.

1.4 Les codes de Hamming

La famille des codes de Hamming est une famille importante des codes
linéaires, leur décodage est simple et ils sont trés utilisés en pratique. Il en
existe sur tout corps fini. Ils ont été introduits par Golay en 1949 et par
Hamming en 1950.

Définition 1.11 Un code binaire dont les colonnes de la matrice de
controle sont tous les m—uplets non nuls possibles est dit code de Hamming.

Proposition 1.3 Soit H,, le code de Hamming, alors H,, est de type
c@2m™—-1,2m—1-m,3).

16



1.4.1 Construction du code de Hamming systématique

Pour déterminer m on se propose de construire un code linéaire systéma-
tique. On sait que ses parameétres doivent vérifier la relation 2™ = n+1. Pour
chaque valeur de n supérieure ou égale a 3, on va chercher s’il existe ou non
un entier m vérifiant 2™ = n + 1, on obtient ainsi les solutions suivantes :

ml|lk=n—m
2 |1

g o | w3

1.5 Code de Golay

Les codes binaires de Golay forment une famille importante du code en
bloc.

Définition 1.12 Le code de Golay est un (23,12,7) code linéaire engendré
par :

— —_— O R PR PP OOoOOoOR O
— O R R PR OO O
e el il e R e B i e B i )
—_ O, O FE ORFFMFEOO
— = O = = O == OO
—_ O = = O KM =Mk OO
— —_ —_ Ok PP, OOoOOoOROo

R R R OO0 R ORKR KO
_H OO0 O RFR O
R OO O RrR O, PP, ORFRHFH
—_— OO, O = OKF H=KFEO

1.6 Les codes étendus

Il est intéressant de trouver des nouveaux codes & partir de codes déja
connus. C’est le cas des codes étendus.

Définition 1.13 Soit un code linéaire C(n,k,d). On considére le code
linéaire étendu C(n + 1,k)de distance minimal d ou d + 1, o chaque mot

17



du code v'= (vy, ..., Upy1)est tel que v = (vy,...,v,) € C et
Uns1 = f(v) pour une certaine fonction f.

Remarque 1.3 [19] Le sous-espace formé par les mots du code étendu
est isomorphe au sous-espace du code d’origine, mais la distance minimale
augmente, ou reste inchangée.

Exemple 1.4 On construit une matrice de contréle du code étendu sans
modifier les caractéristiques du code initial, et en assurant un controle de
parité sur les données pour le code de Hamming C(7,4) on a :

H=

—= =0 O
= o = O
=)
—_ o O -
_ = O
_ O =
==
_ o o O

Les codes de Hamming étendus ont une longueur n = 2™ bits.

Pour le code de Golay étendu le C (23,12) code de Golay peut étre pro-
longé en ajoutant un contréle de parité o chaque mot de code pour former
le C (24,12) code de Golay étendu engendré par G = [I15||B] telle que :

o

R RO RFRPRORFR,ROOORF
—_ = = O R R Ok OO0 O
— = = = O RO RO OO
—_ O O M= M= OKF = OF O

—_ O R OO0 O KFFE O =
—_ = O OO0 FFEFEO
—_— O OO R P PR OFRFEOF
R, OO0 KRR ORFRFRO
i e e e e

_— O R PP ORFRRFE OO

0O PR P OROOORRRHRO
0O H O R EFRFORFOOORF M= M

Le code de Golay étendu est de distance minimale d = 8 et de rendement %
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Chapitre 2

Les codes auto-duaux et leurs
parametres

2.1 Les codes auto-duaux et leurs propriétés

En préambule a cette partie, nous rappelons quelques définitions et pro-
priétés les plus importantes que vérifient les codes auto-duaux.

Définition 2.1 Soit C = C(n, k) un code sur F, ot F, est un corps fini
muni d’un produit scalaire  , )g,-

1/ On dit que C est auto-orthogonal si C' C C*.

2/ On dit que C est auto-dual si C = C+.

Proposition 2.1 [16] On a les relations suivantes pour tout code C
linéaire sur I, :
1 n
1/ 1CLCT™ = [Fq["
2/ (CH*t=C.
3/ Si C est auto-dual, alors n = 2k.

Proposition 2.2 [19] Un code linéaire C = C(n, k) systématique de
matrice génératrice G = [I|| P] est auto-dual ssi PP' = —1I, .
Preuve. G = [I;|| P], comme G = H alors :
GGt =0, <« [I||P] [ o } —0,
— I+ PP = Og
< PP'=—-I;, =

Définition 2.2 Soit C' = C(n, k) un code auto-dual sur Fy dont tous les
poids sont congrus a 0 mod 2 et pour lesquels il existe au moins un mot de

19



poids ne congruant pas & 0 mod 4 est de type I (i.e. simplement pair). Si tous
les mots d’un code binaire C sont de poids congrus a 0 mod 4, C est dit de
type II (i.e .doublement pair).

Définition 2.3 Un code auto-dual sur F3 (i.e. ternaire) est dit de type
11

Définition 2.4 Un code auto-dual hermitien sur Fy est dit de type IV.

2.2 Classification des codes auto-duaux

Le probléme de la classification des codes & été le sujet d’étude de nom-
breux auteurs [1],[2],[4],[5],[10],[14] ,[18] et [22].

Théoréme 2.1 [4] Soit C' un code binaire auto-dual (n, 5,d). Alors :
i) d < 2[g] +2.
ii) si C est de type II, Alors d < 4[g3;] +4.

Un code atteint une borne si I’égalité se maintient en cette borne. Ward
[4] a prouvé que la borne dans le théoréme 2.1 (i) est atteinte seulement pour
n=2,4,...,22,24. Cette borne est renforcée pour les codes de type I en 1990

[4].

Théoréme 2.2 [4] Soit C' = C(n
n#2,12,22 ou 32. Alors : d < 22501,

2.d) un code de type I avec

Théoréme 2.3 [4] Soit C = C(n ,g,d) un code auto-dual. Alors :
1/ Sin%22mod24] = d <4|%]
2/ Sin=22mod24] = d< 4?34
3/ Sin=0mod24]etd=4|2] + alors le code et de type II.

Définition 2.5 Un code auto-dual qui, selon son type, atteint une des
bornes de ci-dessus, est appelé extrémal. Un code est optimal si son poids
minimum est le plus grand connu pour sa longueur et sa dimension.

2.3 Les codes de type I et de type II de lon-
gueur 2 a 36

Dans le tableau suivant, nous présentons les codes auto-duaux de type I
et de type II de longueur n avec 2 < n < 32. Le nombre de code de type

20



I et de type II non équivalents cité sous #; et #s, respectivement. Dans le
tableau "dyayx s " respectivement "dpax 11" le plus grand poids minimum pour
lequel un code de type I, respectivement de type II, existe. L’exposant "E"
indique que le code est extrémal, I'exposant "O" indique que le code n’est
pas extrémal mais optimal Ainsi le nombre de code de type I et de type
IT non équivalents des ces poids minimal élevés sont cités sous " #pyax " €t
" #max, 11", respectivement. Une classification compléte de tous les codes de
type I de longueur 34 et 36 n’est pas encore connue [4].

H n H #1 H #11 H Amax,1 H Hmax,I H max, 1] H HFmax, [T H
(2 [+ [ [20 [t | H [
(4 [+ [ [20 [t | H [
6 [t [ 120 [t ] H [
[8 [t [t 20 J1v [ 4% [t |
foff2 [ [20 [2 | H [
L2 3 [ [4 [t | H [
[14f4 [ [4° [t ] H [
[w6 5 2 [47 [t [ 4% [ 2 |
(186 [ [4% [2 | H [
[20f16 | [4" [7 | H [
[2225 | [6" [1 ] H |
[24]/46 [9 [6" [1 [ 8 [ 1 |
[26]103 | 6 [1 | H [
[28]261 | [6° [3 | H [
[3071 [ [6° [13 | H [
[32[3210]8 [ 8" [3 [ 8 [ 5 |
(347 [ [6% [98 | H |
(360> [ [8" [4 | H [

Classi fication des codes de type I et de type I1 de longueur 2 < n < 32

Tableaul

Pour les longueurs n > 34, nous suggérons les références suivantes :
[1],[2], [4],[5],16],[8],[9],[11] et [14].
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2.3.1 L’énumurateur de poids
L’énumurateur de poids W du code C' est le polynome W, (X,Y") défini
par :
W(X,Y) =) AX"Y

ou A; est le nombre des mots codes dans C' de poids de Hamming i,.
Ag, ..., A, sont des distributions de poids.

Théoréme 2.4 [22]
1. L’énumérateur des poids de tout code auto-dual binaire de type I est
une combinaison linéaire de W1 et Wy ou :

Wiz, y) = 2* + y* et Wa(z,y) = 2® + 'y + ¢°

2. L’énumérateur des poids de tout code auto-dual binaire de type II est
une combinaison linéaire de Wy et Wy ow :

Ws(z,y) = 2** 4759208 +25762 2y 2 +7592%y 10 +42* et Wy(z,y) = 2*+8xy?

3. L’énumérateur des poids de tout code auto-dual ternaire de type III est
une combinaison linéaire de Wy et Wy ou :

Wy(z,y) = 2* + 8xy® et Wi(z,y) = 2% + 2642°%° + 44023y° 4 249"

Remarque 2.1 Si le code est extrémal, son polynome énumérateur est
UNIQUE.

Plusieurs théorémes sont etablis donnant la construction des codes auto-
duaux [22].

2.4 Les codes ternaires

Les codes de type III existent seulement pour des longueurs multiples de
4 et ont seulement des mots codes de Hamming de poids multiple de 3. De
plus, si C' est un code ternaire avec tous les mots codes de poids multiple de
3, alors C' est auto-orthogonal. Le poids minimum de Hamming est donné
comme suit.

Théoréme 2.5 [10] Si C' est un code de type III de paramétres
[n,5,d], alors : d <3 [%J +3.
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Remarque 2.2 Les codes auto-duauz extrémaux de type III n’existent
pas pour les longueurs
n ="72,96,120, et tous n > 144[4].

Les codes de type III de longueur n ont été classifiés complétement seule-
ment pour n < 24. Le tableau 2 suivant donne I’état actuel pour le nombre
4 < n < 72. Les codes auto-duaux de type III inéquivalents sont énumérés
sous " #”.

"dmax est le plus grand poids minimal pour lequel un code de type III
existe, et "#nmax est le nombre de tels codes excepté la longueur 68,

d=3 L%J + 3.1l y a deux codes de type III extrémaux de parameétres
(24, 12).

On donnent maintenant le tableau de classification des codes auto-duaux
ternaire.

[n [# [ dwae [ Hwax |
14 [ 1 | 3 | 1 [
(8 [[1 ] 3 | 1 [
1123 | 6 || 1 [
116 7 | 6 || 1 [
[20]2¢4 | 6 || 6 [
| 24 [ >140 | 9 | [
[28]? | 9 || =32 [
(327 | 9 | =239 |
136]7 | 12 | =1 [
(402 | 12 | >20 [
[44]7 | 12 | >8 [
(48] 7 | 15 | =2 [
(527 | 1 | =1 [
1567 | | =1 [
L6 7 | 18 [ >2 [
R 18 [ >1 [
|68 7 [ 15 ou bien 18 | > 1 ou bien? ||
[72]? | 8 | =1 |

Classi fication des codes de type I11 de longueur 4 < n < 72
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Tableau 2

2.5 Les codes auto-duaux sur [,

IL y a plusieurs familles des codes auto-duaux sur F,. Ces familles utilisant
différents produits scalaires et ont des différentes notions sur ’équivalence.
Nous présentons :

2.5.1 Les codes auto-duaux Hermitiens sur F,

Le produit scalaire Hermitien sur [} est donné par :

=1

ou x,y € F} avec x = (21,9, ..., Tn) €t ¥ = (Y1, Y2, -, Yn)-

Le code Hermitien auto-dual est appelé aussi un code de type IV. Tous
les mots codes dans le code de type IV ont un poids de Hamming pair. Les
codes de type IV existent pour toutes les longueurs pairs. Il y a une borne sur
le poids minimum de Hamming qui est donné dans le théoréme de ci-dessous.

Théoréme 2.6 [3] Si C est un code de paramétres [n, %, d|
de type 1V, alors : d < 2 L%J + 2.

Aucun code extrémal de type IV existent pour les longueurs
n = 102,108, 114, 120, 122, 126, 128, et pour n > 132 [4].

Les codes auto-duaux de type IV ont été complétement classifiés pour des
longueurs 2 < n < 16; tous les codes extrémaux, ont été déterminés pour les
longueurs 18 et 20. Le tableau 3 de ci- dessous donne ce qui est connu pour
la longueur 40. Le nombre des codes de type IV inéquivalents est énuméré
sous "#”. Et aussi "dpax’ €t " #Hmax  indiquent le plus grand poids minimal
pour lequel un code de type IV existe et le nombre de tels codes.

L’existence des codes extrémaux de longueur 32 & 40 est inconnue.
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[n J# [ dwax || e |

[2 [1] 2" | ! |
[4 ]2 ] 2| ! |
[6 [2 | 4 1 |
[8 ]3] 4| 1 |
[10]5 ] | 2 |
[12]10] | 5 |
[ 14]21] 6" | ! |
[ 16 ] 55 6" | 4 |
[18] 7 | 87 | L |
[20] 7 ] 8" | 2 |
[22] 7 | 8" | =16 |
[24] 7 ] 80 | =217 |
[26] * | 80 | =% |
(2] ] 107 ] =3 |
(307 127 ]| >1 |

132 ? [ 10 ou bien 127 || > 19 ou bien? ||
134 ? [ 10 ou bien 2% | > 105 ou bien? ||
H 36 H ? H 12 ou bien 2* H > 1 ou bien? H
138] 7 [120ubien 27 [ > 1oubien? |
140 ] ? [ 12 oubien 27 [ > 1oubien? |

Classi fication des codes de type IV de longueur 2 < n < 40

Tableau 3
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Chapitre 3

Les codes Cortex et la
construction de ces codes a
base auto-dual

3.1 Les codes Cortex

Cette famille des codes en blocs est issue des travaux conjoints de Carlach
et Vervoux. Cette construction a compté beaucoup sur les travaux de
Olocco, Tilich et Otmani. Leurs études concernaient plus particuliérement
les aspects théoriques de la construction avec ses différentes propriétés.
13],[13],[15] et [16].

Soit. B un code linéaire de dimension k;, de rendement % sur le corps I, et
ayant une matrice génératrice sous forme systématique notée [Iy, | Rg,] avec
Ry, une matrice carrée d’ordre ky.

Pour tout m € F* on a :

mi IFgp { R, } > = MRy,

Levecteur (m.r)i B
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3.1.1 Construction des codes de plus grandes longueurs

Soit k£ un entier non nul multiple de k;, et posons k = ek, pour tout
vecteur m de IF’; on forme les vecteurs

miJrl = (mikb+17 ey m(iﬂ)kb) ou i € {O, ... — 1}

L’encodage paralléle tel que : e > 1 est donné par :

m'i. IFb » Ry, ' =m R,

m-y 'ng—> Rkb —»rezme.Rkb

On construit alorslevecteur (m*, ....m° r',...r%

Si on pose r de F* vérifiant '™ = m' ™1 Ry,
On considére la concaténation paralléle des vecteurs m et r pour obtenir
I’ensemble C},.

3.1.2 Encodage paralléle du point de vue matriciel

1

Pour tout k = eky et m € Fi : m = (m',...,m®) avec m' € F :

On définit la matrice :

Ry,

On a le vecteur r = m.R

Définition 3.1 L’ensemble Cj, = {(m :r) / m € F} et r = m.R}.

est un code linéaire équivalent au code B¢, de dimension k = e.ky, de
rendement %, de matrice génératrice G = [I; || R] ou R est dite partie
redondante du code Cj donnée par le produit de Kronecker de I, par Ry, (i.e
R=1.® Ry,).
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Définition 3.2 Soient A = (a;;)1<i<n €t B = (bi;j)1<i<q deux matrices,
1<j<n 1<j<p
la matrice résultante du produit de Kronecker de A et B, notée

A ® B, est la matrice de dimension mp X nq donnée par la relation (a;;B) :

allB Coe alnB
A®B =

amiB . . . am.B

Remarque 3.1 L’encodage paralléle fait augmenter la longueur et la di-
mension mais n’améliore en rien la distance du code obtenu.

Avant de définir la construction Cortex, on introduit quelques notations
Définition 3.3 Soit m € S, On définit la matrice carrée d’ordre
k, notée 11, par :
. 1 st i=73
= (hij) 0w hij = 0x(i); telque : bij = { 0 si non

' o (12345
Exemple 3.1 Si m € S5 deﬁmepar.ﬂ—(5 4 3 2 1)

alors :
0 00O0°1
00010
=10 0 1 0 0
01 00O
1 00 00

Remarque 3.2 II est obtenue de I, en appliquant la permutation © sur
les colonnes de I,.

3.1.3 L’encodage paralléle des codes Cortex

Le processus d’encodage paralléle systématique se fait de la fagon sui-
vante :

Dans un premier temps en transforme le vecteur de bits d’information a
encoder

m = (m{", ...,m,(:)) = (m',..m°) € IE";
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ou :
m™ = (Mg, 41, o, M4 1)k, ) pour i € {0, ...,e — 1}

en un vecteur de bits de redondance
r= (T§1), ...,7“,(61)) =(rt,..,r%) € IF';
ou :

r = m™ Ry, pour i € {0,...,e — 1}

Les éléments de ce vecteur redondance modifient alors une premiére per-
mutation 7, pour obtenir :

2) _ ..(1) 1)
m( ) et (’r‘ﬂ_l(l), "‘7T7T1(k)>

En pratique ainsi pour (s+ 1) étages et les s permutations qui composent
la structure. Le mot code correspond a la concaténation du vecteur m de bits
d’information avec le vecteur r de bits de redondance.

ml.T IF“gb Rkb (w__ _»r(;)l{Rkb:|_, .............. {Rkb]—

pP1 Ps

mT Y9, Re, ©__J —>rf;)1*|:Rkb e {Rkb}

Codeur « cortex »

pour tout m € F} :

R®(m)=m - RIL;..II,R

Si on pose s =1 :
Soit 71 une permutation quelconque de Sj si m € F’; on a :
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mt1 _\ng %Rkb}» — — —»{Rkb}v ;;l
g el g

I’pl=m.Rp1R

L’ensemble des vecteurs (m, r, ) forme un code de dimension k.

Ces codes sont des codes linéaires correcteurs d’erreurs en blocs systéma-
tiques de longueur n = 2k ayant £ bits d’information. Ces codes se présentent
sous la forme de concaténation série et parallele de code de base B. Les codes
de base sont regroupés en étages séparés par des permutations non nécessai-
rement identiques.

Remarque 3.3 Le code ainsi construit n’est pas forcément equivalent a
Be.

Définition 3.4 Des codes Cortex (Carlach-Vervoux 1998)
Soient B = C(2ky, ky) C F?* un code de rendement %, ayant une matrice
génératrice

Gk?b = [[kb || Rkb}
Ve € N* posons k = eky,. Pour tout Il = {m ..., w5} de Sk, l'ensemble

Cy(B,II) = {(m : R®(m))/m € F* et R®(m) =m - RII,..II,R}

est dit code Cortex de base B suivant la suites de permutations
II={m,...ms}, ot R=1.® Ry,.
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Remarque 3.4 Le code Cy(B,II) est un code linéaire de dimension k,
de rendement % et de matrice génératrice

G=[ Iy | RIL..ILR]

Remarque 3.5 Le code C), est un code Cortex obtenu suivant la suite
vide de permutation.

Exemple 3.2 [15] Soit B = C(4,2) de matrice génératrice

1 .
Gy = [ 0 (1) ? 1 ] avec ky, = 2 et la partie redondante de Gy est

01 . .
Ry = L1 Pour construire un code Cortex, on prend une suite quel-
conque de permutation 11 = {my,m1} et e = 2 on a : 1 € Sy avec

(1 2 3 4
m=\3 214
La matrice génératrice de ce code est

Gi= I, | RILRILR]

ou
10 0 1
R—]2®R2—|:0 1}@{1 1}
et k=4
donc :

1101
1110
RIL RIILR = 01 1 1
1 011

est la partie redondante de la matrice génératrice du code Cortex
04(0(47 2)7 {7'('1, ﬂ-l}) :

C’est le code de Hamming étendu de matrice génératrice :

10001101
G:01001110
001001171
000110171

C’est un code auto-dual de type II de distance minimal d = 4.
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Exemple 3.3 Si on prend le code de base B = C(6,3) sur F5 de matrice
génératrice :

100 2 2
G3=]010 31
0014 2

N QW =~

Pour la suite de permutation 11 = {m, m} avec e =2 et
m1(2) = (2 + 1)(mod 6) pour tout z € Z¢ ={1,2,3,4,5,6}.
S%

(123456
METRE 234561
[0 1.0 0 0 0] [2 2 4 0 0 0]
001000 31 3000
000100 422 000
=19 00010 000224
000O0O01 000313
(10000 0] (00042 2]
de sorte :
[3 3 3 1 4 0]
322 40 4
32304 4
RILRILE =114 0 3 3 3
4 0 4 3 2 2
(044323
Le code Cg(C(6,3), {m,m2}) = C(12,6,4) est un code Cortex ayant comme

matrice génératrice

100000333140
010000322420 4
a— 0010003236044
000100140333
000010404322
100000104432 3]

Cs(C(6,3),{m1,m1}) est un code auto-dual sur Fs.

Remarque 3.6 On peut généraliser la construction des codes Cortex sur
UN ANNEQU.

Exemple 3.4 On choisit comme code de base l’octacode Og défini par la
matrice génératrice :
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10002131
s — 01003211
#~1lo0101321
00011112

Le code construit a partir de Og sur Z4 suivant la suite de permutation

II = {my,ma} tel que :

(1234567 8 9 10 11 12
™m=\152639410 7 11 8 12
9

1
7T2:<2

est un code auto-dual Cortex de paramétres [24, 412, 12] sur Z,ayant comme
matrice génératrice

345 6 789 10 11 12
1541039 8 12 7 11

(@]

G412 — [12

NWWWONDODWHFE O =
N WH O DNWOOORFE W

— W W OO N O N
WNWHF HHFWWOoON~ROO

W WHFNWNWHFRRF~ROOO
O WD W WWHFDNWOO -
W WO WONOHFF WK
W HENDWNDNOOFE WO N
W N OWRF NN DN W
SO WNORF WHFF WN -
W OO WN M= FEDNWO
S OO W WHF NWN = -

3.2 Code auto-dual Cortex a base auto-dual

Dans cette partie nous nous intéressons a I’étude des codes Cortex auto-
dual a base d’un code auto-dual et & partir d’une suite de permutations quel-
conque II de Sy, ainsi qu’ a I’équivalence des codes Cortex et la construction
des codes Cortex & base du code de Hamming étendu.

3.2.1 Auto-dualité

Théoréme 3.1[15] Soit B un code auto-dual sur F,. Alors :
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1/ Si F, est de caractéristique 2, alors quelque soit II de Sy, le code
Cy(B,1I) est auto-dual.
2/ St F, est de caractéristique différente de 2, le code Ci(B,II) pour
II une suite de permutations de Sy, est auto-dual ssi card (I1I) = 0[2].
Preuve. Etant donné le code Cj de matrice génératrice

Gkb = [Ikb H Rkb]
on a alors :

Ry, Rl = —1I,

La matrice génératrice de C(B,1II) est :

G =] I,| RI,RI,. II,R]

ou
R=1I19R,
comme :
R = (L®R,) = I'® R,
alors :
RRt - ([e ® Rkb)'<[€ ® Rkb)t
=1 ® Rkb
=L® (_Ikb)
- I
d’ou :

(R, RI,.. II,R) (R, R... II,R)*
= RIL RIL,.. I, RR'TI..ITt R!
= (=1, =

Remarque 3.7 1l se peut qu’il existe des codes Cortex auto-duaux a base
non auto-dual, le code de Hamming étendu est un exemple.

3.2.2 Groupe de permutations

Etant donné :
Un code Cortex C| i.e. Cy(B,II), notons par Nj ensemble {1, ..., k}.
Pour tout m € Sk, On définit :

w:Ff — F*

f = (fla 7f7€) — ﬂ'(f) = (fﬂ_l(l) 7"'7fﬂ'_1(k)>'

34



Notation 3.1 Pour toute suite de permutations I1 de Sy, on note par
Gr(B,1I) le groupe de permutations de Cy(B,II) et Gy, le groupe de permu-
tations de C},.

Notation 3.2 Pour tout sous groupe H de Ssi, Notons par :
H* ={(61,02) € H | 41 agit sur les k premiers éléments et do sur les
k derniers}

Remarque 3.8 On peut définir H* par :
H*={d€ H | §=201009=0200; tel que Vi € Ny ;0:(i +k)=1i+k
et §o(i) = i}.

Comment construire un mot code de Cy(B,II)?
Prenons fY € ]F’;
Rappelons que :

Cr = {(m:mR)/m € FX et R =1, ® Ry, }

Posons
fr e F* tell que : (f°, f1) € Cy
2 € Pk tell que : (mf1, f2) € C

q

ot e Fl tell que : (m, f*, f*11) € Gy,
le vecteur (f9, f5t1) € Cy(B,1I) est un mot code de Cy(B,II).

Proposition 3.1 Soient 01, ...,0.11 € G}, telles que :

VJ € {1,...,8} = 0j41,1 = T; 00,2 OT(';
Alors : (01,1,05+1,2) appartient au groupe de permutations de Cy(B,1I).
Preuve. On considére 'ensemble de vecteurs fO, ..., f* de F} qui vérifie
la relation suivante :
(f°, f1) ey )
(mifh, f?) € Gy
(maf?, f?) € Cy
= (% f**) € Cy(B,10) (*)

(mof, [ € Cr
On a:
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(01,1f0701,2f1) € Gy
de plus :
(7T1f17f2) €Cr = (02,17T1f1702,2f2) € Cy
d’aprés les hypothéses (*) on a :
(’/T10172f2, f3) € Ck et :
(7'('2f2 f?’) c Ck = (0'37171'2.](.2,0'372]‘.3) c Ck
= (ma022f% 032 f%) € Cy,
(msf5, f5) € Ok = (0ag117s %, 0sp12f°T) € Gy
= (ms052f°, Us+1,2f8+1) € Cy

de sorte que :
(01,1f0703+1,2f8+1) € Cy(B,II) = (011,0541,2) € G(B,1I) m

3.2.3 L’équivalence des codes Cortex

Cas des codes binaires obtenus suivant une seule permutation

Proposition 3.2 Soient o une permutation de Sk, € = (£1,€2) et
n = (1n1,n,) deux élements de Gf.
Posons : o' =n,0e5"
Alors :
1/ Cp(B,0) = (€1,1m2)(Ci(B, 0))
2/ Cx(B,0) et Cy(B,0) sont des codes équivalents.
Preuve. 1/ Soit (f°, f?) € Ck(B,0) c-a-d il existe f! de F} tel que :
(f%, f') € Cy, e(f 1) € Cy
12 = 1 2
(0f' %) € Ci n(of*, %) € C
(e1f% eaf") € Ci
(mofhmaf?) € Cy

} (e1f° eaf) € Gy
L

4

4

771052 52f2 772f ) € Cy

(e1/% eaft) € Gy

(o&2f,myf?) € Cy
(e1f°,m2f?) € Cu(B, )

2/ (e1,1m) € Gx(B, o) donc :
(e1,19)(Cr(B,0)) et Cx(B, o) sont des codes équivalents. m

4

Corollaire 3.1 L’ensemble {(¢,7) / 30 € S, : 0 = 0,065 "} est un sous
groupe de Aut(Cy(B,0)).

Définition 3.5 Soient 0,0 € S},
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On dit que o et 0 sont Grp—équivalents, s’ils existent € = (e1,€2) et
n = (n,n,) de G} telles que :

noo==0oe
Cas des codes obtenus suivant une suite de permutations

Définition 3.6 [15] Soient X et 11 deux suites de permutations de Sk.
On dit que 01 et 05 sont :

(G5(B, X), G5(B,1I))—équivalentes si et selement si ils existent h = (hy, hs)
et
9= (g1,92) dans G5(B,X) et G5(B, 1) telles que : 03 = g1601h;".

Au moyen de la G — équivalence et la (G;(B, ¥), G;(B, II))—équivalence
on étudie I’équivalence des codes Cortex.

Proposition 3.3 Soit 0, et 05 deux permutations
(Gi(B, %), Gi(B,I1))— équivalentes
Posons : €1 = (X, 01,11) et g9 = (3, 09,11) deux suite de permutations
on a :
1/(m1, p2)(Ci(B, 1)) = Cr(B, €2)
2/Ck(B,e1) et Cx(B,e2) sont des codes équivalents.
Preuve. (1, p,)(Ci(B, 1) = Ci(B, &2) -
Posons ¥ = (my,...ms) et Il = (my, ..., m,) .
Soit (f°, f**!) € C(B,%) c-a-d : il existe f1,..., f* de F} telles que :
fofte G
mftf? € Gy

,stsfs—i-l c Ck
Posons le vecteur (6, f5™, g*™1) € Cy(B, 1) c-a-d : il existe g', ..., g* telles
que :
(91f8+1,91) c Ck
(77,192,92) € G

(m0".g) € G,
de sorte que (f°, g**!) € C(B, &)
on a :
n(f% o+ € Cy(B, %) = (n.f°, maf*™) € C(B,X)
p(0Lf 1 g") € Cu(B,IT) = (p101f*"", pyg™™) € Ci(B, 1)
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= (Pt pog°t') € Ci(B,T0)
= (M f% pg°™) € Ci(B,e). m

Si les permutations sont équivalentes alors les codes Cortex sont équiva-
lents mais I'inverse n’est pas toujours valable c-a-d pour déterminer 1’équi-
valence des codes Cortex il faut caractériser le groupe de permutations qui
est, en général difficile & déterminer.

Nous traitons donc quelques représentations Cortex des codes auto-duaux.

3.3 Construction des codes Cortex

Remarque 3.9 Pour n = 2 [l est triviale que C(2,1) est un code auto-
dual si la matrice génératrice G'= [1 ||1], ne peut pas construire C(2,1) sous
forme de code Cortex. C(2,1)est un code auto-dual de type I.

e Pour n =4
On prend comme code de base C'(2,1) de matrice génératrice G'= [1 || 1]

. . 1 2
et la suite de permutations II = {my, w2} telle que m; = my = ( 1 9 ) , on

obtient le code C3(C'(2,1),II) de matrice génératrice G; = [ é (1) (1] (1) } et

pour IT = {7} telle que 7 = ; ? on obtient le code Cy(c(2,1),1T) de
o (1001

matrice génératrice G = [ 01 10 } .

Proposition 3.4 G et G5 sont des matrices génératrices de codes équi-
valents.

Preuve. Quelque soit la suite de permutations, et quelque soit s > 1
on obtient le code Cortex Cy(C(2,1),1II) on bien Cy(C(2,1),II) qui sont des
codes auto-duaux de type I tels que, C2(C'(2,1),1II) = 0C5(C(2,1),1I) avec

(1234
=\1 24 3 )"
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e Pour n =6

On prend le code de base C'(2,1) de matrice génératrice G'= [1 || 1]pour
une suite de permutations quelconque on obtient un code Cortex Cy(C'(2,1),I1;)
ot i = 0,5 de matrice génératrice :

(

A
Il
A~

Go=[I3 ||I5]  siIlp={m,m} avec

g =
1 00 0 0 1 T =
Gi={10 100 1 0] silly={m,m} avec
001 100 Ty =
(1.0 01 0 0] T =
G2 = 01 00O0T1 si H2 = {7T1, 7T2} avec

)
o
—
(e
—
S

3
I

G3: 01 0O0O01 SngZ{ﬂ'l,ﬂ'g} avec

(e
—_
—_
=)
N

I
)
I

HHM,_.QQHQQ»—\I\DP—‘H}—‘I\DP—‘[\DH[\D}—‘WP—‘HP—‘}—‘P—‘
wwHNHM[\J[\JWMC@[\DH[\DO&M}-‘M*—‘MML\D[\DM

1 00 010 T =
Gy=|0 101 0 0]silly={m,m} avec
001001 Ty =
1 00 001 T =
Gs=10 10 1 0 0 |sill={m,m} avec
001010 Ty =

1

—_

o

o

o

—_

o

1

oy

I

/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/\

MO o 0 o DD o Lo )WL W W W W )WWwwww
NP P O e e e NS g

La partie redondante de G; telle que i = 0,5 est la matrice associée a la
permutation 7 o ... o 7w, telles que s > 1.
Le code construit est un code auto-dual de type I .

e Pour n=8
C(2,1)
le code Cortex est de base< ot bien
C(4,2
Dans les deux cas on obtient un code Cortex Cy(C(2,1),II) ou bien
C4(C(4,2),11) de matrice génératrice G = [ I, || R ] ou R est la matrice
associéea la permutation w1 o ... o 7, telles que s > 1.
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Pour cette longueur on a un code auto-dual qui est une base non auto-dual
voir I’exemple de construction de code de Hamming,.

e Pour n=10

Le seul code de base dans ce cas est C'(2,1).

Si C'(2,1) est un code auto-dual on obtient le code Cortex C5(C/(2,1),1I)
de matrice génératrice

G = [ Is || R ] avec R est la matrice associée a la permutation
mp0...oms .C5(C(2,1),II) est un code auto-dual de type I, pour tout s > 1.

e Pour n=12

Les codes de base possible pour cette longueur sont : C'(2,1),C(4,2) et
C'(6,3), pour les codes auto-duaux suivant on obtient le C'(12,6) de matrice
génératrice G = [ I | R | telles que :

R est la matrice associée & la permutation 7 = m; o ... o w4 pour tout
s> 1.

si on prend II = {id} on obtient G = [ Iy || Is |

e Pour n=14

La seule possibilité de code de base est C'(2,1) qui donne un code Cortex
auto-dual de type I de matrice génératrice G = [ I; || R ] telle que R est
la partie redondante de G' qu’est associée a la permutation

T =T, 0...0T,, pour tout s > 1.

Remarque 3.10 Avec les codes C(2,1),C(4,2),C(6,3) toute suite de
permutations I1 donne un code cortex de matrice génératrice sous la forme
G=[1I || n(x) ], ov n(Ix) et la matrice obtenue de I en permutant
les colonnes de I, suivant .

Quelque représentation sous forme Cortex pour la longueur
n=20

Si on prend comme code de base de matrice redondante

10000
01110
R=|01011
00111
01101
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On construit certains codes Cortex auto-duaux de type I inéquivalents
avec un certain choix de permutations.

Nous laissons le soin des autres codes auto-duaux de méme longueur pour
un traitement numérique de la question.

La partie redondante R de
la matrice génératrice du code
C10(C(10,5),1I)

0 01

la suite de permutation
II = {7T1, 7T2}

m = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)
7y = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

R O, O, OO0 oo
O R OO OO oo oo
—_ OO, P OOOOO
OO R EHFOOOOO
—_ O =M= OO 0OoOo
O OO OO - = =O
O OO OO OO oo
O OO OO OFO
[ eNeBolNeNoll e
OO O OO = O K=o

m = (5,2,3,4,1,10,7,8,9,6)
m = (1,2,9,8,5,6,7,4,3,10)

O OO OO === OO
O OO R O EFEOOO
——_ O Ok FE M OOOO
RO~ OO
— _, O R == OO
_ =0 000000 0oo
_— =0 OO0 0O 0O o O
R, OO0k, OO
O R H O = FH O F =
— O R O = O

m =(3,2,1,6,5,4,9,8,7,10)
7 = (5,6,3,7,8,1,2,9,10,4)

__ OO0 =M= OFO
__ 00O~k OFk OO
— O OO, OOOoOO

OO OO OO EFEEFH=O
O OO, FOOOO
OO OO OO O
OO O R OO =, O O
OO R R = O ==
OSSO R OO OoO kOO
OO R R R RFE R RO
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m = (3,2,1,6,5,49,8,7,10)
T = (8,7,6,5,4,3,2,1,9, 10)

OO R OO OO o oo
O R OO HHKFEFEF OO
ORH OO —=OFRO
O OO R PR OOoOR R
N eBeoNeBeoNeBal el
DO OO RO, OFRO
_— OO OO kOO o
— OO, OO kO =
OO O RO, OO
_— OO, O EFMEORFO

e Pour n>16

La méthode de construction des codes Cortex prend plusieurs axes a
savoir a :

* le code de base.

* le nombre de codes de base non équivalents.

* la suite de permutations et leur nombre.

Pour n>16 nous nous intéressons aux codes Cortex binaires dont le code
de base est le code de Hamming étendu noté Hg de matrice génératrice

G = [[4 H h4] ou h4:

_ == O

1
0
1
1

O = =

1
1
0
1

Proposition 3.5 [15] Si le code de base B est un code auto-dual de type
II alors tout code Cortex construit a partir de B avec un nombre pair (resp.
impair ) de permutation de type II (resp. type I )

la démenstration est basée sur le lemme suivant

Lemme 3.1[15] Soit e > 1 et posons k = 4e et R = I, ® hy, pour tout
v de ]F’; on a la relation swivante :

Preuve. w(v) +w(vp) =0[4]. =

Preuve. Si B un code de dimension k; et k = ek la dimension d’un code
Cortex.

Pour tout m de F’; et pour tout suite de permutations mq, ..., 7

telles que s > 1 on a d’aprés le lemme précédent la relation suivante :

w(m) + w(R*(ms)) = 0[4] = w(m) + (—1)*w(R® (m)) = 0[4]
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= w(m) = (—1)*Mw(R*(m))[4].
x Si s est pair, comme le poids d’un mot du code Cortex est
[w(m) 4+ w(R*(m)], on en déduit qu’ils ont tous un poids divisible par 4 c-a-d
que le code est de type II.
x Si s est impair, on peut alors écrire :

w(m) + w(R(s) (m)) = 2w(m)[4]

Cette relation signifie que certains mots du code Cortex ont un poids
multiple de 2. Cela entraine donc que le code Cortex est de type I.

Remarque 3.11

1/ 1l existe des codes de type I de longueur multiple de 8 qui ne peuvent
étre obtenus sous forme de codes Cortex a partir de code de Hamming étendu
Hg .

2/ Tous les codes auto-duaux de type II peuvent étre mis sous forme de
code Cortex a partir du code de base le code de Hamming étendu.

3/ Il existe des codes auto-duaux Cortex dont la base peut étre non auto-
dual (Voir le quatriéme chapitre).

3.3.1 Les codes extrémaux de type II sous forme de
code Cortex

Vu I'importance des codes Cortex auto-duaux extrémaux, nous présentons
les travaux de [3],[6],[7],[8],[15] et [16].

Ces codes sont plus intéressants a étudier puisqu’ils ont une distance
minimale maximale.

Tableau de liens

Définition 3.7 Soit o une permutation de Sy. On définit le tableau de
liens de la permutation o a partir de matrice T(o) = [t;;] de taille e x e
vérifiant :

tz‘j = |O'(Bl> N BJl

ot t;; sont des éléments dont Ny vérifiant :

itsi:ét et itis:4
s=1 s=1
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et pour tout 1 < e , B; est I’ensemble 4i + Ny.

Exemple 3.5 Si e = 3 alors k =12
En calculant les tableaux de liens des permutations suivantes :

(123456 78 9 10 11 12
1=\ 42318675 1210 11 9

(123456789 10 11 12
2=\ 1 95436789 10 11 12

on obtient :
4 00 301
Te1)=|0 4 0 et T(oz)=10 4 0
0 0 4 1 0 3

Borne sur la distance minimale

On peut majorer la distance minimale du code Cortex construit suivant
une seule permutation, deux permutations et trois permutations.

Proposition 3.6 [15] Soient o une permutation de Sy et d la distance
minimale de Cy(B,0), on a :
o Si|T(o)] >3 alors d = 2.
e Si|T(0)| =2 alors d =4.
e Si|T(o)| =1 alors ( pour k> 16 ), d < 16.

Proposition 3.7 [15] pour s =2, 1 = {my,m} on a :
o S’il existe i dans {1,2} telle que |T'(m;)| > 3 alors d = 4.
o S’il existe i dans {1,2} telle que |T'(m;)| =2 alors d < 8.
o Si|T(m)|=|T(ma)| =1( pour k> 16), alors d < 12.

Proposition 3.8 [15] pour s =3, on a :
o Si|T(my)| > 3 alors d < 6.
o Si|T(me)| =2 alors d < 12.
o Si|T(me)| =1 alors d < 18.

Les codes obtenus

Les codes Cortex sont obtenus a I’aide des permutations suivantes (dites
transformations affines) :
pour a,b € Zj, :
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5a,b : Zk — Zk
i — 0ap(1) = (ai + b)[K]
Pour n < 88 les codes de paramétres [n, §,d] sont obtenus par Otmani
et les codes de paramétres [96,48, 16] [128, 64, 25] et [256,128,d > 22] sont
construits dans [3].

e Pour n = 16
On obtient un code extrémal de type II de paramétres [16,8, 4] avec les
permutations m; = my = 1 o :
m:{1,..,8} — {1,...,8}
i—m()=i8]=(123 456 7 8)

e Pour n = 24

Pour le code Cortex de parameétres [24,12,8] qui est le code de Golay
obtenus suivant la suite de transformation § = {5@12 , 5;2{} ol (5&12 = 5&22
avec 5&12(2) = (5¢ 4 1)[12] en utilisant le codeur Cortex pour lequel les boites
(hy) est la partie redondante de la matrice génératrice des codes de base
le Hamming étendu [8,4, 4] les bits n;correspondent aux bits d’information
alors que les bits r; sont ceux de redondance.

On obtient la description graphique suivante :

nl — — rl
Ny | — I
N3 — I's
[ I 1
N5 — — Is
Ne — — Is
Ny — — I7
Ng — — I's
Ny —| o
Ni0— — 10
N11— — I
10— — M2

Le code de Golay éendu de paramétres[24,12,8]

e Pour n = 32
Il y a cinq codes extrémaux obtenus & partir des permutations suivantes :
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Le code permutations
CP81 | 7 | 1/ 7 5 5.5 11.16.9.6.15.4.13 1.3 1
CP82 | 7' ¢ 5 1 5 1i 18 0 108,16 132712
CP83 | 7- ) g i .91722, 753, N %3 ?1% . g . ig ’ §4 ’§111731.26’ .1?5’ P
CP84 | 70”1y 7 45 5 110120906 15,8 13 10 3 10
CP85 |- RANRD ,25’ ,62’ ,1(1]17 N6l e ,1}57 i .81701}237 &

e De plus, on obtient un code extrémal de type II, de parameétres [32,16,8]
a partir de la suite de transformation § = {(5:():()), 5&2())} avec (5;(,33 = 5% et :
050 {1,...,16} — {1,...,16}
i > 639(i) = 3i[16]
telle que :

350(i) = (3,6,9,12,14,2,5,8,11,12,1,4,7,10,13,16)

Hl— N
2 — —r
Nz — h4 — h4 — h4 L r:23
Ny — — Iy
Hs— I
6 — — Te
e MR AN A M e
HQ— —] — 1
—] ] — T 10
n%l— h4 h4 h4 - ril
Ni2— —
= —
N5 h4 h4 h4 L I15
N1ie— — Tli6

Un code Cortex de paramétres auto-dual [32,16,8]

le code de Golay de paramétres [32,16,8] avec la suite de permutations
IT = {my, e} ot my = 73 et :

m(1,...,16) = (1,5,2,6,3,9,4,10,7,13,8, 14, 11,15, 12, 16)
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pour la transformation affine d7; définie par
57,1 : {]., ceey 16} — {]_, ceey ].6}
i 07,1(d) = (7i + 1)[16]
telle que :

3 (i) = (3,6,9,12,15,18,1,4,7,10,13,16,19,2, 5,8,11, 14,17, 20)

On obtient le code de paramétres [32,16,6] sous forme de code Cortex
dont le polynéme enumurateur des poids est :

W(X) = 1+32X°%+300X°%+1952X " + 6976 X2 + 14400X ™ + 18214X1°
+14400X "8 + 6976 X0 4+ 1952 X% 4- 300X + 32X 20 4 X32,

e Pour n = 40

Le code extrémal de type II de parameétres [40,20,8] est obtenu suivant la
suite de permutations

IT = {my, 72} o my = my et :

™ =(1,5,2,6,3,9,4,10,7,13,8, 14,11, 17,12, 18, 15, 19, 16, 20)
Pour la suite de transformation affine § = {583, 5%} avec 583 = 5:(,33 ou

(5&1())(2) = 3i[20] on obtient le code extrémal de type II de parametres [40,20,8].
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A Rp— T
N2 — —
v h, h, he =5
Ng — — Iz
N5 — I
N6 — I
’19— h4 h4 h4 ___ Fg
Ng — — TIg
Mg ___| I Fg
i — h, h, h, —
Ni2— — 2
N13 I I13
114

i h, h, h, —
16— — — — I16
N17 — [17
Nig—] — [
HlQ—— h4 — h4 h4 — rlg
50— —— 120

le code Cortex auto-duaux de paramétres[40,20,8]

e Pour n = 56
Pour la suite de transformation § = {6&12, 5;22} avec 5;13 = 5&2% ol 6@13(2) =
(5¢ + 1)[28] on obtient le code extrémal de type II de parameétres [56,28,12].

e Pour n = 64

Pour la suite de transformation 6 = {5%)70,5%)70} avec 5%)’0 = 6529{0 ol
(5%)70(2') = 19i[32] on obtient le code extrémal de type II de paramétres
[64,32,12] et suivant le suite de permutation :

1, Ty & 1 — i[4]
o, T 1 +— (30 + 1)[8]
T3, Ty 4 — (5i 4 1)[16]

T4 10— 191[32]

On obtint un code de parameétres [64,32,10].

II =

e Pour n = 72
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Suivant la transformation affine § = {5&)], 5&2())} avec 5&3 = 5% ol

(5&1())(1) = 5i[36] on obtient le code Cortex de type II de parameétres [72,36,12].
Ce code n’est pas un code extrémal mais posséde une meilleur distance mi-
nimale connue pour cette longueur .

e Pour n = 88

La transformation affine 6 = {5&15)70, ...,6%?0} ol 5&15),0 = .. = 5:(;65)70 avec
(5&15)70(2') = 35i[44] donne un nouveau code Cortex de type II extrémal Cgg de
paramétres [88,44,16]. Il existe trente-trois codes extrémaux de type II pour
cette longueur , et il y a deux codes extrémaux de type Il inéquivalent de
paramétres [88,44,16] de polynoéme enumurateur :

W(X) = 1+32164X" 4+ 6992832X%° + 535731625X % + 16623384448 X
1225426781470%% + 1405590745152.X3¢ 4 4163803131796 X *°
+5968212445440X** + 4163803131796 X*® + 1405590745152.X 52
+225426781470X%° + 16623384448 X%° + 535731625 X %4
+6992832.X % + 32164.X54 + X8,

e Pour n = 96

On obtient un code Cortex de type II de parameétres [96,48,16] suivant la
transformation affine § = {5;17)71, ...5&27?;}01‘1 6&17)’1 = .= 5;270% avec 6§17)1(z) =
(371 + 1)[48].

Pour le code de type II de paramétres [96,48,20] on a le polynéme enu-
murateur suivant

W(X) = 1+3217056X%° + 369844880X2* 4 18642839520.X %%
+422069980215.X3? + 4552866656416 X 3¢ 4 24292689565680.X *°
+65727011639520.X** 4 91447669224080.X*® 4 65727011639520.X *2
+24292689565680.X %¢ + 4552866656416.X % + 422069980215.X 54
+18642839520.X %8 4 369844880.X ™ + 3217056 X 76 + X9
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e Pour n = 128

Pour la transformation affine § = {5%),0, ey 5%?3} ou
5%),0 =..= 5529?3 avec 5%)’0(2') = 19i[64] on obtient le code Cortex de type II
de parametres [128,64,20]

Pour le code Cortex de type II de parameétres [128,64,14] obtenu suivant
la suite de permutations :

71, Te & 1 — i[4]
To, M7+ 1+ 1[§]
II=< m3,mg:i— (3i+1)[16]
T4, Mg 14— (197 + 1)[32]
5 01— (370 + 1)[64]

est un code obtenu en 10 couches. Dans ce cas les deux codes de base
utilisés sont le code de Hamming étendu [8,4,4] et le code auto-dual [32,16,8]
de matrice génératrice G = [ Iig | R | avec:

_ = O R RO, OO O
R PRPORFRRFRPFPRPOOHF,ROFRFEOFRF
—_— O R R P ORFROR R RFERFEORFRO
—_ O, PR ORFRRPFRPRORFRODOHFHRKFHMFH
—_ O R B R O RFRREFE FEFRPFEROORFR O
— O = = O FE OO M= KF = O
—_ O R === O OO
_R R R ORFRRFRPRRRFRPRPFRORRFRORO
_— _— R O KRR RFRPFRORORRFROHR

R OR PR OFRORFRRREFEPRPFROKRRFERFRO
O R O R HF OF FEFERFEMFHFORF = F=O
O R R R R OFROFMFE O MM O
— O R OO K HEFEF FHF O F == O
— == O O O O == O
= = O =P O OO FFE O = =
—_ O = Ok M O ORF = O =

—
S
[a=)
[a=)

ou il est obtenu par la méthode Cortex dont la base est le code de Ham-
ming étendu suivant la suite de transformations affines § = {(5&3, (5&23} telles
que : 05 (i) = 3i[16].

e Le principe de construction, consiste a remplacer les deux couches de
code de Hamming du centre par

deux couches de codes [32,16,8] mais la structure générale reste inchangg.

e En utilisant cette variante pour construire un code de parameétres
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[128,64,16] suivant la suite de permutations :

hy

hy

hy

hy

L1

hy

TTTT

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

I1

hy

hy

hy

hy

L1

hy

TTTT

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

hy

L e e e e

Ty, g 21— 197

T2, Ty -

5 10— 37i[64]

[TTT 1770 TTTT 1777 1171 7117

oF:

LOEE e et e e e

[INIRINE

L1

LEEE AL T

L1

[111

L1

ITTT TTTT 1717 TTTT

1T

TTTT

[TTT TTTT TTTT

TTTT

[TTT TTTT TTTT

1T

T

TTTT

hy

hy

hy

hy

hy

hy

[111

hy

TTTT

hy

hy

[111

hy

TTTT

hy

[

hy

TTTT

hy

hy

hy

[111

hy

TTTT

hy

hy

hy

hy

hy

hy

[111

hy

TTTT

hy

hy

[111

hy

TTTT

hy

[

hy

TTTT

hy

hy

hy

[111

hy

TTTT

Codeur cortex des codes [128,64,16] & base de code de Hamming éendu

[8,4,4] et le code de paramétres [32,16,8]
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Remarque3.12 R définit la partie redondante de la matrice génératrice
du code [32,16,8]et hy est la partie redondante de la matrice génératrice du
code de Hamming [8,4,4].

e Pour n = 256
On obtient un code de parameétres [256,128, d > 22] suivant la suite de
permutations :

71, W7 4 i[4]
To, Mg 1+ 1[§]
T3, Mg : 1 +— 3i[16]
T4, T1o : © — 19i[32]
T, M1 ¢ & — 374[64]
e+ 1 — T31[128]

\

3.4 Quelques codes de base pour obtenir des
codes auto-duaux Cortex extrémaux sur
un corps premier

Dans cette section nous proposons les paramétres des codes de bases pour
construire des codes auto-duaux Cortex extrémaux sur un alphabet A [15].

e Sur F,
16 < n < 88 et n = 96,128, 256.

Dans le cas binaire le seul code de base considéré est le code de Hamming
étendu Hsg.

e Sur F3

On considére comme code de base le tetracode de parameétres [4, 2, 3] et le
code de Golay ternaire de parameétres [12,6, 6] ayant respectivement comme
matrice génératrices :

1022
Gl_l0121}
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10000001212 2
010000102111
a_|001000220121
210001001110 21
000010212201
(000001211110,

e Sur Z,
On considére comme code de base 'octacode de parametres [8,44,6] défini
par la matrice génératrice suivante :

Gy =

o O O -
O O = O
O = O O
_ o o O
— =W N
— W N =
— N~ W
N — = =

e Sur F,

n
Dans le cas hermitien le produit scalaire définis sur Fy est z-y = Z Ty?
i=1
pour tout z,y € FJ.
On considére comme code de base I'hexacode et le code de parameétres
[8,4,4] ayant respectivement comme matrice génératrices :

1 001
Gi=|010 w

w
w
1

— &

o
o
—_
&
&

et

Gy =

oo o~
oo RO
o~ oo
—_ o oo
€ &8 & =
€ & — &
& m & &
=& & &

n

Dans le cas euclidien le produit scalaire défini sur Fy est -y = Z TiYi
i=1
pour tout z,y € [} . Le code de base défini par la matrice génératrice

suivante :
1 0 w? w
G= [ 01 w w? }
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e Sur [y
Les codes de bases choisis sont définis par les matrices génératrices sui-
vantes :

—_
]
]
\&}
\}
H~

G

I
oo
o
— o
oo
O —
GRS

et

Go

I
o O O
o O = O
o = O O
_— o O O
— W w o
N = O N
W O =N
SN W

3.5 Les codes auto-duaux optimaux sur un
corps premier

Nous présentons dans cette partie la méthode de construction des codes
auto-duaux généralisant la méthode Cortex. Cette généralisation est donnée
par[15].

Cette méthode est expérimentale pour construire rapidement et facile-
ment de bons codes auto-duaux pour n’importe longueur et alphabet. Ces
bons codes ont une distance minimale qui vaut ou qui est trés proche de la
plus grande distance minimale connue pour un code auto-dual & une longueur
donnée. Nous renforcons la représentation avec des exemples. Des meilleurs
code auto-duaux connus jusqu’aujourd’hui. En particulier le code auto-dual
quaternaire et beaucoup de code sur Fs5 et Fr, [7],[9],[10],[15] et [16].

3.5.1 Principe de construction de la nouvelle méthode

Etant données des matrices carrées M, d’ordre n, d’éléments dans un
anneau . Satisfaisant :
M, - M! = \.1,.(%)
ol A, € R inversible
Pour toute permutations my,...,m,. de S,, on lui associée des matrices
Il; = 0r,(k); 00

1 sim(k)=1
5ﬂi(’f)j:{ ®)

0 sl non

Pour un code initial C' de matrice génératrice GG, on construit le code C)
comme suit :
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1/ On choisit une suite finie de permutations 7y, ..., 7, dans S,.
2/ Pour chaque permutation 7;, on lui associe la matrice II;.
3/ On définit C, comme eton le code de matrice génératrice G, définie

par : G, = GMqI1y...M,II,.

Proposition 3.9 [15] Si le code C' est auto-dual alors C, est auto-dual.
Preuve. Le code C est auto-dual c-a-d GG' = 0. Ainsi, on a :
G,G! = (GMIL... M, 11, ) (G My ... M, 11, )

= GMIL,.. . M ILITE M. IT M GY

= AN GG

=0 m

Remarque 3.12 Pour obtenir une matrice vérifiant (*), ou choisit une
matrice B d’ordre b < n telle que : BB = X\, pour A = o? inversible dans
R.

On a M consistant en k; fois la matrice B sur la diagonale et ks fois «
avec : bky + ko = n.

B

0 B

Oé[kQ

Définition 3.8 Pour toutes suite de permutations affine :

M= {m : i= 1,r} ou m(z) = (az +b)[n]

1/ 11 et dit de type (f1;a,7) si :¥Ni=1,...7:a; =b; = a avec a € Zy,.
2/ 11 et dit de type(fo;a,r) st : Vi =1,...,7:a; =b; = a' avec a € ZL,.
3/ 11 et dit de type(fs;a,r) si:Vi=1,...,7:a; = a',b; = ia’ avec a € Zn,.

Remarque 3.13 La matrice G = [.®G, ou Gy est la matrice génératrice
d’un code auto-dual By. Le code C' est égale au produit cartésien By .

Exemple 3.6 Si on prend comme code initial C;,; de matrice génératrice

o O O

11000
Gni=|100110
0 00O01
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C’est la matrice génératrice du code Cin; = iy @iy B is. ot iy = {00,11}
sur IFy.

011100
01 1 1 1 01100
1 011 ) 110100
B = 110 1 on obtient M = 111000
1110 000O0T1PO0
|00 000 1]

Si en prend w de Sg telle que :
Vz € Zs:m(z) = (2+ 1)[6]

Alors la matrice associe a 7 est :

(01000 0]
001000
000100
T=1000010
000001
10000 0]

Le code Cy obtenu a partir d’une seule permutation de type (f1;1,1) et
susvant la matrice génératrice G,,; de Cy,; est de matrice génératrice :

011000
Gi,=GMII=]0 00110
100001

C1 est équivalent a C},; ce qui évident que pour cette longueur il y a un

seul code auto-dual de type I.

Exemple 3.7 Soit C;,; un code auto-dual sur F4 ayant comme matrice
génératrice :

1 100
Gins = { 0011 ]
pour
1 1 1 0
1 w w? 0
M=5 = 1 w? w 0
0O 0 0 1
si en prend la permutation de type (f1;1,1)
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On obtient le code de matrice génératrice :

00 w? w
Gl:[l 1 w? w}

Dans la partie suivante, nous donnons les matrices B, et les matrices gé-
nératrices des codes initiaux, sur plusieurs alphabets. [7] et [15], qui donnent
des codes optimaux.

e Codes auto-duaux sur Fy
La construction que nous considérons suppose que 1’on prend :

0111 L 0
1 011
1 110 _ 11
ou bien } }
111110
110001
., 1100101
Bii=11 01001
1 00011
| 001 1 1 1 1]

et avec un choix adéquat de permutation de type (f;;a,r), on obtient le
tableau suivant :
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[n Jdlfifa] r |[44]8 AL |8 [[8 Ju]A[1 20 |
[2 J2]AL] t][46]8 [AfL Jio ]9 J14]% [7 [15 |
[4 J2]AL] t][48]8 [ AL J12 [[92 J14]A 1L [21 |
6 [2]A L] t][so]8 [Aft J12 [[94 [14]A 1 ]85 |
I8 [2]A L] t][s2]to]nft 19 [[9 [16]A [13]114]
[1of2]A 1] 1 [[s4]10]%[5 |9 [[98 [14]A 1 [36
[12]4]A 1] 4 [[s6]t0]nft 10 [[L00J16]A 1 97 |
[14]4]A L] 4 ][s8]t0]nft Ju12 [[102]16]% [5 |10 |
[16]4]AL] 4 ]fooft2]nft |78 [[t04]16] AL 25 |
[ 18]4]A L4 J[62]t0]nft J2r [Lo6]14]rh L [21 |
[20]4]A L] 4][6a]12]nf3 Jur [[28]16]A L [21 |
[22]6]AJ1]20 [66]12]%[7 |23 [[t0J16]A 1 [37 |
[24]6]A1]3 6812 At Ju1 [[ut2]12]A 1 20 |
[26]6]AJL1]76 J[70f0]nft J18 [[4]18]% [25]75 |
[28]6]AJL] 4][72]12]nft Ju1 [[U6[18]A [1 [26 |

[30J6]AfLfrr J[raf12] At 234 [[U8]16]A 1 [25 |
[32]6]A ]3] 3 [r6]14]nf65]276 |[120]18] A [ L [112]
[34]6]Aflt]10 | [78]14]% [61]3820 ] [122]16]/ [T 21 |

[36 8] A1] 8 [[80f14]A[43]38 [[124]18[f |1 [[23 |
(388 Afl1]u6]s2[12] A1 [24 [[126]18[% [5 [[19 |
(408 Af[1] 88414 A1 [1a [[128]18[ A [3 [[27 |
(428 Af[1]94 [f[s6[12]A[1 18 [[u30]18[A 1 [[44 |
Les codes auto — duaux de type I construits sur [,
Tableau 4
e Sur [j

La construction suppose que ko = 0 et :
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—
—
=) S
— O
—
— o
S
— O
Il
e
5
)
-
NS
1
oy —
—
| S
1
£
N

[nlld | fifalr | [56]15]A]43]49]

[24]9 [ AL [ 8 [ [60]15] A1 [16]

[28]19 JAfL 8 | [e4]t5]A]L [16]

[32]19 AL ]9 J[68]i5]f]3 [4]

[36]/12] f>20]22 | [72]15] /5 [4 |

[40f/t2] AL [59 | [76]18] AL [35]

[44ft2] AL 12 | [80]8]AJL [19]

[48]12] AL [14 | [84]18] AL [17]

[52]lt5] fs 7 Jis7] (8818 AL [17]

Les codes auto — duaux construits sur Fs

Tableau 5
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[28]/10] A5 [45]52] 4] AJL]15

f
[2 [2]A]L] L |

[30]/8 AL [80]][54]14] fL]69%4 |
[32]10] AL [7 J[56[14]A[1]1L
[34]]10] A1 [81]]58 4] f1L]25
[36]]t0]AfL |7 J[60]16] A5
[38]]t0] AL 9 [62]14] A 1]

[40flt2] AL Juafed]16] A 1]14
[42]]0] AL ]9 [[66]16] /126

[4 J2]A]L] L |

[6 [4]A]L]3 |
[8 [4]Aft]

(el

[10]4]A]L]3 |

[12]4]A]1]3 |

[14]6]A]L] 6 |

[16]6]AfL] 4 |

[44]t2] AL JJro]fe8 18] fi[L]1282]
(4612 At [16)[70[16] /i [ 1]16
[l rfrr]sr]fr2]18]A]L]15

[18]6]AL] 6 |

[20]8]AfL]5 ]

[22]8 ] A 1] 125]

[24]8]AJ1]5 |

Les codes auto — duaux hermitien sur F,

Tableau 6

Le cas euclidien

0

Pour construire M on prend w un élément de F, vérifions : w? +w+1 =

et w? = 1.
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<t

Qe [0 || |[= ||= || || —
A — [[ON || [[v— || [[~
) [|D= ([ || || D= || || ||+
AulIESEIE I ol Nell|Nej | Neoj) Ne}
— (=== === |
A (| [[© [|00 ||D ||V || |[©
O | | |O [|©O [|©O [|©O [|©O
L0 lING I~

1O || ||© [|00 || ||~ [|D= ||
— ||en —

— == (e [ o ||~ | —
A, O[], |, |, N [N}

S| LY | ERa] CRA | V| B | Fag | fVaN
S| || (| || ||V ||V

o || = [ [[—= || = ||— ||~ ||~
O || || [ [|© [|00 || ||eY
A ([N || || || [|en || ||
[ | [[AT AT [ [ || ||
= (= || == [ == (]
AN [N [T || |[© ||© ||
O || || ||© ||c0

AN (|<H || ||QO || || || |[— ||

[44][12] fo 18] 1] [68 17 /1]l L | 145]

[20]6]AL]8]

[46]13] f>[35]83 | [70 18 /i [[43 ] 448 ]
(4812 f]5 5 J[72]18]f]7 [728]

[22]8]A[1]6]

[24]8]~]5]5]

Les codes auto — duaux euclidiens sur Iy

Tableau 7

Sur le corps F5 on suppose que :

e Sur F5

et

1 -1
1 1

Exemple 3.8 On obtient les codes de paramétres [18,9,7] et [22,11,8]

a partir de Bini, Gini et (f1;1,9) et (f1;1,4) respectivement, de matrices

Bini =
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génératrices :

<t M M FHFH 4 AN AN M
T F AN NN A M A
MM F o~ = AN <A
< AN AN N~~~ <t
N H A = AN AN N <M
AN AN N~ M~ <t <H
< 4 4 AN NN <fn™
AN N~ M~ <t < AN
— = AN AN M <HFMN MmN <H
M = = M A <F < AN AN
— AN AN MmN <
— =M = < AN
AN AN < MmN <t
— N o~ < < AN AN
AN N FHF NN FH—~ —~ A
N — < F AN AN~
MmN HFT MmN H—~H = AN AN
N < AN~ ™
L ]
I
S

et

40000000OO0OO0OO0OO0OO0OO0O03321211

114000000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO03321 2
1211400000O0O0O0O0O0O0O0O0O033 2
321211400000O0O0O0O0O0O0O0O0QO03
06033212114000000O0O00O0O0O0°O00QO0
0600033212114000%0O00%O00O0°O0°®O00QO0
000003321 211400000¢O0O0¢O00O0

060o0o0000O0332121140000¢0¢O00©O0

0o0oo0000O0OO0OO0332121140¢00¢00®O0

00000O0O0OO0OO0OO0OO0O332121140°00

00000O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO033212114020

Gy =

respectivement.

Sur F;

[ ]
Pour

1 0 2 3
014 2

1 0 2 3
014 2

Gini =

et

y

Bim' =

Nous considérons les matrices B;,; et G;,; pour obtenir les codes de para-
metres [12,6,6], [16,8,6] et [28,14,10] suivant les permutations : (f1;1,3), (f1;1,3)
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et (f1;1,11) respectivement, de matrices génératrices :

oM~ -4 O O
N O OO —H 0
00— O O O N
— — O O N O
— O OO M
S O —=H 10 MmO
S O O AN W
SO N O~
S oo ™M~
— 0 MmN o oo
O N0 — OO
N~ OO
L

I

S

et

SN 4 -4 O O OO
N O© O O OO — o
0 — O O O O © AN
— - O O O O A O
—— O O O O O m
S OO O —=H 1 MmO
S OO O O AN A
S oo O N O
S oo o O ™M
S O —=H 1o MmO O O
SO O NI — O O
SO NO =~ O O
S oo M- — OO
— 10 N O O O O O
O N 1o - O O O O
NOH -4 OO OO
L
Il
S

et : GH

361 000011643 4123540341503436
5250000112024 2253¢62033322035335
3436 3610000114634 12335 40341350
053552500001 1202422353¢6220333 2

415034363 61000011¢6434123354¢0 3

333205355 2500001120242253¢6220

540340503436 3610000116434 123

36 20333205355 2500001120242235

4123540341503 436361000011¢643

422536 2633320535525 0000112¢0 2

16 4341235403415 0343¢63¢6100001
1202422536 20333220353552500001
000116 4341235403415 0343¢63610
000112024225 3¢6220333205335355 2350

respectivement.
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[4 3 JAJL]L |

[8 4 [A]L]2 ]

[12]]6 [AJ1]3 |

[16]16 JA[1]3 |

[20]]6 | A[1]10]

[24]19 [ AJ1]25]

[ 28] 0] AfL]1L]

[ 321t AfL]54]

[36]12] A L]32]

[0/ 8] AJ1]74]

[44]/ 14 ] A 1]26]

[48 5] A1]9]

[52]| 5] A L] 1L

[s66]Aft]o]

Les codes auto — duaux sur [,

Tableau 8
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Chapitre 4

La construction Cortex a base
non auto-dual

L’informatique et la mécanique quantique sont deux des plus importantes
théories du 20° siécle. Elles se combinent élégamment pour former la théorie
de l'information, le découverte qu'un ordinateur peut factoriser les grands
nombres en temps polyndémial est un probléme considéré difficile classique-
ment.

Depuis, plusieurs résultats surprenants montrent que ’ordinateur peut
faire des choses qu’on ne pourrait jamais faire classiquement, autant du point
de vue algorithmique (comme ’algorithme & proposé).

Comme on vient de voir dans le chapitre précédent, la théorie nous assure
I’obtention de certains codes Cortex auto-duaux comme code Cortex & base
auto-dual. Dans ce chapitre nous donnons un algorithme qui est concerné a
la construction des codes Cortex auto-duaux a base non auto-dual.

C’est un algorithme qui cherche les différents codes de base pour construire
un code Cortex auto-dual & partir d’une suite de permutations composée
d’une ou de deux permutations.

Nous utilisons la construction que nous présentons dans le chapitre pré-
cédent, nous présentons par la suite quelques résultats de ce programme qui
traite les codes de longueur supérieur ou égal a 8 et divisible par 4.

Description de P’algorithme

1. Préliminaires

e Soit Py la partie redondante de la matrice génératrice du code de base.

e Si en prend la suite de permutations II = {m;} ou bien II = {7, my}.

e On obtient le code Cortex auto-dual ou R est la partie redondante de
la matrice génératrice de ce code.
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2. Les étapes de la construction de ’algorithme

ePremier pas : Détermination de toutes les matrices carrées P, satis-
faisant B, - P} # —1I pour k = 2, 3.

eDeuxiémes pas : Détermination des matrices associées a toutes les
permutations 7w de Syy.

eTroisiémes pas : Calculer la partie redondante P de la matrice géné-
ratrice du code C},.

eQuatriéme pas : Calculer la matrice R = P (H I1; P) telle que :
i=1

s = 1, 2et Vérifier si la relation RR' = —1I;, est satisfaite.

4.1 Reésultat numérique

On donne la partie redondante de la matrice génératrice du code de base,
la suite de permutations et la partie redondante de la matrice génératrice du
code Cortex obtenu.

e Pour k=2
Dans le cas ou la suite est composée d’une seule permutation II = {r}.

0100

0 1 1000
P_{ll] T=(2143)|R=1|, 4§ 1
0010

0001

0 1 0010
P:{ll] Tr=(4 32 1)|R= 0100
1000

1000

10 0100
P_lll] T=(1234)|R=|, 41
|00 01
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0010
10 0001
p:{ll} r=(3412)|r=|0001
0100

1000

11 0100
P_{Ol] m=(1234)|R=1|, 1
0001

[0 0 1 0]

11 0001
P_l()l] T=(34 1 2)|R=|] o 4
0100

0100

11 1000
P:llo] T=(2143)|R=1|, 4 1
0010

0001

11 0010
P‘Lo] r=(4321)|R=|0000
1000

Remarque 4.1 Nous remarquons que :

R est la matrice associée o la permutation 11 (I = R).
Dans le cas ou la suite de permutations est composée de deux permuta-
tions II = {7y, ma}.

O = O O
= o O O

o O O
o O = O

69



0 010

0 001

1000
0100

— O — - — - O
O = — - O
— - O — O —
— - O O o o
_
< <
~ —~
[a\ENaN| A <
[aeRNan] o
<t < < AN
— — M
i1l I
—~ N — N
E kK SIS
— - — -
S o
I
A A

— O — o O O - o o - O — O O O
S~ - o o - O o O O o - O O
— - - O o — O O — O O O o O — O
— — O — O O O o — O O OO O~
L
_ I _ I
~ R A A
—~ —~ —~ e
<t < AN AN M ™ o —
— — <t <t <t AN
[a\INaN| <X <# — —
[ lNan] M A AN A <A
S—" S—" SN—" SN—"
I 1l [ I
—~ N — —~ N —~ N
E kK E Kk E Kk E kK
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0010
_[11 m=(143 2) {0100
P_{l()] m=(3214) |5 11000
0001
0100
_[11 m=(3 21 4) {1000
P‘[lo] m=(3 21 4) =100 01
0010
1000
_[11 m=(3 41 2) {0100
P‘[lo] m=(3 41 2) =1lo010
0001

4.2 Etude de I’équivalence des codes cortex
obtenus :

Soit. P, la partie redondante de la matrice génératrice du code de base.
Pour une suite de permutations II = {my, 79, ..., s} avec (s = 1,2) on
construit la partie redondante R du code cortex auto-dual éventuel

R= P(f[ 11, P)

4.2.1 Pour k=2, dans le cas ou |II| =1

Proposition 4.1 Si Co (P2, {7}) est un code Cortex auto-dual alors :
Cok (P, {moep}) est le seul code Cortex auto-dual a base Py équivalent a

Cor(Py,{m}) et on a :
CQk(PQ, {’ﬂ' o 80}) = OQk(PQ,’]T)(EO’Iko)
ou :
oo [it2 1si<o
oW =11-2 3<i<4
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Preuve. Soient & = (gq,¢q) et n = (Idag, Idox) (deux éléments du groupe
G31),s (f0, f2) € Coi(Py, {7}) alors il existe f € F2
tel que :
{ (f°, f') € Ca . { (c0f% c0f') € Cy
(mf1, f?) € O (moegoenft, f?) € Cop
= (g00 f% f?) € Cox(p2, {m 0 &0})
L’unicité est obtenue numériquement. =

Prposition 4.2 Soit J la matrice associée a la permutation ,
o= (2 1).Les codes Cortex Cox(Ps,{m}) et Cop(J*PyJ* {cF o moek})
pour :

(k,k >0) etIl, = { g S]

sont équivalents.

Corollaire 4.1 Soit J la matrice associée a la permutation
o= (2 1). Alors les codes Cortex Coy(Py,{m}) et

Con(JEPyJ¥ {eF omoeh oel}) pour :

/ t+2 1<t<2
(k,k,lz())@mo(t)—{t_g 3<t<4

sont équivalents.

Preuve. D’aprés la proposition 4.2, les codes Cor (P, {7}) et
Cop(J*PyJ* {e* o moeF}) sont équivalents. Or d’apres la proposition 4.1, es
codes Coy(Py, {7}) et Cop(J* Py J* {eF o mo e o el}) sont équivalents. m

4.2.2 Pour k=2, dans le cas ou |II| =2

Proposition 4.3 Soient w1, w9 deux permutations de Ssy, Si
Cox(Py, {m1,m2}) est un code Cortex auto-dual alors :

1/Co (P, {m1,m2}) = Cop(Po, {2, m1})
2/ Les codes Cop(Pa,{m1,m30e0}) et Co(Py, {m1,m2}) sont équivalent et
on a:
Czk(Pm {7T177T2 © 50}) = Czk(Pm {7T177T2})(1d2k’€0)

3/ Les codes Cop(Ps,{m1 09, ma}) et Cor( Py, {m1,m2}) sont équivalent et
on a:

Cgk(Pg, {7T1 0 €p, 71'2}) = C’2k(P2’ {7T177T2})(€071d2k)
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4/Les codes Coy( Py, {m0gq, ma0e0}) et Co( Py, {m1,ma}) sont équivalents.

Preuve. : Soient ¢ = (g¢,¢¢) et 7 = (Idag, [dax) (deux permutations du
groupe G%,).

1/ Soit (a®, a®) un mot code de Coy( Py, {71, m2}) alors ils existent a', a?deux
vecteurs de F2* tels que :

(a°,a1) € Ciy (a°,a") € Ca
(mial,a?) € Coyp = (ma',a®) € Co
(maa?,a?) € Cay (m2 0 200%,20a%) € Oy {537 2o

= { (a° c0a’) € Cop(Py, {m1, T2 0 50})
3/Soient (f°, f3) un mot code de Coi(Py, {1, m2}) alors ils existent
f1, f2deux vecteurs de F2* tels que :

(% f1) € O (%, 1) € Ca
(mif', f?) € Coy =< (e0omioegoegft,enf?) € Coy
(maf?, f3) € Oy (m20g00e0f?, f7) € Cop,

(f° 1) € Co
— (m1oeoft,e0f?) € Coy

(maoeg0enf? f*) € Ca
= { (f°, f?) € Cop(Py, {m1 00, 3 0 60})
ce qui acheve la preuve. m

Proposition 4.4 Les codes Coy,(J*PyJ* {eF om0k eF omyock}) et
C2k(P2; {71, 7T2}>P0W :
0 J

k,k’z()etnez[‘] O}

et J la matrice associée a la permutation o = ( 2 1 ) sont équivalents.

Théoréme 4.1 Les codes Co(Py, {eF omyoeh oel ehomyoek oeh}) et
Cop(Py, {1, m2}) pour : k,k,1 >0 sont équivalents.

Preuve. En appliquant les proposition 4.3 et 4.4. m

e pour k=3

Dans le cas ou la suite de permutations est composée d’une seule permu-
tation II = {r}.

001000
100000

P = (1)(1)(2 T=(321654)IR=| 00001
000010

000100
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R =

T=(3126 45)

T=(3126 5 4)
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R:
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— O

— — O

— r—

Remarque 4.2 1/ Il y a 492 résultat dans ce cas.

Dans le cas ou la suite de permutations est composée de deux permuta-

{71, T2}

tions II
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R =

m=(13256 4)
m=(12 356 4)
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R

T =
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100 00O
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0001O00O0

R

T =

(1326 45)

m=(132645)
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111011
100101

00 1
p_lo11 m=(162435) ], |100110
111 m=(13546 2) 011111
101100
110100

Remarque 4.3 Il y a 7/ résultats dans ce cas.

4.2.3 Pour k=3, dans le cas ou |II| =1

Proposition 4.5 Soit m une permutation de Say,.Les codes Cor(JE Py J* {eFo
moek}) et
Coi(Ps,{m}) pour :
. J 0
> —
k,k >0 et Il [O J]
et J la matrice associée a la permutation o = ( 2 1 ) sont équivalents.
Proposition 4.6 Soient Co(Ps,{m}) est un code Cortex auto-dual et
T =ocom ol o est un élément de ces groupes G(Ps)[o1], G(P3)[o,0,) et
G(Ps)[oy,04,03] alors :
les codes Coi(P3, {m}) et Cor(P3,{7}) sont équivalents.

Remarque 4.4 On a un code auto-dual
1/ code Cortex & base auto-dual
2/ code Cortex a base non auto-dual
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ANNEXE :
Al gorithne (La construction Cortex auto- duaux a base non
aut o- dual )
Const ant es
e=2
max=14
Types
Vect =t abl eau(max) de enti er
Mat =mat ri ce(max, max) de entier
Vari abl es
K :entier
I,J,S,M:entier //long entier
TAB, TabApp : vect
IK,B,P,PI,A: Mat //matrices principales
ML, M2 : Mat //matrices utilitaires

Début
Ecrire (‘entrer la valeur de K:")
Lire (K) //K est la dinension de la matrice B

generel (K*e) //générer la matrice unité |K de dimk*e

InitTAB(k) // initialiser le vecteur unité TAB avec (1, 2,3, .Kk)

i1

rantQue(i £ 2~k*k) faire

GenereB(B,i,k) //générer la iéne matrice B de dimK

GenereP(P,e,B) //générer la matrice P a partir de B et de e

Transpose(B, k, ML) //calculer la transposé de B dans M

Prodvat ( B, ML, k, M2) //cal cul er M2=B*ML

Transforme(M, K) //substituer les valeurs paires de M2 par 0 et les

[linpaires par 1

Si non Egalel (M2, K) alors

J<1

Tant Que j £(k*e)! faire

CPT+«0 //conpteur du Rang du vecteur TabApp a générer

App(j, cpt, TAB, TabApp, k*e)// generation du vecteur application

/| TabApp nunero |j

Per mut (TabApp, Pl , K*e) //generation de la pernutation Pl a partir
/] TabApp nunero |j

Prodiat (P, Pl , k*e, ML) //cal cul er ML=P*PI

ProdMat (ML, P, k*e, A) //cal cul er A=ML*P

Transpose(A k*e, ML) //calculer la transposé de A dans M

Prodivat (A, ML, k*e, M2) //cal cul er M2=A*ML

Transf or me( M2, K*e)

Si Egal el (M2, K*e) alors

Afficher1(B, Pl)

fsi

Jej +1

FTQ
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S+1
Tant Que SE(k*e)! faire
CPT+<0 //conpteur du Rang du vecteur TabApp a générer
App(S, cpt, TAB, TabApp, k*e)// generation du vecteur application
/| TabApp nunmero S
Per mut ( TabApp, PS, K*e) //generation de |la pernutation PS a partir
/| TabApp nunero S
M-1
Tant Que ME(k*e)! faire
CPT+«0 //compteur du Rang du vecteur TabApp a générer
App(M cpt, TAB, TabApp, k*e)// generation du vecteur application
/| TabApp nunmero M
Per nut ( TabApp, Pl , K*e) //generation de la pernmutation Pl a partir
/| TabApp nunmero M

ProdMat (P, PS, k*e, ML) //cal cul er ML=P*PS
ProdMat (ML, P, k*e, M) //cal cul er M2=ML*P
Prodvat (M2, PI , k*e, ML) //cal cul er ML=M2* Pl
ProdMat (ML, P, k*e, A) //cal cul er A=ML*Pp A=P*PS*P*PI *P
Si non Egal el (A K*e) alors
Transpose(A k*e, ML) //calculer la transposé de A dans ML
Prodvat (A, ML, k*e, M2) //cal cul er M2=A*ML
Transf or me( M2, K*e)
i Egalel (M, K*e) alors
rAffi cher 2( B, PS, PI)
Fsi
Fsi
Me—Mt+1
FTQ
S<S+1
FTQ

Fsl
i ~i+1
FTQ
FI'N
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Conclusion :

A partir d’'un code de base donné on a des conditions suffisantes sur les
suites de permutations pour I’obtention des codes Cortex équivalents ceci mo-
tive la représentation des codes auto-duaux comme code Cortex pour ainsi
déterminer leurs équivalence. Nous donnons cette représentation pour les
codes auto-duaux de longueurs inférieur ou égal a 20. Aussi, un code de
base non nécessairement auto-dual peut générer un code Cortex auto-dual.
Nous avons déterminé les matrices d’ordre 2 et 3 comme matrice redondante
de certains codes non auto-duaux, ainsi que 1’équivalence de ces codes géné-
rés.Peut on représenter des codes auto-duaux de longueurs plus grandes pour
ainsi déterminer leurs équivalences? Peut on augmenter ’ordre de matrice
de redondance au code de base?
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Résumé

Cette these est consacrée a 1’étude de la construction des codes Cortex
auto-duaux a base auto-dual ou bien non. Les codes Cortex introduis fournis-
sant un moyen simple de construire des codes auto-duaux binaires lorsque le
code de base est [2.1]. TIs offrent de plus une méthode efficace pour construire
des codes extrémaux lorsque le code de Hamming étendu Hg de longueur 8
est le code de base.

Cette construction permet en effet d’obtenir des codes auto-duaux extré-
maux de type II.

Par la suite, En utilisant un algorithme qui calcule la suite de permuta-
tion, le code de base non auto-dual et le code Cortex auto-dual obtenu.

Mot clé : Code linéaire, code auto-dual, polynéome énumérateur des
poids, code Cortex, permutation, matrice génératrice.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of the construction of the self-dual
codes Cortex the self-dual at base or not. The Cortex codes introduce pro-
viding a means simple to build binary self-dual codes when the basic code is
[2.1]. They offer moreover one effective method to build extremal codes when
the Hamming code wide Hg of length 8 is the basic code

This construction indeed makes it possible to obtain extremal self-dual
codes of type II.

Thereafter, by using an algorithm which calculation the continuation of
permutation, the no self-dual basic code and the self-dual codes Cortex ob-
tained.

Key words : linear code, self-dual code, weight enumurateur, Cortex
Codes, permutation, generator matrix.
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