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Introduction

Notre société est devenue dépendante de la communication sous toutes ses formes,
notamment les messages numériques dont le volume augmente sans cesse. Il faut donc
assurer l'intégrité des données a la réception, malgré des moyens de transmission qui
ajoutent parfois des erreurs a l'information : ondes radio, ligne téléphonique, support

magnétique, etc,.... C’est le role des codes correcteurs d’erreurs.

Le domaine d’étude des codes correcteurs a connu une évolution en définissant des
classes des codes ou chaque classe posséde des propriétés concernant leurs construction,

par exemple les codes de Hamming, les codes BCH, les codes auto- duau, etc,...

Les codes auto- duaux ont été le sujet d’étude durant les quarante dernieres années,
notamment par Gleason (1970) ou il a caractérisé les codes auto- duaux ( codes qui coi-
cident avec leurs duaux) binaires de type II dans son fameux théoréme ou il a démontré
que le polynéme énumérateur des poids d’un tel code est un élément de I'algebre des in-
variants, d’'un certain groupe fini d’ordre 192, engendrée par les polyndémes énumérateurs
des poids de code de Hamming étendu de longueur 8 et celui de Golay de longueur 24,
une généralisation de ces résultats pour les autres familles des codes auto- duaux a été

établie dans [2], [5], [11], [17].

Notons 1’étroite connexion entre la théorie des codes et certains domaine mathéma-
tiques tel que ’analyse combinatoire, théorie de groupe, treillis et les treillis uni- modu-

laires ( pour plus détails, voir [10], [13] entre autres).

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude des codes auto- duaux, leurs propriétés
( longueur, dimension, polynéme énumérateur des poids) et leur classification dans le
cas binaire et ternaire. Une classification qui prend en considération pour une longueur
donnée, la construction du code ( sa matrice génératrice), 'ordre du groupe d’automor-

phismes, et le nombre de codes inéquivalents.



Le mémoire est composé de trois chapitres.

Dans le premier chapitre on présente les notions fondamentales de la théorie des codes
( code linéaire, description matricielle des codes linéaires, distance minimale, équivalence
des codes, groupe d’automorphismes, polynomes énumérateurs des poids, familles des

codes...), qui servirons d’appui pour le développement ultérieur.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons une classe trés importante de codes, c’est
la classe des codes auto- duaux, ol dans la premiére partie nous étudions les parametres
de ces codes tels que la longueur, la dimension, et le poids de Hamming. Dans la deuxiéme

partie on s’intéresse aux polynémes énumérateurs des poids de ces codes.

Enfin dans le troisiéme chapitre nous traitons la classification des codes auto- duaux
binaires ( de type I, et de type II) et ternaires ou nous utilisons la méthode de collage
pour leurs construction, une méthode qui s’appuie sur les codes auto orthogonaux, et
les propriétés étudiées dans le chapitre précédent. Dans notre étude nous donnons la
classification des codes auto- duaux binaires jusqu’ a la longueur 22, et ternaires jusqu’

a la longueur 20.



Chapitre 1

Généralités sur les codes correcteurs

d’erreurs

Nous rappelons, dans ce chapitre, quelques notions de base sur la théorie des codes.
On commence par donner la définition de code, les codes linéaires et leurs paramétres,
équivalence des codes, polynéome énumérateur des poids, familles des codes, les codes
étendus et codes tronqués, qui seront utils dans la suite.

Les théorémes et les propositions sont donnés sans démonstration, pour plus de détails

voir [6], [14], [17].

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Le code

Définition 1.1 On appelle un ensemble fini F : "alphabet.

Un code C sur F de longueur n est un sous ensemble de F".

e Si [F est un groupe additif, alors C' est un code additif s’il est un sous groupe additif de
F.

e Si F est un anneau, alors C est un code linéaire s’il est un sous groupe additif de



F™ et stable par rapport & la multiplication par un élément de F ( supposons que la
multiplication dans F est commutative).
e Si F est un corps, alors C' est un code linéaire de longueur n et de dimension £ s’il est

un sous espace vectoriel de dimension k de F”.

Les codes linéaires sur les corps finis de longueur n et de dimension k, sont notés par

C (n,k) ou [n, kl.

1.1.2 Le produit scalaire

Soit IF' un corps fini, un produit scalaire (,)r sur I est une application de F x F vers

[F telle que

1. Va,y,z € Fy(x +y, 2)r = (x,2)F + (y, 2)F
2. Va,y,z € F;(z,y + 2)5p = (x,y)r + (z, 2)F
3. Ve eF;(z,y)rp=0=1y=0

4. Yy € F; (x,y)r =

Le produit scalaire sur [F définit le produit scalaire sur ’espace vectoriel F” comme

suit : (z,y)yen = > (i, yiym; Vo = (21, T2, oo, Tn) Y = (Y1, Y2, s Yn) € F”

1.2 Description matricielle des codes linéaires

1.2.1 La matrice génératrice

Soit C' = C' (n, k) un code linéaire sur IF dont {g¢1, g2, ..., gx } est une base.

Alors tous les éléments du code linéaire C' s’écrivent sous la forme

C={ueFu=aG,acF"} (1.1)



g1
g2

avec G = ' une matrice de type k£ X n.

9k
Définition 1.2 La matrice G est appelée la matrice génératrice de C' et tous les vecteurs

de C' sont appelés les mots code de C.
Remarque 1.1 e Le rang de la matrice génératrice G est k£ .
e A partir de la matrice génératrice G, on peut aussi considérer le code linéaire

C = C (n, k) comme limage d'une application linéaire f telle que

f:Fk — Fn
(1.2)
ar— f(a)=aG
L’application f est appelée la fonction de codage et a le mot d’information.
Définition 1.3 Soit C'(n, k) un code linéaire et u un élément de Fy, I'ensemble
u+C={velFv=u+cVeeC} (1.3)

est appelé le translaté de C' dont u est un représentant.
Proposition 1.1 [17] Pour un code linéaire C (n, k), il existe ¢"* translatés différents

constituant une partition de l'espace vectoriel Fy.

1.2.2 La matrice de controle

Soit F un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (, )p.

Définition 1.4 On dit que deux vecteurs z,y dans F" sont orthogonaux si (z, y)g» = 0.

10



Proposition 1.2 [17]] Soit C' = C' (n, k) un code linéaire sur F, alors ’ensemble
C+ ={uecF"{u,c)=0,Vce C} (1.4)

est un sous espace vectoriel de " de dimension n — k, appelé ’espace dual de C' ou

I’orthogonal de C.

Donc O+ est un code linéaire de longueur n et de dimension n — k engendré par une
matrice H de type (n — k) x n. Cette matrice est appelée la matrice de controle de C' ou
la matrice de test.

On a la relation suivante entre la matrice génératrice GG et la matrice de controle H
d’un code

H'G=0 (1.5)

Remarque 1.2 Nous remarquons que les propriétés du code dual d’un code linéaire sur
un corps fini peuvent étre tout a fait différentes de ceux de ’espace dual d’un espace
vectoriel sur les nombres réel, par exemple si W est un espace vectoriel d’'un espace
vectoriel de dimension fini sur R on a W N W+ = {0}, puisque aucun vecteur n’est
orthogonal & lui méme, ce n’est pas toujours pour les codes linéaires, malgré CNC* n’est
pas le code zéro mais on a

dim C + dimC* =n (1.6)

1.3 La distance minimale d’un code linéaire

Soit [F un espace vectoriel.
Définition 1.5 e On définit le poids d'un vecteur v = (vy,vs, ..., v,,) de F", noté w (v)
comme étant le nombre de ses composantes non nulles.

e La distance de Hamming entre deux vecteurs u et v, notée d (u,v), est le poids de

u — v, c’est-a-dire le nombre des positions ou elles sont différentes.
La distance de Hamming est une fonction d : F" x F" — N satisfaisant les propriétés

11



suivantes :

-Vx,y € F*d(z,y) > 0

- Va,y € B d (v,y) = d (y, 2)

-Vr,y e Fhd(z,y) =0 <= z=y

-Vr,y,z € B d (z,y) < d(z,2) +d(z,y)
Définition 1.6 La distance minimale d'un code linéaire C' = C' (n, k), notée d est la plus
petite distance de Hamming entre deux mots code différents

d = mind (u,v) (1.7)

uFv
u,veC

Un code C' de distance minimale d peut détecter d — 1 erreurs et peut corriger [d%l]

d—1

erreurs, d’ou elle vient la définition C' est d — 1 détecteur d’erreurs, et [ 5

] correcteur

d’erreurs.

La longueur, la dimension et la distance minimale jouent un role fondamental dans
la description des codes, lorsqu’on veut les mentionner on dit qu’on a affaire & un [n, k, d|
code, si ’on ne veut pas préciser la valeur de d on dit simplement qu’on a faire & un [n, k|
code.

Proposition 1.3 [6] La distance minimale d'un code linéaire C' = C (n, k) est le plus

petit poids des mots code non nul

d= mi 1.8
2hin @ (u) (1.8)

Théoréme 1.1 Soit C = C (n,k,d) un code linéaire ayant comme matrice de controle
une matrice H alors :

e [l existe un mot code de poids w si est seulement s’il existe w colonnes de H linéairement
dépendantes.

o d > w si est seulement si tout ensemble de w — 1 colonnes de H est une famille libre.

e Si ppncld (H) est le plus petit nombre de colonnes de H linéairement dépendantes, alors

12



on a

ppncld (H) <rg(H)+1 (1.9)

ot rg (H) est le rang de H.

Corollaire 1.1 [6] Soit H une matrice de controle dun code C' = C'(n, k) alors
o dim(C)=k=n—rg(H)

e d = ppncld (H)

ed<n—k+1

Le théoréme suivant montre ’existence d’un code linéaire sur [, si ses parametres n,
k et d vérifient une certaine condition.
i=d—2 ,
Théoréme 1.2 [6] ( Borne de Gilbert- Varshamov) : Si ¢" % = > (i | (¢—1),
i=0
alors on peut construire un [n,k| code linéaire sur F,, de distance minimale inférieure

ou égale a d.

1.4 Les codes équivalents

Définition 1.7 Soient 6 une permutation de {1,2,..,n} et

I, :F, — F
! ! Vi=1,..,n (1.10)
s+ 1II;(s) = a; x s ot o € F

alors l'application

F:]FZ—>IFZ

(1.11)
(Cl, Co, ..., Cn) — I (Cl, Co,y ..., Cn) = H1 (C5(1)) H2 (C(;(Q)) Hn (Cé(n))

est appelée une transformation monomiale de degré n.
Définition 1.8 Deux codes C; = C(n,k), Co = C(n,k) sur F, sont équivalents s’il
existe une transformation monémiale p de degré n telle que
1 (Cr) = Cy ot p(Ch) ={p(c);c e Cr}

13



Pour les codes linéaires sur 5 on a la définition suivante :
Définition 1.9 Deux codes binaires C; = C' (n, k), Co = C'(n, k) sont équivalents s’il
existe une permutation qui transforme chaque mot code de C7 & un mot code de C5 c’est-
a- dire

[Cl A CQ] <~ [3 0 € Sn; (VU c(C; = ) (U) S CQ)] (112)

1.4.1 Le groupe d’automorphismes d’un code

On associe a chaque code sur [F, un certain groupe, appelé le groupe d’automorphismes
du code. Ce groupe est util dans I’étude du nombre de codes équivalents a un code donné.
Définition 1.10 Soit C' un code de longueur n sur F,, le groupe d’automorphismes de
C noté Aut (C'), est l'ensemble de toutes les transformations monémiale ;1 de degré n tel
que :

Vee Ciu(c)eC (1.13)

Définition 1.11 Soit C (n, k) un code sur Fy, le groupe d’automorphismes de C' est
Aut (C) ={o € Sp;0(c) € C,Vc e C} (1.14)

Exemple 1.1 Soit C' = {0000,0011,1100, 1111}
Aut (C) = {(1234) ,(2134) , (1243) , (2143) , (4321) , (3412) , (1324) , (1423)}

1.4.2 Forme systématique d’un code linéaire

Définition 1.12 Un code linéaire C' = C (n, k) est dit sous la forme systématique lorsque
le mot d'information a de IF]; se trouve dans des coordonneés préfixées du mot code

correspondant.

En général on exige que ces positions préfixées soient les k£ premiéres positions, dans
ce cas la matrice génératrice est sous la forme G = (I, || A) ou A est une matrice de type

k x (n — k), c’est la forme standard de G

14



Remarque 1.3 La matrice de controle dun code linéaire sous la forme systématique est
H = (=A"[| L)
Proposition 1.4 [17] Tout code linéaire C' = C (n, k) est équivalent & un code linéaire

sous la forme systématique.

1.5 Le polynéme énumérateur des poids

Dans cette partie on présente un certain polynoéme associé a un code, ce polynéme
caractérise les poids de tous les mots code, appelé le polynéme énumérateur des poids.
Il existe une relation trés importante entre les polynémes énumérateurs des poids d’un
code et son dual appelée identité de Mac Williams qu’on reparlera ultérieurement.
Définition 1.13 Soit C' (n, k) un code linéaire, le polynome homogene de deux variables

T et y suivant

We (z,y) = a1y (1.15)
ceC

est appelé polynéme énumérateur des poids de C.

De (1.15) on déduit une autre définition du polynéme énumérateur des poids de C.

En effet :

We (z,y) = Zm"*“’(c)yw(c) (1.16)

ceC

ceC

n

_ Z Z 1 In—iyi

=0 \ w(c)=t
ceC
n

i=0
ou A; est le nombre des mots code de poids i.

15



Dans le polyndéme énumérateur des poids les coefficients Ag, Ay, ..., A,, sont appelés la
distribution des poids.
Définition 1.14 On définit le polyndéme énumérateur des poids d’un code non linéaire

C de longueur n par :

= Z Bx" 'y (1.17)
=0

tels que

B; = | {(u,v) Su,v e’ d(uv)=1i}| (1.18)

IC\

Les nombres B,, By, ..., B,, sont appelés la distance de distribution des poids.

1.5.1 Poids énumérateur complément

Soit IF, = {C 1,Cay .. .C q} un corps fini, on associe a chaque élément (; de IF, une variable
ZTi.

On définit le poids énumérateur complément d'un code C sur F,, noté C'W¢, comme suit :

q

CWe (w1, 22, ey 1g) = B 2y W2 el (1.19)

ueC

ot n, (u) est le nombre des composantes de u égale a (,,.

Pour les codes sur F4 on définit le poids énumérateur symétrisé SW par

SWe (x,y,2) = Zw"O(u)ynl(“)zN”(“) (1.20)

ueC

= CWel(z,y,z,2)

ot ng (u),ny (u) sont définis ci dessus et Ny, (u) est le nombre des composantes dans

u égal & w ou w.

16



1.6 Familles des codes

Les codes linéaires peuvent étre répartis sur des familles suivant ’alphabet F et le

produit scalaire défini sur F.

1.

3.11.

3.1il.

3.1v.

SiF =, = {0, 1}, et le produit scalaire (z,y)r, = zy, alors C' est un sous espace

vectoriel de [} et on dit que C' est un code linéaire binaire sur Fs.

SiF =3 = {0, 1,2}, et le produit scalaire (z, y)z, = 7y, alors C' est un sous espace
vectoriel de [y et on dit que C' est un code linéaire ternaire sur Fs.

SiF=F,={01ww},otw?*+w+1=0,w?=1,7T= 2% pour tout z de Fy,
on a deux familles de codes linéaires et deux familles de codes additifs & partir du

produit scalaire.

i. Sile produit scalaire est hermitien (z, y)4# = 27, alors C' est un sous espace vectoriel

de F} et on dit que C' est un code linéaire quaternaire hermitien sur [F,. La famille
notée par (47).

Si le produit scalaire est euclidien (z, y)4#= = xy, alors C' est un sous espace vectoriel
de [F} et on dit que C' est un code linéaire quaternaire euclidien sur [F4. Cette famille
est notée par (47).

Si le produit scalaire est donné par (x,y),n, = 2y + Ty = trace (zy) ( la trace de
Fy vers Fy), alors C' est un sous groupe additif de F7}. Cette famille est notée par
(47+).

Si le produit scalaire est donné par (z,y),rz, = 2y + Ty = trace (xy) ( la trace de
Fy vers Fy), alors C' est un sous groupe additif de F7}. Cette famille est notée par
(47+).

SiF =T, ou ¢ =p? et p premier avec T = 2V pour tout = de F,, alors on a deux

familles de codes linéaires, une hermitienne et I'autre euclidienne.

i. Pour le produit scalaire hermitien (x, y) .1 = 27, alors C est un sous espace vectoriel

de F7, et la famille correspondante est notée par (qH ) .

17



4.ii. Pour le produit scalaire euclidien (z,y) & = 2y, alors C' est un sous espace vectoriel

de F7, et la famille correspondante est notée par (qE ) .

5. SiF =7, =1{0,1,2,3} et le produit scalaire (z,y), = ry(mod4), alors C' est un

sous groupe additif de Z} et on dit que C est un code linéaire sur Z,.

1.7 Codes étendus et codes tronqués

Parfois il est intéressant de trouver des nouveaux codes a partir de codes déja connus,
pour améliorer les paramétres du code original, c’est le cas des codes étendus et des codes

tronqués.

1.7.1 Code étendu

Soit, C' (n, k,d) un code linéaire. On considere le code linéaire étendu C (n + 1, k) de

distance minimale d ou d + 1, ou chaque mot code @& = (uy,us, ..., uny1) est tel que :
n+1

u = (uy, U, ..., u,) € C et Z u, = 0, on a alors tous les mots code de C' de poids pair.
k=1
La matrice de controle H de C' s’obtient en ajoutant a la matrice de controle H de

C une ligne de 1 et une colonne avec un 0 dans les n — k premiers positions et un 1 dans
la n — k + 1%me,
Exemple 1. 2 Soit C' = C'(7,3,4) un code de matrice génératrice
1001011
G=10101101
0011110

1000111

01 00O0OT1T1
et de matrice de controle H =

00101°01

0001110

18



1 0010110
alors C' = C (8,3,4) telle que G = 01 011010 Jet
00111100

10000111 10000111
010000171 010000171
H=|l00100101|~]l0010010°]1
00010110 0001O01T1O0
11111111 000O01O0O0T®O

1.7.2 Code tronqué

Soit C' (n, k, d) un code linéaire.

On déduit un code linéaire tronqué C* (n, k), en supprimant une ou plusieurs co-
ordonnées de chaque mot de C'(n, k,d), la longueur diminue d’une unité tandis que la
dimension reste constante, la distance minimale peut diminuer d’une unité, mais par fois

on peut supprimer une coordonnée qui n’effecte pas la distance minimale.
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Chapitre 2

Codes auto- duaux et théorie des

invariants

Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére nous examinons d’une
part les codes auto- duaux et les propriétés de leurs longueurs, dimension et poids des
mots codes, d’autre part on étudie les codes auto- duaux de longueur n sur 'anneau Z4
comme un sous groupe additif de Z} et leurs propriétés. Dans la deuxieéme, on s’intéresse
a la présentation du polyndéme énumérateur des poids comme un invariant d’un groupe

fini, et 'ombre d’un code et son polynéme énumérateur des poids.

2.1 Codes auto- duaux

2.1.1 Les codes auto- orthogonaux

Puisque les codes auto- duaux appartiennent a la classe des codes auto- orthogonaux,
on rappele dans ce paragraphe, quelques notions fondamentales des codes auto- orthogo-

naux.

Définition 2.1 Un code linéaire C' = C' (n, k) est appelé auto- orthogonal si C C C*.

Le théoréme suivant donne les conditions nécessaires et suffisantes en terme de la
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matrice génératrice, pour qu'un code linéaire soit auto- orthogonal sur F,.
Théoréme 2.1 [14] Soit G une matrice génératrice dun code linéaire sur le corps T,
alors C' est un code auto- orthogonal si est seulement si les lignes distinctes de G sont

orthogonales et ont un poids divisible par q.

Le théoreme suivant caractérise les codes linéaires binaires auto- orthogonaux.
Théoréme 2.2 Si les différentes lignes dans la matrice génératrice dun code linéaire
binaire C' sont orthogonales et leur poids est divisible par quatre, alors C est un code

auto- orthogonal et tous les poids des mots code sont divisibles par quatre.

Pour montrer ce théoréme on utilise le lemme suivant :

Lemme 2.1 Pour tout z,y dans I} ona :

w(r+y)=w@) +w(y) —2w@ny) (2.1)

1 siz; =y, =1
onlxNy=2z=(21,29,...,2n) €t 2; =

0 sinon
Preuve : Soit © = (21, 22,...,2,) et y = (Y1, Y2, .-, Yn)

onaxNy = (T1y1, T2Y2, .- TnYn)
et x = (xl,O, ,O) -+ (0,.’172, ,0) + (O, ...,O,Ll'n) = le + ,",C2 + ...+ 2™

w(z) = iéw (%) et w(z') =

1 siz; =1

0 SIZEZIO
donc
w (' +y') =w (@) +w(y) — 2w (@ Ny’)
alors
w(x+y) = Zw(:c’#—yﬂ:Zw(a:i)jtz:w(yi)—2Z:w(xiﬂyi)
= w(@)+w(y) —2w(xnNy) [ |
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Preuve du théoréme 2.2 : D’apres le théoréme précédent on a tout code binaire est
auto- orthogonal, reste & montrer que tous les poids des mots code sont divisibles par
quatre.

Dans le lemme précédent on a

w+y)=w@)+w(ly —2w(@ny).ew(@ny) = szyz = (z,y) = 0(mod 2)
i=1

alors w (z N y) est pair, donc w (x + y) est divisible par quatre. |

2.1.2 Les codes auto- duaux

Nous allons maintenant étudier les codes auto- duaux et leurs propriétés qui sont la
longueur, la dimension et le poids de Hamming des mots code qui nous serons utiles
ultérierement.

Définition 2.2 Un code linéaire C (n, k) est dit auto- dual si C' = C*.

Remarque 2.1 Soit C' un code linéaire sur F de longueur n ; on a
cl|c| = [ (2.2)

Pour les codes auto- duaux on a

O] = [F|? (2.3)

Si |F| n’est pas carré donc n doit étre pair.

En particulier si C' est un code linéaire auto- dual sur un corps fini on a
dim C' = g (2.4)

car dimC + dimC*+ =n
donc C' est un sous espace vectoriel de dimension § et n est pair.

Corollaire 2.1 Soit C (n, k) un code linéaire.Alors C (n, k) est auto- orthogonal et de
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imension 2 si est seulement si C' est code auto- dual.
d ’2‘ t | t si C est cod to- dual

Remarque 2.2 Il est facile de remarquer que dans les codes auto- duaux binaires le
poids de Hamming de chaque vecteur est pair. Dans les codes ternaires auto- duaux le
poids de Hamming de chaque vecteur est divisible par trois. Il existe enfin des codes auto-

duaux binaires dont chaque vecteur a un poids de Hamming divisible par quatre.

Il y a deux types de poids qui sont utils pour étudier les codes non binaires.
Définition 2.3 On défini le poids de Lee et la norme euclidienne d’un vecteur v dans F

par

Lee(u) = min{|ul,|F|—|ul|} (2.5)

Norme (u) = (Lee (U)>2

Pour un vecteur u = (uq, us, ..., u,) dans F” on pose

Lee (u) = ZLee(ui) (2.6)

Norme (u) = ZNorme (u;)
i=0

2.1.3 Quelques exemples sur les codes auto- duaux

Les codes binaires

a. Le code de répétition, noté par iy, de matrice génératrice (11) c-a-d is = {00,11}

et de polynoéme énumérateur des poids W, (x,y) = 22 + °

b. Le code de Hamming étendu eg = C' (8,4, 4) de matrice génératrice

0111
1 011
I (2.7)
1 101
1110
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et de polynome énumérateur des poids W, (z,y) = 2 + 1daiy* + 45

En 1947, Marcel Golay introduit deux codes linéaires auto- duaux binaire et ternaire

noté par go4, g12 appelé les codes de Golay.

c. Le code de Golay gy = C' (24,12, 8), est de matrice génératrice

110101110001 100O0O0O0O0O0O0O0O0O0
1010101110001 10O0O0O0O0O0O0O0O0O0
100101011 10O0O011O0O0O0O0O0O0O0O0TO0
1000101011 1O0O001T1O0O0O0O0O0O0O0O0
10000101011 100011O0O0O0O0O0O0O0
Gy 100000101011 100011O00O0O0O0O0
10000O0O0OI1O0OTI1O0OT1T1T1O0O0O0T1T1O0O0O0O00O0
1 0000O0OO0OO0OCI1IO0OI1O0OT1I1T1O0O0O01IT1QO0QO0OQO0OTFO
10000O0OO0OO0OO0O1O0OI1O0OI1IT1T1O0OO0O0T1T1TTQO0OTG0OFGO
10000O0OO0OO0ODCO0OO01O0O1O0I1T1T1O0O0O0T1T1TO0TFPO
1 000O0O0OO0OO0OCOO0OO0OI1O0OI1IO0O1II1TI1TO0O0O0T1T1TO0
10000O0OO0OO0OO0O0OO0OO0O1O0OI1O0OTI1I1T1O0O0O0T11
(2.8)

et de polyndme énumérateur des poids

Wy (2,y) = 22 + 75921698 + 2576212y12 + 75928y16 4 42
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Les codes ternaires

a. Le tetracode t4 = [4,2,3];, est de matrice génératrice

1 011
011 2
avec Wy, (z,y) = 2t + 83
CWy, (x,y,2) = .2t + zy® + 223 + 3zy?2 + 3zy2?

b. Le code de Golay [12,6, 6], est de matrice génératrice

—_
—_

I (2.10)

—_
N e S
—_

S =N

NN O

N NN DD N
—_

==

avec Wy, (z,y) = x'? + 26425y° + 440xy® + 24y*?
CW,y, (z,y,2) = 212 + y'2 + 212 4+ 22 (25y% + 826 + 2026)
19220 (59323 + a3y8 2% + a¥y325)

Les codes quaternaires hermitiens sur F,
a. Le code de répétition iy = C'(2,1,2),r est de matrice génératrice (11) c-a-d
i = {00, 11, ww, ww}
avec Wi, (z,y) = 22 + 3y?

SWi, (,y,2) = 2 + y* + 22°

CW,, (z,y,2,t) = 2% + y? + 2% +
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b. L’hexacode hg = [6, 3, 4], est de matrice génératrice

1l w w
L w 1 w (2.11)

w w 1

avec Wi, (x,y) = 2° + 452%y* + 18¢°

SWi (7,9, 2) = 28 +y° + 226 + 15 (2229222 + 222* + y224)
CWg (2,1, 2, 1) = 28 + 8 + 26 + 5 + 15 (229222 + 2222 + 22222 + 422242

Les codes quaternaires euclidiens sur [F,

a. Le code de Reed Solomon noté par (R, S) = [4,2, 3],z est de matrice génératrice

111 1
(2.12)

01 w w

avec Wips) (z,y) = a* + 12zy° + 3y*

SWir,s) (x,y,2) = a* + y* + 22" + 122y2?
CWir,s) (2,9, 2,1) = ot + oyt 4 2+t 4 122y2t

Le théoréme suivant mis en évidence la relation entre la longueur n et ¢ d’un code
auto- dual C' (n, %) sur le corps IF,.
Théoréme 2.3 [14] I existe un [n, g] code auto- dual sur F, si est seulement si l’'une
des propriétés suivantes est satisfaite :
e g et n sont pair.
e ¢ =1(mod4) et n pairs.

e ¢ =3 (mod4) et n est divisible par quatre.

En particulier, on remarque qu’ il existe un code binaire ( quaternaire) auto- dual

pour tout n pair, et il existe un code ternaire auto- dual pour n divisible par quatre.
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Les codes de type I et de type 11

e Un code auto- dual binaire dont le poids de Hamming de chacun de ses vecteurs est
multiple de quatre est dit doublement pair ou de type II. S’il admet un vecteur de poids
de Hamming non multiple de quatre, il est alors dit simplement pair ou de type I.

On note les codes binaires auto- duaux de type I par (2;), et de type II par (2;;).
On général on dit qu’ un code binaire de type II si tous les poids de Hamming sont
divisibles par quatre, et de type I s’il existe un vecteur de poids non divisible par quatre.

e Les codes auto- duaux sur F3 sont appelés de type III .

e Enfin les codes auto- duaux hermitien sur [F, sont appelés de type IV.

Le théoréme suivant montre que la distance minimale d’un code auto- dual est bor-
née.
Théoréme 2.4 [12] La distance minimale d’un code auto- dual de longueur n est infé-

rieure ou égale a d*, donné dans le tableau suivant :

de type | d*

(1) 2] +2
(11) 4[] +4
(I111) 3[] +3
(V) 2[5]+2

La seule borne existante pour la distance minimale d d’un code auto- dual de longueur
n sur IF, et ¢ > 5 est la borne de Singleton i e

n

d <
-2

+1 (2.13)

Définition 2.4 e Un code auto- dual est dit extrémal si sa distance minimale rencontre
la borne correspondante.

e Un code auto- dual est dit optimal si sa distance minimale est le plus grand connu
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pour sa longueur et sa dimension.

2.1.4 Le nombre de codes auto- duaux

Le but de cette partie est de déterminer le nombre total des codes auto- duaux
différents.
Soit G, le groupe de toutes les transformations d’ordre | G, | ( par exemple pour les
codes binaires | G, |= n!, pour les codes ternaires | G, |= 2"n! ).

Le nombre des codes équivalents & un code C' est

| Gy |

No=—1"T"1 2.14
© = TAut (0)] 249

ce que implique que
| Aut (C) |= |]€;| (2.15)

C’est-a-dire les codes équivalents sont des codes ayant le méme ordre de groupe d’au-
tomorphismes mais l'inverse n’est pas vrai.

On peut déterminer le nombre total 7, des codes auto- duaux différents de longueur

En effet, soit

T.= > N (2.16)

C' inéquivalent

donc

T, 1
G 2 Ao (2.17)

C' inéquivalent

I’ équation (2.17) est appelée la formule de masse.

Le nombre des codes binaires auto- duaux

Un argument de compte relativement simple peut étre employé pour compter le

nombre de codes auto- duaux binaires. Cette argument a été généralisé dans [13] aux
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codes sur F,. On commence par une définition et un résultat préliminaire qui est d’inté-
rét indépendant.
Définition 2.5 Un code linéaire est dit faiblement auto- dual si 1 € C' C C*.

Lemme 2.2 Si ¢ est une puissance d'un élément premier ( ¢ = p™, p premier) alors

By — (" =D "' =1 (¢g—1)
( )q o (qk? _ 1) (qk—l — 1) (q _ 1) (qn—k o 1) (qn_k_l — 1) (q — 1) (218)

est le nombre des sous espaces vectoriels de dimension k& de Fy.

k

Les expressions (n

)q ou k € {1,2,...,n} sont appelés les coefficients de Gauss.
Preuve : Soit S (n, k) le nombre des sous espace vectoriel de [y, de dimension k, et soit
N (n, k) le nombre des vecteurs (vi,vs, ..., v;) dans Fy linéairement indépendant

On choisit
vy parmi (¢"™ — 1) possibilités.

ve parmi (¢" — q) possibilités.

v parmi (¢" — ¢*1) possibilités.
donc

N(nk)y=("-1)(¢""=q) ... (¢"—¢"")

Dans chaque sous espace vectoriel de dimension k, le nombre de vecteurs de k com-

posantes sont linéairement indépendants dans IF’; est

(" =1) (¢" —a) - (¢" — ")

alors

N (n,k) =S (n, k) x (qk — 1) (q’“’l — q) (qk — qk’l)
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donc

N(n k)
(" =1 (" —q)...(¢F —¢")
(¢" —1)(¢" —Q) (g™ — q )
(¢" = 1) (¢*~ ) (¢" = q" 1)
(¢" = 1) (¢" (g™ ’““ ) x (¢ *=1) ("1 =1)...(¢—1)
(¢"-1) (q 1) e (g=1) x (g =1 ("t =1)..(¢—1)
(q” )" =1)...(¢g—1)
(" =D (=1 .. (¢g—=1) x(gmF=1)(¢"*1-1)...(¢ = 1)
(), n

S(n, k) =

Théoréme 2.5 Soit C = C (n, k) un code binaire faz;{)lement auto- dual, le nombre des
codes faiblement auto- duaux [n, %} contenant C' est El:[k (2041).

Preuve : Soit 0,,,, le nombre des [n, m] codes faiblement auto- duaux, qui contient C'
et k<m < 3.

On compte le nombre des couples (D, E) telle que C € D C E, D = C(n,m) et

E =C(n,m+ 1) sont des codes faiblement auto- duaux .

Premiérement on fixe D : comme D C E et dim F = dim D + 1 alors E engendré par D

et un vecteur non nul z ¢ D.
Sixz € E\D alors E = DU {xz+ D}, de plus E est un code faiblement auto- dual donc
re€ECE-cDt
alors on peut prendre £ = DU {z + D} et x € D*\D.
mais D U{z+ D} = D U{y + D} si est seulement si = et y dans la méme translaté de
D dans D+.
Par conséquent le nombre des différents codes de la forme £ = D U {x + D} est le

nombre des différents translatés non triviaux de D dans D+ qui est

2n—m

2m

_1:2n72m_1

alors le nombre des couples (D, E) est 0, (277%™ — 1),
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Deuxiément on fixe F : on a le nombre des sous espace vectoriel de dimension m dans F

de dimension m + 1 est

(?Lﬂ)z - (m:112+1)2 = 2" 1

donc le nombre des couples (D, E) est o, m41 (Qm_k“ — 1)
alors
On,m (2n—2m — ]_) = On,m+1 (2m—k+1 - 1)
donc

(2n72m _ 1)
Onm+1 = Onm 7o 7.7 3
sm+1 M (m—kAT 1)

On remarque que o0, ; = 1, alors

22 -1
On2 = O-n,%flm
24— 1 22 -1
B R T N o
2n72k -1 2n72k72 -1 24 -1 22 -1
= Onk 5 1 X 57 1 X"'ng—k—l_lx2%—’f—1
= (227" 4+1) (22 41) L (22 +1) (2+1)
o
= (2 +1) u

1

~

Corollaire 2.2 Le nombre des codes binaires auto- duaux [n, %] est

-1

T.= || (2 +1) (2.19)

1

|3

~.
I

Preuve : Comme tous les codes binaires auto- duaux contient le vecteur 1™ puisque
pour tout u € C on a (u,1) = w (u) = 0 (mod 2) donc 1" € C+ = C.
D’aprés le théoréme précédent, considérons le code faiblement auto- dual est le code de

répétition c-a-d C' (n, k) = C'(n,1) = {0",1"} et le nombre des codes auto- duaux est
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oy
2 .
T.= 1] 2"+1). [
i=1
Théoréme 2. 6 [13] Le nombre total des codes auto duaux de longueur n
29
2

o7, =2 H (2" + 1) ; pour les codes binaires de type II.
i=1

n_y
2
oT,=2 H (3" + 1) ; pour les codes ternaires.
i=1
n_q
o7, = H (2%+1 4+ 1) ; pour les codes quaternaires hermitiens.

=0
nq

o7, = H (2% 4+ 1) ; pour les codes quaternaires euclidiens.
i=1

2.1.5 Les codes sur 7,

Les codes sur un anneau sont probablement moins familiers que les codes sur un corps.
Dans cette partie on étudie les codes sur 'anneau Zy, ( [4], [13]).
Chaque code sur Z, est équivalent & un code de matrice génératrice de forme
I X Y +2Y
A—| bhene (2.20)
0 2[4, 27
ou X,Y,Ys5, Z sont des matrices binaires.
Alors un code C' sur Z4 est un groupe additif de type 4%12%2 qui contient 22%1 2 c-a-d
| C |= 2%k1tke,
Pour définir le dual d’un code de longueur n sur Z4 on définit le produit scalaire sur

Zj} comme suit

<5U>y> = (Z mk?Jk) (m0d4) ,\V/l’ = (:L‘lrr% fL‘n) Y = (ylay27 ayn) € ZZ
k=1

Le dual de C est engendré par la matrice

— (Vi +2Y) = Zt Xt Zt I,
abo [ TR fihe (2.21)
2X1 21, 0
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ot | L |= dnki-hagks

Proposition 2.1 [4] e Il y a deux codes binaires C™") = C (n, k) et O = C (n, ki + k)

associés a C' et engendrés respectivement par les deux matrices G = ( I, X Y )
et
G®? = I X 1
0 Iy, Z

e Si C' un code auto- orthogonal alors C' ") est un code de type II et
CW c 0® c ¢WL] par conséquent si C' un code auto- dual alors C'?) = cw”,

Remarque 2.3 o Si C' est un code auto- orthogonal alors

ki+ke<n—Fk = n>2k +k (2.22)
e Si C est un code auto- dual alors

ki+ko=n—k = n=2k +k (2.23)

Le théoréeme suivant donne l'inverse de la proposition précédente.
Théoréme 2.7 Si A et B sont des codes binaires avec A C B alors il existe un code C
sur Zy avec CY = A et C? = B.
Si A est de type II et B C A+ alors C est un code auto- orthogonal, si B = A+ alors C
est un code auto- dual.

Preuve : Supposons que A et B sont engendrés par les deux matrices

I, X Y
GA:(]kl X v ),sz
0 Iy, Z
alors C' est engendré par la matrice
I, X Y
G = (2.24)
0 2L, 27

ouY =Y +2Y,
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Pour établir la deuxiéme assertion, il faut modifier (2.24) telle que C' soit un code
auto- orthogonal. On accomplir ceci en remplacant élément (j,7)"“™ dans (2.24)) par
le produit scalaire modulo 4 de lignes 7, et j pour 1 < i < ky, 1 < j < ky 4 ko. Dans ce
cas chaque code binaire auto- orthogonal de type I correspond & un ou plusieurs codes

auto- duaux sur Zg4. [ |

Le théoréme suivant montre comment choisir Y, dans (2.24) pour déterminer un code
auto- dual sur Z,.
Théoréme 2.8 [13] Un code sur Z, de matrice génératrice G (2.24) est un code auto-
dual si est seulement si O est de type IT et C® = CD" et Yy est choisi comme suit, si
M =Y1Y] alors M;; + M;; = %w (v; Nv;) ot v1,Va,...v5, sont des lignes dans la matrice
GO,

Exemple 2.1 Soit A le code binaire de type II de matrice génératrice

10110010
01001101

10110010
01001101
) ) ) 001 0O0O0T1O0
et le deuxiéme code B de matrice génératrice Gg =
00010010
000O01O0O0T1
000O0O0OT1TTQO0O?1
telle que A+ = B.
10
alors Y] = et V1Y) = M ce que implique que Yy = M.
0 1
Y12+ Y21 =0
Si Y, = Y11 Y12 on a s = 2
Y21 Yo2
2y =2
10 11
alors Yy = ou Y, =
01 11
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donc on a deux codes auto- duaux sur Z, de matrices génératrices

101100320 1011003 2
01001103 01001123
00200020 00200020
00020020 foo0o020020
0000200 2 0000200 2
000O0O0Z220 2 000O0O0Z2Q0 2

Les propriétés des codes auto- duaux sur Z, [13]

1/ Toutes les normes des mots code sont divisibles par quatre.

2/ Un code auto- dual de longueur quelconque ( pair ou impair) sur ’anneau Z, existe

toujours.

3/ Chaque code auto- dual sur Z, de longueur n peut étre tronqué & un code auto-
dual de longueur n — 1 en supprimant une composante de la maniére suivante :
ieme

i) Si la projection de C' sur la i composante, qui contient tout les éléments de Z,

le code tronqué est obtenu par trouver ces mots de C' qui sont 0 ou 2, dans la 7°™¢
composante et supprimer cette composante.
ii) Si la projection de C' sur la 7™ composante qui contient 0 et 2, on trouve les mots

ieme

code de C' qui sont 0 dans la ¢ composante et supprimer cette composante.

Transformation un code auto- dual binaire & un code auto- dual sur Z,

Dans un code binaire, il y a des transformations qui transforment 0 vers 0 ou 2 et 1
vers 1 ou 3 pour obtenir un code sur Z,.

Par exemple, la premiére transformation de code de Hamming étendu eg au code
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auto- dual sur Z, est 'octacode Og de matrice génératrice

(2.25)

=
W W W N
W N =
wW N = =
N o= W =

avec le poids minimal de Lee est 6 et la norme minimale est 8.
La deuxiéme transformation de code de Hamming étendu eg au code auto- dual sur

Z4 noté par (g de matrice génératrice

0111
301 3

I (2.26)
3301
3130

avec le poids minimal de Lee et la norme minimale quatre.

Par contre, on ne peut pas transformer chaque code binaire auto- dual a un code
auto- dual sur Z,4, par exemple le code de répétition i, = {00, 11}.

Le théoréme suivant montre la condition nécessaire et suffisante sur un code binaire
auto- dual transformé & un code auto- dual sur Z,.
Théoréme 2.9 Soit C = C (2k, k) un code binaire auto- dual.
La condition nécessaire et suffisante sur C' transformé a un code auto- dual C sur 2y
est tous les poids de Hamming de C' sont divisibles par quatre.

Preuve : La condition nécessaire

Supposons que v € C' et w (v) # 0 (mod 4) et soit ¥ € C est la transformation de v

alors norm (v) = norm (v) (mod4) ( car pour les nombres entiers si = y (mod 2)
donc 7% = y? (mod 4)).

alors norm (V) # 0 (mod 4) contradiction .

La condition suffisante
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Sans perdre la généralité, C' posséde une matrice génératrice de forme standard (I || Ax)
ou AA" = — I, (mod 2)

Soit B une transformation de A sur Z4, on veut trouver A= B+2M ot M est une
matrice binaire telle que AA* = —I; (mod 4), en addition on peut prendre C' = (I k||21\>
on a

AA' = (BB! +2 (M B+ BM!)) (mod 4)

La condition sur C' implique que BB! + I}, ayant des coefficients pairs et zéro sur la
diagonale, mais il existe une matrice binaire M telle que 2 (M + Mt) = BB! + I, et on
prends M = M (B~1)". |

2.2 Théorie des invariants

2.2.1 Le caractére

Soit (G, +) un groupe additif, et C; = {z € C,| z |= 1} le groupe multiplicative.
Définition 2.6 e Un caractére de GG est un homomorphisme x : G — C;.
e Soit x un caractére de G. Si x satisfait : Vg € G; x (g) = 1 alors x est dit principal.

Théoréme 2.10 Soit x un caractére de G alors

| G| six est principal
Y xlg) = (2.27)

9eG 0 si non

Preuve : Si x est un caractére principal on a

Pour tout g € G; x (g) =1 alors

d x(g = D1

geG geG

= |G|
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Si y n’est pas principal, alors il existe h € G tel que x (h) # 1 et on aura

XD x(g) = Y x(h)x(g)

geG geG

= Y x(h+g)

geG

= > x(

donc

(x(B)=1)> x(g9)=0

alors Y x(g)=0. |
geG

Pour tout code linéaire C' sur F ; et pour tout u € Fy, on définit 'application

X, :C — C4

v X, (0) = x ({4, 0))

ol x est un caractére non principal et (u,v) est le produit scalaire euclidien sur Fy.

X, ainsi définit un caractere de C.
Théoréme 2.11 Le caractére x, : C — C; est principal si est seulement si u € C+.
En particulier x,, : Ty — C; est principal si est seulement si u = 0.
Preuve : < Supposons que u € C* et démontrons que Y, est un caractére principal.
Comme v € C* alors Ve € C; (u,c) =0

Xu (€) = x ((u, ¢)) = x (0) =1

donc Yy, est principal.

> Inversement, supposons que Yy, est un principal et démontrons que u € C*.
Comme Y, est principal alors

Ve e Cix, (¢) = x ((u,¢)) = x(0) =1

Supposons que u ¢ C* alors (u,c) € F,, on pose a = (u,c) o o parcours F,
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donc
VaeF,;x(a)=1
alors y est un caractere principal et ceci contredi y n’est pas principal.
En particulier, si C' = F? alors C* = 0. |

Corollaire 2.3 Soit C' un code linéaire sur F,, alors pour tout u € Fy

|C| siueCt
PPACE (2.28)
ceC 0 siu¢ Ct

Lemme 2.3 Soit F un anneau commutatif, et f une fonction définie sur F™ (n > 1)
a valeurs dans un anneau commutatif contenant C;.

La transformée de Hadamard fde la fonction f est donné par

VueF": f(u)=Y x, () f(v) (2.29)

veFn

Si C' est un code linéaire de longueur n sur F on a

S Fu) = ﬁ S F) (2.30)

ueC+ ueC
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Preuve : On a

SFw = 3 ) )

ueC ueC veFn

= > D X f(v

veF™ uelC

S (zx«u,v») e

velf? \ueC

> (Zx(<u,v>)> F)+) (Zx(<u,v>)> f(v)

veCLt \ueC vgCLt \ueC

-~

J/

0

= [C[ ) [(v)

veCL

alors

|

Il existe une relation entre les polynomes énumérateurs des poids de C' et C+, appelée

identité de Mac Williams, elle permet d’obtenir le polynéme énumérateur des poids de
O+ a partir de celui de C.

Théoréme 2.12 ( Identité de Mac Williams) Soit C' un code linéaire de longueur

n sur un corps Fy, on a alors léquation suivante :

Wes (,y) = ,—é,,wc (x4 (¢—)yz—y) (2.31)

Preuve : Soit I'application f définie pour tout u de Fy par

f (U) _ xn—w(u)yw(u)
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On a alors

S f) = 3 any

veCL veCL

= LiQ?L Ct7y)
On définit lapplication 6 de F, dans {0, 1} telle que

1 siacF;
0 sia=0

0 (a) =

Pour tout u de Fy; on obtient que

flu) = > x(uw)f(v)
vely
= Z X (101 + gy + ..+ Upvy ) 200 801) 5 g1 =0w) 0(v2)

(v1,02,...,00 ) EFY

X... X giT0wn)y0n)

= Z X (U1U1) x1—5(vl)y5(vl) % Z X (U2U2> $1—5(v2)y5(v2)

v1€F, v €F,

vn €Fq
= ZX u1v) Jy°t) ZX Usv) BT
velR, veEF,
ST x () 00000
velR,
= JI| 2 x(ww)at 2@y
i=1 \vel,
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> x ()2 Py ) =z 4 (g 1) y.

velR,
D x () ' PO = Yy (ugw) 2Oy )
velR, veFy
= x+ Z X (wv)y
ve]Fj;
donc
fu)=(@+@-1y" """ (@ -y "
alors

YoFw = D @+ (g-1)y) T (@ -y

ueC ueC

| C[Weour(z,y) =We(r+(q—1)y,z—y) L

Exemple 2.2 Soit H; = C'(7,3,4) le code de Hamming binaire de matrice génératrice

1000111
G=10101011
0011101

et son polynéme énumérateur des poids est Wy, (z,y) = 27 + Ta3y*.

alors le polynome énumérateur des poids de H> est

Wit (2.0) = o (0 +0) +7( +)° (2 — )

T T, e
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Corollaire 2.4 Soit C'= C (n, k) un code auto- dual sur F, alors on a

oWe (z,y) =We (
oW (x,y)=We (-

(w+(q—1)y),é§(w—y)>

, —Y)

-
_Q

(2.32)

8

Preuve : ¢ Comme C est un code auto- dual donc C' = C* et k = 5, d’apres le théoreme

de Mac Williams on a

We (v,y) = i”WC((err(q—1)y)7af—y)

(=57 ()
1 1

e puisque n = 2k ( n pair) alors

We (z,y) = ZAifn_i?Ji

I
N
—_
N—
3
;;b.

)
3
4
@N

= > Ai=a) ()
— We (-2,

|
Définition 2.7 Pour tout polynome p (x,y) et pour toute matrice carrée d’ordre deux

A, on définit le produit o par

(Aop) (x,y) =p((z,y) A') (2.33)
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Exemple 2.3 Soit p (z,y) = 2% +y? et A=

(Aop)(z,y) = p((z,y)A")

t

11
= p|(z,y) ,
0 =2
= p(z+y,iy)
= 24y

Définition 2.8 Un polynoéme p (21, z, ..., T,,) est dit invariant sous la matrice complexe

A d’ordre m si

(Aop) (z1,%2, ey Ti) = P (T1, T2, vy Tpy) (2.34)

Corollaire 2.5 Le polynome énumérateur dun code auto- dual C' sur F, est un invariant

Cf1 g1 —1 0
sous les deux matrices A = % =1 =
I -1 0 -1

Preuve : Du corollaire précédent, on obtient

We(ny) = %(%(H(q—l)y),%(w—y))

t

We [ [ 2177
= We | (z,9) | —=

Ja\ 1 -1

1 1 g—1
— - = OWC ('Tay)

Vil -1
= (AoWo)(z,y)
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We(z,y) = We(—z,—y)

[ |
Théoréme 2.13 [14] e Si p est un invariant sous les matrices complexes A et B d’ordre
m, alors p est un invariant sous tout produit de ces matrices
e Si p est un invariant sous les matrices inversibles Ay, As, ..., As alors p est invariant
sous toute matrice du groupe engendré par Ai, As, ..., As.
Définition 2.9 e Soit G un groupe fini des matrices complexes carrées d’ordre m, tout
polynéme de m variables p invariant sous tous les éléments de G est dit invariant du
groupe G.

e [’ensemble de tous les invariants du GG est une algebre sur le corps complexe, notée par

1(G).

Le théoreme suivant peut étre utilisé pour déterminer les invariants d’un groupe.
Théoréme 2.14 Soit G = {A;, As, ..., A} un groupe fini de matrices carrées d’ordre m,
et p(xy,Ta,...,xy) un polynome.

Alors le polynome P (x1, X, ..., Tp) = éiilAi op(x1, T2, ..., Tm), appelé moyenne polyno-

miale de p, est un invariant de G.
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Preuve : Pour tout k € {1,2,...,¢g} on a

g

(Ag oD) (T1, T, oy Tpy) = (Akogzuliop)) (T1, T2y ooy Ty

— éz (Ag o (Ajop)) (1, T2, s Tp)
_ EZ ((ARA) o p) (21, T2, ..., Tp,)

g =1

car Vk € {1,2,...,9} ; AxG = G donc

1 g
(Akoﬁ> (.Tl,ﬂfQ,...,.ﬁUm) - ;Z(A’Lop) (.ﬁUh[EQ,...,LUm)
i=1

= ]_?(1'1,.%2, ,.CEm)

1 —1
Exemple 2.4 Soit G = {5, —I;,A,—A} ou A = - ( 1 ) ,p(z,y) = 22 et

q(z,y) =y

plr,y) =

\2[

=)

1 -1

(I 0 P) (z,y) + ((=12) o P) (2,y) + (Ao P) (z,y) + ((—=A) o P) (2,y)]

(P(x,y>+P<x,y>+P(éq<x+<q1>y>,§a<xy>)+)
P(#E+@-1Dy, 3@ -v)

=

<1‘2+ (—2)* + (% (x4 (g — 1)y))2+ (\:/_; o (g 1>y))2>

((g+1)2*+2(q— 1) ay+ (¢ — 1))

| i
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N~

[\) N —= | =
Ql’_‘

donc

@,y —(g+1)q(r,y) = y(@—y)

Py +@—1Dgy) = s>+ (q-1)y

1
2

sont des invariants de degré 2 du groupe G.
Définition 2.10 Etant donné r polynémes, on dit que fi (x).f2 (x), ..., f (x) sont algé-
briquement dépendants s’il existe un polynéme non nul p de r variables avec des coeffi-

cients complexes tel que :

p(fi(z).fo(x),....fr(2)) =0

Si non, on dit que fi (x).f2 (), ..., fr (x) sont algébriquements indépendants.
Définition 2.11 Soit G’ un groupe fini des matrices complexes d’ordre m, un ensemble
{p1,p2, ..., ps} des invariants de G est dit la base polynomiale de I (G) si chaque invariant

de G est un polynéme en pq, po, ..., ps ¢’est-a-dire ’ensemble
I ={pp2. .piir, iz, ... is >0}
engendre [ (G).

On utilise le lemme suivant pour montrer le théoréme de Molien

Lemme 2.4 Soit G = {A;, A, ..., A,} un groupe fini des matrices complexes d ordre m,
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le nombre des invariants de G' de degré 1 linéairement indépendants est
1 g
a; = — Ztrace (A;) (2.35)
9=

Preuve : Soit S =

9
é > A;, soit T' la matrice carrée d’orde m telle que S = T'ST ! soit
i=1

diagonale.

Posons (Y1, Y2, -, Ym) = (1, Ta, ..., xp) T

alors

o) ()

g g g
D AA+ ) AAj+ .+ ZAgAj}

2
g {j=1 j=1 =1

§* = (TST™) (TST™)
= TS*T!
= TST!
= 9

Comme S est diagonale et S? = S alors les éléments de diagonale de S sont 0 et 1.
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A1
Az

Supposons que S = ' ou \; =0oul et trace(S) =r

Soit Di (yla Y2,y --ey ym) =Yy; on a

pi (y17y27"-7ym) si >\z: 1

(S,O pl) (yla Y2, -, ym) =

Supposons que \;, = A\, = ... = \;, = L ou iy € {1,2,....,m},Vk € {1,...,r}, alors les
polynoémes p;,, Diy, -, Di,., SOnt fixés par S' et tout combinaison linéaire de Diys Pigs -y Dir
est certainement fixée par S’ ainsi a; < 7.

D’autre part dans le théoréeme 2.13 on a

1Y
Soy; =~ Aiyi

est un invariant de G pour tout 7 et ainsi a; > r.

donc a; = 7.
Mais traceS = traceS = r, alors a; = traceS. [ |
Théoréme 2.15 ( Le Théoréme de Molien) Soit G un groupe fini de matrices com-
plexes dordre m et soit ap le nombre des invariants homogénes de degré k linéairement
indépendants dans I (G).

Soit @ (M) = i}ai/\i alors

1 1
@ p—
¢ () \G\;Gdet(f—AA)

(2.36)
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Preuve : Considérons 'ensemble
Pl — {folz : Zdi = d} = {p{,p3,....p%, ...} .
i=1 i=1

Soit Agd] la matrice dont les lignes sont les coefficients de
Ajopl=> BphVke{1,2,...m, .}
j=1

c-a-d la k™ ligne est B11 8- Bim -

Soit a4 le nombre des invariants linéairement indépendants de degré 1 de

]

Gl = {A[d] i€ {1,2, ...,g}} ,d’aprés le lemme précédent on a

1Y
ag = ; E trace (AW)
i=1

Pour démontrer le théoreme de Molien il suffit de démontrer que la trace de AEd] est égale

au coefficient de \' dans I’équation suivante :

1 1

Gt (T —3A) ST, (2.37)

ol Wi, Wws, ..., w,, sont des valeurs propres de A;, par un changement approprié des va-

riables nous pouvons écrire

alors
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et

trace (Agd]) = Z

W(li_ w2

i1, 02 im
Wlw...w

(41,82,..8m)€{0,1,...,d}™
m

> ip=d
k=1
Mais dans ( 2.37) on a
1 1
=AM -
k=1
ﬁ 1
(1 - wk)\)

k=1

s

Z (Wk)\)ik

k=1i,>0
i1, 02 i j
E (wl Wy wn”;) A
j=0 ii+ia+...+im=j
(ii7i27---,7:'rn)6{071,...,j}
E (w?w’;...wﬁpj) M
j=0 iitiot...tim=7

(34,82, ,4m )€{0,1,....5}

(tmce (A?)) N

>

<.
o

Le théoréme de Molien nous détermine les degrés des éléments d’une certaine base de

o1



I(G).
Théoréme 2.16 Soient py, pa, ..., ps des polynomes de m variables avec deg (p;) = «.

st by est le nombre des éléments de
S = {pip..pliir > 0,Vk € {1,2, ..., s}} (2.38)

de degré k, alors by, est le coefficient de \* dans lexpression

L (2.39)

S

[T -x

k=1

Preuve : Soit by, le nombre des éléments de S de degré k

comine
deg (py'p5-pi') = anin + aziz + ..+ s

alors by est le nombre des solutions de 'équation i1 + aais + ... + ais = k.

D’autr part

s

1 1
o) L=

- o

i=1r;>0

— § E : Arartreoet.trsas

k>0 riay+reas+...+rsas=k

-> oy

k>0 riay+reas+...+rsas=k

(o

E>0 \riai+reas+..+rsas=
= E:bkA’“
k>0
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2.2.2 Le polyndme énumeérateur des poids d’un code auto- dual

sur [,

On sait que le polynéme énumérateur d'un code auto- dual sur F, est un invariant

1 g—1 -1 0
¢ a_IQ =
1 -1 0 -1

Soit G le groupe engendré par —Is et Ay, dit groupe Dihedral d'ordre 4 c-a-d
G - {IQ - Ig, Al, —Al} .

1

sous les deux matrices 4; = %

D’aprés le théoreme Molien on a

B () — 411;; m (2.40)
1
(1=
1
(1-2%) (1=

Donc il y a deux invariants homogenes de degré deux algébriquement indépendants.

Par la méthode de moyenne polynomiale on a deux invariants de degrée deux qui sont

Py (z,y) =2® + (¢ = 1)y, o (2,9) =y (x —y) (2.41)

Reste & démontrer que les deux invariants sont algébriquement indépendants.

Supposons que les deux invariants sont algébriquement dépendants alors

Z CZ](I)ZI(I)% =0et Cij 7é O,Vl,j S I C N (242)

igel

Soit f (y) le coéfficient de ™ ou m est le degré maximal de = dans Zciji)"l@%, alors
.3
nécessairement f (y) = 0.
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on a
Cijq)ziq’g = Cjj (962 + (q - 1) yQ)Z (y (95 - y))J (2-43)

Le terme de degré maximal de x dans cette expression est

cir¥ iyl o 2i+j=m

donc le terme de degré maximal dans Y ¢;; @i Pl est > ¢ x* iyl quiest Y. ¢;pogia™y™ %
1,J 1,J i
2itj=m

alors f (y) = cim_2:y™ 2 = 0, ce que implique que ¢;,,, _2; = 0 contradiction.
5

En particulier, pour les codes auto- duaux binaires et ternaires on utilise les proprietés

de ces codes pour déterniner le groupe G et I algebre I (G) .

D’apres le théoréme de Mac Williams, le polynéme énumérateur d’un code auto- dual
1 g—1
1 -1

sur I, est invariant sous la matrice inversible A = -

V1

2.2.3 Le polynéme énumérateur des poids d’un code binaire

auto- dual

type I

On sait que le poids de chaque mot code est pair, alors :

We (z,y) = Z gy le) (2.44)
w(c)eC
B
w(c)eC
= WC (.CL', _y>
1 0
- o We (xuy)
0 —1
0

c-a-d le polynome énumérateur est invariant sous la matrice inversible A; =
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On considére le groupe (G; engendré par

ou A% = I, A2 = Ly et (AA1)8 = I, alors (G; est le groupe de Dihedral dordre 16 et
G = {Ai (AA1) 3i € {0,1} et j € {o, ...,7}}

D’apres le théoréme de Molien on a :

1 1
Do, (N) = =S ——— 2.45
6 (V) 16 £ det (I, — \B) (245)

1 1 1
P (N) = —¢—"F+—+ ...
1

(SN

Alors lalgebre I (G1) de dimension deux dont les éléments de la base polynomiale de
degré deux et huit.

Sachant que Wi, (z,y) = 2% + v, W, (z,y) = 28 + 14z'y* + ¢®, sont respectivement
des polynomes énumérateurs des poids de deux codes auto- duaux le code de répétition
19 et le code de Hamming etendu eg, alors sont des invariants de G .

On pose

Dy(r,y) = o+ (2.46)

By(,y) = 3 (Wi (09)' = Wee (eo)] = 2% (&2 — o)’

On montre, de la méme maniére utilisé dans (2.41) que ®, et Pg sont algébriquement
indépendants, alors le polynéme énumérateur dun code auto- dual de type I est un

élément dans I (G) engendré.par @, et Pg.
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typell

Dans un code auto- dual binaire de type II chaque mot code est de poids divisible

par quatre alors :

We (z,y) = Zx"‘w(c)y“’(c) (2.47)

ceC

= D a" (i)™

ceC
= WC (:c,zy)
10

= o WC (xay)
0 1

c-a-d le polyndéme énumérateur des poids dun code auto- dual de type II est invariant
0
0 1
On considére le groupe G5 engendré par

sous la matrice inversible Ay =

1 (1 g1 10
A=—| 1 Ay =
Vil -1 0 i

ot A2 = I, A% = I, (A,A)*° = I, et Pordre de Gy est 192, c.a.d
Gy = {Ai (AsAY ;i € {0,1},j € {0, ...,95}}.

D’apres le théoréme de Molien on a

1

1

O (\) = — - -

G (M) 192b€ZG det (I, — AB)
2

(2.48)

1 1 1 1
T 192 (1_A2)+1—>\2+(1—A)(1—¢)\)+ ......
1
(1=2%) (1=2*)

Alors Talgebre I (G3) de dimension deux dont les éléments de la base polynomiale de
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degré 8 et 24.

Sachant que

W, (z,y) = 2%+ ldaty? 4+ 48 2.49
8

W (2,y) = v+ 759m16y8 + 2576m12y12 + 759x8y16 + y24

sont des polynomes énumérateurs des poids de deux codes auto- duaux ( le code de
Hamming étendu eg et le code de Golay go4 respectivement).

On pose

&38 (SL’, y) = Wes (QJ, y) (250)

oi(,y) = 55 (W (@.9))° = Wy, (0,9)] =2y (o' — ")’

On montre, de la méme maniére utilisé dans (2.41) que 58 et Oy sont algébriquement
indépendants, alors le polynéme énumérateur des poids dun code auto- dual de type II
est un élément dans I (Gs) engendré.par ‘i’s et Oyy.

Remarque 2.4 Dans les codes de type II tous les poids des mots codes sont divisibles

par quatre, ils sont divisibles par deux alors chaque élément de I (G3) est un élément de

1(Gy).
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2.2.4 Le polyndéme énumérateur des poids d’un code ternaire

auto- dual

Dans un code ternaire chaque mot code est de poids divisible par trois, alors

We (z,y) = Zx”’w(c)yw(c) (2.51)
ceC
S ) ) =
ceC
= WC (wiy)
1 0
= OWC (xay)
0 w

c-a-d le polynome énumérateur des poids est invariant sous la matrice inversible
1 0

0 w
on consideére le groupe G3 engendré par

Ag =

oil A2 = I,, A3 = I, et (AA3)** = I, alors G5 = {Ai (AAs) ;i € {0,1}, 7 € {0, ...,23}}
et l'ordre de (G5 est 48.

D’apres le théoréeme de Molien on a

1 1
o S ) — 2.52
a1 (M) 48 b; det (I, — AB) (2:52)

1
(I—2Y (1)

Alors lalgebre I (G3) de dimension deux dont les éléments de la base polynomiale de

degré 4 et 12.
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Sachant que

W (z.y) = o'+ 8zy’ (2.53)

Wy, (2,y) = 22 + 2642%° + 4402°y° + 249"

sont des polyndomes énumérateurs des poids de deux codes auto- duaux ( le tetracode ¢4

et le code de golay gi2) alors sont des invariants de G, on pose

Dy (l’, y) - Wt4 ({L‘, y) (254)
D19 ('r7 y) = i [(Wm (l’, y))3 - W912 ([L‘, y)] = y3 (I3 - y3)3

Donc ®4 et @15 sont des invariants de degré 4 et 12 et sont algébriquements indépendants.
Alors le polynéme énumeérateur des poids d’un code ternaire auto- dual est un élément

dans I (G3) engendré par ®4et Pps.

2.2.5 L’ombre d’un code

Dans cette partie, on définit un certain translaté d’un code, appelé ’'ombre d’un code,
et son polyndéme énumérateur des poids peut étre obtenu du polynéme énumérateur des
poids du code par une transformation analogue a la transformé de Mac Williams.
Lemme 2.5 Soit C = C (n,k) un code binaire auto- orthogonal de type I et soit Cy le
sous ensemble des mots du code de poids divisible par quatre, alors Cy est un sous code
linéaire de C d’indice 2.

Preuve : Soit 'application
U:C — Fy={0.1}
u— VU (u) = Jw(u) (mod 2)
U est une application linéaire puisque
¥ (u+v) = 3w (u+v) (mod?2)
= 1 (w(u) (mod 2) + w (v) (mod 2) — 2w (u N v) (mod 2))
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€

S
SN~—

mod 2)
mod 2)
mod 2)

w (v) (mod2) — w (uNwv)(mod?2)
w (v) (mod 2) — (u, v) (mod 2)
w (v) (mod 2)

+ + +
NI= NI= N

S
N~—

I
NI= NI= N
& &
— —~ —~
<
S~—
—~

I
<
=
+
<
=

et
ker U = {u e C; ¥ (u) =0 (mod2)}
= {u € C; b (u) = 0 (mod 2)}
={u e C;w(u) =0(mod4)}
—C,
Donc Cj est un sous espace vectoriel de C' et

dimker ¥ = dim C — dim Im ¥

=k—1
alors
cl 2
C:Cy = =—=2
[ 0] | OO | ok—1
donc Cy est un sous code linéaire de C' d’indice 2. |

Définition 2.12 ’ombre S¢ d’un code binaire auto- orthogonal C' est :

Ci— O+ si C de type I
So=4 v (2.55)
Cct si C de type II

et son polynéome énumérateur des poids est noté par Wy, (z,y) .
Exemple 2.5 e Soit C' = {0",1"} le code de répétition de longueur n, ou n est pair.

Si n = 0(mod4), alors le code C est de type II et dans ce cas

Se = C*+={uecFy;(u,v) =0(mod2),vVv € C}
= {uelFy;(u,1") =0(mod2)}

= {u e Fy;w(u) =0(mod2)}

donc S¢ est ’ensemble de tous les vecteurs de F3 de poids pair.
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Si n =2 (mod4), alors le code C est de type I et Cy = {0"} d’ou

So = Cf—C+=TFy —{ucFw(u)=0(mod2)}
= {ueF}w(u)=1(mod2)}

donc S¢ est 'ensemble de tous les vecteurs de F1 de poids impair.

e Soit C'= C (2k, k) le code auto- dual de matrice génératrice

I 110000...00
Iy 001100...00

G = ‘ = 0f1Gdetypek><2k
Iy 000000 .. .11

alors la matrice Gy de type (k — 1) X 2k engendre le code Cj ou

L+ 1o 111100 ...000¢ O
ly + 13 co1111...00¢00

Gy = ' =
1+ 1 cooo0oo000...11T171

donc Cest un sous code de Cy- d’indice 2 et Cy- = C*+U(a + C*) tel que a € Cy-\C*.
alors So = Cf- — C*+ = a+ C*, a partir de G et Gy on a : a = 1010...10.

Le théoréme suivant caractérise 'ombre S d’un code auto- orthogonal C' et son

polynome énumérateur des poids.

Théoréme 2.16 Soient C = C (n, k) un code binaire auto- orthogonal et Sc son ombre
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alors

1. S¢ = {u € F3; (u,v) = 3w (v) (mod 2) ,Yv € C'}
2. S est le translaté de C*.

3. Ws, (z,y) = ﬁWC (x4+y,i(x—1y)).

Preuve : Si C est de type 11

1. On a

Sc =C+
= {u € F3; (u,v) = 0(mod 2),Vv € C}
= {u € F%; (u,v) = tw (v) (mod 2) Vv € C'}
2. D’une part, S = C* qu’on peut I’écrire comme le translaté de C+ par 0.
3. D’aprés le théoreme de Mac Williams on a :
Weoi (2,y) = igWe (z +y,2 — y)
et comme C' est de type Il on a :
We(z+y,x—y)=We(z+y,i(z—y))
alors
W, (z,y) = Wer (x,y)
= iWe (z+y,i(z—y))
Si C est de type 1.

On montre que S¢ = {u € Fy; (u,v) = tw (v) (mod2),Vv € C'}

OnaSc=Cf—CtalorsVueSe=ueCietug¢gCh

Vv e C =CoUCyouCy = {u € F;w(u) =2(mod4)} = as+Cy et w (az) = 2 (mod 4)
On a alors v € Cy ou v € (Y

SiveCy onaw(v)=2(mod4) donc iw(v) = 1(mod2) et (u,v) = 1(mod2) puis
que si {(u,v) =0 (mod?2),Vv € Cy alors u € Cy et u € Cy

alors u € C N Ci = (CL U Cy)" = O+ contradiction car u ¢ C-.

donc (u,v) = tw (v) (mod 2)

Siv e Cyonaw(v)=0(mod4) donc sw (v) =0 (mod?2) et (u,v) =0 (mod2)
donc S = {u € Fy; (u,v) = tw (v) (mod 2) Vv € C'}
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2. On a l'inclusion suivante : Cy C C C C+ C Cf-.
Comme Cj est un sous code de C' d’indice 2 alors C* est un sous code de C3- d’indice 2 .
Donc Cy = C*+ U (a + C7F) tel que a € C3-\C*

D’aprés (1) on a pour tout v € C'

(a,v) %w (v) (mod 2)

0 sived)
1 siVve O,

donc S¢ = CH\C+ =a+ C*
alors S¢ est le translaté de C*

3. Soit Ws,, (z,y) = Z Bpx"*y* ot By, est la distribution des poids de S,
k=0

or S¢ = Cy — C* alors
WSC (:L‘7y) = VVC’OL (i’,y) - VVC’L (‘r?y)

Sachant que We, (z,y) = 2 {Wc (z,y) + We (z,iy)}

et d’aprés le théoreme de Mac Williams on a

Wes (2,5) = WLO'WCO (z+ 9,7 —y)
= e We @t e =)+ Wl +.i( =)
= T Wele e =)+ Wo (e +vie =)}
alors
Wee (09) = o We (@00 =)+ Wo o+ (0= )}
—|17|Wo<x+y7:c—y)
= %Wc(fﬁy,i(x—y)) u
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Corollaire 2.6 Soit C' un code auto- dual de type I et Sz son ombre on a les deux
propriétés suivantes :
e Sc n'est pas un code linéaire.

n n
o Si We(x,y) = Zij”*jyj et W, (z,y) = Z Bjz™ Iy’ sont respectivement les
j=0 §=0
polynémes énumérateurs des poids de C' et S¢ alors

We (z,y) = Zaj (51:2 X yQ)%—4j [x2y2 (x2 _ yQ)Q]J (2.56)
§=0
et on déduit que
OO )
Wso (2,y) = Y (=1) 25 %a; (ay)2 7Y (a* — y*)” (2.57)
§=0

Preuve : e 'inclusion suivante étant évidante Cy C C' = C+ C Cy
et sachant que| c% |= 2, il s’ensuit que Cj est une union de deux translatés de C, ou
bien de quatre translatés de Cy, donc il existe a € Cy\C tel que
Ci=CU(a+0O)
=CoUCU (a+ Ch) U (a+ Cy)
=CoUCUCUCs
On déduit que
Sc=a+C
=CoUCyUCyUC(Cs
=(a+Co)U (a+ Cy)
=(C1 U5
ounCi=a+Cy,Cs=a+Cy=a+ay+ Cy=az+ Cy
donc 'ombre du code C' est un translaté de C' et une union de deux translatés de Cy,

de plus

Co siu,veCiouu,veCsy
u+veE
Cy siue Cietve (s
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Alors la somme de deux vecteurs de S¢ n’est pas dans S¢, donc S n’est pas un code

linéaire.

e Comme W¢ est un élément de I (Gy), on a :

We (z,y)

WSC (1’, y)

J

Z aj (xQ X y2)i <x2y2 (xz _ y2)2>

2i+8j=n
n_g; J
Z (s i) (x2 +y2) 5—4j <x2y2 (x2 _ y2)2>
0<j<[3]
Z a; (:c2 +y2)%—4j <x2y2 (:c2 _ y2)2>]
0<j<[%]

%WC (x+y,i(x—1y))

.t .

sr 2o @y +G@—y))*

(@t i@ =) (@49 = G- 9)P))
5] j

21’5 i (day) P (=22 (2 = )" (« +97)°)

(5] L 2
(=1Y a;2® " (ay)z ™ (I4 _ y4) j

Remarque 2.5 Si C est un code de type I1, alors Cy = ¢ et S¢ = C' = () par conséquent,

la construction de I'ombre est interessante seulement dans le cas des codes de type 1.

65



Chapitre 3

Classification des codes auto- duaux

Apres I’étude les codes auto- duaux et leurs polynéomes énumérateurs des poids, nous
allons maintenant étudier la méthode de collage comme une technique dans la classifica-
tion les codes auto- duaux.

En général on constate qu’il y a beaucoup de codes avec basse distance minimale et
seulement quelques-uns avec grande distance minimale, la méthode de collage est bonne
pour trouver tous les codes de basse distance minimale.

Dans ce chapitre on classifie les codes binaires jusqu’a la longueur 22, et jusqu’a la

longueur 20 pour les codes ternaires.

3.1 Construction des codes auto- duaux par la mé-
thode de collage

La méthode de collage consiste a construire des codes de longueurs données & partir
des codes de longueurs plus petites.

Dans notre présentation, nous utilisons des codes auto- orthogonaux ou auto- duaux
pour construire des codes auto- duaux de longueur plus grande, et & distance minimale

supérieure ou égale aux distances minimales des codes utilisés.
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3.1.1 Codes décomposables

Soint Cy = C'(ny, ky,dy),Cy = C (ng, ke, ds) ,...,Cy = C (ny, ky, dy) des codes de ma-
trices génératrices G, Ga, ..G; respectivement.

Soit C' un code de matrice génératrice suivante

G 0
G

0 Gy

alors C =C(n,k,d)oun=mn;+..+n, k=k +ky+ ...+ ki, d=min{dy, ..., d; }.
Nous disons que le code C' est décomposable et on écrit C' = C;C5...C; ou
C=0C100C8...8C

Proposition 31;1 Soit C' = C1(C5...C; un code décomposable alors

o e (.Tf,y) = HWQ (xay)

=1
e Si les codes (1, (s, ..., Cy sont des codes auto- duaux alors C' est un code auto- dual.

Preuve : o Sans perdre de généralité, on démontre la relation pour ¢ = 2 alors

G |0
0 | Gs

020102 et G =

D’une part on a :

n

We (z,y) = Aa" 7y

1=0

on A; = Z A} A? et AF le nombre des mots du code de poids i, dans Cy .

i1+ia=1
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D’autre part on a

WCl (JI, y) WCz (‘Ia y) - (Z Alll'nllyl> <Z AzlﬁQkyk)

1=0 k=0
ny ne2
_ ZZA}Aixnl+n2_(l+k)y§c+k
=0 k=0
n=ni+ngz
_ Z <Z A1A2> xnfiyi
1Yk
=0 I+k=1

=0

d’ou
We (x,y) = WCl (xay) W02 (33,3/)

e Si les codes (', Oy, ..., C; sont des codes auto- duaux, dans ce cas on obtient :

nq N9 T
k= —4+—+..+=
2 + 2 ot 2
_
2
et toutes les lignes dans G sont orthogonales, alors le code C' est auto- dual. |

3.1.2 Codes indécomposables

Soient C; = C'(ny,k1,dy),Co = C(ng, ka,ds),...,C; = C (ny, ky,d;) des codes de
matrices génératrices G, Go, ..., Gy respectivement.

Soit C' un code de matrice génératrice ayant la forme suivante :

G 0
€
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t
ou X est une matrice de type I X (n; + ... + n;), avec 1 <1 < Z (n; — k)

alors C =C(n,k,d)etn=ny+ ... +ny, k=k + ..+ k +1, dlzgl min (dy, ..., dy, ).

Nous disons que le code C' est indécomposable et on note par C' = (C Cy...C) 7"

L’usage d’une telle méthode pour construire des codes auto- duaux d’une certaine
longueur est basée sur le choix des composantes C; auto-orthogonales de telle sorte que
les composantes contiennent les vecteurs de poids minimal du code & construire.

En effet, soit C' = C (n, 5, d) un code auto- dual, le polynéme énumérateur des poids
un élément de I (G), détermine le nombre de vecteurs de poids minimal.

On choisit les composantes parmi les codes dy, e, es, da ( pour les codes binaires) et
e3,t4, g8, 99, 910,911, V11,012, P13, 14, P15, hie ( pour les codes ternaires) [13], [16].

Le choix de composantes C; = C' (n;, k;, d;) détermine la longueur n et les lignes de
X ainsi que leur nombre.

Le choix de la matrice X est conditionné par I'orthogonalité de ses lignes et 1'ortho-

gonalité de leurs projections sur chaque composante C; i e
Xl
2 . . . .
si X = . o X7 = X{XJ.. X} avec X} € Cit et (X7, X*) = 0.

Xl
Soit C; une composante quelconque du code auto- dual indécomposable C' et

o

alors
S;i— 1

¢t =U (@ +0)

J=0

J ol i _ i i
les X7 sont choisis dans {ao =0,ai, ..., asl_fl} )



3.1.3 Autres codes indécomposables

Soint des codes Cy = C (ny,k1,dy),Co = C (ng, ka,ds) , ..., Cy = C (ny, kt, d;) de ma-
trices génératrices Gy, G, ..., Gy respectivement.

On considére les codes a, 6’;, o @ de matrices génératrice Z;Vl, Z;Z, - @ définies par :
Gi = (Gi || 0a,)
Considérons le code C' de matrice génératrice

el 0

G

t
ot X est une matricede type [ x (Z (n; + ;)
i=1

alors le code C = C (n k &) tel que
t
n:Z n,+az an—l—ZaZ—njLa
i=1
k= (Z/@) +a=k+a, d < min (dy, da, ..., d;)
i=1

Le code C = C (ﬁ, 7%, cf) est équivalent & un code de matrice génératrice

G, 0
Go Oa

on note f, = “
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3.2 Classification des codes auto- duaux binaires

Pour les codes binaires auto- duaux il y a deux types de codes, les codes de type I et
de type II. Les codes de type I sont de longueur pair et tous les mots code sont de poids
divisibles par deux, mais les codes de type II sont de longueur multiple de huit et tous
les poids du mots code sont divisibles par quatre. Dans cette partie nous donnons une

classification des codes auto- duaux binaires de longueur inférieure ou égale a 22.

3.2.1 Les codes auto- duaux de distance minimale deux

Les codes auto- duaux de longueur n et de distance minimale égale & deux peuvent
étre obtenu a partir des codes auto- duaux de longueur n — 2 et le code auto- dual i».
Théoréme 3.1 Soit C = C (2k, k) un code auto- dual de distance minimale 2, alors
C=iy®C ot C=C(2k—2,k—1) est un code auto- dual de distance minimale d > 2.
Preuve : Comme C' est de distance minimale 2 alors il existe un mot code de poids deux,
supposons que U; = 110...0 € F2*

Soit G une matrice génératrice de C' telle que

U
Us

Uk

Comme C est un code auto-dual alors la premiére et la deuxiéme composante dans
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U,, ..., Uy sont tous des 0 ou des 1 c-a-d

11 | 0%+2

00 | U,
G~

00 | U,

U; +U; Sila premiére et la deuxieme composante dans U; est 1

o 00U, =
U, Si la premieére et la deuxiéme composante dans U; est 0
Uy
OnposeG = | . de type (2k — 2)x (k — 1) et toutes les lignes de G sont orthogo-
Ui
nales, alors G définit un code auto- dual C = C (2k — 2,k —1). [ |

Proposition 3.2 Si C' = C'(2k, k) est un code auto- dual qui contient r mots du code de
poids deux alors C est équivalent & un code auto- dual iC ou C = C (2(k — 1), k — r,d > 4)
est un code auto- dual de distance minimale supérieure ou égale a quatre.
preuve : par récurrence sur r.
Théoréme 3.2 Soient C) = C (2k,k,2),Cy = C (2k, k,2) deux codes auto- duaux ou
CL =10 C1,Cy =iy ®C, et Oy, Cy sont des codes de type C (2k — 2,k — 1,d > 4) alors
Cy~Cy <= C) ~ Cs.
preuve : Supposons que C, Cy sont des codes équivalents alors

36 € Sop_o, Ve1 € C1; 0 (1) € Cy et 36y € Sy, Yu € iy, 65 (u) € iy
donc 36 = 656 € Sy, Ve = uey € Cy; 6 () = 63 (u) 0 (e7)

ona d(c)=dy(u)d(cr) €iy®Cy = Cy

alors ' et 'y sont des codes équivalents.
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Supposons que C; et C5 sont des codes équivalents alors

36 € Soi, Yoy € Cy; 6 (¢q) € Cy
comme C; = iy @ C; et contient un seul mot code de poids deux alors

36y € Sy, Yu € iy, 63 (u) € iy tel que § = 520 ot 0 € Sop_ et

§(c) =62 (u)d(c) € Cy =iy ® C alors 0 (1) € Cy
donc C] et C5 sont des codes équivalents. [ |
Proposition 3.3 Soient C; = C'(2k,k,2), Cy = C (2k, k,2) des codes auto- duaux ou
C, =iy @®Cy, Cy =i @ Cy et Cp, Oy sont des codes de type C (2k — 2,k —r,d > 4)
alors C}) ~ Cy <= C; ~ Cs.

Preuve : la méme démonstration que dans la proposition précédente.

Les deux propositions de ci dessus montrer que le nombre des codes auto- duaux
inéquivalents C' = C (2k, k, 2) égal au nombre de codes auto- duaux inéquivalents
C=0C2k—-2k—1,d) oud>2.

Exemple 3.1 Pour n = 16

Chaque code auto- dual de distance minimale 2 est équivalent au code i, & C4. Donc le
nombre des codes auto- duaux inéquivalents C' = C (16, 8, 2) est égal au nombre de codes
auto- duaux inéquivalents C' (14,7,d) ou d = 2, 4.

Remarque 3.1 Tous les codes auto- duaux de distance minimale 2 et de longueur n > 4

sont des codes décomposables.

3.2.2 Les codes auto- duaux de distance minimale supérieure

ou égale a quatre

Pour tous les codes auto- duaux binaires dont la distance minimale est quatre, on
utilise les codes auto- orthogonaux suivants comme des composantes dans la méthode de
collage.

e dy = (C(4,1,4) de matrice génératrice < 1111 ) et le nombre des mots code de

poids quatre est égal & un, et les trois vecteurs de collage non nuls sont :

73



a = 1010, b = 0011, ¢ = 1001.
o dop = C (2k,k — 1,4) de matrice génératrice

1111000O0...00©O00O0
6oo0111100...0¢0¢00O0
oo0o0o01111...00¢0@0
0oo0o0oo0bo0oo0o00...1111

Ce code contient (k — 1)+ (k—2)+...4+1 = @ mots code de poids quatre et les trois

vecteurs de colles non nuls sont : ¢ = 1010...10, b = 0000...11, ¢ = 1010...01.

e c; = (' (7,3,4) le code de Hamming de matrice génératrice

01 1 1
L1 o0 1 1
110 1

et le nombre des mots du codes de poids quatre est égal a 7, et un seul vecteur de collage
qui est d = 1111111.

e cg = (C'(8,4,4) le code de Hamming étendu auto- dual de matrice génératrice

—_
—_
—_

(3.1)

[u—y
[a)
—_

—_
—_
[a]

et le nombre des mots codes de poids quatre est égal & 14, ce code est utilisé pour les

codes décomposables.
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e La composante f,, n’est pas un code auto- orthogonal, mais on 1'utilise pour compléter

la longueur.

D’apreés les propriétés précédentes, on peut procéder a la construction des codes auto-

duaux C' (n, %), de distance minimale quatre en quatre étapes :

1/ Par le corollaire 2.6, on détermine les polynomes qui possédent les mémes propriétés

que le polynome énumérateur des poids d’un code auto- dual.
2/ On détermine A, le nombre des mots code de poids minimal quatre.

3/ On détermine les composantes C,Cs, ..., C; telles que le code auto- orthogonal

Ci®Cy® ... » Cy contient A4 mots code de poids quatre.

4/ 9l existe une matrice X dans la méthode de collage, alors le code C' = (C1C...Cy) "
est auto- dual de distance minimale quatre, si non on ne peut construire un code

auto- dual par des composantes C, Cs, ..., C}.

Construction des codes auto- duaux binaires de distance minimale supérieure

ou égale a quatre

Dans le Théoréme 2.4 les codes auto- duaux de distance minimale quatre existent
pour n > 8

n=_8
Dans 'algebre I (G;) les polynomes de degré 8 ayant les mémes propriétés que le poly-

nome énumérateur des poids d’un code auto- dual sont :

We(ry) = (@ +9) +a <932y2 (2* - y2)2>

= 2%+ (ay +4) 2%)® + (—2a1 + 6) 2*y* + (ay + 4) 22° + ¢°
Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : ¢; = —4 donc

We (z,y) = 2® + 1a*y* + v° = S (2, v)
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le code auto- dual correspondant W est le code de Hamming étendu eg de type II de

matrice génératrice standard

0O 1 1 1

L1 o0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

n=10
On a les polynémes de degré 10 qui sont :
5 2
We(zy) = (2 +93) +ar (22 +9°) <332y2 (* —y?) )

= 294 (5+ay) 287 + (10 — ap) 2%* + (10 — ay) 2*y°

+ (5 4+ ay) 2*y® + '

Woo (og) = 3" (-1)' 0255 (g (o — y)*

i=0
a1 2
= 2(aw)” = 5 (wy) (2" —v")
Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —5 donc

We (z,y) = 2%+ 152%* + 152%9° 4 ¢'°
5 5
Ws. (z,y) = §x9y + 27x5y° + §xy9

alors pour n = 10 il n’existe aucun code auto- dual de distance minimale 4.
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n—12

On a les polynomes de degré 12 qui sont :

6 2 2
We(zy) = (2 +9%) +ai (22 +9°) <x2y2 (2* — y?) )
= 224+ (6 +a1) 2™%% + 152°%y* + (20 — 2a1) 259° + 152%°

+ (6 4+ ay) 2*y"0 + y*2

1
i —6i —4i 2
Wse (z,y) = Z (—1)"a; 2575 ()" (2* — ")
i=0
= 2%(xp)® — ar (ay)” (2t — )’
Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —6 donc

We (z,y) = o' 4+ 1528%9* +322°%)° + 15248 + '

W (x,y) = 62" +522%° + 627y

le code auto- dual correspondant a W et Se est (di2)™, et le vecteur de collage est

a = 101010101010, ce code est équivalent au code sous forme systématique

01 1 111
101 1 11
1 1 0 1 1 1
1 11 011
1 11 1 01
1 11110
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7
We (x,y) _ ($2 +y2) +ay (332 +y2)3 <:L‘2y2 (:p2 . y2)2>
= 2"+ (T+a) 2 +y" + (21 + a1) 2% + (35 — 2ay) 2%°
+ (35 — 2a1) 2%y° + ...
1
i —45 24
Wse (z,y) = Y (=1)'a;27% (ay)™" (a* — ¢
=0
= 27 (ay)" — 20y ()’ (2" — ")
Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —7 donc

We(z,y) = o' 4 142" %* + 49289° + 49235 + ...

Ws. (z,y) = 14x'y? +10027y" + 142y

le code auto- dual correspondant a W et W, est (e2)™ et le vecteur de collage est dd,

ce code est équivalent au code systématique

_ o O O = = O
o O O O =
e S = S e S e B S
e = == T S
R T e S o = B S T
O = = = O O O

n=16
Pour les codes auto- duaux décomposables on déduit un seul code auto- dual de type 11

de distance minimale quatre qui est le code €2 = eg @ eg, de polynéme enumérateur des
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poids est

We (z,y) = (25 + Uty + )

= 2%+ 280"yt + 1982%)° + 28xy"? + '

ce code est équivalent au code systématique

0111 0 0 0 O
1 0110 0 0 O
1 1.0 1 0 0 0 O
Ig|1 1.1 0 0 0 0 O
0000 0 1 1 1
00001 0 11
0000 1T 1 01
0000 1T 1 10
Pour les codes indécomposables on a :
_ 2 2\8 2 N4, 2 2.2  2\2 2, 2 2_222
We (z,y) = (J: —i—y)—i—al(a: +y) xy(x y) + as my(x y)
2
WSC (IE, y) _ Z (_1)1 &128761' (my)8—4z (.1'4 . y4)21
i=0
Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —8 donc

We(z,y) = 2%+ (12 + ag) 2"%y* + (64 — 4ay) 2%° + (102 + 6ay) 2%° + ...
3
Wse (z,y) = %xlﬁ + <32 — %) a2yt + (192 + %) 8+ .

Dans We on a —12 < ag < 16, et dans Wy, la condition sur ay est positive et multiple

de 16 alors ay € {0,16} .
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Sia, =0ona:

We (z,y) = 2%+ 122%9* 4 642'%° + 1022%° + ...

Ws, (z,y) = 32202y +1922%° + 322%™

le code auto- dual de type I correspondant & W et Wy, est (d§)+, et les deux vecteurs

de collage sont : X; = ab, X5 = ba..ce code est équivalent au code systématique

= o O

Is

—_ = O O = O =
= = O O = = O
e e e == e S = B )
e =T e T =

O O O R R R
o O = O =

O =R OO = = O O
—_ 0O O O = = o o

Sia, =16 on a :
We (2,y) = Ws (2,y) = 2% + 2827%y" + 1982°y® + 28ay™ + '

le code auto-dual de type II correspondant We est (dig)™, et le vecteur de collage est :
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a = 1010...10 ce code est équivalent au code systématique

01111111
101 11111
1101 1111
g1 1 1 0 1 1 1 1
1 1110111
1 1111011
1 1111101
11111110

Remarque 3.2 Les deux codes ez, (dig)" sont des codes auto- duaux de type II qui
possédent le méme polynéme énumérateur des poids mais sont inéquivalents puisque
Pordre de groupe d’automorphismes de €3 est différent a celui de (dyg)™*.([3])

n=18
Il n’existe pas des codes auto- duaux décomposables de distance minimale quatre.

Pour les codes indécomposables on a :

We (z,y) = (2*+ y2)9 +ap (2% + y2)5 (x2y2 (2 - y2)2> + as (2 + )
% ($2y2 (x2 B y2)2>2
2
Wse (2,9) = 3 (=1)" ;2% (ay)* ™ (' — )™
=0

= 292%° — 2%q4 (xy) (x4 — y4)2 + 2 3ayxy (£U4 — y4)4

Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —9 donc

We (z,y) = 24 (9 + ap) 2™y* + (75 — 3az) 22y% + (171 + 2ay) %% + ..

¢ 3as
Wse (2,9) gfﬁ”y + (72 - 3) Py’ + (368 + T) 2%y’ + ...
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Dans W¢ on a —9 < ay < 25 et dans Wy, la condition sur ag est positive et multiple de
8 alors ay € {0,8,16,24}

Siag =0alors A4, =9
Le code auto- dual ayant 9 mots code de poids quatre est (dé)* et les trois vecteurs de

collage sont : X = abc, Xo = cab, X3 = bbb, ce code est équivalent au code systématique

100 1 1 00 11
01 01 10011
001 01 1101
110111101
Iy/0 0 0 0O O 1 1 1
0 00 00 1O0T11
000 001101
1100 01 1 10
0 01 110000

On a les composantes (dgdgf4), (e7d3f3) qui contiennent 9 mots codes de poids quatre,
mais il n’existe pas une matrice X dans la méthode de collage c-a-d on ne peut pas

construire des codes auto- duaux a partir de ces composantes.
Si as = 8 alors Ay = 17

le code auto- dual correspondant est (diperfi)”, et les deux vecteurs de collage sont :
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X, =a0"1, X5 = cd0, ce code est équivalent au code systématique

1 01111110
011111110
111011110
1101 1 1110
Iy|/0 00 OO 1 1 01
0000 01 011
0000 00111
111110000
111101110

Si ag € {16,24} ce que implique que le nombre des mots code de poids quatre
Ay € {25,33}, dans ce cas il n’existe pas des composantes qui contiennent ce nombre
c-a-d on ne peut pas construire des codes auto- duaux qui possédent 25 et 33 mots code
de poids quatre.

n =20
Pour les codes décomposables on déduit un code auto- dual de distance minimale quatre

qui est eg @ (d12)™, de polynéme énumérateur des poids

Weaa (1:y) = (2% +142’y" +%) (27 + 152%" + 320%° + 150" + ¢%)
= 294 29x16y4 + 32x14y6 + 226x12y8 + 448:1810y10 + 226x8y12

+32x6y14 4 29x4y16 +y20
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ce code est équivalent au code systématique

—_ R =) O
_ O =
- o O O
_ o O O
_ o O O
- o O O
- o O O

—_

— = = O = == O O O

o o o o o o
o O O O o O = o= o =
o o o o o O
o O O O o O O = = =
I T O e O S )
T e T T e S e TR
e = e e
—
[ I e e

Pour les codes indécomposables on a :
Weo (z,y) = (22442 +ar (2 +4°)° (x2y2 (2* - y2)2> +ay (2 + 7))
% <x2y2 (:L,Q _ y2)2>2

2

W (0,y) = D (1) a2 (@)™ (! )"

i=0
2 _ 4
— 91010410 o4y (a:y)ﬁ (;1:4 . y4) 1 920,22 (:1:4 _ y4)

Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —10 donc

We (v,y) = 2+ (5+ ag) 2% + (80 — 2ag) 2My° + (250 — ag) v'2¢®

+ (352 4 4ay) 2% + ..

a 3a
Wse (z,y) = szlggf + (180 — ag) xMy® + (704 I 72) 210410 4
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Dans Wg on a —5 < ag < 40 et dans S¢ la condition sur as est positive et multiple de 4
alors

as € {0,4,8,12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40}

Sias =0 alors Ay =5
le code auto-dual ayant cinq mots code de poids quatre est (dZ)Jr et les cing vecteurs de
collage sont : X; = 00aba, Xo = a00ab, X3 = ba00a, X4 = aba00, X5 = 0aba0, ce code

est équivalent au code systématique

1011100010
0111011101
1110 0 0 0 0 0O
00011100 O0O0
T 1101101110
1101 01 1 00O
1101 01 01 00
0110110001
0110001110
0001101101

On ne peut pas construire des codes auto- duaux & partir des composantes (dgd3 fs)

puisque il n’existe pas une matrice X dans la méthode de collage.
Siag =4 alors Ay =9

le code auto- dual ayant 9 mots code de poids quatre est (d3 f2)+ et les quatre vecteurs de

collage sont : X7 = aaal0, Xy = ccc01, X3 = abc00, X, = cab00, ce code est équivalent
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au code systématique

10000 O0O0OO0OT1T1
01000 O0O0O0T11
001 11000 O00O0
0 000011100
I 1 111011010
1111010110
1100 0 01 1 10
111100 0 0 01
1 11 0101101
1101 1 01 101

Pour les composantes (dgdg fs) il n’existe pas de code auto- dual de distance minimale
quatre.

Siay =8 alors Ay =13
le code auto- dual ayant 13 mots code de poids quatre est (Ol§d4)Jr et les trois vecteurs de

collage sont : X; = aba, X5 = baa, X3 = bbc.ce code est équivalent au code systématique

10 00 0 0 O0O0T11
0100 0O0O0OO0OT11
001 00 O0O0O0T11
0 001 110000
I 0001 101000
0 001 10O0T1T11
1111100110
11110110 01
1110111001
1 11 0000101
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Pour les composantes dgdg fg il n’existe pas un code-auto dual de distance minimale est
quatre.

Si as = 12 alors Ay = 17
le code auto- dual ayant 17 mots code de poids quatre est (e%dg)Jr et les deux vecteurs

de collage sont : Xy = dOa, Xo = ddb, ce code est équivalent au code systématique

= O
_ =

Io

- O = O O O
_— = O O O O
_— = = O O O

_ = O O O O =

—_ == O O O O O =
_ = = O O O O = O =
_ O = = O ~,r Rk O O o
O == = OO O O O o o
—_ = O = O O O o o o

O O O O O O O =
—_ O =
e e T
o o o o

Pour les composantes dy2d3, digerfs il n’existe pas des codes auto- duaux de distance
minimale quatre.
Si as = 16 alors Ay, = 21

le code auto- dual ayant 21 mots code de poids quatre est (dyads)™ et les deux vecteurs
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de collage sont : X7 = ab, X5 = ba..ce code est équivalent au code systématique

1000 01 1 0O0O0
01 00011000
0 01 0011000
0 001 011000
T 0000111000
1111101111
1111110100
1111110010
1111110001
0000011111

Pour la composante (d14fs) il n’existe pas un code auto- dual de distance minimale quatre.
Si as € {20,24,28,32,36}, alors Ay € {25,29,33,37,41}
Il n’existe pas des composantes qui contiennent ce nombre de mots code de poids quatre
c-a-d on ne peut pas construire des codes auto- duaux.
Si as = 40 alors Ay = 45

le code auto- dual ayant 45 mots code de poids quatre est (dag) ™ et le vecteur de collage
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est : @ = 1010...10, ce code est équivalent au code systématique

0111111111
1 011111111
1101 111111
1110111111
T 1 111011111
1111101111
1 111110111
1111111011
1 111111101
1 1111111120

n=22
Pour les codes auto- duaux décomposables on déduit un seul code auto- dual de distance
minimale quatre qui est eg ® (e$)+ , de polynome énumeérateur des poids est :
W o 2)+ (.y) = (mS N 14x4y4 N y8) 8 oM 4 1420y + 49280
BN +4928y5 + 1424910 4 414
= 2+ 282"%" 4 492'%° + 2462My® + 7002"%y"0 + ...
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ce code est équivalent au code systématique

01 1.1000O0O0O0TO
10110 0 0O0O0O0O
1101 0 0 0 O0O0O0O0
111011 1 1111
0o 0001011110
In JO0O0O0O0OT111 110
0o 0001110000
000 0O0O0O0OO0OT1T11
000 0O0O0OO0OT1TTUO0T11
0000 0O0OO0OT1TT1TUO01
0o 0001101110
Pour les codes indécomposables on a :
We (x,y) = (x2 + y2)11 + ay (x2 + y2)7 (x2y2 (x2 — y2)2> + as (x2 + y2)3

% <x2y2 (:Lz _ y2)2>2

2
Wse (z,y) = Y (=1)" a2 7% (ay)" " (a* — )"

i=0
2 _ 4
— QUi lLil 95, (xy)7 (x4 _ y4) T e (x4 _ y4)

Pour les codes de distance minimale différente de deux on a : a; = —11 donc

Weo (z,y) = 2%+ age™®y* + (77 — ag) 2%° + (330 — 3ay) 2y®
+ (616 + 3ay) 22y + ...

a
Wse (z,y) = szlgy?’ + (352 — 2a5) 2"%y7 + (1344 + 3ap) 2y + ...
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Comme W, (z,y) = WS (z,9) + W® (2,9) et WO (2,y) = WO (z,y) ( voir théoréme
5 [3]), alors W, (z,y) = 2WW (z,9y) c-a-d les coefficients dans W, sont pairs, donc la
condition sur ay & partir de We, W, est : 0 < ay < 77 et % divisible par deux ( ap est

divisible par quatre) alors
as € {0,4,8,12,16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, 48, 52, 56, 60, 64, 68, 72, 76 }

Si QA9 — A4 =0
Il y a un seul code auto- dual de distance minimale 6, appelé le code de Golay tronqué
goo obtenue du code de Golay ¢o4 et défini par :

goz = {u € F3%;00u € gog o 11u € goy}, alors ce code est de matrice génératrice

_ o =) O
=R = S
— = = O
_— = O O
_ o O O
_ = = O
- o O =
RO O
e e e
e e
= =

(3.2)

g22 T

== O O ==
—_
_ o O O o o O

)
|
(] (e (@] o o o o (e o o —
— (@) (@)

_ O O O O o o o o = o
o O O O O o o o = O =
_ O O O O O = O = O =
o O o O = O = O = =
O R O = =, O O O =
o O = = O O O O o o o
S B R O O O O o o o o

_ o O O o o o
- o O O O = O
o O O = O R O
o O = O = O =
e == T S T S Tt
- =) O =, O O O
o = O O O = =
O = = = O O O
o o O =

o O = =

R = T e T e T T
o O O =

o O Rk V), ==
[ B i e e e

Siay=A; =4
Le code auto- dual est (d} f6)+, avec les sept vecteurs de collage sont :
X1 = 0abc101110, X5 = 0cab011110, X3 = 00aa011011, X, = 00606011101,
X5 = 0cc0010111, Xg = aaaa000000, X; = bbbb0000000.ce code est équivalent au code
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systématique

101 0O0O01O01O01
011101011120
00010101101
1110 0 0 00 O0O0O0
0001 11 00O0O0O0
Li |O0OO0OO0OO0OO0OT1TT1 100
11011011010
1101 1 000 O0O01
11010110101
10101110110
10111001101

et il n’existe pas un code auto- dual pour la composante (dsds f12).
Si a9 = A4 =38
Le code auto-dual est (d2d> f2)+, avec les cing vecteurs de collage sont :

X1 = a0a010, X5 = 00b011, X3 = aab000, Xy = b0ca00, X5 = 0bac00, ce code est
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équivalent au code systématique

10111100110
01111011100
01110111100
0111 00O0O0T1T120O0
00001 1O0O0T1T11
|1 1.1 0 0 O O O O O O
1101 00 0O0O0O0O0
0o 00011100 O0O0
000 0O0O0O0OT1TT1T@®O
11001101101
1100 0 0 0 1 0 11

et il n’existe pas de codes auto- duaux par les deux composantes (erdyf11), (dgd2 fs).
Si A9 = A4 =12
Le code auto- dual est (dgd? f2)+, avec les quatre vecteurs de collage sont :

X1 = 0a010, X5 = a0011, X3 = abb00, X4 = 0cc00, ce code est équivalent au code
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systématique

—_

o O = = O O O =

—_ = =

o O o o o o o o

SO O O O O O O = O = =
e R - S s T e s R R S

—_

o O = O O = = O O = =

- o O = O O O O

_ = = O = O O O O O

—_

O = o= O O O O =

—_

_ O O = = O O O O = =

- o O = O O o o o o

—_

et il n’existe pas de codes auto- duaux par des composantes (diod3 f1), (d2fs), (erdedif1) -
Sia,=As=16

les deux codes auto- duaux sont (dlodg)+ et (dgerdg f1)+, avec les trois vecteurs de collage

sont : X7 = alc, Xy = Oaa, X3 = bbb et X1 = 0dbl, X5 = b0al, X3 = a0b0, ces codes

sont équivalents respectivement les codes systématiques

Nej
=

101 100O0O0O0O0O0 1000 00 O0O0O
0111000 O0O0O00O0 010 00 O0O0O0O0
1110 0 0 0 0 O0 0O 0 01 00 0 O0O00O0
000 01 1 1 0O0O00O0 0001 000 O00
00001 1O01UO0O00O0 00001 1 1 00
Lyj0 0 0OO0OOOOOT1TT1 1 (et Iy0 0 0 0 1 1 0 1 O
11011100110 000 01 1001
11011100101 111111011
1 101 00 0O0O0T11 1 11110100
000 01O011O0T11 111101100
000 0O0T1T1TT1UO0T11 1111000 11

- O = = =

—_

—_— O = = s

= o O O =




et il n’existe pas des codes auto- duaux a partir des composantes (digdy f2), (d1odsds),
(e7d3) -

Sias =As =20
Le code auto- dual est (d3, f2)+, ot les trois vecteurs de collage sont : X; = a010,

Xy = 0a01, X3 = cc00, ce code est équivalent au code systématique

1000 0O0O0O0OO0OT11
01 000O0O0O0O0T11
001 00O0O0O0O0T1]1
0001 0O0O0O0TO0T1]1
00001110000
Ii OO O O0O1 101000
000011 0O01O0O0
1 11111000120
11111011110
11110111110
111100 0O0O0O01

et il n’existe pas un code auto- dual par des composantes (e2dsg) .

Si ag € {24,32,40,44, 48, 52,56, 60, 64,68, 72,76}
Dans ce cas il n’existe pas des codes auto- duaux puisque il n’existe pas des composantes
qui contiennent ce nombre des mots code de poids quatre.

Sias =A; =28

Le code auto- dual est (djser f1)+, avec les deux vecteurs de collage sont :
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X7 =a01, X, = bdl,ce code est équivalent au code systématique

101 1000O0O0O0O0
01 1 10000 O0O0 O
1110 0 0 0 0 O0 0O
000011 10O0O0O0
000011 O01O0O0O0
Iiff 000011 00T1UO0O0
000011 O0O0O0T1TF®O0
00001100001
1101 1100000
11011011111
11010111111

Et il n’existe pas un code auto- dual par des composantes (di6 fs) -
Si QA9 = A4 = 36

Dans ce cas il n’existe pas un code auto- dual par des composantes (disf1) -

Le tableau suivant montre la classification de tous les codes binaires auto- duaux

inéquivalents pour n = 2, ..., 22 et 'ordre de groupe d’automorphismes [15] pour vérifier
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le nombre total des codes auto- duaux avec 'usage de la formule de masse.

le code les le nombre des codes
n auto- dual | vecteurs | de type | | Aut (C) | auto- duaux
de colle inéquivanents
2 19 . (1) 2 1
4 i2 B (I) 8 1
6 i _ (I) 48 1
8 i3 _ (I) 384 2
es _ (I1) 1344
10 i B (1) 3840 2
iges _ 2688
i _ 46080
12 i2es _ (1) 10752 3
(dia)* a 23040
iy _ 645120
14 iBes 3 (I) 64512 4
i (dio)" | _ 46080
(e2)" dd 56448
8 B 10321920
i3es _ 516096
i (do)™ | (1) 184320
16 ip (€2)T B 112896 7
(d®)* ab, ba 3612672
(di6) a (I1) 5160960
e B 73728
iy -~ 185794560

97




5

iSes 3 5160960
i3 (di2)" _ 1105920
2 (e2)" 3 (I) | 451584
18 ip (d2)F 3 7225344 9
iy (dyg) ™ B 10321920
ipe? 3 147456
(dioer 1)t | a01,cd0 322560
(d)* abe, cab, bbb 82944
i30 3 3715891200
iSes 3 61931520
i3 (dya) ™ _ 8847360
i3 (e2)" B 2709504
2 (d2)" B 28901376
i3 (dig) " B 41287680
20 ized B (I) | 589824
iz (doer f1) | _ 645120 16
ip (d3)" 3 165888
(d ) 00aba, a00ab, ba00a, aba00, 0abal 122880
(d%fg) aaal0, ccc01, abc00, cab00 82944
(e2dg) ™ d0a, ddb 1354752
(d2d,)™ aba, b0a, bbb 294912
(dyadg)™ ab, ba 4423680
(dao)™ a 1857945600
es (dia) " 3 30965760
il 3 81749606400
ileg 3 867041280
i3 (dig)™ B 88473600
i (e2)" 3 21676032
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173408256

B 247726080
_ 3538944

i2 (dioer f1)T | 2580480
B 663552
B 245760
B 165888
B 2709504
B 580824
— 8847360
B 3715891200

izes (di2)™ | — 61931520
- 75866112
0abc101110, 0cab011110, 00aa011011
0606011101, 0cc0010111, aaaa000000 36864

bbbb000000

a0a010, 00bb11, aab000, b0ca00, 0bac00 36864
ba010, 0011, abb00, 0cc00 221184
0db1, b0al, a0b0 774144
a0c, Oaa, bbb 2211840
010, 0a01, ¢c00 7372800
a01, bd1 54190080
(3.2) 887040
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3.3 Classification des codes auto- duaux ternaires

Les codes auto- duaux sur F3 sont uniquement définis pour des longueurs multiples de
quatre, ils ont été classifiés jusqu’a la longueur 20, les codes extrémaux sont aussi connus
pour la longueur 24 [5], mais dans cette partie on arréte dans la classification les codes
auto- duaux ternaires a n = 20 puisque a partir de cette valeur, le nombre des codes
inéquivalents devient grand, par exemple pour n = 24 le nombre des codes inéquivalents

est 59 [5].

Les codes auto- orthogonaux ( auto- duaux) utilisés comme des composantes dans la
méthode de collage sont

e ¢3 = [3,1,3] code de matrice génératrice (111) et les vecteurs de colle sont —a, +a
tel que a = 120, ce code contient deux mots code de poids trois.

e {, = [4,2, 3] le petit code auto- dual de matrice génératrice

1110
0121
ce code contient huit mots code de poids trois.

e g1o = [12,6,6] le code de Golay auto- dual de matrice génératrice

111210200000
10112102000 0¢O0
100112102¢0¢0O0
1000112102200
100001121020
10000011210 2

e v, = [11,4,6] le code auto- orthogonal de matrice génératrice

11111100¢0¢O0O0
11100011100
120120122000
00012021012



et les vecteurs de collage sont I’espace engendré par la matrice

r 110001O001O00
s |1=11002000021@0
13 000O0O0OO0OO0OO0OO0OT1T1

e g11 = [11,5, 6] le code auto- orthogonal qui contient des vecteurs c tels que Oc € g;2,

alors ce code de matrice génératrice

11210121201
011212112201
0011202¢02¢0°1
00011101T1QO0T1
00001012221

et les vecteurs de colle sont choissis comme suit :

si lu € g12 avec w(u) = 5 alors +u,—u sont des vecteurs de collage ou u =
00000112102.

e g0 = [10, 4, 6] le code auto- orthogonal qui contient des vecteurs ¢ tels que

00c € g12, alors g1p de matrice génératrice

1212112
112020 2
11011

0
0
0
0010122 2

o o O =
(e}
—_
S g -t

si x, y choissis comme suit : 11x € g9, 12y € g15 alors x = 1210200000, y = 1002110000
donc les vecteurs de collage sont ’espace engendré par x et y.

e g9 = [9, 3, 6] de matrice génératrice

111111000
111000111
1201201220
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et les vecteurs de collage sont I’espace engendré par la matrice

11100000 O0
1002002200
1000022200

e gs = [8,2,5] le code auto- orthogonal de matrice génératrice

111011120
01210121

et les vecteurs de collage sont I’espace engendré par la matrice

o o O =
o = O =
S N O =
o = O O
o O = O
_ O = O
N OO = O
= o O O

Les codes auto- orthogonaux ¢11, 711, 910, 99, gs sont des sous codes de code de Golay

g12-

e p13 = [13,6, 6] code auto- orthogonal de matrice génératrice

2 2 1 2 0 01
1 01 2 2 0 2
Ief2 01 0 2 2 1
1 0 2 2 0 2 1
12 2 0 2 01
1 210 0 2 2

et les deux vecteurs de collage sont ¢y, —tg ou £ty = 1101000001000.
e p1o = [12,5, 6] code auto- orthogonal qui contient des vecteurs c tels que c0 € py3,

alors ce code de matrice génératrice
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1012202
2010221
Isf 1022021
1220201
1210022

et les vecteurs de collage sont 1’espace engendré par tz), t/3 ou ty = té)O, t3 = tél et

t3 = 0011010000010.

e h1s = [16,8,6] est 'unique code auto- dual de matrice génératrice (Ig||Hg) ou Hg est
la matrice de Hadamard d’ordre 8 dont les coefficients sont 1 ou -1, qui vérifie I’égalité

HH! = 813 alors on trouve la matrice Hg comme suite :
11111111

1212121
1 2 1

Hg =

e
—_ N = N
N NN = =

N =N NN =
NN NN DN
— =N = NN

NN~ = NN
N NN

1

[\]

e hy5 = [15,7,6] code auto- orthogonal qui contient des vecteurs c tels que c0 € hyg,

alors ce code de matrice génératrice

120020 22
20021210
20201201

IDl'1 2112000
20220011
12100120
1201010 2
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si u un vecteur de poids cinqg est choissi comme suit 1u € hig alors les deux vecteurs
de collage sont u, —u alors u = 000000120020220.
e hyy = [14, 6, 6] le code auto- orthogonal est obtenu en supprimant deux composantes

de méme coté de hig alors ce code de matrice génératrice

I

=N =N NN =
=N NN NN
N = =N = DN

—
N =N =N =
—
NN = =N
NN NN ==

si x et y deux vecteurs choissi comme suit : 11z € hig et 12y € hyg, alors des veteurs
de collage sont 1’espace engendré par z et y.
e 1,4 = [14,6,6] le code auto- orthogonal obtenue par supprimer une composante de

chaque coté de hig, et le méme vecteurs de colle de hq4.

Construction des codes auto- duaux ternaires

D’aprés la théorie des invariants on a le polynéme énumérateur des poids d’un code
ternaire auto- dual est un élément dans I (G3) engendré par @4 (z,y) = z* + 8xy> et
By (z,9) = 3 (28 — 4*)° et la condition sur n est divisible par quatre.

n=4
On a:

We (z,y) = 2* + 8x1®

Le code auto- dual associé au polyndéme énumérateur des poids est ¢4 de matrice

génératrice
0111
1 01 2

ta —
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n=28

Le seul code auto- dual décomposable est t2, de polynéme énumérateur des poids :

W (z,y) = (334 + 8xy3)2

= 2%+ 162°y> + 6422y"

n=12
Pour les codes décomposables on a un seul code décomposable est t3, de polyndéme énu-

mérateur des poids :

Wi (z,y) = (x4 + 8xy3)3

= 2% 4+ 242%2 + 192255 4 51223y°
Pour les codes indécomposables on a :

Weley) = (o' +820°) +a (yg (2° - y3)3>

= 224 (244 a) 2% + (192 — 3ay) 2%° + (512 + 3a1) 2% — ayy™?

donc —24 < a; < —2 et ay est pair alors
ay € {—24,-22,-20,—18,—16, —14, —12, —10, —8, —6, —4, —2} .
Sia; = —24 alors A3 =0
Le code auto- dual est le code de Golay g2 de matrice génératrice (2.10).
Sia; € {—22,—-20,—18} alors A3 € {2,4,6}
Il n’existe pas des codes auto- duaux a partir des composantes (esfo)™, (€2f5)", (e3f3)"
qui contiennent ce nombre des mots code de poids trois.
Sia; = —16 alors Az = 8
Le code auto- dual est (e§)+, ol les deux vecteurs de colle sont : X; = aaa0, Xy = Oaaa
Sia € {—14,—-12,-10, -8, —6,—4, —2} alors A; € {10, 12, 14,16, 18,20, 22}

Il n’existe pas des composantes qui contiennent ce nombre des mots codes de poids trois.
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n=16
On a trois codes décomposables :

Le premier code est ¢}, de polynome énumérateur des poids :

Wi (z,y) = (:(:4 + 8xy3)4

= 2% 4+ 3221393 + 3842105 + 204827y + 40962 y*?
Le deuxieme code est t4 & g12, de polyndéme énumérateur des poids :

Wieas (T.y) = (2* +8zy?) (2" + 2642%° + 4402%y° + 24y12)

= 2% 4 8213y 4 2642'%° 4 255227y° + 3544aty"? + 1922y
Le troisiéme code est t, & (e§)+, de polynome énumérateur des poids :

Wt4@(e4)+ (z,y) = (m4 + 8:)3y3) (ZL‘12 + 82%° 4 2402%° 4 46423y° + 16y12)
3

= 2"+ 162"y + 3042'%° + 238427y° + 37282"y"? + 1282y"

Pour les codes indécomposables on a :

We (z,y) = (:Jc4 + 8xy3)4 + ay (x4 + 8xy3) <y3 (x?’ — y3)3)
= 20+ (32 +ay) 2y® + (384 + 5ay) 2'%° + (2048 — 21ay) 27y’

+ (4096 + 23a;) v*y'? — 8ayxy™®

alors —32 < a; < 0 et ay est pair donc a; € {—32,-30, ..., —4,—2,0}

Pour les codes indécomposables.
Si a; = —32 alors Az = 0.

Le code auto- dual est hjg de distance minimale 6 de matrice génératrice [Ig || Hs] -
Si a; = —30 alors Az = 2.

Le code auto- dual est (espi3) ™, ot le vecteur de colle est X; = aty.
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Sia; = —28 alors Az = 4.
Le code auto- dual est (e%glo)Jr, ol les deux vecteurs de colle sont : X; = a0z, Xy = Oay.
Si a; = —26 alors Az = 6.
La composante qui contiennent six nombres des mots code de poids trois est €3 mais il
n’existe pas le composant f7 tel que (e} ]‘})Jr un code auto- dual.
Sia; = —24 alors Az = 8.
le code auto- dual est (e3 f4)+, ou les quatres vecteurs de colle sont : X; = a0002111,
X5 =0a001211, X3 = 00201121, X, = 000a1112.
Siay € {—22,-20,—18,...,—2,0} alors A3 € {10, 12,14, ..., 30, 32}.
Il n’existe pas de composantes qui contiennent ce nombre des mots code de poids trois.
n =20
On a sept codes décomposables :

Le premiér code est ¢}, de polyndéme énumérateur des poids :

We (,y) = (¢! +8ay?)’

= 220 +402'7y3 + 640214yS + 51202 y° + 20 48028y*? + 32 7682 y1®
Le deuxiéme code est t2 @ g2, de polyndme énumérateur des poids

Weeg, (@y) = (4 +82y%)” (1% + 2642%° + 4402°y° + 24y"2)
= 220 4+ 162 y3 + 328215 + 46642 y° + 23 96025y'? + 28 54425y*0

+15362°y"®
Le troisiéme code est 2 @ (e§)+, de polynome énumérateur des poids :

Wtz®(e§)+ (z,y) = (a+ 8xy3)2 (2" + 82%* + 2402%° + 4642°y° + 16y"?)
= 2%+ 242"y 4 43221y° + 48162My” + 228002°y'? + 29 9522°y "

+102422y'8
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Le quatriéme code est t4 @ hig, de polyndéme énumérateur des poids :

Wisens (1.7) = (2" + 82%) (21 + 2242105 + 272027y° + 33602'y'2 + 2562y")
= 2% 4+ 8217y + 22425 + 4512211° + 25 12025y

+271362°y™ 4 204822y™®

Le cingiéme code est t4 @ (€3p13)+, de polyndéme énumérateur des poids :

216 4 201393 + 23421045 + 2678274°
+340621y12 + 2402y1°
= 220 4+ 102 3 + 25025 + 45502 y® + 24 83025y +

Wt4®(63p13)+ (SC, y) = (1'4 + 8:Cy3)

27 4882y + 192022y'®

Le sixieéme code est t4 @ (€2 g10)+, de polyndéme énumérateur des poids :

A . 210 + 421393 + 2442105 + 263627y + 345221y
Wt4€B(62910)+ <I’ y) - (.T + 8[L’y )
3 +224xy

= 220+ 12273 + 2762My5 + 45882 y® + 24 54028y'? + 27 84025y

+179222y'8

Le septiéme code est t4 & (€4 f4)+, de polynome énumérateur des poids :

. o [ 20+ 8y 4 26421090 4 255227y + 35440ty
Wt4€9( 4f4) (ZL’ y) = (.I‘ +8‘Ty )
+1922y1®

— 2% 162"y + 32825 + 46642y + 239602%y'? + 285442%y"°

+15362%y'8
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Pour les codes auto- duaux indécomposables on a :

We(z,y) = (a4 + 8xy3)5 +ay (z* + 8xy3)2 <y3 («° - y3)3>
= 2% + (40 + a;) 2'7y? + (640 + 13ay) 2'*y°® + (5120 + 19a,) z''y”

+ (20480 — 145a,) 2%y'? + (32768 + 176a,) 2°y*° — 64a;2°y'®

On a: —40 < ay <0 et ay est pair, alors a; € {—40,—-38, ..., —2,0}
Si a; = —40 alors Az = 0.
On a six codes auto- duaux inéquivalents de distance minimale six :

+ R
Le code (f3°)" de matrice génératrice

- o O O O = =
_ o O O O = N
- o O = O O O

S B O O N O O O o =
_ o O N O O O O = O
N O OO N O O O O = O
o O N O = O O = O O
N O = O O = O O O O
N O N O O = O O O O

o O O O = O o o =
o O O O ~ N O O O =
S N O O N O O O O =
o O = O O O O = o= O
o O = O O O O = N O
SO O N O N O O = O O
o R, O O O O =k o= o o
o B, O O O O = N oo o
S N N O O = O o o
_ O O O O = = O o o
_ O O O O = N O o o

o o O
o o O
S N O
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Le code (f1f2)" de matrice génératrice

1100000O0O0O0O0
101000O0O0O0O0OO
10010O00O0O0O0O
10000O0O0O0O1T10Q0
1000O0O0O0OO0O0OGO0T1
000O01T1O0O0T121
00001010120
000010O01O0TCO0T1
000O010O0O0OT1TCO071
000010O0O0OT1TTCO0T1
Le code (f2)" de matrice génératrice
11111200000
00001111120
0000O0OO0OO0OO0OT1ITTI1T1
000O0O0OO0OOO0OOO0O®O
1200000000 0O0
22110012000
00002211001
000O0O0OO0OO0OO0Z221
000O0O0OO0OOO0OO®O0O®O
001200O00O0O0O0O0
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S N O O O O =

—_
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S = = O O O = O O O

S B O O O O O = o

S N O O O = O O O

o O o o O = O = = O

D O O O O = = O O O

o O O O o O = = = O

N O O O O = N O O O
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Le code ( f§)+ de matrice génératrice

100001000O0OO0O1TT1T11O0O0O0QO0FO0
0601 00001000101 11O0O0O0O00O0
0600100001001 T1TO011O000O0O00O0
00010000101 11O01O000°¢00O0
6000100001111 10000O0°0¢O0 (3.6)
10000200000O00O0OO0OO0O1T1T11
0601 00002000O00O0OO0OO0OI1O0T1T1T71
0010000200O00O0O0OO0OI1T1O0T1T71
0001000O0O20000O0O0111O0T1
060o000100002000001111090

Le code (g2f5)" ,on les quatres vecteurs de colle sont : X; = 13061308,

X, = 0210%20220%20210%10%, X3 = 031202101°12, X, = 0'212021012.
Le code (g3,)", ol les deux vecteurs de colle sont : X; = z (x4 y), Xy = (22 + ) .
Si a; = —38 alors Az = 2

On a deux codes auto- duaux inéquivalents :

)t

le premier code est (e3gogs)” , ot les quatres vecteurs de colle sont : X; = 031306102204,

X, = 0310120210%20%10, X3 = 031020%12010%102, X, = 120'°10212022.
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le deuxieme code est (e3fsf2f1)" de matrice génératrice

11100000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0O®O0O
06000100010O0O0OO0CCO0OO0OCO0OT1Z2?220
000010001O0OO0OO0OO0OO0OO02T1220
0000010O0OO0O1O0OO0OO0OO0OO0Z2?212290
0600000O0OT1TO0OO0OO0O10O0O0OO022210 (3.7)
1201000200010O00O0O0O0O0°O01
12001000200O01O0O0O0O0O0O0T1
12000100020001O0O0O0O0O0T1
120000100020001000¢0T1
1200000000011 11O0000O0O0

Sia; = —36 alors Az = 4.

On a quatre codes auto- duaux inéquivalents :
le premier code est (e2n,,)", out les deux vecteurs de colle sont :X; = a0z, X, = Oay.
le deuxiéme code est (e§h14)Jr , oul les deux vecteurs de colle sont : X; = a0z,

Xy = 0ay.
le troisieme code est (e2pig f2)+, ot les trois vecteurs de colle sont :X; = 00t,12,

X, = a0t;01, X3 = aa011
le quatriéme code est (€291 f4)Jr , ol les quatres vecteurs de colle sont : X; = 0021200,

X5 = 00y0012, X3 = a001111, X, = 0a02211.

Sia; = —34 alors A3 =6

On a deux codes auto- duaux inéquivalents :
le premier code est (e%gll)+, ou les deux vecteurs de colle sont : X; = aaa0,

X9 = Oaau.
le deuxieéme code est (652,,711)+, ou les trois vecteurs de colle sont : X; = a00r, X, =

0a0s, X3 = Oaat.
Sia; = —32 alors A3 =8

112



On a un seul code auto- dual est (e%gg)+, ou les quatres vecteurs de colle sont :
X1 = aa0010002000, X3 = aa0001000200, X35 = 00aa00100020, X, = 000aa00010002
Sia; = —30 alors Az = 10
On a un seul code auto- dual est (€3 f5)+, ou les quatres vecteurs de colle sont :
X1 = 0aaaal0000, Xy = a0aaa01000, X5 = aa0aa00100, X, = aaa0a00010, X; =
aaaa000001.
Sia; = —28 alors Az = 12
On a un seul code auto- dual est (€§ f2)", ol les quatres vecteurs de colle sont :
X1 = aaa00000, Xy = 000aaa00, X35 = 0aa00011, X4 = 0000aal2.
Sia; € {—26,—24,—-22,...,0} alors A3 € {14, 16, 18, ..., 40} il n’existe pas des compo-
santes qui contiennent ce nombre des mots code de poids trois.
Le tableau suivant montre la classification de tous les codes ternaires auto- duaux

inéquivalents pour n = 4,...,20 et l'ordre de groupe d’automorphismes pour vérifier le
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nombre total des codes auto- duaux avec I'usage de la formule de masse.

les vectedurs

le nombre des

n le code de colle | Aut (C) | codes auto-duaux
inéquivalents
4 ty (2.9) 48 1
8 12 - 4608 1
t3 — 663552
12 (ed)* aaal, Oaaa 62208 3
J12 (2.10) 190080
# B 127401 984
ty (€)™ B 2985 984
L4912 _ 9123 840
16 (edfy)™ a0002111, 0a001211, | 248 832 7
00a01121,000a1112
(e2g10)" a0z, Oay 103 680
(esp13) ato 67392
hie [Is || Hs] 43008
t5 B 30576 476 160
2 (ed)” B 286 654 464
2919 B 875888 640
ty(edf)™ | 11943936
ta (e3g10)" | _ 4976 640
ta (espis)” | _ 3234816
tahag 2064 384
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20

aaa00000, 000aaal0

(eSfa)" 13436 928
0a@00011, 0000aa12
n 0aaaa10000, a0aaa01000, aa0aa00100
(e3f5) 1866 240
aaaa000001, aaa0a00010
N a?0210320%, aa0310320?
(edgs) 331776
02420210320, 0%aa@0®10%2
€3011 aaal, Oaau
(e3g11)" 0,0 20 528 640
(e3y1,)" a00r, 0a0s, Oaat 62208
(e3p1afa)’ | 00t,12, a0t,01, aa011 62208
(e2g10f4)" | 0021200, 0050012, a001111, 0202211 414720
€514 alx, Oa
(e2hyy)™ 0z, Oay 27 648
e ayx, va
(e3ma)" 0z, Oay 24192
(esfsfify)" | (3.7) 2304
N 021206102204, 03102012010102
(eggggg) 6912
0%10120210%20%10, 1201°10%12022
(floy* (3.3) 3840
(fifD" | (34) 512
(f5" (3.5) 10240
(f47" (3.6) 1920
. 13091308, 0210220220%202102102
(93.2) 10 368
0120210012, 01212021012
(g%)" z(x+y),2r+y)e 2073 600

24
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Conclusion

Dans notre travail, nous avons proposé une classification exhaustive des codes auto-
duaux binaires de longueurs n = 2, ..., 22 et ternaires de longueurs n = 4, ..., 20.

Une classification qui donne pour chaque longueur la distance minimale, le type de
code, une matrice génératrice, ainsi que le groupe d’automorphismes et par conséquent
le nombre de codes équivalents et inéquivalents.

Dans la construction de ses codes, on a utilisé la méthode de collage ( gluing method).

On a confirmé que les codes auto- duaux binaires de distance minimale deux sont des
codes décomposables pour tout longueur n ( avec i, comme une composante et un code
auto- dual de longueur n — 2), et pour les codes ternaires dont la distance minimale est
égale a trois ( distance minimale possible d’un code auto- dual ternaire) on a trouvé des
codes décomposables avec t, comme une composante, et des codes indécomposables avec
€3 comine une composante.

A partir des éléments de 'algebre I(G) ( o chaque élément est un polynéme énumé-
rateurs des poids éventuel d’un certain code auto- dual on a pu déterminer les éléments
de degré inférieur ou égal a 22 pour le cas binaire et de degré inférieur ou égal a 20 pour

le cas ternaire. Pour le cas binaire ( par exemple) la forme générale d’un élément de degré

24 dans I (G1) est

We (2,y) = (:U2~|—y2)12+a1 (a:2+y2)8 (w2y2 (a:Q—y2)2>—|—a2 (x2—|—y2)4
s (2202 2_222 2,2 2_223
y* (2* —y*)") +as (2 (2® —4°)
= 2™+ (=6 + az) 22%* + (64 + az) "%y°® + (399 — day — 6a3) 2'%®

+ (960 + 15a3) 9™ + (1260 + 6ay — 20as) 2%y + ...

Le nombre de polynémes énumérateurs eventueles est égal au nombre de solutions du
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systeme linéaire :
as > 6
as > —64
399 — 4ay — 6ag > 0

\ 1260 + 6a2 — 20as > 0

Existe-t-il des conditions supplémentaires ( et avec quel moyen peut- on déterminer ces
conditions) pour confirmer qu’un tel élément est un polynéme énumérateur du code auto-
dual de longueur n = 24.

Peut étre avec une méthode calculatoire ( programation) on peut désigner les solutions

valables pour déterminer ces codes pour n pair quelconque.
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Résumé

Dans un code linéaire les parameétres suivants : longueur, dimension, distance mini-
male jouent un role fondamental dans sa détermination. Dans ce mémoire nous étudions
d’une part une classe de codes correcteurs d’erreurs appelés codes auto- duaux, et leurs
parametres, aussi leurs polynéme énumérateurs des poids comme invariant du groupe
détermine a partir de l'identité de Mac Williams et les propriétés de ses codes.

D’autre part on donne une classification exhaustive des codes auto- duaux inéqui-
valents pour les longueurs inférieure ou égale & 22 et une construction de ces codes en
utilisant la méthode de collage, dans le cas binaire et ternaire.

Mots clés : code linéaire, code auto- dual, polynéme énumérateurs des poids, théorie

des invariants, ’ombre du code, code sur Z,

Abstract

In linear code, the following parameters : length, minimal distance, dimension, play a
fundamental role in its determination. In this thesis, we study a class of correctors codes
called self dual codes and their polynomials weights enumerators like invariant of a group
determined by the identity of Mac Williams and the properties of these codes.

In addition, one gives a classification of the self- dual codes in equivalents by length
up 22 and a construction of codes by using the Gluing method in the binary and ternary
case.

Key words : linear code, self dual codes, weight enumerators, invariant theory, Sha-

dow code, code over Zj.
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