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Notations

I

Im(A)
Ker(A)

un ouvert borné de R",de frontiere 0f2
adjoint de A.

opérateur identité.

I’ensemble résolvant de A.

le spectre ponctuel de A.

domaine de A.

ensemble des fonctions linéaires et continues de H dans K.
L(H,H).

I’espace des fonctions continues
I’espace de Lebesgue, 1 < p < o0.
espace des fonctions intégrable f :]0,T[— H tel que t — |f(t)[?
est intégrable sur |0, 7.

I’ensemble vide.

fonction exponentielle

logarithme népérien

fonction :x € Q — f(z,1)

un produit scalaire définie dans H.
une norme définie dans H.

I'opérateur de restriction a w.

image de A

noyau de A



Introduction

La théorie du controle est censée modéliser des problemes d’ingénierie et d’économie.
Etant donné un systeme dynamique régi par une équation d’évolution. L’étude d’analyse de
ces systemes conduit a trouver un controle qui les rend exactement controlable, faiblement
controlable, stabilisable.

Dans ce mémoire on s’intéresse a la stabilité de certains systemes de type :

Et la stabilisabilité du systemes :

tel que A, B sont des opérateurs linéaires.

La stabilité est I'un des aspects les plus importants de la théorie du systeme. La théorie fon-
damentale de stabilité établie par Lyapunov est intensivement développée pour les systemes
de dimension finie. Ici nous sommes intéressés par la stabilité asymptotique d’une classe
de dimension infinie des systemes linéaires, en utilisant la représentation puissante de semi

groupe.

Le probleme de stabilisation consiste a étudier le comportement asymptotique dun
systeme distribué globalement ou régionalement. Il ya des systemes instables globalement
mais stables dans une région du domaine d’évolution. Pour cela, on a la possibilité d’étudier
le probleme de stabilisation régionalement. Il existe de diverses méthodes pour 1’étudier.
A titre d’exemple : la méthode de décomposition spéctrale, le biais de controlabilité, les

méthodes numériques,...



Notations

Nous donnons maintenant un apercu du contenu des chapitres.
Le premier chapitre concerne quelques rappels sur la théorie des semi — groupes. Nous rap-
pelons des résultats sur le comportement asymptotiques des semi — groupes linéaires, puis

nous donnons les principes généraux de la controlabilité des systemes distribués..

Le deuxieme chapitre est consacré a 1’étude de la notion de stabilisation des systemes
distribués. Ensuite nous introduisons la notion de la stabilisation régionale pour les systemes
linéaires. Nous présentons des exemples de motivation, ensuite nous donnons les caractérisations

des controles réalisant la stabilisation régionale.

Enfin, le 3ieme chapitre est consacré a l’application d’'une méthode numérique de tels
systemes qui donne l’approche de la solution des sytemes. la méthode utilisée est une

méthode de différences finies basée sur les schémas explicites ou implicites....



Chapitre 1

Rappel sur la théorie des semi

groupes et controlabilité

1.1 Les opérateurs

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 1.1
Un opérateur linéaire non borné dans H est une application A : D(A) C H — H définie

sur un domaine D(A) , sous-espace vectoriel de H.
Son image est Im(A) ={y € H;3x € D(A),y = Az}

Définition 1.2
L’ensemble résolvant de A est l'ensemble p(A) des A € C tel que N\ — A soit inversible
d’inverse borné. Pour X € p(A), on note R(A\, A) = (A — A)~L.

Définition 1.3
Soit A: D(A) C X — Y,0u X etY sont deuz espaces de Hilbert avec D(A) dense dans X.
L opérateur adjoint A* de A est défini par :

DA ={yeY;3c>0,| <y, Az >y | < c|z|,Vz € D(A)}
<y, Az >y=< A'y,x >x;Vax € D(A),Vy € D(A")

Définition 1.4
Soit A:D(A) C H — H.A est dit auto-adjoint si D(A) = D(A*) et A= A*.



Rappel sur la théorie des semi groupes et controlabilité

Théoréme 1.1 [Banach — Steinhaus|

Soit X un espace de Banach.soint (Ap)nen une suite d’opérateurs linéaires bornés.
Si la suite (A,x)nen borné en tout point v € X

(i.e Vo € X,3M, tel que: ||Apz|| < M, Yn=1,2,..)

Alors la suite (||Anl|)nen est bornés.

1.2 Semi groupes

Soit le probleme :

(1.1)

A est un opérateur linéaire défini sur un Hilbert .

Si le probleme (1.1) admet une solution et que cette solution dépend continument de g alors
I’équation (1) admet une solution qui vérifie (2) et de plus cette solution dépend continument
de ug. Donc on introduit 'opérateur S(t) : ug — u(t); pour t >0 . i.e u(t) = S(t)uo.

et comme u(t) vérifie la condition (2) alors u(0) = S(0)up = S(0) =1 .

De plus le systéme :
(1.2)

Ce probleme admet une solution unique v(t) = S(t)u(s).

On remarque que u(t + s) est une solution de probleme (1.2) ou :
(1.3)

Définition 1.5

Si S(t) est un opérateur définie de Rt dans L(H) et vérifie les propriétés suivantes :
1. S(t+s) = S(t)S(s).
2. 5(0) = I.
3. limy o+ ||S(t)x — z||g =0, Ve e H.

alors la famille {S(t)}1>0 est dite un semi — groupe fortement continue .notée par

C semi — groupe

10



Rappel sur la théorie des semi groupes et controlabilité

Exemple 1.1
Soit A€ L(H) tel que : S(t) =eM =37 S

n!

alors {S(t) }i>0 est un C%semi — groupe

Proposition 1.1 [12] Si {S(¢)}+>0 est un C°semi—groupe dans H, alors la famille d opérateurs
adjoints {S*(t) }+>0 est un C%semi — groupe dans H.

Définition 1.6
On appelle C%semi — groupe {S(t)}tzo de contraction si :
1SOleery <1, VE>0.

Définition 1.7
On appelle générateur infinitésimal d’un C°semi — groupe {S(t)}i>o Uopérateur A du do-

maine de définition D(A) définie par :

t —
D(A) ={z € H; hrgl+ S(t)z I;exz’ste}
t—
Az = lim 2T =2
t—0t+ t

Théoréme 1.2 [12]
L’opérateur A est un générateur infinitésimal de Csemi — groupe si et seulement si A est

un opérateur linéaire borné.

Proposition 1.2 [6]
Soit {S(t)}i>0 est un C%semi — groupe sur Uespace de Hilbert H , soit A le générateur
infinitésimal de S(t) de domaine D(A) , si xg € D(A) alors :

1. S(t)zg € D(A) pour toutt >0 .
LS (t)zo = A"S(t)zg = S(t) Ao pour zg € D(A™), ,t> 0.

Sl
—
W
Yoy
~
N—

S(t)rg — o = fo s)Axyds >0

D(A™) est dense dans H pour n =1,2,... et A est est fermé.

11
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Corollaire 1.3 [1]
Soit {S(t)}i>0 un C°semi — groupe sur H de générateur infinitésimal (A, D(A)) alors pour
tout yo € D(A) le systéme

(1.4)

admet une unique solution y € C*([0,00[; H) N C([0,00[; D(A)) donée par y(t) = S(t)yo.
On s’intéresse a présent a la réciproque du résultat précédant.
Etant donne un opérateur (A, D(A)) d quelles condition est-il générateur C°semi — groupe

sur H ?

La réponse complete est donnée par le théoreme de Hille-yosida.

Théoréme 1.3 [6]
Si :
(a) A est un opérateur linéaire fermé tel que D(A) = H.
(b) (M — A)~! existe pour tout A > w.
(c) ||(/\I—A)_’”H§# JA > W m=1,2..
alors A est un générateur infinitésimal d’un C°semi — groupe avec

1S#)]| < Me*t ¥t >0

Définition 1.8 Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire dans H.On dit que A est dissipatif si
Re(Az,z) <0 ,Vz € D(A)
Si Im(I — A) = H alors (A, D(A)) est dit mazimal.

Théoreme 1.4 [12]

Soit A: D(A) C X — Y un opérateur linéaire, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. (A, D(A)) est un générateur infinitésimal d’un C°semi — groupe de contraction sur H

2. A est maximal dissipatif.

3. A* est mazimal dissipatif.

12
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Proposition 1.4 [12]
Un opérateur linéaire fermé A a domaine D(A) dense dans H génére un CYsemi — groupe
de contraction si et seulement si l’ensemble résolvant p(A) de A contient RT et pour tout
A>0ona:

1RO All ey <

>

Théoréme 1.5 [14] Soit A un opérateur fermé a domaine dense, et supposons qu’il existe
0 tel que
Re < Ay,y >< fly|I*, vy € D(A)

et
Re < A*y,y >< Blly|I*>, Vy € D(A*)

alors A engendre un C°semi — groupe tel que
ISl e < €

Proposition 1.5 [14] Si S(t) est un C%semi — groupe compact (i.e S(t) est compact pout

tout t > 0),alors S(t) est continu pour la norme uniforme.

Réciproquement ,on a

Proposition 1.6 [14] Supposons que A est un générateur infinitésimal d’un C°semi —
groupe S(t).
Le semi— groupe S(t) est compact si et seulement si il est continu pour la topologie uniforme

et la résolvante R(\, A) est compacte pour tout A € p(A).

Remarque 1.1
Soit p, une base orthonormale de H espace de Hilbert supposé séparable, et soit \, une suite
de nombres complexes telle que la suite (e**),>1 soit bornée (ce qui et vrai sisup,>, Re(\,) <

considérons l'opérateur diagonal défini par

Ay =32 N\ < 00,y > 00, D(A) = {y € H/SX | | My < 00,y >]*< o0}

-1

supposons de plus que A est auto-adjoint et que (A — A)~' est compact pour un certain

X.Alors on a les propriétés suivantes :
1. Il existe une suite N\, de valeurs propres distinctes de A telle que :

i|\,|— o0

13
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ii La dimension de [’espace propre associé a A\, est égale a son ordre de multiplicité

Tn.
iii la suite (A\,)n>1) est strictement décroissante.
2. A admet un ensemble complet de vecteurs propres (¢jk)jr>1
3. Le spectre o(A) est dénombrable
4. Pour tout y € D(A),on a

) Tj
Ay:zl)\j;<90jk,y>¢jk

(r; étant Uordre de multiplicité de \;)

5. L’opérateur A engendre le semi — groupe donnée par

) T4
S(t)y = ZeAjtz <Y, Qjk > Pjk
=1 k=1

1.3 Controlabilité

Soit 2 un ouvert borné de R™ représentant le domaine géométrique du systeme (1.5)
(n =1,2,3.. pour les applications) et soit 7' > 0.
Les espaces H et U considérés dans cette partie sont des espaces de Hilbert séparables et
désignent respectivement les espaces d’état et de controle .

On considere le systeme décrit par I’équation d’état :

15
y(0) =5° 9

Ou A est un opérateur différentiel de domaine D(A), qui engendre un semi — groupe forte-
ment continu {S(t)}y>o sur Vespace d’état H = L*(Q), B € L(U,H) et u € L*(0, T, u).

{ y'(t) = Ay(t) + Bu(t),sur [0, 7]

Le systeme (1.5) admet une solution unique qui s’exprime par :
t

Yu(t) = S(t)y° + / S(t — s)Bu(s)ds
0

On considere Q; : L?(0,T;U) — H , 'opérateur qui défini par :

Qiu = /Ot S(t — s)Bu(s)ds, Yu e L*(0,T;U)

14
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Définition 1.9

a Le systéme (1.5) est dit exactement controlable dans H sur [0,T] si :

vyt € H,3u € L*(0,T;U) tel que : y,(T) = y*

b Le systéme (1.5) est dit exactement contrélable dans H sur [0,T)] si :

Vyd e H,Ju € L*(0,T;U) tel que : ||y (T) — yd||H <

Proposition 1.7 [1]

1l ya une équivalence entre les propriétés suivantes :

a (1.5) est faiblement contrélable sur [0,T]

b Im(Q:) = H
c Ker(Q;) = Ker(Q;Q:) = {0}

d {<y,S(s)Bu>=0 Vse[0,T] et YueU}
=y=0

1.4 Actionneurs

les actionneurs peuvent étre de nature , de forme et de conception diverses .Ceux que
I’on rencontre dans les systemes physiques, peuvent étre de type :
- ponctuel.

- zone.

- file

Ces divers types d’actionneurs peuvent étre localisés a l'intérieur du domaine €2 ou bien

sur sa frontiere I'.

Définition 1.10
Soit Qo une partie non vide , fermée de Q (resp.I'y une partie non vide , de T') et soit
g € L*() (resp. g € L*(T)).

On appelle actionneur zone (resp. zone frontiére) le couple (20, g) (resp. (Lo, g))ot :

1. Qo (resp. T'g) représente le support de 'actionneur.

15
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2. g représente la répartition spatiale de ['actionneur.

Définition 1.11

Soit b € Q (resp. b € T').on appelle actionneur ponctuel (resp. ponctuel frontiére)le couple
(b, 0p) 0t :

1. b représente le support de l'actionneur.

2. &y représente la répartition spatiale de [’actionneur.

Définition 1.12

On dira que Uactionneur (Qo, g) ou (b, 0p) est stratégique, si le systéme qu’il existe est fai-
blement controlable .

Dans le cas de plusieurs actionneurs (€, gi)1<i<p o (b;, &, )1<i<p,0on dira que la suite d’ac-

tionneurs est stratégique, si le systeme qu’ils excite est faiblement controlable.
Proposition 1.8 [7]
La suite d’actionneurs (4, gi)1<i<p €st stratégique si et seulement si :

1. p > sup,(r,)

2. rg(Gy) =rn , pour tout n ot G, est la matrice d’ordre (p,r,) et d’éléments :

(Gn)ij =< Gis Pnj >12(0)

1=1....petj=1. ... 1,4

16



Chapitre 2

La stabilisation du systeme distribué

2.1 Notions de stabilité

Une des considérations les plus importantes dans l'analyse et le controle des systemes
est celle de la stabilité.

Considérons le systeme :

{ y'(t) = Ay 2.1)
y(0) = wo

Ou A : D(A) C H — H est un générateur infinitésimal d'un C%semi — groupe S(t),t > 0
dans H .

Définition 2.1
Le systéme (2.1) est dit :
— Faiblement stable, si pour tout état initial yo € H :
< S(t)yo,x >g— 0 quand t — oo,Vx € H
— Asymptotiquement stable, si pour tout état initial yo € H :
IS(t)yollg — 0 quand t — +o0.
— Ezxponentiellement stable, si pour tout état initial yo , y(t) tend exponentiellement vers

0 quand t — 4o00.

Notons que la stabilité exponentielle de (2.1) est équivalente a I'existence de deux constantes

M > 0 et o > 0,telles que pour tout ¢t > 0

1S < Me " ont >0

17



La stabilisation du systéme destribuée

Exemple 2.1 Considérons le systéme défini sur € =|0, +oo[ par

ot ox (22)

{ Oy(x,t) _  Oy(x,t)
y('ra 0) = yo(l’)

Lopérateur A = —2 avec D(A) = {y € H'(Q)\y(0,.) = 0} génére un Cosemi — groupe

{S(t)}is0 sur L*(Q) donné par

S(t)y(2) :{ ylr —t) si x>t

0 s2 x<t

Alors pour tout y, z € L*(Q),

< SO > | = | [ vla = Ds(a)da]
t

<([ e 0P| )P}

= ”ZJH(/ \Z(ZU)IQdSC)% — 0 quand t — o0
t

Donc le systeme (2.2) est faiblement stable.

mais

— / " () )
~

Donc le systeme n’est pas Asymptotiquement stable.

Exemple 2.2
(¢n,) €tant la famille orthonormée de fonctions propres de A , associée aux valeurs propres
(\n), avec N\, de multiplicité r,.

Nous avons déja vu dans la remarque (1.1),que :

S(t)yo = Z et Z < Y0, Pnj >L2(Q) Pnj
n=1 j=1

et donc :

|’S<t>y0|’%2(9) = (Z et Z < Yo, Pnj >L2(Q) Pnjy Z et Z < Yo, Pmk >L2(Q) Pmk) L2(Q)
m=1 k=1

n=1 j=1

18



La stabilisation du systéme destribuée

alors :

HS(t)yOH%?(Q) = Zek"t ZeAmt Z < Yo, Pnj >L2(Q2) Z < Yo, Pmk > L2(Q)(Prjs » Pmk) L2(Q)
n m J=1 k=1

D’apres la définition de (¢n;)
OTL a: { <g0nj)790mk:>

=1
(Onjrs @mr) =0 s nj #mk
On déduit que :

si nj=mk o (n=m et j =k)

HS(t>y0|’%Q(Q) = ZeA”tmz <Y, ¥nj >r2(Q) < Yo, Pnj > L2(Q)
n J=1

Donc :

1S(E)yoll220y = 3 RONN " | <y > | (2.3)

n 7j=1

1. Supposons qu’il existe € > 0 tel que :

Re(\,) < —¢, pour tout n >1

alors .
||S(t)y0||%2(ﬂ) < 27 Z Z <Y, pnj >
n j=1
< 2e7%S(0)yoll72q)
< 2e7% | yo |7
et donc

IS < Me™
Donc le systeme est exponentiellement stable.

2. Supposons que ,pour un certain i ,
RG()\J >0

alors, le systeme n’est pas exponentiellement stable .

En effet, il suffit de considérer la solution du systéme correspondant a l’état initial

Yo = Piy

y(t) = S(t)yo = ZGA"t Z < Piys Pnj > L2(Q) Pnj = e,

n J=1

19



La stabilisation du systéme destribuée

Remarque 2.1
Uezemple ci-dessus montre que la stabilité du systéeme (2.1) est liée au spectre o(A) de

Popérateur A. Plus précisément, on montre que :
sup{Re(\) : A € o(A)} < inf{w|IM > 0;||S(#)|| < Me "} (2.4)

et donc, si le systeme (2.1) est exponentiellement stable, alors nécessairement le spectre de
A est dans le demi-plan :
Re(N\) <0

Généralement, dans (2.4), nous n'avons pas d’égalité. Mais pour la plupart des systémes
réels, et essentiellement ceux étudies ici,il y a égalité. Et par conséquent ,la stabilité expo-
nentielle du semi — groupe peut étre déterminée en analysant le spectre de A.

Dans le cas ou A engendre un semi — groupe non exponentiellement stable, nous allons voir

comment y remédier en choisissant des controles adéquats.

Dans le cas de dimension finie, les degrés de stabilité coincident. De plus, plusieurs
résultats de caractérisation ont été établis, ces résultats sont basés sur des propriétés spec-
trales de la matrice A, ou sur l'existence d’une fonction de Lyapunov, ce qui revient aussi a

établir I'existence d’'une équation (dite aussi Lyapunov)

Proposition 2.1 [3]

Supposons que dim H < 400.Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. Le systéeme (2.1) est exponentiellement stable ;
2. sup{ReA: A€ c(A)} <O0;

3. 1l existe une matrice P définie positive telle que
PA+ AP =—-1 (2.5)

D’apres la propriété (3), la fonction V(t) =< Py,y > est une fonction de Lyaponov pour
(2.1)dans le sens ot, pour chaque trajectoire y(t),on a 4 < Py(t),y(t) >< 0. Si H est de
dimension infinie, la propriété (3) est partiellement vraie et exige une reformulation.

S’écrit
< Ay,Py >+ < Py,Ay >+ <y,y> = 0,y € D(A) (2.6)

Ainsi peut étre formulé par le résultat suivant :

20



La stabilisation du systéme destribuée

Proposition 2.2 [4]
Le systéme (2.1) est exponentiellement stable si et seulement s’il existe un opérateur définie

positif P tel que (2.6) soit vérifiée, ce qui est équivalent d
/ |S(t)y|*dt < +o00,Vy € H
0

pour chaque générateur A, nous définissons les indices inférieur et supérieur de la stabilité :

o_ =sup{ReX: A€ o(A)}

o =inf{u|3M > 0;[|S(t)|| < Me™, vt > 0}

Proposition 2.3 [15]

o_ < oy,et donc si le systéme (2.1)est exponentiellement stable alors o_ < 0.

Proposition 2.4 [16]

Si

a Le semi-groupe S(t) est différentiable pourt >0 ;
b 3t; > 0,tel que S(t1) est compact,

Alors o = o, et par conséquent l'inégalité o_ < 0 entraine la stabilité exponentielle du

systeme (2.1).

Proposition 2.5 [9]

Soit A est un générateur infinitésimal d’un Cosemi groupe S(t) dans H. Le systeme (2.1)
est exponentiellement stable si et seulement si : o_ < 0 et existe 0 € {o_,0} tel que
sup { || (A — A~ |;ReA > 0} < 400

Proposition 2.6 Soit A est un générateur infinitésimal d’un Cosemi groupe S(t) dans H.

Alors le systéme (2.1) est exponentiellement stable si et seulement si : o_ <0 et
C =sup {||(M - A)71|| ; ReA >0} < +o0

Preuve =)

Tant que A est un générateur infinitésimal d'un Cysemi — groupe S(t) alors d’apres la
proposition (2.5),0_ < 0 et existe o € {o_,0} tel que sup{H()\ — A)_l{ : Re\ > 0} < +o00.
; Red > 0} C {||(A\I — A)7'[|; ReA > o}

On remarque que {||(A] — At

Donc
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C—sup{H (M —A)” H Re)\>0}<sup{H (M —A)” H Re)\>a}<+oo
<)
Soit 0 = max{%,;—é} et A =0+ i&et O € [o,0].alors

A — A= (0] +il — A)

= [I 40l — A)7'] (i€l — A)

Alors
|1+ 606l — A) ]z > ||z — 19|H il — A) |
1
> ||z - %-C ||| = 5 |l

Nous avons H[[ +03icl — A [0,0],—00 < £ < 400, =0+ i€ €

p(A) et

I =)~ =

(€] — A [T+ 0(ET — A~ H

-1

< [[ter = 4y || 1 + 0GET - 4)7]

<2C

par conséquent ,sup {||[(A — A)7!||; ReA > 0} < +oo et selon la proposition (2.5), le systeme

(2.1) est exponentiellement stable. m

2.2  Stabilisabilité

Nous considérons maintenant le systeme linéaire :

dy(t)

LE = Ay(®) + Bu(t),y(0) = yo 2.7

ou A est un générateur infinitésimal d'un Cosemi — groupe S(t),t > 0 sur H et
B € L(U, H),U étant 'espace des controles supposé de Hilbert.
Notons que pour tout K € L(H), lopérateur A+ BK engendre un Cysemi — groupe et que

la solution faible du systeme controlé (2.7), et donnée par

y(t) = S(t)yo + /Ot S(t — s)Bu(s)ds

et on a la définition suivante :
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Définition 2.2
Le systeme (2.7) est dit faiblement (resp. asymptotiquement, exponentiellement) stabilisable
(ou la paire (A, B) est stabilisable) s’il existe un opérateur borné K € L(H,U) tel que le

systeme :

d@;—f) — (A4 BK)y(t), y(0) = y0 € H.

soit faiblement (resp. asymptotiquement, exponentiellement) stable.

Proposition 2.7 [§]
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— Le systéme (2.7) est exponentiellement stabilisable .

— 11 existe un controéle u(.) tel que la solution correspondante de (2.7) vérifie

/0 Ty + @)t < o0, ¥yo € H

— 1l existe un opérateur défini positif P vérifiant [’équation de riccati suivante
< Ay,Py>+ < Py,Ay > — < B*Py,B*Py > + <y,y > = 0,Yy € D(A]2.8)

— Pour tout état initial yo € H il existe un controle u(.) tel que u(t) et la solution

correspondante de (2.7) tendent exponentiellement vers zéro quand t — +o00.

il ya principalement trois types de conditions qui garantissent la stabilisabilité du systeme(2.7).
Le premier emploit la notion de controlabilité,le second passe par ’équation de Riccati et le
troisieme utilise les propriétés spectrales et structurales de A. Pour I'emploit de controlabilité

on a la proposition suivante :

Proposition 2.8 [9]
le systeme (2.7) est faiblement stabilisable par le contrile u(t) = —B*y(t) si et seulement si

les états instables de (2.7) sont controlables

Dans le cas de dimension finie, le probléeme de stabiliser (2.7) est équivalent & la controlabilité
de ses modes instables.

Pour I'emploi les propriétés spectacles on a la définition suivante :
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Définition 2.3 (La décomposition spéctrale) On considére le systéme (2.7) avec les
meéme hypotheses .

Soit § > 0 fixé et on considére les sous ensembles :
ou(A) ={A\: Re(\) > -0} (2.9)
os(A) ={A: Re(\) < =46} (2.10)

Si ’ensemble o,(A) est borné et séparé de l’ensemble o5(A) de sorte qu’une courbe simple et
fermée enclot un ouvert contenant os(A) dans son intérieur, alors l'espace d’état peut étre

décomposé comme suit
H=H,+H, (2.11)

avec H, = PH et H; = (I — P)H, ou P € L(H) est l'opérateur de projection donné par
1
P=—"— [ (M —A)'d\
211 r
ou I' est une courbe enfermant o(A). Le systeme (2.7) peut étre décomposé en considérant

yy = Py et ys = (I — P)y,sous la forme

{%@=Am@+P&W> (2.12)

Yo. = Pyo

{ yi(t) = Asys(t) + (I — P)Bu(t) (2.13)
Yo, = (1 = P)yo

ou Ay et A, sont les restrictions de A a H, et a H, respectivement et sont définies telles
que

U(AS) = US<A) ) U(AU) = Uu(A)

et A, est un opérateur borné sur H,.Les solutions de (2.12)et (2.13) sont données par

t
yu(t) = Su(t)yo, +/ Su(t — 7)PBu(r)dr
0
et .
ys(t) = Ss(t)yo. +/ Ss(t — 7)PBu(T)dr
0
ot Sy (t) et Ss(t) sont les restrictions de S(t) a H, et a Hs,qui sont respectivement les semi
groupes fortement continus de générateurs A, et A,.

Pour stabiliser le systeme (2.7) il revient de stabiliser (2.12) pourvu que l'opérateur As

satisfait la condition de croissance du spectre

limw = sup Re(o(As)) (2.14)

t—o0
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2.3 Stabilisation et actionneurs

Nous avons une caractérisation de la stabilisation par le choix des actionneurs, com-
parable au résultat de la proposition (1.9) concernant la contrdlabilité.La différence réside
dans le fait que I'on ne s’intéresse qu’a la partie du systéeme correspondant au spectre de A

a partie réelle positive.

Proposition 2.9
Supposons que le systéme (2.7) est existe par p actionneurs zones (§);,¢;)1<i<p €t que le
spectre de A compte j valeurs propres non négatives. Alors le systéme (2.7) est stabilisable

st et seulement si :

i p>supi<,<;(rn)

ii rg(G,) =r, ,pour tout n=1,2. ... j
ot (Gn)ij =< Gi, Pnj > L2(Q;)

avect=1. ...petj=1. ... 1,.

Preuve

On décompose le spectre de A comme la définition(2.3) avec :

gu(A) = {1, Aa, ... A}

US(A) = {>\j+17/\j+2’ ..... }

A, est représenté par la matrice d’ordre

J J
Qs X ma)
n=1 n=1
et donnée par :
Au = diag(e\l, )\17 )\£ >\j7 )\] ..

N

)

B
w
1 T

et
PB=[G],G},..G]]"

sous la condition ii) de la proposition(1.9),il est facile de voir que le systeme de dimension
finie est controlable et donc il est stabilisable.
Il existe donc un controle

u=—Fy,
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tel que
||6(AM7PBF)1‘,H < Mefét

avec M >0et d >0
ainsi :
Iy (t)|| < Me™*(| Py

et
lu(t)| < Me™||F||[| Pyoll

Par ailleurs, le semi groupe engendré par A, est exponentiellement stable, c¢’est & dire : IM

et § > 0 tels que :

1S5(t)|| < Me™?

donc

lua(®) | = 1155 (t)o, + / Su(t — 7)(I — P)Bu(r)dr|

lys (B < 15:()yo, || + H/O Ss(t =) = P)Bu(r)dr||

_ t
lys(D)I] < Me™*" [|(I = P)yoll +/0 Me=*""D|(I = P)B|.||u(7)||dr

_ L t
< 3™ |1 = Phuoll+ SIMFIE ~ PYBIIPw]. [ e3¢ ar
0

ot e—ét

— = e 7" —
< Me™||(I — P)yol| +C||1Dyo||5_—g

ou ¢ > 0, et par conséquent I’état du systeme vérifie

Iy < Ty O+ llys (D]

< (Me—0t e 0 — e Me—dt
< (e 4 o5 =S5 4 M)

ceci montre la stabilisabilité exponentielle du systeme(2.7). =

Proposition 2.10 (Stabilisabilité et actionneurs frontieres) [7]
Le systéme excité par la suite d’actionneurs zones frontiéres (I';, gi)1<i<p est stabilisable si

et seulement si :

ip> SUPlgngj(rn)
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ii rg(G,) =r, ,pour tout n=1,2. ... j

8§Zj >r2r,y dans le cas Dirichlet.

ol (Gn)Z] =< ¢,
(Gh)ij =< Gis¥nj >12r,) dans le cas Neumann.

avect=1. ...petj=1. ... 1,.

2.4 Stabilité régionale

Le systeme a parametres distribuées peut étre stable ou instable sur son domaine 2, mais
il ya des systemes instable sur € et stable sur une région de €2 ou sur sa frontiere. On considere

le systeme :
(2.15)

Tel que A est un générateur infinitésimal d’'un C%semi — groupe {S(t)}+>0 dans un espace
d’état L2(Q).

Considérons maintenant une partie mesurable de mesure positive ,w ; interne (ouvert de Q)
ou frontiere (ouvert w C 99) et soit Uopérateur de restriction x,, : L?(2) — L*(w) tel que

Xwy = y/w,d’adjoint x tel que

oo [y rew
Xw(y)_{o {ﬂEQ/w

Définition 2.4 (La stabilité régionale faible)
On dit que le systeme (2.15)est faiblement w—stable si :
Vyo € L2(Q2) ; < xwy(t),y? >— 0 quand t — oo ; Vy? € L*(Q)

Définition 2.5 (La stabilité régionale asymptotique )
On dit que le systéme (2.15)est asymptotiquement w—stable si :
Vyo € L2(Q) ilIxwy(D)l| — 0 quand t — oo .

Définition 2.6 (La stabilité régionale exponentielle)
On dit que le systéme (2.15)est exponentiellement w—stable si :

AM, o > 0 :||x.yt)]| < Me |yol ;t > 0, yo € L*(Q).
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Remarque 2.2
— Ce concept est général car pour w = ) on retrouve la définition classique de la stabilité.
— les définitions ci-dessus montrent que l'on est intéressé par la comportement asymp-

totique du systeme (2.15)seulement sur w.

Exemple 2.3 on considere le systeme :

{ W) — (log(x +0.1))y(x,t) (z,t) €]0,2[x]0, 00] (2.16)

y(x,0) = yo(z) 10,2

Pour yy € L*(0,2) on a :
y(w,t) _ elog(a:—i—O.l))tyO

alors : )
o, )20 = / o800 |y 12

1 2
_ / |6210g($+0'1)t|.|y0|2dl‘ + / |6210g($+0'1)t|.|y0|2dw
0 1

2
> / |6210g(x+0'1)t|.|y0|2dl'
1

2
> / ‘?/0|2d9@
1

alors limy—,o y(z,t) # 0, donc le systeme (2.16) n’est pas stable sur0,2[ .
Soit w =]0,a[C]0, 1],

on a :

2
e )20 = / PRG0N |y 12y

2 2
< / 21RO )] / oo )
0 0

S elog(a+0.1)tHy0HLQ(O’Q)

alors im0 Xoy(x,t) = 0 ,donc le systéme (2.16) est stable sur w

2.5 Caractérisation

Dans cette partie nous donnons les résultats caractérisant la stabilité régionale.

C’est le cas par exemple si on prend H = L*(§)) pour une région interne.

28



La stabilisation du systéme destribuée

On considere

ol (A) ={\ € o(A)/Re(\) > 0; Ker(A— ) € Ker(i,)} (2.17)
02(A) ={\ € o(A)/Re(\) < 0; Ker(A— X)) € Ker(i,)} (2.18)

tel que 7, = X Xw-

Proposition 2.11

1. Si le systéme (2.15) est asymptotiquement stable sur w ,alors ol (A) =0

2. On suppose que lopérateur A admet une base {on}nen de fonctions propres dans
L3(9).
Siol(A) =0 et sl existe a« > 0 tel que Re(\) < —a , Y\ € 02(A) alors le systéme

(2.15) est exponentiellement stable sur w.

Preuve

1. On suppose que il existe A € 0(A) et p € Ker(A— M) tel Re(\) > 0 et x,p # 0.
Pour yy = ¢ , la solution de (2.15) est S(t)p = .

Donc :
< XuS()e, 0 >1200)> |IXw@| 12(w) # 0
Alors (2.15) n’est pas asymptotiquement stable sur w.

2. Sans nuire a la généralité du résultat, on peut supposer que les valeurs propres de A

sont simples. Dans ce cas, pour tout yo € H, on a :

XSy = > M <o, 00 > Xutn
An€c(A)

=Xo Y. M <y, 00> 0n
An€c2(A)

IXoS@woll* = (o D> ™ <yo,0n>mxw D, € < Yook > 01

An€02(A) A€o (A)
IXoS@woll* = D ™ <yo,0n > enXoXo D, € <o,k > ok)
An€a2(A) A€o (A)
xS (#)yoll* = Z e < Yo, Pn > XoXw Z M < Yo, ok > (Pn, Pk)
An€c2(A) Ap€a(A)
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I S@yoll® = Ixwll® Y R < yo, 0, >
An€c2(A)

< [Ixul*e™**[1S(0)goll?

Donc :||xuS®)yoll < |Ixwlle™||yoll,par conséquent (2.15) est exponentiellement stable

sur w.

|
Le résultat suivant fournit des conditions suffisantes pour la stabilité régionale Asympto-

tique.

Proposition 2.12
S7il existe un opérateurs P € L(L*(Y)) positifs et auto-adjoints tel que :

< Ay, Py >+ < Py,Ay >+ < Ry,y >=0, y € D(A) (2.19)
Ou R € L(L*(Q)) est un opérateur auto-adjoint positif satisfaisant
< Ry,y >> c|xwyll?>, pour un certain c>0 (2.20)
Si, de plus, A auto-adjoint et satisfait
< XwAy,y ><0, ye DA (2.21)
Alors le systéeme (2.15) est asymptotiquement stable sur w.

Preuve

Soit V(t,y(t)) =< Py(t),y(t) > ,pour y(t) € L*(Q),t > 0.
On a la solution de (2.15) donne :y(t) = S(t)yo Vyo € D(A)
Alors

0 0 0
57 < ty(t) >=< Pas(t)yo,s(t)yo > + < PS(t)yo, as(t)yo >

=< PAS(t)yo, S(t)yo >+ < PS(t)yo,AS(t)yo >

=< AS(t)yo, P*S(t)yo > + < PS(t)yo, AS(t)yo >

=< AS(t)yo, PS(t)yO >+ < PS(t)yo, AS(t)y() >
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— — < RS(t)yo, S(t)yo >

Donc N ,
/ (— < RS(7)yo, S(T)yo >)dr = lim / 2V <T1,y(r) >dr
0 t—oo 0 or
+oo
/ (< RS(7)yo, S(T)yo >)dr =V < 0,y(0) > —tlim V<1y(r)>
0 —oo
Alors

+oo
/ < RS(7)yo, S(F)o > dr <V < 0,(0) >
0

D’aprés (2.20)

“+00 “+o0o
/ cllxwS (7)ol *dr < / < RS(T)yo, S(T)yo > dr < +00
0 0

et a partir de(2.21) on a :

0 , 0
EHXUJS(t)yO” - a < XwS(t)mewS(t)yO >

=< XwAS(t)yOy)(wS(t)yO >4+ < XwS<t)y07 XWAS(t)yO >§ 0

Alors . ,
HlxwSE)goll? = / IS ()0l Pdr < / IS (g0l Pdr
0 0

Comme D(A) est dense dans L?(Q) donc

xS #)yol|* < 6(30),15 > 0,70 € D(A) pour un certain [(yo) (2.22)
Alors pour tout yo € L?(2), (2.22) est vérifiée, donc le systeme (2.15) est w—asymptotiquement stable.
[
Lemme 2.13 Soit 0y = inf;~ M.S@' le semi — groupe satisfait :

IxeSE+8)yll < lIxoS@OI-lIxoS(s)yll 2,5 > 0 (2.23)
alors
1
= m lElSO
t——+00 t
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Preuve
Soient tg > 0 et M = sup,<;<, [|S(t)]],
pour t >t ,il existe n € N tel que nty <t < (n+ 1)tp,alors

log xS _ log [IxwS(nto +t = nto)|
t t

< log[xS(nto) | N log || xw:S(t — nto)||
B t t

D’aprés (2.23),0n a

SO < IS, > 0,n € N alors

log xSl _ ntolog [Ix St |, log M
¢ =t t t

to
t—tg log [[xwS(to)|l 4 logM
t to t

{ PPl 1 B st S(i)]| > 1

sinon

donc
logIIX;S(t)II < 10g||x;u5(to)|| o
0

lim sup
t—o00
et puisque ty est arbitraire, on a

i sup 2B OI o8 S0

t—o00 t T t>0

< Jim in 2SO

) t

, . 1 S(t
par conséquent og = lim;_, M <oo ®m
Le résultat suivant donne des conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité régionale

exponentielle.

Proposition 2.14 On suppose que A génére un semi— groupe fortement continu {S(t) }+>o

et vérifie (2.23),alors le systéme (2.15) est exponentiellement stable sur w si et seulement si

/ IxoSEylPdt < 00, y € L(Q)
0

Preuve

Pour n > 1, on définit 'opérateur
0, : L*Q) — L*0,00, [*(w))

Yy — X () xS (t)y
Alors
1022 0 r2(0y) = / X0 (D)X S (833
0
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- / IS (O]22 0t
< / 1 SO 191120

< 2, / 1o S (0) 22t

< o lyll*

et d’aprés le théoreme de Banach Steinhaus, il existe v > 0 tel que :[|©,]| <~ ;n>1
Soit o1 et M tel que ||S(t)]| < Met, t>0.
Pour ¢y > 0, la famille {x,S(t) }+<t, est bornée et pour ¢ > ¢y, on a

1 . 6720'175

t
ISl = [ e sls

¢
< [ e IS oPInS( - )|Pds
0
< M*y?|ly|I*
On déduit qu’il existe k£ > 0 tel que ||x,S(t)|| <k ,t > 0.

par (2.23),on obtient :

t
tl xSyl < /O XS ()Yl xw St — s)yl||*ds
alors t||x,S(#)y||* < K2+?%||y||* et pour t assez grand on a ||x,,S(¢)|| < 1 ,donc il existe t, < ¢
tel que log ||x.S(t)]| < 0 on déduit que

1 1
o ing 0B INLSOI _ g [x.S()]
>0 t to

<0

et par le lemme (2.13) on obtient
o €lon, 0L, IM/ xS < Met, 120

Par conséquent le systeme est exponentiellement stable sur w. m

Nous donnos maintenant une approche utilisant I’équation de Lyapunov .

Proposition 2.15 [1§]
Si le semi — groupe satisfait (2.23), alors le systéme (2.15) est exponentiellement stable sur

w , si et seulement si, il existe un operateur positif P € LL*(Q) tel que

< Ay, Py >+ < Py, Ay > + < xuy,y >=0 ;y € D(A) (2.24)
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2.6 Stabilisabilité régionale

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment stabiliser régionalement un systeme dis-
tribué.
On consedere le systeme
—— = Ay(t) + Bu(t), y(0) = yo (2.25)

avec méme hypotheses de paragraphe précédent, et B € L(U, H),U étant l'espace des

controle supposé de Hilbert.

Définition 2.7 On dit que le systéme (2.26) est faiblement (resp.asymptotiquement, ez-

ponentiellement) stabilisable sur w C Q ,s’il existe un opérateur K € L(H,U) tel que le

systeme
'(t)=(A+ BK
{ y(t) = (A+ BK)y 296
y(0) = yo

est faiblement (resp. asymptotiquement, exponentiellement) stabilisable sur w.
a partir de la définition précédente,on note les points suivants :
- le controle en boucle fermé qui stabilise le systeme est

u=Ky ; Ke/L(HU) (2.27)

- on cosidere la fonction cout suivante
+oo )
o) = [ fute) P (2.28)
0
tel que u € Uyq(w) avec
Una(w) = {u € L*(0, +00,U);u stabilise fortement (2.26) sur w et q(u) < oo}

donc

min g(u) < min g(u
uad(w) q( )_uad(Q) q( )

2.7 Caractérisations

Dans cette section on propose une approche pour la caractérisation de la stabilisabilité

régionale qui explore les résultats précédente,on note {Sk(t)}>o0 le semi-groupe engendré
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par A+ BK et soient R € L£(L*(€2)) un opérateur positif auto-adjoint et un constante ¢ > 0

tels que
< Ry,y >> cllxwyl (2.29)
On considere ,pour y € D(A), I’équation de Riccati
< Ay,Py >+ < Py,Ay >+ < Ry,y > — < B*Py, B*Py >=0 (2.30)

Proposition 2.16 [18]
On suppose qu’il existe un opérateur positif et auto-adjoint P € L(H) satisfat I’équation

(2.31) et soit l'opérateur K = —B*P.

1. st
Re < xu(A+ BK)y,y >12<0; y € D(A) (2.31)

alors le systeme (2.26) est asymptotiquement stabilisable sur w.

2. Si Sk (t) satisfait (2.23) ,alors le systeme (2.26) est exponentiellement stabilisable sur

w.

3. 8"l existe d > 0 tel que
< Ry,y >> dRe < xa\w(A+ BK)y,y > ; y e D(A) (2.32)
alors létat de systéme (2.26) reste borné dans Q \ w

En considérant les opérateurs R = (x,B)(x,B)* et P = I, on a le résultat suivant.

Proposition 2.17 [18§]
Soit U = H et on suppose que

<i Ay, y >+ <y,i Ay >=0; ye A (2.33)
et
Byl > cllxwyll, veH (2.34)

1. Si (2.82) est vérifiée, alors le contrile u(t) = —B*i,y(t) stabilise le systéme (2.26)

régionalement asymptotiquement sur w.

2. Si SE(t) vérifiée (2.23),alors le controle u(t) stabilise le systéeme (2.26) régionalement

exponentiellement sur w.
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2.8 Exemple de stabilisabilité régionale

Dans cette section on cherche un controle pour stabilisé le systéme (2.26) sur une région

w C ) avec un état borné sur ).

Exemple 2.4 On considére le systeme distribué décrit par ’équation

% (x,y,t) = (cosz + Du(z,t) + v(z,t)  Q2x]0,00[
(2.35)
u(z,0) = ug Q
tel que Q =)0, 7[ et v(z,t) =0
On a Au = (cosx + 1)u et u(x,t) = elcos7Hty,
Donc
lu, 8)2aq) = /0 (28T |y 12 g
> e ||lug||” — +oo quand t — +oo
le systeme n’est pas stable sur €.
Aussi pour w = [%,ﬂ on a
Jua, )22, = / (2eoss D 12
2
T ot 2
> 7€ |uo||” — +00 quand t — +o0
Donc le systeme n’est pas stable sur la région [%,ﬂ.
Mais pour le contrél v = —u on a le systéme (2.36) s’écrit
%(m,y,t) = (cosz)u(z,t) Q2x]0,00[ (2.36)
u(z,0) = ug Q

Le systeme reste n’est pas stable sur €2, mais sur la région w = [7—;, ﬂ

Alors la solution de systéme donne par

u(w,t) = ey

alors

a1z = [ 12 Juo(o)] d

2

™

< / le™ 2. Jug |*da
s
2
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i
<le| [ fuolPda
s
2

< M.|e | — 0 pour t — +oo

donc le systeme stable sur la région w.
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Chapitre 3

Etude numérique

3.1 Introduction

Ce chapitre présente le sujet de la stabilisation numérique des équations différentielles
partielles. On peut étre amené a rechercher la solution par la discrétisation de cet EDP
,par exemple par un schéma aux différences finies ,ou aux éléments finies qui conduit des
systemes linéaire ou une famille de systemes de controle en dimension finie. j’ai choisit, dans
ce travail, la méthode des différences finies.

La méthode des différences finies est la plus facile d’acces, puisqu’elle repose sur deux no-
tions : la discrétisation des opérateurs de dérivation/différentiation (assez intuitive) par
différences finies d’une part, et la convergence du schéma numérique ainsi obtenu d’autre

part.

3.2 Déscription de la méthode

La méthode des différences finies consiste a discrétiser les variables et équations du
probleme posée, c’est a dire de les approximer par des suites de valeurs et d’égalités définies
en un nombre fini de points, afin d’en faire des objets utilisables par un ordinateur. Ainsi la
coordonnée ¢ devient la suite (¢;);=1..n , la coordonnée x devient la suite (x;)i = 1...,,q, €t
la variable y est réduite au tableau de valeurs ! = y(x;, t;). On notera Y7 le vecteur dont
les 4, coordonnées sont les valeurs numériques a l'instant ¢;.

On se bornera dans ce travail aux méthodes a un pas de temps, et on utilisera un maillage
régulier. Cela signifie que les suites (¢;) et (x;) seront arithmétiques d’incréments respectifs

At et Ax.

38



La stabilisation du systéme destribuée

t;=jAt j>0
v, =iAr 0<i<n+1

1

tel que t la variable de temps et x la variable d’espace. On a Az = el

Notre objectif est de calculez les valeurs approximatives de la fonction y la solution aux
points de maille (z;, ;).

La deuxieme étape dans le processus consiste choisir une certaine formule simple pour
rapprocher les dérivés apparaissant dans 1’équation. Une certaine formule est basée sur

le développement de Taylor comme suite :

y(z + Az) = y(z) + Azy'(x) + %Zy”(:zc) + ...+ (Anx')ny”(gg)
alors ( A .
/ ~ Yyl + r)—ylax
y'(z) ~ A
" ~ y(x + Am) - 2y(:c) + y(x — Aa:)
y'(z) ~ (Ar)?

Pour simplifie la notation,on pose :
v =t =1; ety = y(i;t))

Naturellement, il existe de nombreuse formules ayant divers degrés de précision.

3.3 Equation de la chaleur .

On considere le systeme distribué décrit par I’équation aux dérivée partielle :

W, t)=TY(x,t) x€0,1]
y(0,1) = y(1,1) =0 (3.1)
y(z,

0) = sinmzx

tel que Q =1[0,1] , H = L*(Q).

La solution exact de ce Systeme :

y(x,t) = exp(—n*t)sin ()

On a y(t,x) — 0 quand ¢ — 400 danc nous avons la stabilité.

On utilise la méthode de différences finies par le shéma explicite. On obtient alors le systeme
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suivant :

L ) o
yl Ty Yip1 2y tyly 4 [0 1]

(At) - (Ax)?

y? = sin 7

+1_ i oy
tel que 2 (z,t) ~ yf(At_)yf' et g (2,t) ~ % , alors
?/gH = a’ylj';l + by‘ij + any z; € [0,1]
wo=yi=0 (3.3)

YY) = sinma;

_ A
b=1-278%

Oua=

Az)Z’

3.3.1 Stabilité de schéma

Avant de se lancer dans une validation numérique, une question essentielle concernant
ces schémas numériques est de savoir si ils sont stables, c’est-a-dire si il convergent ou non
vers une solution. On s’intéressera ici seulement a la stabilité de Von Neumann. La technique

de Von Neumann consiste a décomposer les variables, en modes :
y;l — )\nezk]Ax, Z'2 — 1

Proposition 3.1

La condition nécessaire pour la stabilité de schéma explicite est (AAt)2 < %

Preuve

D’abord on a yi*! = XmHleihidr — \yn,

Alors on a
2At
AT\ = cos(kAx) — 1
e\ (cos(iAa) = 1)
Alors »
N 2At
Ca 1+ — AP 5 (cos(kAx) — 1)

Il s’agit d’une suite géométrique, qui converge si et seulement si sa raison est comprise entre
—letl.
donc

2At
-1<14+ —— INE 5 (cos(kAz) — 1) <1
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2At
At
0< W(l — COS(kAl')) <1

Or (1 — cos(kAxz)) € [0,2] donc la méthode explicite

est stable si

3.3.2 Validation numérique

pour Az = 0.1; At = ¢t = 0.00001,le systeme (3.3) donne

y; = Ay}
Ou A la matrice suivante :
ba 00 0O0O0O0O
a ba 000000
0O a ba 00000
00 abdbaO00O00O0
A=1000a b a 0 00
0000abda00
000O0O0wabdbado
00 00O a b a
00 0O0O0O0O0a atd
0.9980 0.0010 0 0 0 0 0 0 0 0
0.0010 0.9980 0.0010 0 0 0 0 0 0 0
0 0.0010 0.9980 0.0010 0 0 0 0 0 0
0 0 0.0010 0.9980 0.0010 0 0 0 0 0
_ 0 0 0 0.0010 0.9980 0.0010 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0.0010 0.9980 0.0010 0 0 0
0 0 0 0 0 0.0010 0.9980 0.0010 0 0
0 0 0 0 0 0 0.0010 0.9980 0.0010 0
0 0 0 0 0 0 0 0.0010 0.9980 0.0011
0 0 0 0 0 0 0 0 0.0010 0.9980
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le vecteur {y?} = (0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090 0.5878 0.3090)
On note vy = {y?} et v, = {y}

On trouve par recurence :

v, = A"y

On représente les résultats obtenus de quelque itérations :

1.0 104
044 og
06 4 o5 4
04 LI
0l 4 0z~
IV oo+
DID D|2 DI4 Dlﬁ DIS I‘D |:|.I|:| |:|12 I:Ill- D:E I:I:S 1I|:|
* x
Fi1a. 3.1 — pour t=0 Fia. 3.2 — pour t=0.1
10+
I
05
2
=04 o
0z
oo
T T T T T T T
o0 o2 o 06 08 10
ks
Fic. 3.3 — pour t=0.2 Fiac. 3.4 — pour t=0.5
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Le tableau ci-dessous présente quelque itiration de la norme dans L*(€) qui définie par

Iyl =

temps | t=0 | t=0.05| t=0.1 | t=0.15| t=0.2 | t=0.25 | t=0.3 | t=0.35 | t=0.4
lyll | 2.2361 | 1.3706 | 0.8401 | 0.5150 | 0.3157 | 0.1935 | 0.1186 | 0.0727 | 0.0446

25

204

lanorme dey
= n
1 1

=}
™
1

[

T T T T T
o0 o1 02 03 o4

letempst

Fi1a. 3.5 — La stabilité du systeme

Les résultats obtenus montre la stabilité du systeme.

3.4 Equation de transport

On considere le systeme distribué décrit par I’équation aux dérivée partielle :

ot
y(0,8) = y(1,£) =0 (34)
y(w,0) =

tel que Q = [0,1] , H = L*(Q2).On utilise la méthode des diffirences finies par le shéma

W(r,t) = L(a,t) xe0,]
1,

explicite.

On obtient le systéme suivant :

gty oyl ]

@ = (o i€ (0]]
0
Yi = Ti
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oy
yl Ty
(A1)

Yl
(Az)

tel que %(w,t) ~ et %(:L‘,t) ~ , alors

yI" = (1+a)yl +ayl, x€0,1]
yo =1yl =0
Y =

_ At
tel que a = X,

3.4.1 Stabilité de schéma

Lemme 3.2 [13]
Le schéma (3.5) est stable si la condition CFl vérifie
At

— <1
Ax —

3.4.2 Validation numérique

pour ££ = 0.5 le systéme (3.5) donne

yi = Ay}
Ou A la matrice suivante :
l+a a 0 0 0 0 0 0
0 1+4+a a 0 0 0 0 0
0 0 1+a a 0 0 0 0
0 0 0 1+a a 0 0 0
A= 0 0 0 0 1+a a 0 0
0 0 0 0 0 1+a a 0
0 0 0 0 0 0 1+a a
0 0 0 0 0 0 0 1+a
0 0 0 0 0 0 0 0

on note par vg = {y?} et v, = {y}.

On trouve par récurrence :

Vg = A2U0
V3 = A3U0
v, = A"y
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On représente les résultats obtenus de quelques iterations :

a0 o

%
= 204
10 <
o4
T T T T T T T
o.0 o2 0.4 0g 0.8 10
X
Fi1a. 3.6 — pour t=0
50 o
0
30+
Z
= 2p 4

Fic. 3.8 — pour t=0.2
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Le tableau ci-dessous présente quelque itiration de la norme dans L?((2).

temps | t=0 | t=0.05 | t=0.1 | t=0.15 | t=0.2 | t=0.25 | t=0.3

t=0.35

t=0.4

Iyl | 1.7 33 | 64 | 126 | 249 | 492 | 973

192.2

379.9

1600 -

1400 4

1200

1000

800

500 ~

la norme de vy

400

200

200 —T T
00 02 [ 06 08 10

letempst

FiG. 3.10 — L’instabilité du systeme
Les résultats obtenus montre que le systéme n’est pas stable.

3.5 Satbilité régionale

Soit le systeme :

{ y'(z,t) =log(z +0.1)y(x,t) =z €]0,1]
y(z,0) = 0.5 — x|

le systeme descritisé corrospondant est :

vy = (1+ Alog(w; +0.1))y!
yP =10.5 —

pour At = 0.001; Az = 0.1, on obttient les résultats :

46

(3.7)

(3.8)



La stabilisation du systéme destribuée

Fi1G. 3.11 — pour t=0 FiG. 3.12 — pour t=0.1

Fia. 3.13 — pour t=0.2 Fi1c. 3.14 — pour t=0.3
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Les résultats obtenus montre que le systeme n’est pas stable sur tout le domaine, mais

stable sur la région [0, 0.5].

3.6 Satbilisation régionale

Dans cette section, on va faire une application numérique pour la stabilisation régionale et

faire une comparaison avec la stabilisation analytique.Pour cela on prend I'exemple (2.5).

Exemple 3.1 Le systeme discret :

{ v = (L4 At - )] 59)

Y =205 -z ;5 =0

pour 2 =|0, 1] et At =0.001 et Az =0.1.

On déduit qu’on augmentant le temps,notre solution grandit.

05 054
04 044
03 034
3 =
02 024
01 4 0,1
0p 014
on 02 ot 05 0 0 o 02 o 05 0 0
X X
Fi1a. 3.15 — pour t=0 Fia. 3.16 — pour t=0.1
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05

044

034

024

014

00

Fi1Gc. 3.17 — pour t=1

03

044

03

02

0,14

[

Fi1G. 3.18 — pour t=2

temps | t=0 t=1 t=2 t=3 t=4 t=54 t=60 t="7 t=8
|yl | 0.6861 | 0.7651 | 0.9369 | 1.3870 | 2.5673 | 5.4599 | 12.3115 | 28.4553 | 66.6480
‘
-EIID-
% 150
n 2 ‘n'e:emps: E !
F1G. 3.19 - l'instabilité de systéme non-controlé
alors le systeme n’est pas asymptotiquement stable.
Maintenent on va étudier la stabilisation sur la région w =|0,0.5[C
pour le systeme non controlé on a les resultats suivants :
temps t=100 | t=200 | t=5300 | t=400 | t=500 | t=600 | t=700 | t=8 00| t=900
lyl| x 10272 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 1.2149 | nan nan
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140E+ 212
120E+ 272
100E+ 272 o
B0E+ 271 o

EP0E+ 27 1 o

b= N =Te -]

+00E+ 27 1

20E+ 271 o

0j0E+ 000 o

T T T T
100 0 e} 400 00 600 100

le &mps

Fia. 3.20 — le systéme non-controlé

mais pour une région w =|0,0.5[C Q et pour le contréle u = y et B

V14 (1 —2)%, On ale systeme discret correspondant :

vt = (1= At/ (1= )2))y]
g = w05 —a| 5 yh=0

Lorsque t augmante,la norme ||y(t,z)|| tend vers 0.

F1G. 3.21 — pour t=0 FiG. 3.22 — pour t=0.1
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Fic. 3.23 — pour t=0.5

On utilise la norme dans L*(w).On a les résultats suivants;

FiG. 3.24 — pour t=1

temps | t=0.1 | t=0.2

1=0.3 | t=0.5 | t=0.6 | t=0.7

t=0.8 | t=0.9 t=1

llyll | 0.0900 | 0.0794

0.0700 | 0.0545 | 0.0481 | 0.0425 | 0.0375 | 0.0331 | 0.0292
temps t=10 | t=20 | t=30 | t=40 | t=50 | t=60 | t=70 | t=80 | t=90
lyll x 1078 | 0.4845 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

Iz norme de wWt)
= % % = B B
| L L L f f

=
L

e temps

F1G. 3.25 — le systeme controlé
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Résumé

Ce travail consiste a étudier l'application de la théorie de stabilisation dans l'étude
théorique et numérique d’un systeme dynamique gouverné par des équations aux dérivées
partielles.

On introduit les nouveaux concepts de la stabilisation,et on se concentre en particulier sur

la stabilisation régionale.

Mots clés :semi-groupes,stabilité,stabilisabilité.



Abstract

This work concerns the mathematic and numerical studies of stabilization for dynamical
systems govern by partial differential equations.

We introduce the now concepts of stabilization,and we concentrate in particular on the
regional stabilization.

Key words : semi-groups,stability, stabilisability



