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| NTRODUCTI ON

Introduction

La transformée de Fourier et I'analyse fréquentielle ou spectrale, sont
des outils fondamentaux pour la compréhension et la mise en ceuvre de
nombreuses techniques numériques de traitement des signaux et des
images. On la trouve dans des domaines tres variés.

On peut citer toutes les applications ou il est nécessaire de mettre en
forme les signaux mesurés par des capteurs grace a un filtrage.

On I'utilise par exemple dans le codage a débit réduit de la parole, la
reconnaissance vocale, I'amélioration de la qualité des images,la
compression, les transmissions numériques, les nouveaux systemes de
radiodiffusion, dans les applications biomédicales (scanner, imagerie par
résonance magnétique nucléaire), en astronomie (synthése d’'image par
interférométrie), en modélisation de propagation d’'ondes, en analyse
spectrale pour I'étude de structures moléculaires ainsi gu’en
cristallographie. Son extension (calculs sur les corps finis) est utilisée dans
la theorie des codes lineaires concernant les méthodes de correction
d’erreurs en transmission numérique.

Elle intervient aussi dans les méthodes envisagées en informatique
guantique pour la factorisation de nombres.

L’objectif de ce mémaoire est I'étude de la transformée de fourrier
discrete, notion utile en théorie et en applications.

Dans ce mémoire on rappelle les notions mathématiques nécessaires
pour aborder ce genre de question.

Le premier chapitre est consacré aux groupes, groupes cycligues (en
particulier le groupe des racines nieme de I'unité), décomposition des
groupes abéliens finis.

Dans le deuxieme chapitre, on a introduit les matrices circulantes et
leur diagonalisation, outils indispensables pour définir la transformée de
fourrier discrete, ensuite on a définit le produit de convolution discret et les
matrices de Toeplitz .

Au troisieme chapitre les caractéres d’'un groupe fini sont étudiés afin
de généraliser la transformée fourrier a un groupe quelconque, ce qui fait
I'objet du quatrieme chapitre.
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| NTRODUCTI ON

Le dernier chapitre est consacré aux variantes de la transformée de
fourrier suivant le groupe de base, la transformée de fourrier sur le groupe
cyclique -Z., la transformée d’'Hadamard sur G = {-Z}"™; et plus
généralement sur (5)™.

On termine par la transformée de fourrier sur les corps finis et on
donne quelques exemples d’application a savoir le calcul du produit de

deux polynémes et le produit de deux entiers.


IBTISSAM
Line





Chapitre 1 Noti ons prélim naires sur |es groupes

Chapitre 1

1-Notions préliminaires sur les groupes .

Définitions :

1-1 Groupe :

Soit G un ensemble non vide muni d'une loin interne .
GxG — G
(%y) — Xy

on dit que (G,.) est un groupe si :

1) (.) est un associative.

2) il existe un élément neutre 1: vx e G: x.1 = 1.x =X

3) tout elément x e G admet un inverse x* : x.xt=xtx=1.

Si de plus la loi (.) est commutative : xy = yx pour tout x,y e G, On dit que
G est un group commutatif .

Exemple :

1) (z,+) est un groupe infini .
2) L est un groupe commultatif fini pour le loi : (+)
X+Yy = X+y
3) (C,.) est un groupe commutatif multiplicatif infini .
4) (z;x) nest pas un groupe, (R[X];x) non plus.
5) ({-1;1};x) est un groupe.
6) L'ensemble & (R;R) des applications de R dans R muni de la loi + est

un groupe dont I'élément neutre est la fonction nulle.
7) ((£)*;x) est un groupe dont I'élément neutre est 1.

Proposition :

Soit (G;.) un groupe alors on a les propriétés suivantes :
1. L’élément neutre est unique.
2. Tout élément de x a un symétrique unique.
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Démonstration :

Suposons qu'il existe e; et e; deux éléments neutres de G, alors

e1 € = e; Car e; est un élément neutre

e1 € = €, Car e; est un élément neutre

donc e; = e;,.

Supposons gu'il existe un élément x ayant deux symétriques x; et x, donc
xx; = e et x, x = ealors

X2.(X.X1) = X2.€ = X2

mais par associativité de . on a
X2.(X.X1) = (X2.X). X1 = €X1 = X1

et donc

X1 = X2

1-2 Sous - groupe :

Soit H une partie non vide du groupe (G,.)
H est un sous - groupe de G si:

vx,yeH, xytleH

Si le groupe G est additif , H est un sous - groupe de G si est seulement
Sixye H= x-yeH.

Exemple :

1 - nZ est un sous groupe de (Z,+).

2- L'ensemble des nombres pairs est un sous groupe de (z;+) ; mais pas
I'ensemble des nombres impairs.

3- 7[X] : polynébmes a coefficients dans z est un sous-groupe de®R[X];+).

4- Soit U un vecteur (du plan ou de I'espace) alors I'ensemble des
vecteurs colinéaires a U :

{Vtelque ke z;V = ku}

est un sous-groupe du groupe des vecteurs (du plan ou de I'espace)
muni de l'addition .
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1-3 Ordre d’'un élément et groupe cyclique .
On va maintenant donner quelques définitions .
*Qrdre d’'un élément :

Définition :

Soit (G;.) un groupe, et soit g € G, on note (g) le sous-groupe engendré

Proposition :

Si (G;.) est un groupe fini, pour tout g € G il existe un entier positif k
k s’appelle I'ordre de g et est noté ord(g). On a de plus ord(g) = card (g)

Démonstration :

Si G est fini, (g) est fini donc il existe aet b e 7 tel que g2 = g° donc gk*l =1

donc
{x e N,g* = 1} est non vide donc il admet un élément minimal : k.

élément de g%, effectuons la division euclidienne de xpar k,
on obtientx = kd+r ou 0 <r < ket donc gk = g« = (g4)9g" = ¢

0O<x<y<k-1lalorsonauraitgZ*=10U0<y-x<k-1
or ceci est impossible par définition de k.

= Groupe cycligue :
Définition :

Soit (G;.) un groupe fini, G est dit cyclique si il existe un élément g de G
tel que G = (g). On dit que g est un générateur de G.
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Exemple :

Le groupe (%;+) est cyclique, en effet £ = (1).

Il faut remarquer que dans un groupe cyclique tous les eléments ne sont
pas des générateurs par exemple dans <%, (5) = {0;5} et (2) = {0;2;4;6;8}
alors que (3) = (7) = -%..

On va maintenant donner le nombre de générateurs d'un groupe
cyclique.

Proposition :

Soit (G;.) un groupe cyclique de cardinal n. Le nombre de générateurs
de G est ¢ (n).

Démonstration :

Soit g un générateur de G et soit h un élément de G il existe donc un
entier positifk < n-1

tel que h = g%, on va montrer que

G=(k) = kAn=1

ce qui donnera le résultat puisque ¢ (n) est le nombre d’entiers positifs
inférieurs a n qui sont premiers avec n

Si kA n=1daprés le théoreme de Bézout, il existe deux entiers u et v tels
que ku+nv=1

donc g = g™ = h'1¥ = hY, par conséquent pour tout entier d on a hw = g
et donc G = (h).

Réciproquement :

Si G = (h) alors il existe un entier u tel que h* = gdonc g«* = 1 donc ku- 1
est multiple den donc il existe un entier r tel que ku-1 = rn et on a donc
ku—rn =1 et donc d’aprés le théoreme de Bézout kan = 1.

Exemple :

a) % - {0,1,2,3,4} est un groupe cyclique engendré par 17 11,21,
31,41,51=0.

(5_22) = (2) = {21,22 =423 =324=1}
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| es groupes

Groupe des racines n = ieme de l'unité

Un=<{zeCl/z"=1} = {e
est un groupe cyclique engendré par e

2ikr

n

2ikr

n .

,0<k<n-1}

e\ K
ze Uy = z={e%)

J
on montre que les générateurs de U, sont de la forme e
premiers entre eux .

2ikr

n

avecketn

d’'une facon générale si G = (x), x< est un générateur de (G,.) si est
selement si k est premier avec n l'ordre de G[.].

Si n = piips?

le nombre de ses générateurs est calculé par la fonction d’euler
p(n) = card {k/0<k<n,A(kn) =1}.

pi* est décomposé en produit de facteurs premiers , ¢(n)
est calculé par :

o) =N (L= )= ). (

__1
YA
en particulier si n = pk premier :
p(n) = pk—pt
Exemple :
a)c==

52

on a ¢(5) = 5-1 = 4 générateurs .
b)G=2% ona g4 =22-2!=2génerateurs .
1-4Théoréme de lagrange :

Soit (G;.) un groupe fini, soit H un sous-groupe de G alors le cardinal de
H divise le cardinal de G.

Démonstration :

Soit la relation binaire R définie sur G par :

XRYy < xyteH, V(xy) e G?
a. Montrons que % est une relation d’équivalence :

xx1=1eH < xRx, donc R est réflexive.
xRy < xyt e H(Hsous groupe ) < (xy ) e H < yx?! e H < yRx, donc R
est symetrique.

(xRy etyRz) = (xyteHetyzl e H) = (xy'lyz! = xz! € H) = xRz, donc R est
transitive.

Donc % est bien une relation d’équivalence.
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La classe d’équivalence d’'un élément a de G est, par définition :
{y € GlaRy} = {y € Glaly e H} = {y e G/Fh € H,a'y = h}
= {y € G/3h € H,aly = ah}
=aH
Cet ensemble est appelé classe a gauche (de a) modulo H.

b. Montrons que toutes les classes a gauche ont H| éléments :

Pour cela, on considere, pour tout a € G, I'application
h — ah

o fa(h1) = fa(h2) = ah; = ah, = h; = hy, donc f, est injective.
« VyeaH,dheHtelquey=ah, donc f, est surjective.
f, étant bijective, on déduit :

Vae G |JaH| = H|
c. Montrons que toutes les classes a gauche sont disjointes :

Considérons deux classes aH et bH ( (a; b) € G?)
Et supposons

aH N bH = J
Soit g € aH N bH. Alors :

Jhe Htelque g=ahet 3h' € Htel que g = an

On a alors:
ah = ah/
a=bh'h?
Tout élément ah" de aH s’écrit donc :
bh'h-th"

Or, h'hth” € H, donc tout élément ah" de aH est aussi élément de bH, d’'ou :

aH < bH
On montre, de méme :

bH < bH
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On adonc:

bH = bH
Ceci prouve que les classes a gauches sont disjointes.
Et enfin

En notant mle nombre de classes a gauches, on a donc :

G= Unm=1 anH
D'ou :
m m
Gl = D JanH] = D_JH| = mH]|
n=1 n=1
Alors

L’ordre du sous-groupe H divise donc 'ordre du groupe G.

1-5 Homomorphismes :

Soit (Gy,.) et (Gy,.) deux groupes et f une application de G; dans G, ,
on dit que f est un homomorphisme si f(ab) = f(a)f(b) pour tout a,b e G,.

le noyau de f est défini par : f(Gz) ={x € G, /f(x) = 1}.

et image de f est définie par : Imf&y e G, /y =f(x),x € Ga}.

si f est bijective on dit que f est un isomorphisme de groupes .

Exemple :

1) Soit no € z. L’application f : Z - z donnée par vm e 7 f(m) = nom est
unmorphisme de groupes.

2) Soit (G,.) un groupe, soit a € G. Alors I'application f : (z,+) - (G,.)
définie par :

vn e 7f(n) = a" est un morphisme de groupes.

3) L'application canonique z -~ Z- qui a chaque élément x de z associe
sa classe modulo x est un morphisme de groupes.

4) On note GL(n,R) le groupe des matricces inversibles nx n a coefficients
dans R.

Alors I'application GL(n,R) - (R\{0},x) qui a tout M associe son
déterminant est un morphisme de groupes.
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1-6 Groupe gquotient :

Comme les groupes utilisés par la suite sont commutatifs , on définit le
guotient dans le cas d’'un groupe commutatif G .

< = {x+H,xe G} (appelé ensemble des classes , x=x+H).

cet ensemble est muni d’une structure de groupe par la loi

X+y = X+Y

(et on montre que la loi est bien définie , c’est a dire le résultat obtenu ne
depend pas du choix des représentants des classes x , y ).

ce groupe ainsi obtenu est dit groupe quotient de G par H .

Exemple:
G=7Z, H=3Z ona

1-7 Décomposition des groupes abéliens finis :[1] , [2]
Théoreme :

Tout groupe abélien fini G est prouduit d’'un nombre fini de groupes
cycliques , c’est a dire

m
_ Z
¢-1laz

Théoreme chinois :

Soient m et n deux nombres premiers entre eux alors le groupe —%- est
isomorphe a L x-L .

m nz

Démonstration :

Soient a et b deux entiers premiers entre eux. Si x désigne un entier, on
notera cl,(x) la classe de x modulo a, cly(x) la classe de x modulo b.

et cln(x) la classe de x modulo N = ab. Soit f I'application définie sur £, a
valeurs dans (%) x (&) deéfinie par cly(x) — (cla(x); cls(x)).

Vérifions que f est bien définie.

Soient x et y tels que cly(x) = cly(y). N divise x -y, c’est- a-dire ab divise
x —y. Par suite, a divise x—y et b divise x —y.

10
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On a donc cla(x) = cla(y) et clp(x) = cly(y) et donc
fcln()) = flcn(y))
Montrons maintenant que f est linéaire. Soient x; y € 7.
f(chv(X) +cIn(y)) = fcIn(x +y)) (définition de 'addition dans -Z
= (cla(x +y);clo(x +Y))
(définition de la fonction f)

= (cla(x) + cla(y);clo(x) + clo(y))
(définition de l'addition dans Z et -
= (cla(x);clp(x)) + (cla(y);clu(y))
(définition de l'addition sur % x £
= f(cIn()) +f(cIn(y))
De méme, on montre que
fcln().cIn(y)) = f(eln()). f(cln(y)).
De plus,f(cln(1)) = (cla(1);clp(1)) et
(cla(1);clp(1)) est 'unite de = x =
f est donc un morphisme d’anneaux.
Montrons que f est injective. Soit x 7 tel que
f(cIn()) = (cla(0);clp(0))

Alors cl,(x) = cl,(0) donc a divise x.

De méme, cly(x) = clp(0)

donc b divise x. a et b etant premiers entre eux, il en résulte que ab divise
x, c'est- a-dire cly(x) = cly(0). f est donc injective.

Pour terminer,il reste a montrer que f est surjective.

Soit

Cla@gch(p) € L x L

On cherche x € 7 tel que
f(cIn()) = (cla(a);clu(B))
c’est- a-dire x tel que x (mod a) et x (mod b).
D’apres le théoréme des restes chinois, on sait qu’un tel x existe. f est
donc surjective.

Remarque :
Si m et n ne sont pas premiers entre eux I'isomorphisme cité ci-dessus

est faux .

11
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Exemple :

Résoudre dans 7 le systéme suivant :

X = 4(mod 5)
X = 3(mod 6)
X = 2(mod 7)

5A6A7=1.0On applique le théoréme des restes chinois, avec n; = 5;
no=6,n3=7,N=210; a; = 4, a = 3

et az = 2. On sait que ce systéme admet une unique solution modulo 210,
donnée par x = ujaiN1 + uxaxN> + uzasN3, ou

Nyp=4 =232 =42,Na= 4 = &2 =35,N3 = fL = 22 =30, et uy; up; us sont
les inverses respectifs de Ni;N2;N3 modulo n;; ny; ns.

42 A5 = 1. D’'apres le théoréme de Bezout, il existe (u;v) € 72 tel que
42u+5v = 1. L’algorithme d’Euclide donne :

42 =5x8+2

5=2x2+1

2=1x2+0
En remontant cet algorithme, on obtient successivement :
1=5-2x2
1=5-(42-5x8)x2
1=5-42x2+5x16
42(-2)+5x17 =1
On en déduit que
up = -2
Un raisonnement analogue conduita u; = -1 et u; = -3.
Par suite, x = -2 x 4 x 42 + (-1)3 x 35 + (-3) x 30 x 2(mod 210), c’est- a-dire x
= 9(mod 210) (aprés simplifications).
z z z

27 *27 F az

en effet -Z est cyclique mais -Z- x-Z ne |'est pas .

dans le théoréme (1) si on choisit la suite (n,,...,nm) de telle sorte que nix
divise n; pour tout i entier entre 1 et m- 1 alors

la suite (ny,...,nm) €St unigue , ses élement son dits facteurs invariants .
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Exemple :

Un groupe d’ordre 96 : G = % x-2 x-£ admet pour facteurs invariants :

12,4,2 un groupe cyclique d’rdre 96 : G = 4= , ses facteurs sont 96 .

1-8 Indexation des élements d’'un groupe
abélien fini:[1],[2]

On distingue trois cas :
Premier cas :

G est cyclique.
G est isomorphe a (£-,+) , ses élements sont présenteés par {0,1,...,n— 1}

Exemple :
G = -Z est cyclique, ses élement sont : {0,1,2,3}.

Deuxieme cas :
_ (Z \m
G=( 22)
dans ce cas on utilise I'écriture binaire des entiers comprisoet2m-1,
d’'une facon précise tout élement (u;,u,...,un) de G et indexé par I'entier

m
U= u2%+ u2! +....+un2™?! = Z u;2i-1
i=1

Exemple :

doncona
(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)
alors par exemple
(u,u2) = (1,1) = us2°% + up2?

=1x1+1x2

=3
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Cas général :

Posons e; = 1 et on définit e pouri >~ 1 par
e =1IIn,1<j<i

alors tout élement est représenté par I'entier
m
u= Z Ui €
i=1

Exemple :
VA Z

—_ X ——=

27 47
(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3
e1 =16 =Iligony=N1xN2 =8

alors par exemple (uz,u2) — u = use; + uze;, donc
(0,00 — 0

(0,1 —0.1+1-8=8
0,2) — 16
(0,3) — 24
(1,0) > 1
(1L,1) — 9
(1,2) — 17
(1,3) —» 25
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Chapitre 2

2-Les matrices circulantes .

2-1 Définition :

La matrice C = (ci;j) de taille nx n est dite circulante si elle est de la
forme suivante :

/ Co C1 Co ... Cha \
Ch-i Co Ci1 ... Cn2
Ch2 Chr1 Co ... Cn3
C =
\ C1 C2 Cz3 ... Co j
ou les coefficients ci; ;i;j € {0,n- 1} sont des éléments d’'un corps K,

telle que chaque ligne se déduit de la ligne précédente par une permutation
circulaire .

Exemple :
1 i J3
C=| /3 -1 i
i J3 -1

est une matrice circulante d’ordre 3.
2- 2Algebre des matrices circulantes :
2-2-1 Définition d’une algebre :

En mathématiques ,une algébre sur un corps commutatif K ou
simplement une K-algébre est une structure algebrique (A, +,.,x ) telle que :
(A,+,.) est un espace vectoriel sur K.
La loi x est définie de Ax A dans A (loi de composition interne ).
La loi x est distributive par rapport a la loi +

15


IBTISSAM
Line


Chapitre 2 Les matrices circul antes

Pour tout (a,b) dans K2 et pour tout (x,y) dans Az,
(a.x) x (b.y) = (ab).(xx y)
Pour alléger les notations , on désigne par C ( co,c1,....,cn1 ) la matrice
circulante précédente ( engendrée par la premiere ligne co,....,Cnh1 ).
En notant J = C(0,1,0, ... ... ,0), On peut constater que toute matrice
circulante est un polynbme enJ: C(co,C1,....,Cn1) = Coln+ C1J+-+---+CnaJ™ L.

Exemple :
2
C-Li,y3) =) ¢J
j=0
=CoJO+ClJl+CzJ2
100 010
=] o010 |;3*=| 001
001 100
010 010 001
2=| 001 001 |[=| 100
100 100 010
Donc
101 010 001
C(-1i,y3)=-1 010 |+il oo1 |[+/3] 100
001 100 010
-1 i J3
= J3 -1 i
i J3 -1
=C

2-2-2 Diagonalisation de J

L’ ensembles des matrices circulantes est une algébre pour | addition et
le produit des matrices et la multiplication par un scalaire.

La matrice J vérifiant J" =1 , elle est diagonalisable sur C .

Les valeurs propres sont des racines n-emes de l'unité; elles forment un
groupe cyclique pour le produit .

On prend donc o = e, une racine primitive de 'unité qui est un
générateur du groupe cyclique en question .
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En effet ; soit X un vecteur propre associé a la valeur propre 1 de J:
On a: JX = iX alors
JX = J(AX) = A2X
et
B X= 23X

d’'une facon générale
J™X = A™X
Alors pour m=n on obtient
X(1-A" =0 (X=0)
donc A" = let A est une racine n-emes de l'unité.
Comme les valeur propres 1; = e™ aveck=0;...;n-1 sont distinctes
alors J est diagonalisable sur C .

Exemple :

Considérons la matrice

010
J= 001
100

Cette matrice admet comme valeur propres

iy - -1+iJ3 . 1y = -1-iy3 :

Ao =1 5 DA 5

Ou encore

Aied{l e% , e5 )
Les racines primitives troisiemes de l'unité sont :
~1+i/3 -1-iJ3
(S =B

Ainsi J qui est de taille 3 x 3 a trois valeurs propres distinctes ,donc elle

est diagonalisable sur C.
Si nous voulons diagonaliser J ; nous avons besoin de déterminer les

vecteurs propres correspondonts , par exemple ,
Ona:

JXo = 4o Xo
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Alors
010 X1 X1
001 X2 = X2
100 X3 X3
Alors
X2 = X1
X3 = X2
X1 = X3
donc
Xo = X3
et posons
Vo =
JX1 = A1 X
alors
010 X1 X1
001 X2 = e% X2
100 X3 X3
et
2in
Xo = €3 X1
X3 = eL;XZ
X1 = L37[X3
et
A1
X1 =X3| A%
A3
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posons

Et de méme on obtient

posons

La matrice de passage pour la diagonalisation est

1 A1 Az
P=| 1 A% 2,
1 23 A3
Ona
1 0 O o 0 O
PP =| 0e% 0 =| 0 4 0
0 0 es" 0 0 2
Pour le cas général on vérifie alors sans peine que pour tout entier k
(1 )
a)k
Vie = o
\ a)(n—l)k j
est un vecteur propre associé a la valeur propre
Ak = e’ ok K=0,.......,n-1

Remarque :
On peut choisir la matrice de passage P formée des vecteurs propres
de sorte a obtenir une base orthonormée.
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2-2-3 La transformée du Fourrier discrete :

K est un corps fini ou infini.

A est une matrice circulante
o est une racines n-emes de l'unité
La transformée de Fourrier Discrete est une application définie par

TFD K" — K"

X — f(X) = AX
ou
1 ... 1
o ... o™
A:
1 o™t ... ™D’

2—2-4 Diagonalisation d’une matrice circulante :
Rappelons la proposition suivante
Proposition :

Si A est une matrice de type nxn; 1 une de ses valeurs propres :

AX = X
et
P(X) = ap +aiX+---+apX™
est un polynéme alors la matrice
P(A) = aol +alA+---+anAm

a pour valeur propre
P(A) = ap +aiA+ - +amA™
c’est a dire il existe un vecteur non nul X tel que
P(A)X = P(1)X

Démonstration :

Premierement nous montrous que si A est une valeur propre de A et p
e N* alors AP est une valeur propre de AP.
Soient 1 une valeur propre de A et vV un vecteur propre associé a cette

valeur, donc
AV = 1V
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Donc il suffit de montrer I'égalite suivante :
APV = 2PV Vp e N*

par récurrence.

« AV = 2V donc la propriété est vraie pour p = 1.

« Supposons la propriété vraie pour un certain rang n, c’est-a-dire
supposons que

A"V = A"V
Alors
A™LV = AATV = AATV = ANAV = ALV = A™V
par conséqguent
ATV = My

La propriété est donc vraie au rang n+ 1.

d’ou elle est vraie quel que soit I'entier naturel p.

Donc si A est une valeur propre de A associée au vecteur propre V ,alors
APest une valeur propre de AP associée au méme vecteur propre V et les

vecteurs propres de A sont des vecteurs propres de AP .
Comme

P(A)V = (agl +a1A+ - +anA™V = agV + a1AV + --- + anA™V

=agV + auAV+ --- + amA™V
Donc, nous avons
P(AV = p(1)V

En conclusion si A est une valeur propre de A associée au vecteur propre
V ,alors p(1) est une valeur propre de p(A) associée au méme vecteur propre
V et les vecteurs propres de A sont des vecteurs propres de p(A) .

Exemple :

Soient Is la matrice identite d’ordre 5, A et B les matrices d’ordre 5 a
coefficients complexes définies par

(00001 ) [aedchb )
10000 b aedc
A= 01000 et B-= cbaed
00100 dcbae
\00010) \edcba)
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Premierement prouvons gu'il existe un polynédme Q de C[X] tel que

B = Q(A)
On calcule
00001\ [ o00001) [ 00010 )
10000 10000 00001
A2=| 01000 |x| 01000 |=| 10000
00100 00100 01000
\0oo10 ) \ooo010) \ 00100 |
00001\ [ o00010) [ 00100 )
10000 00001 0001
A=| 01000 |x| 10000 | =| 00001
00100 01000 1000
\0oo10 ) \oo100) \ 01000 |
00001\ [ o00100) [ 01000 )
10000 00010 00100
A=| 01000 |x| 00001 |=| 00010
00100 10000 00001
\0oo10 ) \o1000) \ 10000 |
donc

B = als + bA+ cA? + dA3 + e A*
D’ou B = Q(A) avec
Q(X) = a+bX+cX2+dx3+eXx?

Donc par la proposition precedente on deduit que pour trouver les
valeurs propres de B il suffit de calculer les valeurs propres de A
Pour cela , on calcule le polynébme caractéristique deA : det(A- Xis) .

On trouve :
Pcar A(X) = _(XS -1
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donc les valeur propres de A sont :

=1 M=% ,l=—e¥ ,l3=-e% ,1s=e% ,etcomme la matrice A
d’ordre 5 a cinq valeurs distinctes , donc A est diagonalisable ,et donc B est
aussi diagonalisable et ses valeur propres sont :

Qo) QA1) ,Q(12) ,Q(13) ,Q(A4)

donc les valeur propres de B sont :

dir 8ir L2z 16iz
a+bes +ces +de’s +ees |

a+tb+rc+d+e, a+be® +ce® +de’ +ee¥
32
5

6ir L2ix A8z iz 8ir A6iz 2din
a+bes +ce’s +de’s +ees, a+bes +ces +des +ee

Montrons maintenant que toute matrice circulaire C(co,..., cn1) €st

diagonalisable ?
Comme C(co,..., Crh1) =
avec

Co + ClJ + e+ Cn_lJn_l = PC(J)

PC(X) = Co + C1X + -+ Cn_lxn_l

Comme J est diagonalisable : Jvi = 1V, alors
C(Co,..., Cn1 )V = Pc(4k) Vi
donc 2, = Pc(Ak) = Pc(0®) sont les valeurs propres de C et Vi sont les

vecteurs propres de C .
(A)) =U.(ci)), ou U estune matrice de Vandermonde de déterminant

non nul car les valeurs 1, sont distinctes; donc U est inversible , d'ou
(ci) = U(A)) et comme U*U = | alors:

t—

Uul=uU*= T
Posons :
1y
Jn U=u
(A1) = U.(c)
alors
(ci) = U(A)

et (c) = ﬁu-w) et (c) = %M{)
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I
T
1
yo 1 1
i) = GG
_1
n
1 o

n-1

alorsci = 37,

Discrete inverse.

o™

n-1

w(n_l)z

n-1

()

w (n_l)z

1

@ n-1

()

w(n_l)z

Aj @¥; c’estla forme de la transformée de Fourrier

2-3 Produit de convolution ( discret) :

2-3-1 Definition :

En mathématiques , le produit de convolution de deux vecteurs v et v’ se
note généralement par “*” et s'écrit: vxv = (cy
avec cm = Y, aibmi ; QVe€C V = (o,....,an1) €t V' = (bo,....,bn1).

Exemple :

Soit :

V = (ag,a1,az)

alors :

V' = (bo,b1,by)

V x V, = (ao,al,ag) * (bo, bl, bz) = (aobo,aobl + albo,aobz + boaz + albl)
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2-3-2 Propriétés du produit de convolution :

« Le produit de convolution est commutatif :
Vx V= Vv
« Le produit de convolution est distributif par rapport a la somme.
Ux(V+V) =U*xV+Ux*V
« Le produit de convolution de v et v' correspond a I'image par F* du
produit (discret) des transformeés de fourier des vecteurs v et v/
vV = FL(F(v).F(V))

ou F désigne la transformation de fourier et F* la transformation de
fourier inverse.

« L’intérét principal de l'utilisation de la transformée de fourier discréte
est le gain dans le colt du calcul :

le calcul du produit de convolution ( assez couteux) est remplacé par un
produit simple ( composante par composante ).

2-4 Matrices de Toeplitz :
2-4-1 Définition :

En algébre linéaire une matrice de Toeplitz ou matrice a diagonales
constantes est une matrice carrée de type nxn dont les coefficients (a;;)
vérifie I'égalité

a;;j = aj_1;j-1 pour fouti<i<netl <j<n

Exemple :

La matrice suivante est une matrice de Toeplitz

/abcde\
fabcd
gfabec
hgfahb
\jhgfa

J
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«Toute matrice A a m lignes et n colonnes de la forme :

/ dp a1 a2 ... Adnu \
ai dp ad
b)) ai a ... ao
A=
\ am-1 .... az ai ao j

est une matrice de Toeplitz .Si I'élément situé a l'intersection des ligne i
et colonne j de A est noté A; alorson a:

A Donc toute matrice de Toeplitz est de la forme
T = (ti)%

ij = & -

Remarque :

La notion des matrices de Toeplitz est une généralisation de la notion
des matrices circulantes.

Les matrices de Toeplitz sont des matrices dont les entrées sont
constante le long de leurs diagonales.

Cette structure est trés intéressante en soi pour toutes les propriétés
theéoriques riches qu’elle entraine,mais en méme temps il est important
pour I'impact considerable qu’il a dans les applications.

Les matrices de Toeplitz se posent dans de nombreux domaines
théoriques et applicatives différentes, dans la modélisation mathématique
de tous les problemes ol une sorte d’invariance de décalage se produit en
termes d’espace ou de temps.

Cette invariance de changement se reflete dans la structure de la
matrice elle-méme ou un décalage vers gauche -droite des entrées quitte la
matrice inchangé.

La structure Toeplitz peut se produire entrée-sage,pour des problemes
unidimensionnels ou bloc-sages,pour des problemes bidimensionnels, voire
a plusieurs niveaux imbriqués dans les problemes multidimensionnels.

Problémes modélisés par des matrices de Toeplitz

Les problémes typiques modélisés par des matrices de Toeplitz sont les
suivants:

La résolution numérique de certaines equations différentielles.

Certaines équations intégrales (régularisation des problemes inverses);

Analyse de série temporelle.

26


IBTISSAM
Line


Chapitre 2 Les matrices circul antes

Traitement du signal et d’'image.

Les chaines de Markov et de la théorie de files d’attente.

Calculs des séries de la puissance et polynémes .

D’autres problemes concernent les matrices Toeplitz-like ou des
matrices ayant une structure de déplacement (Hankel, Bezout, Cauchy,
Hilbert, Loewner et matrices de Frobenius).

Il existe une correspondance entre les problemes impliquant la structure
des Toeplitz-like et polynbmes (série de puissance) qui permet un passage
d’algorithmes de calcul pour Toeplitz-like a des algorithmes de calcul de
polyndmes et vice-versa (série puissance). De cette facon, Fast Fourier
Transform (FFT) devient un outil fondamental pour tous les calculs
impliqguant des matrices Toeplitz-like.

Exemples :

A. Matrice de Frobenius

Une matrice de Frobenius est une matrice de forme spéciale utilisée
dans des applications numériques. Elle possede les propriétes suivantes :

1. Tous les éléments de la diagonale principlale sont des 1.

2. Les éléments d’une colonne au plus sont arbitraires au dessous de la
diagonale et les éléments restant sont nuls.

1000
0100
0a1ldo0
0boO01

est une matrice de Frobenuis d’ordre 4.

On remarque que multiplier & gauche une matrice A par une matrice de
Frobenuis revient a utiliser une opération élémentaire de Gauss sur des

lignes de A:
1000 ann ap a3z au
0100 ax ax» axz axu B
0alodo di31 Az Azz Az
0OboO01 Qs A4 A3 Am
ai a ais a4
az ax azs aq

dsz; +adp1 Az +adpy Az +adzz dzq +adx
as +bax as+bax ass+bax asu+ ba

27


IBTISSAM
Line


Chapitre 2 Les matrices circul antes

B. Matrice de Hankel
Une matrice de Hankel est une matrice H constante sur les diagonales
ascendantes et dont les éléments verifient la relation
hij = h_ 1 j+1
Par exemple une matrice de Hankel de taille 4 s’écrit sous la forme

abcd
bcde
c def
defg

On remarque qu’'une matrice de Hankel carré d’ordre n est une matrice
symétrique et que si on multiplie a gauche ou a droite la matrice J, par une
matrice de Hankel on obtient une matrice de Toeplitz :

0 0o o0 .. 1 )

O 0O O 1 o

O 0 1 0
\]n:

\100. 0)
[abcd\/OOOl\ [dcba\
bcde 0010 B edcb
cdef 0100 f edc
\defg)\lOOO] \gfed)
0001\ abcd) [ defg)
0010 bcde B cdef
0100 cdef b cde
\lOOO)\deng \abcd)
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2-4-2 Propriétés des matrices de Toeplitz : [4],[5]
1- soit Ax=b () une équation matricielle.

a/ Dans le cas général :

« Nous savons que (x) correspond a un systeme de n équations

linéaires.

« Il contient n2 informations .

b/ Cas particulier : A est une matrice de Toeplitz :

« il ne contient que 2n - 1 informations arrangées d’une maniere bien

particuliére .

2- Le produit de deux matrices de Toeplitz n’est pas en générale de

Toeplitz .

Exemple :

Soient T, et T, les matrices d’ordre 3 a coefficients complexes définies

par

Alors

21 -1 -1 0 -3

T = 52 1 et T2 = 4 -1 0
05 2 2 4 -1
21 -1 -1 0 -3 0 -5 -5
TiT2 = 52 1 4 -1 0 = 5 2 16
05 2 2 4 -1 24 3 -2
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Chapitre 2
3- L'inverse d’'une matrice de Toeplitz n'est pas une matrice de Toeplitz

sauf pour les matrices triangulaires .[6]

3

Exemple :

L’inverse de la matrice T; donné dans I'exemple précédent est

i 7 _3

37 37 37

-1 _ 10 4

= 5 -5 =
_25 10 1
37 37 37

mais l'inverse de la matrice de Toeplitz triangulaire suivante
-1

-1 2 -3 -1 -2
0 -1 2 est 0 -1 -2
0O 0 -1 0O 0 -1
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Chapitre 3
3- Caracteres d’'un groupe fini .

3-1 Définition :
Soit (G,.) un groupe fini .
Définition 1 :

On appelle caractere de G tout homomorphisme y de (G,.) dans le

groupe multiplicatif C* :
yx : G —- C*

comme y est un homomorphisme alors y(x™ = (y(x)™,

Vvx € G,vn e N ,en particulier si |G| = n alors

2(XM) = x(1) = 1= (y(x))" donc x(x)  u, le groupe des racines n-ieme de
I'unité.

ceci nous conduit a simplifier la définition 1 comme suit :

Définition 2 :

si G est d’'ordre n, y est un caractére de G si y est un homomorphisme
de Gdans uy .

soit G I'ensemble des caracteres de G ,on définit le produit dans G par
x1xx2:G—=Cy yaxa(X) = x1(¥) x2(X).

alors il est facile a vérifier que (G ,.) est un groupe , il est appelé le dual
deG.
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3-2 Dual d'un groupe cyclique: = Z

Proposition :

Soit G ={1;90;03;..... ;051 un groupe cyclique de cardinal n et de
générateur go.

Soit © une racine primitive n™ de 'unité, par exemple w=e*#

Les eléments de G sont de la forme, pourj e {0;1;...;n-1} :

_ G- (C*
0 g @) - e

Démonstration :

Pour déterminer un caractere , il nous faut calculer sa valeur sur chacun
des eléments de G, c’est- a-dire calculer y(g*) pour k € {0;1;...;n— 1}, ce qui
donne

k k
2(@) =@ = (o)

Dans cette egalité on a noté o' = y(g) avec 0 <j < n-1 puisque cette
guantité est racine n-ieme de l'unité. Donc y € G est bien un des{yo;...; xn1}-

Réciproquement, on constate que pourj € {0;....;n- 1} les applications
xi sont bien des morphismes de G dans C* , et donc appartiennent bien au
dual de G.

Le groupe G est cyclique, d’ordre n, engendré par y; (on a yx = x%).

Proposition :
G et G sont isomorphes.
Démonstration :

On identifie les elements de -Z- avec leur représentant j € {0;....;n,} et on
deéfinit 'application suivante :
] — i

Cette application est un morphisme bijectif donc G =~ £ ~ G.
Remarquons toutefois que cet isomorphisme n’est pas canonique, car il
déepend de la racine primitive de I'unité » choisie.
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’ 1 YA
Prenons I'exemple du groupe cyclique .

On choisit ici comme racine primitive de I'unité o = e% .
On peut alors définir comme suit les caractéres de ce groupe :

Xo : (Qo)F — 1
%1 1 (Qo)* — e's
221 (Qo)< > €5
X3 1 (Qo)* — e
X4 i (@)K — e
xs : (Qo)* — e7e
%6 : (go)k = eik”
X7 1 (Qo)* — e7e
xs : (Qo)k — €75
Xo i (Qo)k — ez
X1 : (Qo)< — €75
X1 (@) — ele”

Pour determiner complétement ces caracteres, il reste a choisir un
genérateur de %-.

Les générateurs d'un groupe cyclique additif £ sont les classes
d’équivalences des eléments premiers avec n.

Ici on peut donc choisir 1, 5, 7 ou 11 comme générateur, mais nous irons
au plus simple en prenant 1.
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3-3 Dual d’'un groupe abélien fini :
Théoréme :[1], [2]
Soit G; et G, deux groupes finis.

L’application :
f: Glxéz—> G1>A<G2
(X1 x2) — f((x1,22)

ou y = f((y1,x2)) est défini par: x(g1,92) = x1(g)x2(g) €st un isomorphisme.

Noter que le théoreme décrit explicitement les caracteres de G; x G, en
fonction de ceux de G; et de G..

Corollaire :[1], [2]

Le dual d’un groupe abélien fini est (non canoniquement) isomorphe a
ce groupe; en particulier ils ont méme ordre.

Par contre, on a un isomorphisme cette fois canonique entre un groupe
G abélien fini et son bidual.

3-4 L’algebre du groupe c[c

On note C[G] I'ensemble des fonctions f :G — C , on définit dans
cet ensemble deux lois internes :
1) 'addition
f+g: F+9) =) +ay)
2) la multiplication
f.g : (fg)(x) = f()g(x)
3) et une loi externe :
C x C[G] — C[G]
(A,f) — Af
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Alors il est facile a veérifier que C[G] est une C - algebre , on
I'appelle algébre du groupe .

Soit
B = {6x/x € G}
Ou
6)( G — (C
X—1

y#X— dx(y) =0
B est une base nouvelle de C[G], tout elément f e C[G] s’ecrit 3 __f(X)5x.

Résultat :

Ona:
a) dim C[G] = card G

b) Quand G est commutatif , I'ensemble des caractéres de G forme
une deuxiéme base B'de C[G] .
Il est possible de munir C[G] d'un produit hermetien comme suit :

(fl,f2>:|El| Z f1()f2(x)

xeG

donc B est une base orthogonale de C[G] ,dans ce cas

-1
<51,52> = IGI vx e G

maintenant si on considére la deuxiéme base B' et on suppose que G est

abélien , B'est une base orthonormé pour le produit précédent :
Il faut calculer < x1, x> > pour deux caracteres de G. Remarquons d’abord

gue < y1,x2 >=< y1x3%1 > En effet .

<%1,%2>=|E1| le(x)m

xeG

= o 2 (922"

xeG

- Ell D> (raxsH

xeG

=< ;(1)@1,1 >
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En posant y = y1x5', il nous reste a calculer < y,1 >. Lorsque y = 1, 0n a
2o XX = |G| soit< x,1 >= 1. Supposons maintenant que y = 1. Il existe

donc un élémentb e G tel que y(b) # 1. Comme hG = G, on a

S =D 2 = > x(bx)

xeG xeG

=Y 20 x(x)

xeG

= 2(0) D" x(x) = x(b) S

xeG

Soit S= x(b)S, que I'on peut écrire dans C : (1- x(b))S=0. Comme y (b) + 1

on peut en déduire que S= 0.
On a donc démontré que les éléments de G forment une famille

orthonormée.
Comme il y en a exactement |G|, ils forment bien une base .

36


IBTISSAM
Line





Chapitre 4 La Transfornée de Fourier sur un groupe

Chapitre 4

4. La Transformée de Fourier sur un groupe .

On suppose désormais que notre groupe G est abélien fini.

4-1 La transformée de Fourier ;

Soit f e C[G]. On peut décomposer f sur les deux bases orthonormées
que I'on connait: { /|G[sx/x € G}et {xx € G}. Cela donne:

=D 1000 = X ey

xeG xeG
ou
Ci(y) =< f,x >

4-1-1Définition :

On appelle transformée de Fourier de f et on note f I'élément de C[G]
défini par :

f () =16le:(x) = D f)x(%)

xeG

L’application transformée de Fourier, notée F , est:

A

F : C[G] — C[G]

A

f — f
C’est bien sdr un isomorphisme d’éspaces vectoriels.

4-1-2Théoreme :[1], [2]

Soit f,ge C[G]. On a:
* (Formule d/inversion):

=2 or - g 2 for?

xeG xeG
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* (Formule de Plancherel) :

100200809 = 1612 el = &7 2, (08 ()

xeG xeG xeG

4-2Produit de convolution :
Définition :

Soient f; et f, deux fonctions définies sur G a valeurs complexes. La
convolée de f; et de f, est la fonction complexe
f, x f, définie sur G par
fifa(0 = & > fi(x+y)fa(-y)
yeG
Il est facile de voir que f; = f, S’écrit aussi :
f1x f2(x) = + D fuy)fa(x—y)

yeG

frx 200 = & D fi(-y)fa(x+y)

yeG

fLafa(0) = & D faWia(v)

UHV=X

Théoreme :

La transformée de Fourier d’'un produit de convolution est le produit
(ordinaire) des transformées de Fourier

f]_ * f2=f1 * f2

Preuve

f1 x fo= % Zfl * F2(%) 1 (U)

ueG

fixfom L 3 @R0)Z@

ueG atb=u

fixfom L 33 @7@Ha(0)20)

ueG atb=u
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et la derniere expression correspond bien au produit de b fi(y) par b fa(y).
Il suffit de revenir a la définition pour voir que

Théoreme : [1], [2]

Le symeétrique d’'un produit de convolution est le produit de convolution
des symetriques

e
fl*f2=f1*f2

En utilisant les résultats précédents on peut également vérifier que

Théoréme : [1], [2]

La transformée de Fourier d’un produit de fonctions est n fois le produit
de convolution des transformées de Fourier

fl*fzznfl*fz
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Chapitre 5

5.Variantes de la Transformée de Fourier .

5-1 La transformée de Fourier discrete :

La transformée de Fourier discrete (DFT) est extrémement utile en
théorie du signal. C’est en fait une transformee de Fourier sur -Z-.
et on peut en calculer les valeurs par un algorithme rapide (FFT)analogue .

Définition :

Soit :
2ni
WN =€EN
L’application DFTy est définie par:
DFTy : CN — N

A

f —f
ou:

R N-1
f [k =" finjwy*
n=0

Faisons le lien avec la transformée de Fourier définie au Chapitre 4.
Le groupe G = -Z- a pour caracteres les applications: y« définies par:
xx(nmod N) = wy*
Notons encore f I'application de -Z dans C associée a f = (f[0],...,f[N - 1]),
c’est-a-dire f(k mod N) = f[k]. Alors il est clair que:
(DFTNHIK] = (FH(x1)
Pour cette raison, on note de la méme facon:

A

f = DFTuf = Ff

Les résultats du Chapitre 4 s’applique en particulier a la transformée de
Fourier discréte; ainsi, la fornmule d’inversion (Theoréme *) montre que DFT
est inversible et que DFT-! est encore une DFT, ou on a remplacé wy par wy'.
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En termes matriciels, notons Vv,, la matrice de tailleN x N définie par :
Vi [i,j1 = w0 pour tout1<i, j <N.
La matrice de DFTy dans la base canonique de CN est v, et celle de
DFTy! est -V, On a bien sir :
ViV = N ldy
La formule de Plancherel (Theoreme *) devient:

5-1-1 Représentation matricielle :

Soient Xo,....,Xn1 des nombres complexes.
La transformée de Fourier discréte est définie par la formule suivante :
ou en notation matricielle :

% N\ (21 1 - 1 Y x )\
f, 1 o

fo = 1 w? o ceo @2 X2 L@ = e n

X1

\ fr1 ) \ 1 o'l 2D ... ,H0-D? ] \ Xn_1 )

5-1-2 Discrétisation et quantification du signal :

A. Discrétisation
Soit f(t) un signal analogique .

La discrétisation de ce signal revient a n’en garder qu’un certain nombre
de valeurs (...,f_1 ,fo ,f1,...) correspondant aux valeurs (...,t.; ,to ,t1,...) de la
variable t:

On ne dispose donc plus, aprés discrétisation, que d’une suite (fn)z, ou Z
désigne 'ensemble des entiers relatifs. On appelle cette suite un signal
discret associé au signal analogique f(t).
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Dans la quasi-totalité des cas, I'’échantillonnage est périodique,

c’est-a-dire que ...=to—t3 = t; —to =...= Te, vValeur qu’on appelle la période
d’échantillonnage. On définit aussi la pulsation d’échantillonnage par :
_ 2r
We = T,

Un probleme majeur en traitement du signal est le choix de cette
pulsation d’échantillonnage we :

Si we est trop grand, on aura trop de données a traiter et a stocker.

Si we est trop petit, la suite (fn)z ne sera pas fidele au signal initial f(t).

Nous verrons un peu plus loin qu’il existe un critere optimal pour choisir
cette pulsation, qui s’appelle le "critere de Shannon".

B. Quantification

La quantification est une opération qui modifie légérement les valeurs du
signal discret précédent.

Ceci vient du fait qu’en informatique, les supports d’information ne sont
pas analogigues mais binaires, et que donc toute valeur réelle ne peut pas
étre mémoriseée.

On obtient donc, apres quantification, une suite (fn); telle que, pour tout
entier n. f/, ~ f,

Remarques :

On dit parfois que la discrétisation est une "discrétisation en abscisse",
alors que la quantification est une "discrétisation en ordonnée".

La quantification introduit une erreur dans les valeurs du signal, ce que
ne fait pas la discrétisation.

La discrétisation fait-elle perdre de I'information ?

On a vu qu'il était tres simple de passer d'un signal analogique f(t) au
signal discret correspondant (fn)z, pourvu qu’une pulsation
d’échantillonnage we ait été choisie.

Notions :

Modélisation de I'échantillonnage
L’opération mathématique associée a cette discrétisation revient a
multiplier le signal f(t) par un peigne de Dirac §+.(t) :

f(t) = f()Sre(t) = f() D 5(t—nTe)
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On peut ainsi calculer la transformée de Fourier du signal échantillonné
en utilisant les propriétés liant une multiplication temporelle qui dans
I'espace fréquentiel devient un produit de convolution :

TR(). Pre(®) » F*(f) = <= F(f) * 6101 ()

soit ;

Fi(f) = <+ > F(f - Ke)

k=—c0

Echantillonner le signal f(t) dans le domaine temporel, revient donc a
recopier dans le domaine fréquentiel son spectre F(f) tous les we

Notion de repliement de spectre

On remarquera que si le spectre du signal d’origine a une largeur
Supérieur a 2w, on a ce qu’on appelle un repliement de spectre ce qu’'on
appelle un repliement de spectre.

S’il y a repliement de spectre, il n’est plus possible de retrouver le
spectre du signal d’origine.

Dans ce cas, I'opération d’échantillonnage modifie les caractéristiques
du signal d’entrée.

Ainsi, si 'on ne veut pas perdre d’informations par rapport au signal que
I'on échantillonne, on devra toujours respecter la condition : (we > 2w max).

Condition plus connue par le théoreme de Shannon.

Théoreme de Shannon :[14] ; [15]

On ne peut échantillonner un signal sans pertes d’informations que si :
We > 2Wmax

5-2 Transformée de Fourier rapide :

Il existe divers fagons proches les une des autres de calculer une
transformée de Fourier discréte.

Toutes ces variantes sont des algorithmes de transformée de Fourier
rapides (FFT).

Nous nous placerons ici dans le cas ou le nombre d’éléments du groupe
estn=2metou le groupe G est =

Pour toutr > 0 et tout 0 < k < 2" — 1 posons

W = e
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Remarquons que
Wh = (Wh..)? = (WKIZ)2
varﬂ = - 2Jrr+21r
par exemple

On rappelle que si
f= (ao,al, .., aom_1), et si pf(X) = 2—1m(ao + a1 X, ... ,azm_lxzm_l)
alors
ﬁu\) = & =pi( WEn)
Pour tout polynéme
P(X) = Po + p1X +.. .+p2r_1X2r_l

notons

Po(X) = Po + PaX +...+par X2 1
et

P1(X) = p1+ paX+...+par 1 X271
alors

P(X) = Po(X?) + XP1(X?)
ce qui donne si
O<k<21-1
P(W5) = Py(Wi) + W5P1(Wir)
et
P(WE2"™) = Po(WK...) — WPy (WK, 1)

Ces dernieres formules vont nous donner un algorithme pour calculer les
valeurs de la transformée de Fourier.
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5-3 Transformation de Fourier sur Z : [16]

On se place donc dans le cas ou G = -£.. Dans ce cas les caractéres de
G sont les fonctions

—2izuv

2u(Vv) =en
Ces fonctions sont indexées par les entiersu compris entre0 et n- 1 si
bien qu’une transformée de Fourier apparait ici comme fonction d’un tel
entier.
Plus précisément si f e F(G), notons

a,=fluouu=0,1,....n-1

Dans ces conditions
1

A n— v
Fv) = x) = % Zaue%

u=0

nlA

f (v)e®i™

f(u) =
v=0
En ce qui concerne la convolution, il est intéressant de noter qu’elle
s’interprete a I'aide du produit de polynémes.
Pour cela si f est la fonction dont les images sont ag,as,...,anr1, €t h celle
dont les images sont by, by,...,by1, NOtONS

PX) = & (@0 +aiX,...,an1X™)

Pr(X) = & (bo+biX,...,byaX™?)

On sait que
fxhu =+ > ab
i+j=u(n)
O<i<n-1
0<j<n-1
donc

Pt = prprmod(Xn — 1)
Remarguons en outre que

f (u) = Pi(e™*)
Cette derniére remarque met en évidence un aspect trés important de la

transformée de Fourier discrete : I'aspect interpolation. En effet il est facile
de trouver grace a ce que nous avons vu un polynome trigopnométrique

n-1
PO) = D Bue™
u=0
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gui interpole une fonction donnée aux points xy =22

Nous verrons par la suite le lien qui existe entre ce polynbme
trigonométrique et les sommes partielles de la série de Fourier de la
fonction.

5-4 Transformation d’Hadamard : [16]

La transformation d’Hadamard reléve du cas particulier ou
G = (£ )" Dans ce cas la a les caractéres de G sont les fonctions
définies par :
Wi(y) = (-1)=%

(ces fonctions sont les fonctions de Walsh). Nous pouvons indexer les
caracteres en utilisant la décomposition binaire des nombres.
Ainsi on peut supposer que I'élement x = (x1,x2,...,xm) € G représente le
nombre entier compris entre 0 et 2m-1
X1+ 2X2 +...+(2™ = 1)Xm

Comme cas patrticulier soit x = (0,0,...,0,1,0,...,0)0U x; = 1etx; =0 Sii #j.
On obtient alors la fonction de Rademacher d’ordre j(ou 1 <j < n)
1siy;=0
l = Wy (y)=
i(y) = Wara(y) {_myj 9
Si besoin est on poserar, = 1. Les fonctions de Walsh sont des produits
de fonctions de Rademacher. Plus précisément

n .
rsii =1
W, = I_]irj ,rf:: ) ] .
En reprenant la définition générale de la transformation de Fourier nous
voyons que la transformation d’Hadamard s’écrit (trés simplement) sous la

forme
2m_1

F00 = g 2 fED ™
y=0
et
2m_q

fly) = D (-1
x=0

A partir des fonctions de Rademacher on peut définir une autre base
orthonormée intéressante : les fonctions de Haar.
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5-5 Transformation de Fourier sur (Z)m: [16]

Dans ce cas G est le groupe produit (%)™
Soit f une fonction complexe définie sur G, notons pour tout élément
u = (uUg,Uy,...,un) de G
Auyuz,...um = T(U)
et
PH(X1, X2, ., Xm) = & D @lz, Uz, ..., UnX{E, X5, ..., Xl
ueG

On sait que les caract'eres de G sont indexés par les éléments de G et
on peut écrire

A - <UV>
fu=+>ae™

veG
c’'est-a-dire encore

-2

—2izup —2izum
n

f(u=Pie ", e n2,... e ")

Il est aussi facile de constater que si ¢ est I'idéal engendré par les
polyndmes X2 -1 (ous=1,...,m) alors

Pen(X1,X2,..., Xm) = Ps(X1, X2, ..., Xm)Pn(X1,X2,...,XmyMod(¢)

5-6 Transformée de fourier sur les corps finis :

5-6-1 Rappel sur les corps finis :

soit F un ensemble non vide et fini muni de deux lois internes :

« F(+) est un groupe abélien .

« F(+;x) est un anneau ou tout €lément sauf 0 par x admet un inverse .
Exemple :

= =10.1,..., p- 1} avec p premier sont des corps fini de cardinal p .

Proposition :[13]

soit K un corps fini a p élément alors

Vxe K:xP=x
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Théoreme :[13]

Fpn est le corps de rupture de tout polyndme irréductible de degré n sur
VA

pz

5-6-2 Exemple de construction d’un corps fini :

a/ Représentation primitive

Soit Fg un corps fini, on a Fs = Fs , F» = {0,1} prenons le polynome primitif
f(x) = 1+x+x3

Le corps admet huit éléments donc il contient un élément g d’ordre 7 qui
est une racine primitive de l'unité.

Fs = {0,,B,B% B%,B* B% B8, B7 = 1} et g est racine du polynbme (x” - 1) mod 2

Ona:
1+x+x3=0
X3 =1+X
X* = X+ X2
X0 =x2+x3=x2+x+1
X=x34+ X2+ Xx=14+X+X2+Xx=1+x%2
X' =x3+x=1+x+x=1
Donc

Z 3
Fg ~ >7 [X] 1 (14 x+Xx°)

et de méme on construit les corps suivants
~ L 2
Eg ~ 37 [X]/ (1+x°)

~ L 4
Fig ~ 57 [X]/ (14 x+Xx%)

b/ Représentation vectoriale ( polynomiale) :

Fg={a+bx+cx?a,b,c € F,}

0,1, 1+ X1+Xx21+X+X2X+X2X3,
ou X est une racine primitive 7 = ime de l'unite
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Remarque :

Pour le calcul de I'addition on préfere utiliser la représentation vectoriale,
pour le produit on utilise la représentation primitive .

Définition :

Soit £ un corps fini tell que g = p™ ; alors
TFD delongn < ndivg-1 < ndivp™-1(p™ = 1[n])
On cherche le plus petite valeur de mtel que () est vérifié.

Exemple :

Soient F, un corps fini de cardinal n = 27 alors :
TFD de long n = ndivise q-1

ona:
27divp™-1/q=pmdonc Im?: 2™ = 1[27]
ona:
2 = 2[27]
22 — 4[27] 23 = g[27]

24 = 16[27] 25 = 5[27]

26 = 10[27] 2V = 14[27]

28 = 13[27]  2° = 26[27]

210 = 2527] 21 = 23[27]

212 = 19[27] 213 = 11[27]

214 = 22[27] 215 = 17[27]

216 = 7[27] 2% = 14[27) 218 = 1[27]
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Le plus petit corps fini dans lesquel on peut définir un TFD de longeur 27
est 218 , les,a)zls_l =1

weF;=Fmu, 0 =1= O(w) =27

1 1 1

1 o 0
u =

1 o a)262

5-7 les applications de la transformée de Fourier
discréte :

5-7-1 Produits de deux entiers :

Soit A et B deux polyndbmes de degré n < &
En O(logn) opération tel que

et

On utilise une transformée de Fourier de taille N = 2n avec les vecteurs :
a = (ap,as,...,an-1,0,0,...,0,termes).
b = (bo,by,...,bn1,0,0,...,0,termes).
Soit » une racine primitive 2n - ieme de l'unité la transformée de a
F.(@) = (8, a,;...a,,)
N’est autre que :
(a(®®),a(n'),...a(®™"))

De méme pour b, de sorte que le produit terme a terme des deux
vecteurs :

F(D(a) * Fw(b) = (aoblo, élb/l, Ce aZn_lblzn_l).
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Donne en fait les valeurs de
R(X) = A(X)B(X) = T '(@,blo,a,0/1,...8,,,0/01).
en les racine de l'unité c.a.d.
Fo(R),0 = e

5-7-2 Compression d’'images : [17]

Définition de la cot
Soit :
fo : {0, ...., N=-1} - R
f(n) = fo (reste de la division de n par N)
alors pour tout v, n tels que . 0< v, n<N.
DCT () () = (Z20) 3t cos (PUTTED)

0<n<N

C(V){lsivo
J2  sinon

le principe :

On choisit un parametre g¢[1,+oo[ dit de ( quantification ) on divise les
valeurs de DCT(f) par g et on arrondit a I'entier le plus proche . Ces
nouvelles valeurs sont appelées «valeurs quantifiées» Cela a pour effet
d’annuler les valeurs < 3 , ce qui sera le cas pour le grandes de v. Pour une
image, cela permet d’identifier les zones contigles de couleurs voisines
(mise en évidence de corrélations entre les pixels). Cela a aussi pour effet
d’introduire un certain nombre de zéros dans la représentation des
données que 'on peut de nouveau compresser. (sans perte) via une
méthode d’agrégation de zéros le principe en est le suivant :

Supposons que I'on ait une suite consécutive de m zéros (0,0, ...,0)
%_/

m zéros

Alors on I'encode sous la forme m x 0

Ainsi, si 'on a juste un zéro, on ajoute une donnée supplémentaire, mais
génériguement on réduira la taille.

En complément, on appliquera aussi un codage de Hoffman qui permet
de nouveau de faire une compression sons perte les formats MP3. Ogg.
vorbis, speese (format audio utilisé eu téléphonie).
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JPEG, MPEG - 1, MPEG - 2Divx utilisent les procédés d’'écrits
ci-dessus le format JPE. G2000 utilise des transformations par ondelettes
au lieu de la DCT .

Remarque :

DCT est la partie réel de TFD tel que TFD est notée :

N-1 _
XY e
n=0

Le calcul de la DCT se déduit de celui de la TFD
DCT est plus précis que TFD.
Formule pour calculer la DCT sur une matrice NxN : [16]

DCT(i, j) —TC(I)C(J)ZL\'_olZy_O pixel(x, y)cos(%)cos( T”(Zy +D,

5-7-3 Tatouage d’'images :

On a le plan suivant :
.. ~ TFD . , . .
Image originale | (hote) = I/, on ajoute aw; &' des valeurs particulieres
de I = 1, image tatouée (elle contient le water mark “la marque”
W(W4, -+, Wn_1))
En pratique ( W contient des informations sur le propriétaire ), donc le
tatouage est utilisé pour la protection des droits d’auteurs .
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Résumé

Reésume :

Dans ce travail, on s’est intéressé a |’étude de la transformée de Fourier

discréte, notion utile en théorie et en application.

A travers ce théme, on a rappelé les outils mathématiques indispensables

pour ce genre d’étude.

Ensuite on a utilisé la notion de caracteres pour généraliser la transformée
de Fourier a un groupe quelconque, les différentes variantes de la transformée
de Fourier son obtenues suivant le groupe de base, des exemples d’application

sont donnés.
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Abst r act

Abstract :

In this work, we are interested in the study of the discrete Fourier transform,

this concept is useful in theory and applications.

Through this theme, we recalled the necessary mathematical tools for this

kind of study.

Then we used the notion of characters to generalize the Fourier transform to
any group, variants of Fourier transform are obtained according to appropriate

group, and examples of applications are given .
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