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INTRODUCTION

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.La
classification des trivecteurs est I’étude de I'action du groupe linéaire G L(E) sur I'espace
vectoriel A3E .Comme A3E* ~ (A*E)*, on parle indifferemment des formes trilinéaires
alternées et des trivecteurs . Cette classification se fait en deux étapes:

1) Classification sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque.
2) Utilisation de la cohomologie galoisienne pour en déduire la classification sur un

corps quelconque ou sur certains corps particuliers (corps finis , corps ordonnés ,...).

Plusieurs auteurs ont étudié les formes multilinéaires alternées ;le cas bilinéaire étant
simple,celui des formes trilinéaires est I’'objet principal des recherches.Des références et

une description des orbites pour n < Tpeuvent étre trouvées dans [23], [25], [32] , [8]et[36].

La classification des trivecteurs de rang 8 est connue sur C : il n’y a encore qu’un
nombre fini d’orbites dont la liste est donnée dans [11].Une classification compléte et
connue aussi pour n = 8 et K = R ([9]) et dans le cas algébriquement clos de caractéris-
tique quelconque [26] .Notons que si dim F > 9 , dim A’E > dim End(E) = dim GL (E)
et il y a une infinité d’orbites ( du moins si K est un corps infini ) , cela a été fait dans
38] .

Dans [13], J.Hora donne une borne supérieure de la complexité maximale C,,(K) dans
le cas ou K est le corps a deux éléments et il montre que C7(K) = 4 (voir 11I§2 pour la
définition ).

Dans ce travail , en utilisant I'invariant arithmétique d;(w) d’un trivecteur w,nous
donnons une borne supérieure de la complexité maximale C,(K) ou K est un corps
arbitraire. Pour n < 8 , C,,(K) est déterminée. Ensuite ,nous donnons une approche

de la classification des trivecteurs de rang 8 , sur un corps quelconque , en particulier



sur un corps fini ;ceci repose sur la détermination des groupes d’automorphismes de
chaque trivecteur sur un corps algébriquement clos, puis sur 'utilisation de la cohomologie
galoisienne.

Dans le premier chapitre, on donne des généralités ot apparaissent les notions de
scindabilité , de puissances divisées , d’invariants , groupe d’automorphismes , commutant
et dérivation , parties stables et des propriétés du commutant . Enfin nous rappelons
I’essentiel des résultats sur les formes bilinéaires alternées.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux trivecteurs de rang au plus 8.A la lumiére

de [8],[23],[25],[26],[32] et [34] nous rappelons les principaux résultats connus sur la
classification des formes trilinéaires alternées avec n < 7 et K un corps quelconque.
Les énoncés que nous reprendrons montrent que la classification dépend du corps de
base choisie.Ensuite et aprés avoir donné la classification des trivecteurs pour n = 8
et K algébriquement clos ([26]) , nous déterminons leurs groupes d’automorphismes.
Toute fois, il y a lieu de prendre en considération que le fait de mettre en évidence
le groupe d’automorphismes & un isomorphisme local prés , est insuffisant pour appli-
quer la cohomologie ([27]) , et ceci resulte de la négligence du groupe discret , ce qui
motive la détermination complete de ces groupes par les suites exactes en utilisant les
parties stables. Nous donnons aussi d’autres méthodes pour déterminer certains de ces
groupes.

L’objet du chapitre I1I , est I’étude de la complexité maximale des trivecteurs de rang
au plus 8. On donne aussi des résultats connus concernant leur longueur. Ensuite , on
calcule la complexité pour chaque trivecteur sur un corps arbitraire. On généralise un
résultat de J.Hora ([13]) et nous donnons une borne supérieure de la complexité maximale
Cy(K).

Dans le dernier chapitre , nous traitons le probléme de classification des trivecteurs
de rang 8 , en particulier sur un corps fini. On utilise la cohomologie galoisienne afin
de décrire toute les formes trilinéaires alternées w non équivalentes sur K mais équiv-

alentes sur une cloture algébrique K de K & un méme trivecteur w. Nous donnons un



nouveau résultat concernant la classification des trivecteurs 2—scindables de rang 8 , sur
un corps de caractéristique différente de 2 et 3. Ensuite nous déterminons les groupes
d’automorphismes des autres trivecteurs de rang 8 et on donne une approche de la clas-

sification des trivecteurs de rang 8 sur un corps fini.



I- PRELIMINAIRES

81-Algébre extérieure

1-1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps commutatif K.
L’action de GL(FE) sur APE est définie par: f.w = (APf)(w), pour f € GL(E) et w € A\PE,
p>2.

Du fait des isomorphismes APE* ~ (APE)*,on emploiera indifferemment le langage
des formes alternées ou des p — vecteurs.

L’étude est essentiellement consacrée au cas p = 3 et n = 8 , c’est- &- dire ’action de

GLg(K) sur A*K®.

1-2. Support et rang.

On appelle support de w et on note S, le plus petit sous - espace I’ de E tel que
w € A3F ; sa dimension est le rang de w , noté d,(w) ou rg(w).

- Le rang est invariant par 1’action du groupe linéaire GL(FE) et par extension des
scalaires.

- De I'isomorphisme entre AP KP1 et ALKPHL on déduit qu’il n’y a pas de p— vecteurs

de rang p + 1 ; en particulier il n’y a pas de trivecteurs de rang 4.

1-3. Soit w € APE* une forme p—linéaire : Rad w, le radical de w , est I’ensemble des
x de E tels que w(z, za, ..., z,) = 0 quels que soient zo, ..., z, dans E.
- Le support de w est le sous-espace (Rad w)  de E* , isomorphe a (E/Rad w)* .

- Si Rad w = {0}, on dit que w est non dégénérée ou de rang maximal.

1-4. p- Vecteur décomposable .
Un p—vecteur non nul w est appelé décomposable s’il existe x1, ..., x, dans E tel que

w = 21 A ... A\ xp(produit extérieur) .Le support de w est le sous - espace vectoriel F



engendré par zi,...,z, , S, = vect{zy,...,z,}; dans ce cas , d,(w) = dim S, = p car
{z1,...,2,} est un systéme libre puisque w # 0 .

Un p—vecteur est somme de p—vecteurs décomposables et le nombre minimal de
p—vecteurs nécessaires est un invariant intéressant , la longueur dont nous reparlerons

au chapitre III.

1-5.Puissances divisées.
Théoréme. Un systéme de puissances divisées existe dans I'idéal & A?* E de I’algebre
k>1
NE= @& N*E ([31)).
k>0
Ce résultat est bien connu dans le cas des corps et il admet une généralisation au cas
d’un module non nécessairement libre sur un anneau quelconque.

Si u € A2M*, u est non dégénérée si et seulement si v, (u) engendre le A—module

.
NM*.Siu = T9 179 OU {Z1,...,Tay,..., Ty} est une base de M |
i=1
Ye(w) = > Tay -1y, ... T2, de sorte que rg(u) = 2r équivaut & v, (u) # 0

Les puissances divisées permettent d’étudier les sous-espaces vectoriels de A*F ([32])

et comme conséquence les algebres de Lie 2—nilpotentes.

1-6. Eléments scindables.

Soient Fret Ey deux sous-espaces supplémentaires de F :
APE s'identifie & ;=P (AFE; @ AP*E,) .Un élément w € APE est dit scindable s'il existe
une décomposition £ = E; @ F, telle que w € E; ® AP Ey vu comme facteur direct de

NPE .

Si dim E; = r, on dit que w est r—scindable . La scindabilité est une généralisation de
la divisibilité ; en effet w est divisible si et seulement si w est 1—scindable.Cette propriété
ne dépend pas du corps de base car c’est équivalent a dire que application £ — APTLE,

r — xw n’est pas injective .



Soit w un élément r—scindable et {ej,...,e,} une base de F; : w = ieiui ou
u; € AP~1E, Les u; sont déterminés de facon unique par la base {e1,... ,er}lczlfla FE; car
u; = der (w) ot ef € E* est définie par e (e;) = d;; et ej (Ey) = 0. Alors w est déterminé
par le sous-espace vectoriel F' de AP~!FEy engendré par les u; ; en effet , si on change de
base dans E; , et si la nouvelle base f; est donnée par e; = Z;Zl a;jfj,w = Zj: ejl; =
> i fi (i aigui) = 35, fivy tles v; sont combinaisons linéaires des u; et w I;gldépend
donc que de F' . Si dimF < r , on peut trouver une base {f;}de Ejtelle que certains
des v; associés soient nuls ; alors S, n’est pas E tout entier et w est s—scindable avec
s < r. Cela peut se voir aussi en utilisant I’isomorphisme naturel entre £; ® AP~'E, et
Hom(E;, NP7 1Ey) . Si @ est I'élément de Hom(ES, AP~! Ey) canoniquement associé a w,
F n’est autre que p(EY).

Pour classifier les éléments r—scindables de rang maximal dans APFE | il suffit donc
d’étudier laction de GL(F3) sur la grassmannienne Gr,.(AP~1E5) des sous - espaces vec-
toriels de dimension r de AP~ E,. C’est ce qui est fait pour p = 3 et pour certaines valeurs
du couple (r = dim Ey,n —r = dim Es) dans [32] et [23].Le cas ou n — r est pair est plus
simple car on peut y utiliser les puissances divisées sous la forme de pfaffiens.

Remarquons qu'un méme p— vecteur peut étre scindable pour plusieurs valeurs de
I'entier 7 comme le montre 'exemple de w;3 = ejezes + eseses + eseger qui est 2 et
3—scindable .

Si p = 3 'étude des 3—vecteurs scindables est trés liée a celle des algebres de Lie

2—nilpotentes [10],[33] et [35].

82 - Invariants et trivecteurs

2-1. Invariants numériques.

On peut associer & un p—vecteur d’autres invariants numériques que le rang. Pour
tout sous - espace vectoriel a de E', soit w,l'image canonique de w dans AP(E/«) ; on

pose di(w) = inf, rg(w,) o «a parcourt la grassmannienne de tous les sous - espaces



de dimension k de E . Les entiers di(w) forment une suite strictement décroissante :
do(w) = rg(w) > dy(w) > -+ > d,(w) = 0 dés que r dépasse dim £ — (p — 1). La suite
d;(w) est invariante par I'action de GL(FE) mais ne l'est pas par extension des scalaires.
Notons que d;(w) = 0 si et seulement si w est divisible par un vecteur. Notons aussi que

si w est r—scindable , alors w € E; @ AP E; et d,.(w) = 0.

On pose W, = w (z) pour « = Kx , x # 0.

2-2. Lemme.

Soit E un espace vectoriel de dimension paire(au moins égale & 6) et w un trivecteur de
rang maximal ; alors d; (w) # 0 (en particulier sidim £ = 8,d;(w) # 0).

Preuve. On a d;(w) = inf, rg (@W,) , ou a parcourt I’espace projectif P(F) des droites
de E . Sidi(w) =0,ilexiste « = Kz, z # 0 tel que w(x) = 0, soit £’ un supplémentaire
de Kz dans E : de E = E' ® Kz résulte AN3E = N3E' & (Ko @ A2E') |, alors w = xu + W'’
et W(z) = 0 signifie que w’ est nul ; de plus S, = S, ® Kz = E. Comme w est de rang
maximal , S, = E’ et E’ est de dimension paire , ce qui contredit I’hypothése sur la

dimension de F.

2-3. Groupe d’automorphismes.

Le groupe des automorphismes de w , noté Aut(w), est le sous-groupe d’isotropie de
w dans l'action de GL(E) sur APE c’est & dire le sous - groupe de GL(E) des automor-
phismes de F quit laissent w invariant: Aut(w) ={f /f € GL(E) et fw = w}.
L’orbite de w par GL(E) est en bijection avec I’ensemble des classes a droite GL(E)/Aut(w).

Pour définir les invariants algébriques , on utilisera le plus souvent le langage des
formes p—linéaires alternées et on supposera p > 3.

2-4. Commutant et Dérivations.

On désigne par D(w) I'ensemble des endomorphismes d de E tels que:

p
Yowl(zy, ..oy Ty, dT, Tigr, - .., T) = 0 ,quels que solent w4, ...,x, dans £ , c’est la
i=1



K —algebre de Lie des dérivations de w .

Un invariant algébrique a été introduit par B.Kahn ([16]) , on appelle commutant
de w et on note C'(w); w € APE* | I'ensemble des endomorphismes f : £ — FE tels
que lapplication (z1,...,x,) — w(x1,...,%i—1, fTi ,Tit1,...,7,) ne dépend pas de
I'entier .On la note wg(xy,...,x,) et c’est clairement une forme p—linéaire alternée

(p > 3 est essentiel ici) .

Certains des résultats qui suivent sont dans [23].

2-5. Propriétés de C(w) .

Soit w une p—forme non dégénérée ; il existe une décomposition de F en somme
directe de sous - espaces vectoriels E; , 1 <@ < k , et des formes p—linéaires w; € A\PE?
tels que w = i w; et C(w) est une K —algébre commutative , produit direct des anneaux

i=1
locaux C'(w;).

Toute K —algebre étale L (produit fini d’extensions algébriques séparables) est le
commutant d’une forme p—linéaire , comme le montre ’exemple suivant : sur £ = L,
considérons la forme p— linéaire naturelle det : EP — L. Pour toute forme linéaire
f: L — K dont le noyau ne contient aucune sous - algébre de L , on considére sur EP
I’application w = f odet : E» — K .Considérant F comme K —espace vectoriel , w est
une forme p— linéaire alternée non dégénerée sur E telle que C(w) = L (la condition sur
f sert a assurer que w est non dégénérée).

2-6. Lemme. Si F = E; @ Fy et w = wy; +ws , w; € APEf non dégénérées
D(w) = D(wq) x D(wa).

2-7. Lemme. Soit w une forme non dégénérée ; si u € C(w) et f € Aut(w) alors

fufltelw).

w(fu fay,2) =wuf o, f 7y, fl2) =w(f lesuf Ty, f2)
= w(z, fuf Yy, z). Dou fuf ' e C(w).



On a aussi fuf '—wue C(w), Vf € Aut(w).

2-8. Parties stables.

Soit w un trivecteur non nul de A3E ; & w on associe une partie de E stable par le sous-
groupe Aut(w) de GL (F) :on dit que R;(w) = {z € E— {0} / @(x) est de type w;} est
une partie stable de F pour Aut(w).

En effet , posons £ = Kz @ E' , alors w s’écrit w = zu 4+ w' avec ' € N3 E'

(dimE' =n—1) et W(x) = () , comme z ¢ E' alors w’ et de méme type que w'(x).

Si f € Aut(w) , A3 f(w) = w donc f(z) A? f(u) + A3 f(w') =w , dou :

W(f(x)) = N3f(W)(f(x)). comme f est une application linéaire bijective , elle tranforme
le trivecteur w’ & un trivecteur de méme type , c’est a dire f(w’) est dans l'orbite de w’

par suite w(f(x)) est de type w;, d’ou f(x) € R;(w) est f(R;(w)) C R;(w).

En particulier , on a R3(w) = {x € E— {0} /w(z) est de rang 3} est stable pour
Aut(w) , ainsi que Rs(w) ={x € E— {0} /wW(x) est de rang 5} .

Soit © € E et considérons la forme bilineaire alternée f * définie par :
f*(y,z) = f(x,y,z) on y,z € E et f une forme trilineaire alternée , alors I'ensemble
Ri(f)={x€E /rg(f*) =2i} ou0 < 2i <n est stable pour Aut(f) , ce qui est utile

pour déterminer Aut(ws;) ([8]).

83-Certaines propriétés des formes bilinéaires alternées ou des bivecteurs

Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps commutatif K.

3-1. Proposition. Soit u un élément de A%E ; il existe une base {ey,...,e,} de E
k
de sorte que : w =) e9;_1€9; et 2k < n .
i=1

Le support S, est le sous-espace de E engendré par ey, ..., eq. et le rang de u est 2k.

Pour que u soit non dégénérée , il faut que F soit de dimension paire et 2k = n .

10



Deux bivecteurs u; et us sont équivalents sous I'action du groupe GL (F) si et seulement
si ils ont méme rang .

3-2. Groupe symplectique et base symplectique .

Base symplectique:

Soit ¢ une forme bilinéaire sur F.On dit qu'une base B = {ej,es,...,e,} de E
est symplectique relativement a ¢ s’il existe un entier naturel m tel que 2m < n |
@ (e2j-1,€25) = —p (€2, €2j—1) = 1 pour tout élément j de {1,...,m}, et que p (e;,e;) =0
dans les autres cas . S’il existe une telle base B , la forme bilinéaire ¢ est alternée
et son rang est égal & 2m.Réciproquement , pour toute forme bilinéaire alternée ¢ sur
Eil existe une base de E symplectique relativement & ¢.La forme ¢ est non dégénérée
si 2m = dim E , ce qui nécessite que la dimension soit paire .Alors deux formes non
dégénérée sont toujours équivalentes .

Les automorphismes de ¢ , c’est a dire les applications linéaires u : £ — E telles
que ¢ (u(x),u(y)) = ¢(z,y) quels que soient = et y dans F ,sont dits symplectiques.
L’ensemble de ces automorphismes est un sous-groupe du groupe linéaire GL (E) appelé
le groupe symplectique de ¢ et noté Sp(p).La dimension n de E est un entier pair , soit
2m. Soit B une base symplectique de £ pour ¢ et f un automorphisme de ¢ : la matrice

M de f dans la base B est dite symplectique . Cela revient & la condition tps5, v = Jin
0 Id,

—-Id,, 0O
Cela revient a dire que 'endomorphisme de F = K?™ associé & M est un automorphisme

ou J,, =

relativement & la forme bilinéaire alternée canonique sur K2™ :
2 ((5U1, o »’UQm) ) (3/1, e y2m)) = Zzzn ($2k71y2k - 33214/21@71) .
Les matrices symplectiques constituent un sous-groupe du groupe spécial linéaire S L, (K)
appelé groupe symplectique et noté Spo,, (K) .

Il est clair que f tronsforme toute base symplectique en une autre base symplectique:
@ (f (e2i-1), flea) = @ (e2i-1,€2) = 1 et o (f (ex), fe))) = 0si {k, I} n'est pas de la
forme {2i — 1, 2i}. Si{uq, ..., usy, } est une base symplectique de E, on définit un élément

f de Sp(¢) par f(e;) = u; , 1 <i < 2m. Donc Sp(p) est en bijection avec I’ensemble

11



des bases symplectiques de F.

On note Spa,, (K),le groupe Sp(p) ol ¢ est la forme bilin¢aire alternée canonique sur K™

3-3.Proposition.
Soit K =F, , on a card (Spam(K)) = ¢™ T] (¢* —1).
k=1
Le cardinal de Spa,,(F,) est le nombre de bases symplectiques de Fgm pour une forme
bilinéaire alternée ¢ non dégénérée quelconque. On calcule d’abord le nombre f,,(¢q) de
paires symplectiques (x,y) i.e. de couples de vecteurs z et y de Fgm vérifiant o(x,y) =1 :

2m

pour cela f,,(q) = (¢*™ — 1) ¢*"~1.Pour compléter {z,y} en une base symplectique de

Fgm, on prend une base symplectique arbitraire de I’espace (vect {z, y})L , pour ¢ , qui

est isomorphe a Fgm’2 muni de la forme bilinéaire alternée canonique , cela donne :

Card (Spam(Fy)) = fm(q) x Card (Spam—2(F,)), soit :

m

Card (Spam(Fy)) = [] fele) =™ [J(a* - D).

Nous donnons deux lemmes qui nous seront utiles dans la suite. On renvoie a

[25] et [32] pour plus de précisions.

3-4. Lemme.
Soit H un plan vectoriel dans A2K?® non contenu dans A2E , pour tout hyperplan E
de K? : alors il existe une base {e1,...,e5} de K® telle que H posséde une base de 1'un

des deux types suivants:

U1 = €169 Ul = €19 + €364
ou

Uy = €2€3 + €465 Ug = e1€e3 + ey€s

Supposons K algébriquement clos :

12



3-5. Lemme. N?K° admet six types de sous-espaces vectoriels de dimension 2 et de

rang maximal donnés par une base {u, us} :

on désigne par {ej,...,e5} une base de K°.

3
H1 U] = e1€e3 + €264 Uy = €e1€5 + a6 0
H2 U1 = €164 + €965 + €364 U9 = €1€2 ZL’3
H3 U] = €164 + €265 + €364 Ug = €1€9 + €364 1‘3
H4 U] = e1€g + €364 Uy = e1€3 + exeg l'2y
Hs U = eqey Uy = €364 + €566 2y
He  uy = eres+eseq Uy = €16y + esey zy(z + y)

75+ Hi — AN°K® ~ K est un polynéme homogene du troisiéme degré v; (zuy + yus) .
La colonne 75 donne l'invariant v5(zu; + yus) sur la base ejesezeseseqs de NS K.

Si K n’est pas algébriquement clos, en caractéristique différente de 2 et 3, seule le cas
de Hg fournit des K —formes non triviales, en bijection avec I’ensemble des K —formes
binaires cubiques de discriminant non nul & changement de variables et homothétie prés.
En caractiristique 2 ou 3, si K n’est pas parfait , il y a également des K —formes pour
H,, Hs, Hy et Hs.

Remarque.Nous avons vu en 1 — 6 que la donnée d’un trivecteur scindable w revient a
celle d'un sous-espace vectoriel d’'un espace A?E :ainsi le lemme 3-4 donne deux classes
de trivecteurs 2—scindables de rang 7 et le lemme 3-5 donne six classes de trivevteurs
2—scindables de rang 8 qui ne sont pas isomorphes en tant que trivecteurs car leurs

groupes d’automorphismes ne le sont pas comme on le verra au chapitre II-5.
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II- CLASSIFICATION DES TRIVECTEURS

La classification des formes trilinéaires alternées est connue uniquement pour " les pe-
tites dimensions". La répartition des classes d’équivalences est beaucoup plus compliquée

que pour les formes bilinéaires comme nous allons le voir.

81- Classification en dimension inférieur a 6 .

1-1. Sidim E = 3, il n’y a qu’'une orbite de trivecteurs non nuls : si w € A3E — {0},

il existe une base {e1, e, e3} de E telle que w = ejeges et Aut (w) ~ SL3 (K) .

Sidim F =4, A3F a deux orbites {0} et son complémentaire : si w € A3E — {0}, S,
est de dimension 3 et il existe une base {ej,eq,e3,e4} de E telle que w = ejeges et

S, = vect {eq, ea, e3}.

Si dimE =5 , soit {e;} , 1 < i < 5 une base de £ ; A’FE a trois orbites pour
laction de GL(E) et un représentant de chaque orbite est donné par {0} , ejeqes

61(6263 + 6465) = W5 .

82 - Classification en dimension 6 .

Dans ce paragraphe , F est de dimension 6 sur le corps K .

2-1. Proposition [32].
Sur un corps quadratiquement clos, A*E a deux orbites de rang maximal.
Si{e;} , 1 <i <6 est une base de E, un représentant de chaque orbite est donné par :

we,1 = €162€3 + €465€6 €t Wg o = €162e4 + €2€365 + €1€366
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Un trivecteur w est dit de type wg; sur un corps quelconque K , si par extension
algébrique K’ de K il est équivalent a we,1. On peut alors décrire les trivecteurs de rang

6 de type wg,1 qui ne sont pas équivalents & we .

2-2. Proposition [25].
Soit K un corps quelconque et w un trivecteur de rang maximal de type wg; et

{e;},1 < i <6 est une base quelconque de E .

Sicar(K) # 2,3d€ K — K? tel que w = we 14 = e1(eszeq + eseq) + ea(eseq — deges).
Sicar(K) = 2,3a¢ {o*+a/a€K} tel que:

W = we1,a = e€1(eses + aeses) + ea(eses + eses + eseq).

On suppose K algébriquement clos .

2-3. Lemme [26] .

Soient w un trivecteur équivalent & we; et H un hyperplan contenu dans S, , il existe
alors une base {e;},1 <i <6 de S, telle que {ey,...,e5}est une base de H et telle que
w = e1eges + eges566 ou w = (€1 + eg)eaes + egesep.

Preuve. On sait d’aprés [25] IIT 2-1-8 lemmel que R3(w) = (V4 U V) — {0} ou
S =V1@ Vs avec dim(V;) = 3 : il existe i € {1,2} tel que V; ¢ H . Soit z € V; — H ;
onas,=Kzr® H et w sécrit w=zu+ w" avec S,, C H , w' est décomposable.

Si on prend par exemple x = eg ,alors :

Sirg(u) =2, w s’écrit eg(eses) + ereae3 out {eyq, ..., es5} est une base de H .

Sirg(u) =4, onadim(S, NS, ) =2 et w s’écrit eg(ezes + ese5) + e1€2e3 , c’est & dire
w = (e1 + eg) eze3 + eqes5€6

2-4. Lemme [26] .

Soient w un trivecteur équivalent a wg 2 et A un hyperplan contenu dans S,,. Il existe
alors une base {¢;},1 <i <6 de S, telle que w = ejeaeq + eae3e5 + e1e3¢6 et H est 'un

des sous-espaces vect {ea, ..., es}, vect{e,... e5}, vect{ey,... eq4, €5+ €6} .
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Preuve. Soit F, = {z € S, / @W(z) est de rang 3 } U {0}.

SiFhb ¢ H,S,=Kx®H ,x € F,—H ,ws’ecrit w = zu+ w" avec w’ décomposable,
comme w est de type we o , 7g(u) = 4. Par suite dim(S,NS,) = 2 et S,NS,, = vect {a, b}
alors abu = 0 et w s’ecrit w = x(ay+bz) + abc. En posant © = ey, a = ey, b =e3 , y = ey,

z=eget c=e50na w=ei(eey + ezeq) + esezes et H = vect {ea, ... eq}.

Si Fy C H, considérons F; un supplémentaire de Fy dans S, alors si F; ¢ H et
So=Krx@&HourxeFy—H,w=axu+w avec rg(w') = 5 ,u est nécessairement de
rang 2. En effet w = zu + av avec dim S, =4 et S, C S,y = H . Si a ¢ S, on peut
prendre S, C S, , < u,v > est un s.e.v de A’K*, de dimension 2, soit {z’, a’} une base de
p =< x,a > alors il existe A\, Ay , a1, a0 € K tels que x = \2'+ \od' , a = a2’ + asd
et w = 2'(A\u + a1v) + d'(Au + asv) on choisit A1, As , a1, ap dans K de sort que w
s’ecrit z'eje3 + a’(ereq + e3ey4).

Ona: a2’ ¢ Hetd € H (eneffet 2’ = Nz+ Nyaetx ¢ H,a € H,d = iz + aha
avec o) = 0 car o’ € F, C H ). Il reste le cas ou a € S, et rg(u) = 4 . Alors
u=ay+cd et w=zcd+ a(v+yz). Posons v+ yxr = u; alors w = xed + auy avec x ¢ S,
et rg(ur) = 4, card (Szea N Saw,) = 2 et comme on peut ajouter a x une combinaison
linéaire de ¢, d alors on peut supposer ¢, d € Sy,, cdu; = 0 (sinon w s’ecrit de type we 1)
et w=xcd +alcy +dz) , ¢,d € F» C H , d’autre part card (S,, N H) = 3 comme on
peut remplacer y par une combinaison linéaire de y et z on peut supposer y € H ; donc

H=<tcday>=< \r+ Xz, c,d,a,y>=<x+2,cday>.

Dans [34] , sont définis un covariant algébrique des formes trilinéaires alternées de
rang 6 qui permettent de mieux comprendre la classification de ces formes. Soit K un
corps de caractéristique quelconque et £ un K —espace vectoriel de dimension 6 :

On associe & un element w € A3E une application v, de F ® E* dans A°E définie par
Vo(z ® f) = awdy(w). En fixant un générateur de A®E, on obtient un endomorphisme

u, de E* [du fait de I'isomorphisme naturel EndE* — (E*)" @ E* et de F ~ E**].
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Il se trouve que u? est une homothétie dont le rapport P(w) € A°F @ ASE | P(w)
covariant de degré 4 de w et un calcul simple montre que les trivecteurs de type ws; sont
caractérisés par la condition P(w) # 0.

Soit B = {e1,...,eq} une base de E': on a Matp (u,) = (Cy) et Cjj = ewder (w) .

2-5. Lemme.
Side K*et u € K, le trivecteur w = ejesez + e1eqe6 + e3e566 + Aegeseg + pieseseg

est de type we 1.

Preuve. Calculons C;; = eiwde; (w)y:onaC;; =0sii#joui+j#7etCy=Asi
1< 3et —)\Sii>3,onaa,ussiC’w:Z,u)\,026:—043:C5lz2et056:2,u.

La matrice de u2 est A*idgs , donc P(w) = A* ; comme A € K* , w est de type we .

2-6. Lemme.
Soit w = x (616465 + eqeqep + 636566) + yeieses + zegeseg ou T, Yy, 2 € K.

Alors w n’est pas de type wg; si y = 0 ou yz? + 42% = 0.

Preuve. Calculons C;; = eiwde; (w)y:onaC;j=0sli#joui+j#T7etCy=uyzsi

i<3et —yzsii>3onaaussi Cig=Cs =—Cos =—22% et Oy3 = Cg; = —Cso = 2ay

A 22°B .
La matrice de u, prend la forme: Matg(u,) = ol A = yz idgs ,
2zyB —A
0 0 -1
B= 0 1 O
-1 0 O

On en déduit Matp(u?) = y(yz? + 42°)idgs, d'ou P(w) = y(yz? + 423).

En particulier pour = 1 on trouve le lemme 4-5 ([8]) .
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2-7. Lemme.
Soit w = wejeqes + yeseseq + zeseseq + tejeses ou x, Yy, 2, t € K.

Alors w n’est pas de type we, si zyzt = 0.

Preuve. Calculons Cj7; = ejwdex  (w) @ on a Cig = 2yz , Cos = 212 , O34 = 21y
Cyz3 = 22t , Cs9 = 2yt , Cg; = 2zt dans ce cas la matrice de u? est Matp(u?) = 4zyzt idgs

D’ou P(w) = 4zyz=t.

Soit D C A*K® un sous-espace de dimension 2 et {w;,ws} une base de D. On peut
associer a D une forme polynome homogene de degré 4 (biquadratique) , noté fp , définie
a un multiple scalaire prés de la facon suivante : pour w = aw; + bws € D , on pose
P(w) = fp (a,b) .Le lemme 2-7 permet d’établir le résultat suivant , ou on suppose pour

simplifier K algébriquement clos .

2-8. Proposition.
Pour tout polynéme homogene de degré 4 a deux variables ¢ , il existe un sous-espace

D de dimension 2 de A3KS tel que ¢ et fp sont équivalents .

Preuve.
Deux polyndémes homogenes de degré n a deux variables (ou formes binaires de degré

n) sont équivalents s’ils se correspondent par changement linéaire de variables .Une forme

4

binaire f de degré 4 dans les variables X et Y , s’écrit H (X — \Y) ou les \; sont les
i=1

quatres racines de ’équation f (X,1) = 0.

Posons alorsz = X — A\ Y,y = X —\Y, 2 =X —-A\3Y et t = X — \4Y : on prend alors

W1 = €1€465 + €2€4€6 + €3€5€5 + €1€2€3 , W = /\1616465 + )\2626466 + )\3636566 + )\4616263 et
4

D = vect{wy,ws} .Le lemme 2-7 dit que fp (X,Y) = P (Xw; —Yws) = H (X = \Y)

i=1
est équivalent & f.
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83- Classification en dimension 7 .
Dans ce paragraphe , on reprend la classification des formes trilinéaires alternées de
rang 7 sur un corps algébriquement clos et sur un corps quelconque. Des résultats de ce

paragraphe sont dans [25] et [26]. On peut aussi se reférer aux travaux de Revoy et Noui

[34] et & [8].

3-1. Théoréme([36])

Sur un corps algébriquement clos, il existe cing orbites de trivecteurs de rang 7. Dans
une base {¢;},1 < i <7, de FE , un représentant de chaque orbite est donné par :
wr1 = e1(eges + eqes + eger)

W7o = W71 + €264€4
Wr.3 = €1€2€3 + e3eqe5 + es€eger
wra = e1(ezes + eqe5) + eaeqeq + ezeser

W75 = Wr2 + €zeser

3-2. Théoréme.

Les trivecteurs w de rang 7 sur un corps K de caractéristique différente de 2 et 3 et
de cloture algébrique K se répartissent en cing classes C; ;i = 1,...,5 , selon que wx
est de type wr,;. Les ensembles C et Cy sont réduits respectivement aux éléments wz ; et
wr2. L’ensemble C5 est formé de classes d’isomorphismes en bijection avec le groupe des
extensions quadratiques séparables de K ; Cy est en bijection avec I’ensemble des classes
de K —algebres de quaternions et C5 est en bijection avec ’ensemble O x (K *|K *3>, ou

O est 'ensemble des classes d’isomorphismes de K —algebres octonions.

Rappelons qu'un corps ordonné K est dit maximal si toute extension algébrique

ordonnée de K est triviale. Par exemple R est un corps ordonné maximal.
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3-3. Théoréme.

Sur un corps ordonné maximal , A>E admet , en dimension 7 , quatorze orbites.Les
classes (3, Cy et C5 sont constituées de deux éléments. Dans une base {¢;},i = 1,...,7,
un réprésentant de chaque orbite de trivecteurs de rang maximal est donné par :

Wr,1, Wr2, Wr3, Wr3 1, Wrd, Wra1,-1, Wrs et wrs 111

Ce résultat est valable en particulier sur le corps des réels R.

Rappelons qu’un corps local K est un corps valué complet pour une valuation discrete
v de corps résiduel fini k£ .C’est une extension algébrique finie du corps Q, , ou du corps
F,((z)) des séries formelles sur F,,.La caractéristique de & est égale a p et le degré de k sur
F,,appelé degré résiduel de K , est noté f ;la caractéristique de K est 0 ou p suivant que K
contient Q, ou non ;le premier cas est dit d’'inégale caractéristique [37] .

3-4. Théoréme.

Sur un corps local K | de caractéristique différente de 2 et de 3 , il y a 19 orbites
Si g #£ 1[3] (resp.25 orbites si ¢ = 1[3]) de trivecteurs de rang < 7. Un représentant
de chaque orbite de rang maximal est donné par wr1, w72, w3 4igi OU 4, ] € {0,1} et
o, f,a7'f € K, — K2, wry et Wrg_n—u,wrs Ars, Nwrs avec A € K* — K** pour le
premier cas et 6'77wy 5 avec 7, j € {0,1,2} ou (9,7) est une Fy—base de K*/K** dans le

second cas .

3-5. Proposition.

Soit £/ un espace vectoriel de dimension 7 sur un corps fini K = F, de caractéristique
quelconque , alors :

a) Si ¢ = 1[3] , A3E admet 14 orbites et dans une base {¢;},1 < i < 7 , un
représentant de chaque orbite de trivecteurs de rang maximal est donné par : wr 1, w72
wr3,wr3q = e1(ezes + ese7) + eq(ezes + deser) + egeses) tel que d ¢ K2 et car(K) # 2
Ou Wr3, = €1(e265 + e367) + eq(ezes + eser + aeqes) + eg(eses) sia & {22 +z,0 € K} et

CCLT(K) = 2 7(,0774 y (,L)7’5 ,)\C&)7?5 7)\2(,0775 ()\ ¢ Kf) .
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b) Siq # 1[3], A*E admet 12 orbites et dans une base {¢;} ,1 <4 < 7,un représentant

de chaque orbite de trivecteurs de rang maximal est donné par wz 1, wr2, wrs, Wr3q ou

W73,a, Wr4, Wrs.

On suppose K algébriquement clos .
3-6.Définition.
B = {uy,...,uz} est une base normale pour wy; , 1 <i <5 (3-1), s'il existe
[ € Aut(wr;) telle que f(B) = {e1,...,er}.
3-7.Lemme .
Soient w un trivecteur équivalent a wy3 et A un hyperplan contenu dans S, ; alors

H contient au moins cinq éléments d’une base normale de w.

3-8.Lemme.
Soient w un trivecteur équivalent & wr4 et A un hyperplan contenu dans S, . Alors
H contient au moins cing éléments d’une base normale de w si Rs(w) ¢ H ( I-2-8 ) et

quatre éléments dans le cas contraire .

3-9.Lemme.
Soient w un trivecteur équivalent a wy s et H un hyperplan contenu dans S, ; alors

H contient au moins quatre éléments d’une base normale de w.

84 - Classification en dimension 8

4-1. Théoréme|26] .

Sur un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque , il existe treize classes
d’équivalance de trivecteurs de rang 8 . La table 1 donne, relativement & une base
{e;},1<i<8de £, un systéme de représentants des 13 classes, notés wg; ,1 < i < 13

La deuxiéme colonne correspond a la notation de Gurevitch [11].
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Table 1

Notation
Ws,i de Expression d’un représentant de 1’orbite d; (w)

Gurevitch
Ws 1 XVI e1 (exe3 + eqes) + egeres 3
Ws 2 XI eq (ege3 + eqe5 + €ger) + eseges 3
ws 3 XVII e1 (eseq + eseq) + €2 (ezes + ereg) 5
Ws 4 XIII e1 (eae3 + eges) + eg (e2e7 + eqe3) 5
Ws 5 XIX e1 (ese3 + eqe5) + €6 (e2e3 + ereg) 5
Ws 6 XIV e1 (ege3 + eqe5 + eger) + eg (eqe3 + eseq) 5
w7 XII e1 (eae3 + eges + eger) + ea (eseq + eres) 5
Ws 8 XVIII e1 (exes + e3eg + eqe7) + egeres + ezeqes 6
Ws.9 XXI e1 [es (e3 + e4) + eseg] + eseser + egeqes 6
Ws.10 XX e1 (eses + eger) + eaeses + eseqeq + egeser 6
w811 XV e1 (eser + eseq + eseq) + es (ege3 + eger) + ezeqes 6
ws 12 XXII e1 [(eqs — e7) (e3 — eg) + eseqr] + ea (eseq + e5e6) + egeres 7
Ws 13 XXIII e1 [es (e3 + er) + eseq] + ea (eseq + esep) + egeres 7

Remarque 1.

Un calcul direct sur les expressions de wg; montre que C (w)

trois cas suivants : ws; , pour lequel C (w) =

on trouve K [¢] avec e = 0 et rang (¢) = 3.

Remarque 2.

= K a l'exception des

K x K , ainsi que wg 2 et wg 3 pour lesquels

Si u et v sont des bivecteurs tels que S, C S, et rg(u) = 4,rg(v) =2, il existe une

base {a,b,z,y} de S, telle que :

siuv=0,v=xy et u=

azr + by

siuv #0,v=u1ay et u= \zy+ab
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Si u est un bivecteur de rang 6 , w un trivecteur de rang 3 tels que S, C 5, , il existe
une base {a,b,c, x,y, 2z} de S, telle que :
stuw=0,w=2ayz et u=axr+by+cz

siuw #0 , w=21ayz et u=ab+ cx + yz.

La démonstration du théoréme 4-1 utilise la classification des trivecteurs de rang
inférieur , 'invariant numeérique d; (w) et les lemmes donnés au paragraphe §2 et §3.
Rappelons que si di(w) =k , il existe e; € E — {0} , u € A’E' ;' € A3E’ ou E’ est un
supplémentaire de Ke; dans E tels que w = eju + W' avec rg(w’) = k.

Comme dim £ = 8 , I'invariant d;(w) est un des entiers 3,5,6 ou 7 a cause de (I —2.2).
Il s’agit de faire varier £’ et de discuter suivant le rang de u les positions relatives des
supports de W’ et de u.

Sidy(w) =3, w est décomposable ; le rang de u est au moins 4 car S, C Kej + S, + S,y
et S, doit étre F tout entier .

Si le rang de u vaut 4 , dim(S, N S,/) = 0 et on écrit , dans E' , o' = 2yz et u = ab+ cd
ot {ey,a,b,c,d, x,y, 2z} est une base de £ ; ainsi on obtient wsg .

Si le rang de u est 6 , dim(S, N'S,/) = 2 ; soit alors S, NS, = vect {x,y} et W = xyz ;
u s’écrit ug + ug o rg(ug) =2, rg(ug) =4 et z,y € Sy, — Sy,

Si zyus = 0,la remarque 2 permet d’écrire u = (xa + yb) + cd ; en posant ¢ = ey, d = e3,
a=—e4,T=¢e5,Yy=c¢es,b=eret z=eg,onobtient wgs .

Si zyug # 0,us = 2y + ef et w équivalent & ws; .

Les trivecteurs wg s, . .., ws 7 s’obtiennent pour d;(w) = 5.

Si di(w) = 6, w est équivalent & ws; , 8 < i < 11 ; pour ce faire on utilise les lemmes
9-3,2-4,2-5.

Les deux derniers trivecteurs wg 12 et ws 13 s’obtiennent pour dy(w) = 7.

Si di(w) = 7T,w = eju + w';le support de u est contenu dans S,, = E’]le rang de u
dépasse 2;sinon u = ab avec a € S, NS, et le rang de wW(a) serait inférieur & 7,donc

rg(u) € {4,6} .Le trivecteur w’ ne peut pas étre équivalent a wrz; car w’ serait de la
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forme esv : sirg(u) =4, wW(ez) est de rang 5 et dy(w) < b et si rg(u) = 6 , W' s'écrit
e1u + esv; eg € S, entrainerait dij(w) < 5, si ex ¢ S, , K est algébriquement clos
entrainerait l'existance d’un scalaire \ tel que v5(u 4+ A\v) = 0 et dy(w) < 5. Le cas ou '
est équivalent & w7y se raméne au cas rg(u) = 6 et w’ est équivalent & wy 3. Dans le cas
ou rg(u) = 6 le support de u ,S, , est un hyperplan de E’ | on utilise les lemmes 3-6 ,
3-7 et 3-8 on en déduit les autres trivecteurs.

Remarque 3.

Les trivecteurs 2-scindables de rang 8 sont les trivecteurs wg; , 7 =1,...,6.

85 Groupes d’automorphismes
Dans ce paragraphe , nous déterminons les groupes d’automorphismes des trivecteurs

w&i,lgigl&

5-1. Cohomologie galoisienne et groupes d’automorphismes.

Soit w un trivecteur de rang 8 sur 'espace vectoriel E et K une cloture algébrique
de K . Le trivecteur wg € NE®i K est dun des 13 types wg,; -On sait qu’alors si
G le groupe de Galois de K sur K et A; = Autz(w;) le groupe des automorphismes de
ws,; , Uensemble de cohomologie H' (G, A;) est en bijection avec 'ensemble T'; des classes
d’équivalence de 3—vecteurs w € A*E de type ws; ([37],[17]) . Il faut donc déterminer

ces groupes A; , sous-groupe de GLg( K) , comme cela a été fait en rang 6 ([32]) et en

rang 7 ([8],[34]) et dans la these de L.Noui ([25]).

La détermination des groupes d’automorphismes A; & un isomorphisme local pres
est insuffisante pour l'utilisation de la cohomologie ([27]) ,comme le montre ’exemple
suivant: pour A = Aut(wrs) on a la suite suivante 1 — Go(K) — A — ug(K) — 1
ot Go(K) est un groupe simple de dimension 14, et il est , aussi , la composante connexe
de A. Le groupe d’automorphismes de wz 5 & un isomorphisme local prés est A’ = G (K),

on trouve H'(G, A) # H'(G, A') avec A = [Go(K)] .u3(K) .
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En particulier , si on prend K = F, un corps fini avec ¢ = 1[3] , on obtient :
card (HY(G, A)) =3 , wrs, A\wrs, Nwrs (A & K*)
card (H'(G,A)) =1, wrs.
Donc en négligeant le groupe discret , on n’obtient pas toutes les orbites en question , ce
qui motive la détermination compléte des groupes d’automorphismes. La détermination
des groupes A; se fait en générale a 1’aide des parties stables (I-2-8).

5-2. Proposition .

Le groupe d’automorphismes A; = Aut(ws;) est déterminé par les suites exactes:

1 — SLg(K) — Al — Aut(w5) — 1
1 — Ay — Aut(ws) — K* — 1

1 — K4 — Ao — SP4(K> —1 ou Wy = 61(6263 + 6465)

Preuve.Déterminons la partie stable Re;(wg ;) = Ro(ws1) U Ry(ws1) (I-2-9 ).
Aprés calcul on trouve Rei(ws ;) =< e, €3, 64,65 > U < eg,e7,e5 >= V; U V5.
Remarquons que V; NV, = {0} , donc si f € A; = Aut(w) on a f(R(w)) C R(w), d’ou
{f(Vi) Cc Vi et f(Va) C Va}ou{f(Vi) C Vaet f(V2) C Vi} .Le deusiéme cas est impossi-
Q1 Oix4 O1x3
ble , et la matrice associée & f prend la forme :| : A o044

ag o03x4 B
Soit f € A, fw = w , entraine B € SL3(K) et asg = -+ = ag = 0, dans ce cas

f(e1) = azeq et A3f [er(eses + eqes)] = er(eses + eqes) , on en déduit que :

f\ <eq...,es >€ Aut(ws) , ce qui permet de définir un homomorphisme de groupe
p: Ay — Aut(ws) , f— f\ <e1,...,e5 > . est évidemment surjectif , d’autre part
kerp={f/fe€A etas=1,A=ids}, or fw = w, entraine kerp = SL3(K) ,d’ou
I'exactitude de la suite 1 — SL3(K) — A — Aut(ws) — 1.

Comme Aut(ws) vérifie les deux suites exactes ([25]) :

1 — Ay — Aut(ws) — K* — 1

11— K* — Ay — SPy(K) —1 D’ou le resultat.
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5-3. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ay = Aut(ws ) est déterminé par les suites exactes:

1 — A, — A — K —1

1 — A — A, — SLy(K) — 1

1 — A — Al — K" — 1

1 — U(16) — AY — SLy(K) — 1

ot U(16) est un groupe unipotent de dimension 16.

Preuve. Par un changement de base , on peut écrire :

ws2 = e (eseq + egea + eser) + ezeseq. Déterminons dabord la partie stable Rs(ws2).

Remarquons que e; € Rs(wsz).Aprés calcul , on obtient R3(wgs) =< e; > — {0}, donc

on peut définir un homomorphime de groupe ¢ : Ay — K* o(f ) = a ou f(e1) = aey,

il est surjectif , d’out Pexactitude de la premiére suite :1 — Ay, — Ay — K* — 1

avec Ay = ker. Soit f € A, , donc o = 1 et de f.w = w résulte f (e;w) = eqw , soit

vect {ey, s, e3,e4} est stable par f. Alors la matrice M de f est de la forme :

1
0
0
0

a b ¢

O4><4

A e GL3(K)
C,FE € GLy(K)

¢ D
Ozyx2 E

Aprés calcul on trouve C' € SLy(K) . Ceci nous permet de définir un homomorphisme

m: Ay — SLy(K) , m (M)

= (', il est surjectif , d’ou la suite exacte :

1— A — A}, — SLy(K) — 1 ou Ay = kernm .De f.w=w , le méme calcul montre

Ca
B
que la matrice A prend la forme : 3 et detB x ¢4 = 1.
O1x2 ¢4
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Cela permet de définir un homomorphisme 1 : AY — K* n(f) = ¢4 qui est surjectif.
D’ou la troisiéme suite exacte . Si f € AY ¢y = 1, donc det B = 1 et il suffit de prendre

’homomorphisme § tel que § : Ay — SLy(K),0 (f) = B pour obtenir la derniére suite.

5-4. Proposition.

Le groupe A3 = Aut(ws 3) est déterminé par :

1 — A — A3 — KX K" —1
1 — A7 — AL — SLy(K) — 1

1 — K% — A — SLy(K) — 1

La partie stable Rs(ws3) =< e; > U < ey > —{0} = V; U Va — {0}.Soit f € Az, donc
f(R5(w)) C Rs(w), par suite f(V1) C Vi et f(V2) C V2, le cas f(V1) C Vaet f(V2) C V3
est absurde car dans ce cas f(e;) = Xes et f(es) = fBey, comme w = e (ezeq + e5e6) +
ey (e3es + ereg) , posons u = eszeq + ese6 €t v = ezes + ereg , or A3f (w) = w entraine
Aerea A2 f (u) = erequ (*) et Berea A2 f (v) = egerv (**) , d’ou le support des deux membres
de(*) est vect {e1, eq, €3, €5, 7,68} = vect{ey,ea, f(e3), f(es), f(es), f(es)} et de méme
pour (**), vect{e,...,es} = vect{ei,ea, f(e3), f(es5),f(er), f(es)},donc le coefficient
de esereg dans 'égalité f.w = w implique 1 = 0 , d’ou la contradiction .

Donc f(e1) = aey et f(ea) = Bey , ceci permet d’écrire la premiére suite exacte :

1 — Ay — A3 — K* x K* — 1.S0it f € Ay ,donc a = =1, l'égalité fw =w,

entraine :
10
A
0 1 D B e GL4(K)
M(f)= B
O4x2 C € GLy(K)
O2x2 Osxq C

Dans ce cas det M (f ) = det B x det C' # 0 . Aprés calcul , on trouve C' € SLy(K), d’ou
la deuxiéme suite. Soit f € AY, donc C' = Id, , par suite det B =1, or A3f(w) = w
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az 3 B3 03

0 0 9 o
entraine : T ol et s s € SLy(K), c’est a dire le plan {es, e5} est
as V5 B5 05 as s

invariant par A} , d’ou la derniére suite .

5-5. Proposition.

Le groupe Ay = Aut(ws 4) est déterminé par :

1 — A, — A —7Z/)272 — 1
1 — A — A — K*xK*—1

1 — K2 — A — SLy(K) x SLy(K) — 1

Par un changement de base , ws 4 devient: w = e;1(ezeg + eqe7) + ea(eses + eqes).
La partie stable Rs(w) =< ej,e2 > U < ez, eq > — {0} =V, UV, —{0}.
CommeV; NV, = {0}, doncsi f € Ay, f(R5(w)) C Rs(w) , dans ce cas :
{f(V1) C Vi et f(Va) C Vatou {f(Vi) C Va et f(V3) C Vi}, ce qui premet de définir un
0si f(Vi) CViet f(Va) CVa

1 sinon

homomorphisme de groupes ¢ : Ay — Z/27, f — ¢ (f) =

L homomorphisme ¢ est surjectife , en effet ¢ (idg) = 0 et ¢ (fy) =1, ou fy est définie
par fo(e1) = es, f0(62) = €4, f0(€3) = €1, f0(€4) = €, fo(es) = —er, foles) = —es,
fo(er) = —es, fo(es) = —es.On obtient une suite exacte 1 — A} — Ay — Z /27 — 1

avec A, = ker p.Soit f € A, , donc f(V;) C Vi et f(Va) C Vi, par suit la matrice associée
A 02><2
a f prend la forme suivante: M (f) = Oyvs B C A, B e GLy(K)

O4><4
Ceci permet de construire un homomorphisme de groupes ¢ : A} — K* x K*, avec

»(f) = (det A,det B) , il est surjectif , d’ou I'exactitude de la suite :

1— Al — A — K*x K* — 1 ou A] =ker.
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Soit f € AJ, donc det A = det B = 1, par suite A , B € SLy(K) , on peut définir
un homomorphisme de groupes 7 : A — SLy(K) x SLy(K) , n(f) = (A, B) , il est

surjectif et de noyau ker 7 . Soit f € kerw , alors A = B = idy , or A3f(w) = w , aprés

idy D
calcul la matrice de f prend la forme : M (f) = ! ,ou D € GLy(K) , d’ou
04><4 id4

I'exactitude de la derniére suite 1 — K'2 — A] — SLy(K) x SLy(K) — 1.

5-6. Proposition.

Le groupe d’automorphismes A; = Aut(wss) est déterminé par les suites exactes:

1 — Al — A5 — S3— 1
1 — A — AL — K" —1
1 — A — AL — SLy(K) — 1

1 — K% — A — SLy(K) x SLy(K) — 1

Par un changement de base , wg 5 devient: w = e1(egeq + eseq) + ea(eseq + eres).
La partie stable Rs(w) =<e; >U<exs >U<e;+ex>—{0} =V, UV, UV3; — {0}
Orsi f € As , f(Rs(w)) C Rs(w) , donc f(V;) C V,) ot o € Ss , ceci nous permet de

définire un homomorphisme de groupes ¢ : A5 — S3 par ¢(f ) =0 , ol

| “E D : :
o= . On peut montrer que ¢ est surjectif , d’otl la premiére suite

Voy Vo) Vo)
ot Ay = kery . Soit f € A} , donc f(Vi) C Vi et f(Va) C Vo et f(V5) C Vs, par suite

fler) = aey, f(ea) = Pes, fer+e2) = d(e;+e3), dott a = . Cela permet de définir un
homomorphisme de groupes ¢ : AL — K* (f ) = a, il est surjectif , d’ou la deuxiéme

suite exacte, A7 = keri). Soit f € AY i.e. a« =1 et f.w = w donnent aprés calcul:

b 4 D C e GLy(K
€
M(f)=] o1 B 2(K)
B € GL4(K)
06><2 02><4 C

Comme det M(f ) = det B x detC' # 0, dotu detC # 0 et A*f(w) = w entraine

29



detC' =1, donc C € SLy(K) , ce qui permet de définir un homomorphisme surjectif

m: Al — SLy(K) par w(f) = C, , on a donc la suite exacte suivante :

1— AY — Al — SLy(K) — 1 avec AY = kerm. Soit f € kerm , on a C' = ids .
X ()2X2

()2x2 Y
ou det X = detY =1, donc X,Y € SLy(K) . D’ou 'homomorphisme de groupes

h:AY — SLy(K) x SLy(K) , h(f) = (X,Y) , h est surjectif et de noyau le groupe
additif K.

De f.w = w, le méme calcul montre que la matrice B est de la forme

5-7. Proposition.

Le groupe Ag = Aut(wsg) est déterminé par:

1 — Ay— Ag— K*x K" —1

1 — U(13) — Ay — SLy(K) — 1

On peut écrire wgg = e1(eses + eges + eser) + ea(eges + eseq). Les parties stables
Rs(wse) =< e1 > —{0} et Rr1(wse) = {2 € E / W(x) est de type wr:1} =
{r € E |z =a1e; + azey et ap # 0} permettent de déterminer Ag. Soit f € Ag , la
B o

matrice de f est 0 ay A | celapermet de définir un homomorphisme surjectif

()6x2
p:Ag — K*xX K* | o(f) = (B,a2) . D’ou la premiére suite exacte :

1 —>A% —>A6 — K*x K* — 1. SOlt fGA%:kergp y f(€1> :€2+CY1€1.
B1 Al A2
De f.w = w, lamatrice A prend la forme | 0,,, B A3 | etun calcul simple montre

02x2 02x2 (j
que det B = det B; = 1 ou B 1 est en fonction de B et telle que :

det M (f) = det B x det By x detC' ; C € GLo(K) . On peut donc construire un
homomorphisme surjectif ¢ : Ay — SLo(K) , ¢¥(f ) =B, ker¢ ~ U(13).
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5-8. Proposition.

Le groupe A7 = Aut(ws7) est déterminé par :

1 — Al — A — K —1
1 — A7 — AL — SLy(K) —1

1 — U(16) — Al — K" — 1

On peut écrire wg 7 = e1eges + e1(eres + egeq) + e1(eges + esep). Ry(w) =< eq, e >.

A B
Soit f € A7 ,donc la matrice associée a f est de la forme ou A € GLy(K).
06><2 C

Ceci nous permet de construire un homomorphisme ¢ : A, — K* | ¢o(f ) = det A.
¢ est surjectif et de noyau A%. Soit f € A%, donc det A = 1ie. A € SLy(K) , d'ou
I’homomorphisme ¢ : A% — SLy(K) , ¢ (f) = A, qui est surjectif et de noyau A7.

Si fe Al A=idyie. f(er)=eret flea) =ey. N3f(w) =w , par suite et aprés calcul
on trouve que , dans la base {e1, €2, €5 = €5, €4, €5 = €3, €4, €7,€8}, M(f) prend la forme

triangulaire :

Cela permet de définir un homomorphisme o : A7 — K* | o(f) = a . Evidement o est

surjectif et de noyau isomorphe & U(16) .
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5-9. Proposition.

Le groupe Ag = Aut(wsg) est déterminé par les suite exactes suivante:

1 — A — A3 — KX K" —1

1 — U9 — Ay — SLy(K) — 1.

Par un changement de base wsg devient w = e4(ese1 + eses + eze7) + egerer + eseqes
Aprés calcul , on trouve les parties stables :
Res1(w) ={z € E / W(z) du type w,,, } = {are1 +aqes / a4 € K*,a; € K}
Rga(w) = {2z € E / w(z) du type wy, } =< ez, e3 > U < &1 >= V5 U Va.
Soit f € As , donc f(Rez2(w)) C Rep(w) ie{f(Vi) C Viet f(V2) C Va} ou
{f(V}) C Va et f(Va) C V1}.Le deuxiéme cas est imposible car dim f(V;) = dim V; = 2 et
dim Vo =1, onendéduit f (e1) = arey ; f(ea) = azea+tbses; f(es) = ahea+bies et feq) =
ageq + arey , ay € K*. Donc on peut définir un homomorphisme ¢ : Ay — K* x K*
par o(f) = (a1,a4) , ¢ est surjectif et de noyau A; . Soit f € Ay , a1 = a4 = l,de
as al
by by
Ay — SLo(K) , ¢ (f) = B . 1 est surjectif et de noyau isomorphe a U(9).

I'égalité f.w = w , on trouve : B = € SLy(K) .D’ou 'homomorphisme

5-10. Proposition.

Le groupe d’automorphisme Ag = Aut(wgg) est déterminé par :

1 — Ay — Ay — Z/)2Z — 1
1 — A — Ay — K*—1

1 — U9 — Ay — K*xK*—1

On peut écrire wgg = e5 [e(e1 + e2) + ezeq] + e1ezer + eaeqes.

Aprés avoir fait les calculs , on trouve les parties stables suivantes:
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Re1(w) = {Ases + Arer 5 A # 0} U {daeq + d2ea 5 04 # 0} U {565 + (e + €2) 5 75 # 0}
R&g((x)) =<e >U<e >=V; UV,
Soit f € Ag , donc f(Rg2(w)) C Rea(w) , on peut alors définir un homomorphisme de

0 sif(Vi)cViet f(Vo) C VA
groupes ¢ : Ag — Z/2Z, f— o (f) =1 _ f() 1 et f(Vz) 2
1 sinon

@ est surjectif et de noyau Ay . Soit f € Ay, i.e. f(e1) = aey et f(e2) = Pes.On utilise
I'égalité f.w = w et la partie stable Rg1(w), on obtient a = # . On peut alors définir un
homomorphisme 9 : Ay — K* {(f ) = a, qui est surjectif et de noyau Ag.Soit f € Ag
ie. « = = 1.De A3f(w) = w et aprés calcul , on peut construire un homomorphisme
de groupes 0 : A — K* x K* , 0(f) = (a,b) ou a,b € Diag(M(f )) et M(f) est une

matrice triangulaire. 0 est surjectif et de noyau isomorphe a U(9).

5-11. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ay = Aut(ws.10) est déterminé par:

1 — AIIO—>A10—>Z/2Z—>1

— Al — Ay — K'x K" —1
— Ay — Aly —7Z/2Z — 1

1 — K®— Al — SLy(K) — 1

Par un changement de base , wg 19 devient w = e1(ezeg+e564) +€267e6+ 7364 +E366€5.
La partie stable Rgo(w) =< €1 > U < ey >= V; UV, .Donc on a un homomorphisme
0:Aw—Z)2Z , o(f ) =0si f(Vi) C Vi et f(Va) C Vaet o(f ) =1 dans l'autre cas
¢ est surjectif et de noyau Aj,.Soit f € A, , f(e1) = ajer et f(ez) = azes, 'ensemble
B ={x € E | zejes w = 0} est une partie stable . En effet , soit x € B , zejeqw = 0.De
[ e Ay, flzereaw) = 0 implique ayasf(x)ereaw = 0 et comme o, # 0, on tire

f(z)ereaw = 0 , ainsi f(z) € B, f(B) C B . Apreés calcul , on trouve B =< ey, €9, €3 >
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Donc f(e3) = vie1 + 7262 + 13¢5 .De A’f(w) = w , f(es) = vses ,y3 # 0, on trouve
72 = ajay . Comme K est algébriquement clos cette équation admet deux solutions 6;
tel que 42 = 07 = ajay , i = 1,2 . On peut ainsi définir un homomorphisme

Al — K* < K* ,(f ) = (a1, a0) . 1 est surjectif et de noyau A}, .

Soit f € AY,, a1 = as = 1 et 72 = 1 .Cela permet de définir un homomorphisme

0: A, — Z/2Z ,0(f ) =0siv;=1et1sivy;=—1,il est surjectif et de noyau A%}

A
I
Soit f € AYj , la matrice de f est ’ B C B e GLy(K) .
05><3
O3><2

De fw=w,det B=1, cela permet de définir un homomorphisme o : A}, — SLy(K)

o(f )= B, il est surjectif et de noyau isomorphe a K.

5-12. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ay; = Aut(ws 11) est déterminé par les suites exactes:

1 — A, — A — K —1
1 — Al — A — SLy(K) — 1

1 — U(12) — Ay — py(K) — 1

On peut écrire ws 11 = e1(ereq + esez + e5€6) + e5(ezer + eseq) + eseses
Rgo(w) =< e1,e9 >, soit f € Ay , donc f(Rea(w)) C Rea(w) et la matrice de f est
A

de la forme B | ,avec A € GLy(K),det A # 0.0n peut alors définir un
06><2

homomorphisme ¢ : Aj; — K* | ¢(f) = det A , ¢ est surjectif et de noyau A};.

Si fe Al ,detA =1 et par suite A € SLy(K) , ce qui permet de définir un homo-
morphisme de groupes surjectif ¢ : A}y — SLs(K) , ¥(f ) = A et de noyau AY,.Soit
f € Al;, A =1idy.De fw = w ,on constate qu'il existe a € Diag(M(f)), ot M(f ) est tri-
angulaire et a® = 1 . Donc on définit un homomorphisme de groupes 6 : A}, — p3(K),

ps(K) ={a € K*/a® =1} ,0(f ) = a , 0 est surjectif et de noyau isomorphe a U(12)
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5-13.Proposition.
Le groupe d’automorphismes A = Aut(wg12) est : Ajg = (PGLy (K) x K*) . K®
produit semi-direct de PG L, (K) x K* et K° | le groupe additif de dimension 5.

5-14.Proposition.

Le groupe A3 = Aut(ws3) est déterminé & un isomorphisme local prés dans [27] ,
A3 = SL3(K) .Dans [24] , si K est un corps de caractéristique 0 de cloture algébrique
K ; Autz(wg13) = SLs(K).

Si K est un corps algébriquement clos , Aj3 = (PGL3 (K) X Z/27) .u5 (K) .

86- Autres méthodes pour déterminer certains groupes d’automorphismes

6-1. On peut obtenir le groupe d’automorphismes A; = Aut(ws ) en tenant compte
de I-2-5 | wg ;1 = e; (e2e3 + e4€5) + egeres est somme directe des trivecteurs de rang 3 et
de rang 5 , C(wsy) = K x K (voir Table 1). Cette décomposition conduit & I’écriture
dans C'(ws 1) de 1p comme somme d’idempotents e, ¢’ orthogonaux et indécomposables:
lg =e+¢e,rang(e) = 5et e = eSi f € Aut(wsy) , fuf ' € C(wsy) ;u € Clwsy)
(I-2-7) .On en déduit que Aut(ws) permutent les idempotents de méme rang , fe =ef et
fdg—e)=(lg—e€)f .Ona FE = E1® FEy, E; = eE = vect{ey,...,e5} , Ey = (lg —e) E =
vect {eg, e7,es} et wg1 = w5 + w3 OU w3 = egeres,ws = €3 (e2e3 + e4e5) .Donc la matrice

Ms; 0
de f prend la forme : M (f) = ’ ou Mj € Aut(ws) ~ SLs (K) et
0 M;

M5 € Aut(w5) .D’ou Al = A'LLt(W&l) = SL3 (K) X Aut(w5)

6-2. Proposition.

Soit la forme trilinéaire standard w = ejeses + e4e5€6 + « -+ + €3,,—2€31—1€3n,.
Alors Aut(w) = SL3(K)™ % S,,.
Le commutant de w, C'(w) = K™ et l'algebre de lie D(w) 2 sl3(K)™.
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En effet la partie stable R(w) =< e1,e3,e3 > U < e4,€5,66 > U... U < €3,_2,€3,_1, €3, >=
ViuVaU...UV,.Orsi f € Aut(w) ,f(R(w)) C R(w) , donc f(V;) C V) otto € S, , ceci

nous permet de définire un homomorphisme de groupes ¢ : Aut(w) — S, ,o(f ) =0

ol o = , @ est surjectif . Soit f € kery , donc f(V;) C V;
VO’(l) VO’(Q) [N VO’(?’L)
i =1,...,n. Par suite f.w = w , entraine f(ey,eq,€3) = €1ezes,. .., f(€3n_2€3,_1€3,) =
Ay 0
. Ay
€3n_2€3n_1€3n , €t la matrice de f prend la forme avec det A; = 1
0 A,

i=1,...,n.Doukeryp = SLy(K)".

On a donc la suite exacte de groupes : 1 — SL3(K)" — Aut(w) — S, — 1.

On sait que C(w) est une K —algebre commutative , produit direct fini d’anneaux
locaux commutatifs , donc en calculant le commutant d’une somme orthoganale de n
trivecteurs indécomposables , on trouve C(w) = K x K X ... x K , n fois .

En utilisant le lemme 1-2-6 on a :

D(w) = D(ejeges) X ... X D(egp_o€3,_1€3,) 2 sl3(K) X ... x sl3(K) , n fois .

6-3. On consideére K? = E, @ Fy, @ E3 , By = vect {e1, ez, e3} ; Ey = vect {ey, €5, €6}
E3 = vect {er,es,69} . Soit w = wy + we + w3 ol w; € A3E; ;1 =1,2,3 et soit D un
s.e.v de K? de dimension 1 ( une droite ) , D en position génerale par rapport a E; ;
i€ {1,2,3} cest adire D ¢ |J E; & E; ou (i,j) = (1,2),(1,3),(2,3) , par exemple
D =Kv=K(es+es+eg). "

OnaC(w)=K x K x K et Aut(w) = SL3(K)? x S3 , ou S3 agit sur SL3(K)? par
permutation .On consideére Papplication S : ASK? — A3(KY/D), S (w) = wp.
W1 = e1e63 ; Wo = eye5€s ; W3 = eregeg.Llespace K?/D & pour base €y, ...,¢5 et
Wp = €169€3 + €4€5E6 + E7és(—e3 — €g), donc Wp = €3(€16z + €3€7) + €g(€4€5 + €gé7) est de

type wg .
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Soit A = {f € GL(9,K)/f € Aut(w) et f(D) C D}, comme D = Kv , f(v) = v
ie. fles+esteg) = Aes+egteg) .Ona f(E;) = Eyyyous € Sg;i=1,2,3. application
0 : A — Aut(@Wp),0(f) = f est bijective , on obtient une premiére suite exacte
1 — A — Aut (Gp) = S3 — 1 o A’ = kerp .Soit f € A’,f est défini par

f(es) = Xeg ; f € SL3(Ey)

fleg) = Aeg ; f € SLs(F,) Donc la matrice associée a f restreinte a E; , i =1,2,3

fleg) = Aeg 5 [ € SLs(E3)

B 0
est de la forme : 0 avec det B = \"1 | d’ou la deuxieéme suit exacte :
a B A
1 — A" — A i K* — 1. A” est le sous groupe de SL3(K) qui laisse invariant

une droite . On trouve B = SLy(K) x K? . D’ou le résultat pour Aut(wss).
Remarque. Ce résultat est un cas particulier d’'un résultat plus général:
Soitn >3etw=wi+- - +w, € 3K ;w; € A3E;\ {0} ot E; = vect {e3;_o,€3i_1,€3:}
et w; = e3;_sezi1€3; , 1 € {1,...,n}. Alors C(w) = K™ et Aut(w) = SL3(K)™ x S, ou
S, agit sur SLz(K)™ par permutation.
Soit D une droite de K>" et soit W; = ®;-iF; .D sera dite en position générale si D ¢ W;
pour tout i € {1,...,n};alors D=Kv,v=21+ -+ x,;x; € B; —{0}.
On considére A = {f € Aut(w)/f(D) C D} .Quitte a modifier les e;,on peut supposer
D=K(eg+es+...+e3,-3—e3,) et:
Wp = e169e3+ -+ + €3, 5€3,_4€3,_3 + €3n_2€3,_1(€3 + €6+ - + €3,_3)
= ez(e16 + €3, 2€3n-1) + €6(€a€5 + €3 _2€3,-1) + - + €3,-3(€3n-5€30-4 + €30 2€3,-1)
ol on note encore e; 'image de ¢; dans K" /D.Si f € A, f(v) = Mv et f(E;) = E,q
ol o € S, est une permutation de {1,...,n} et i € {1,...,n}.Il y a une premiére suite
exacte 1 — A’ — Aut (@p) — S, — 1, o(f ) = 0.
Sife A, alorson alasuite ] — A" — A’ YR 1, ¥(f ) = A .Comme dans

le cas précédent on trouve Aut(wp) = [(SLa(K) x K2)" x K*] xS, .
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IIT- COMPLEXITE DES TRIVECTEURS

Dans [13] , J.Hora donne une borne supérieure de la complexité maximale C,(K)
dans le cas ou K = F5 est un corps a deux éléments et il montre que C7(Fy) = 4 . Dans
ce chapitre on étudie le cas général ot K est un corps arbitraire, en utilisant 1'invariant
arithmétique d; (w) d’un trivecteur w nous donnons une borne supérieure de la compexité

maximale C,,(K).

81 -Longueur d’un trivecteur

1-1. Définition . Un trivecteur est somme de trivecteurs décomposables.On appelle
longueur du trivecteur w ,et on note /(w) , le nombre minimum de trivecteurs décompos-
ables dont w est la somme (I-1-4) .
Pour un corps K , on pose [(K,n) = max{r / r =Il(w) , w parcourt A3 K"} .
Busemann et Glassco se sont intéressés aux longueurs des trivecteurs [7] et dans [40],
Westwick a étudié [(C ,n) o n =7 ou 8 et dans [39] ,a montré 1’égalite [ (R,7) = 5.

Kahn [16] obtient la majoration [ (K, 8) < 8 lorsque K est algébriquement clos.

1-2. Théoréme [25].
Sur un corps quelconque K | [ (K,6) =3 et I(K,7) <5.

1-3. Proposition [26].

Sur un corps algébriquement clos K de caractéristique quelconque , | (K,8) = 5.

La démonstration repose sur I’écriture des trivecteurs wg; o 1 < i < 13 (voir la
table 1) si i # 11,ws; est de longueur 5 au plus. Dans [40], Westwick a montré que :
sur C, le trivecteur wg11(XV) est de longueur 5 , et sa démonstration reste valable en

caractéristique quelconque.
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82 . Complexité d’un trivecteur

2-1. Définitions. Soit B = {by,...,b,} une base de I'espace vectoriel £ .Etant
donnée une forme trilinéaire alternée f : £ — K | on définit eg(f) Uefficacité de f par
rapport a la base B, le nombre de parties {b;,,b;,, b;,} de B telles que f (b;,, biy, biy) # 0.
La plus petite valeur de eg(f ) ou B parcourt toutes les bases de E est appelée efficacité

de f et noté par e(f ).

Soit U un espace vectoriel de dimension 3. On choisit une base B = {by, bs, b3}
de U et on considére h la forme trilinéaire sur U définie par h(by, be,b3) = 1 (D’aprés
I'isomorphisme A3E* = (A3E)* | h correspond au trivecteur décomposable).

Considerons des espaces U; , 1 < 7 < k , de dimension 3 et choisissons une base
{usi_o,uzi_1,us;} de U; . Si E = @®F_ U; , on définit la forme h* : B3 — K ([13]) par :
Vie{l,...,k} ,h*(usi2,uzi—1,u3;) = 1, h*(u;, uj,us) = 0 sinon. Cette forme est dite
forme trilinéaire standard de multiplicité & et les sous-espaces U; sont les sous-espaces

standards de E.

Soit f et fy deux formes trilinéaires définies respectivement sur les espaces vectoriels
Vi et V5 . L’homomorphisme des espaces vectoriels ¢ : V}; — V5 est dit homomorphisme

des formes fi et fo si fo(o(v1), d(v2), ¢(v3)) = f1(v1,v2,v3). Si ¢ est de plus bijective ,

on dit que f; est équivalent & fs.

Dans([13], [14]) J.Hora, montre que pour toute forme trilinéaire alternée f il existe
k > 1 et un homomorphisme de f et h* |, la valeure minimale de k est appelée complexité
de f est noté par ¢(f ), c’est a dire , f peut étre considérée comme restriction de la

forme trilinéaire alternée standard sur un sous espace convenable .

Notons par C,(K) le nombre C,(K) = max {c(w),w € A3K"} i.e. , la complexité

maximale du trivecteur de rang au plus n . C7(F3) est déterminé par J.Hora [13].
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Remarque. Il existe un trivecteur dont I’éfficacité est différente de la longueur, par
exemple e(wr4) =4 et | (wr4) =3 car:

wra = e1(ea +e5)(es —eq) + (eg — €1)eses + (7 + €1)ezes , Aol [(wrq) < e(wra).

2-2. Théoréme [13].
Pour toute forme trilinéaire alternée non degenerée f définie sur I’espace vectoriel F

il existe ¢ € N et un homomorphisme injectif ¢ : £ — U* des formes f et h°.

83. Complexité et Longueur
On choisit les bases B et B’ de E et U™ respectivement et ¢ : £ — U™ un homo-
morphisme, afin de gagner de 'espace , nous ecrivons la matrice Mp p/(¢) comme suite

g1, -- -, G3m OU g; est le jth colonne de Mp p/(¢).

3-1. Proposition.
Soit w € A3E un trivecteur de rang maximal tel que d;(w) = k ,alors :
a) il existe e; € E — {0} , u € A’E' , w’ € A*E’ ou E’ est un facteur direct de Ke;

dans E tel que w = eju + w' avec rg(w') =k

b) sil<::0,c(w):rg2ﬂ
c)sik#0, c(w) <c(W)+ rg;u)

Preuve.

a) Si £ = E; @ FEy , alors APE = @:zg(/\kEl ® AP~FE,). Pour p = 3, on choisit le
sous-espace a = Ke; tel que rg(w,) = di(w) = k . Par conséquent £ = Ke; @ F’ et
NE = NFE @& Key @ N°E' |, dott w = equ + w' avec r(w') = k. D’ou le résultat .

b) Si k =0, on peut ecrire w = eyu = e1(v1va+ - -+ + Vo _1V2m) , comme le rang de w
est maximal , la dimension de E est nécessairement impair . Pour prouver ’assertion en
question , on peut utiliser un raisonnement par recurrence sur rg(u) ou bien on considére

directement I’homomorphisme ¢ :< e, vy, ..., V9, >— U™ défini par:
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oler) =up +ug+ -+ Uppss + -+ Usm—2

o(eag—1) = usk—1 pour k € {1,...,m}

P(ear) = sy,

C’est a dire , si on choisit les bases B = {e1,v1,...,v9,} et

B' = {uy,ug, ..., Usm—2, Usm—1, Usm } de E et U™ respectivement , la matrice Mg p/(¢) a

la forme suivante :

Mg p/(¢) = (10010. .. 100,01(() ) .0,0010...0,000010...0,0000010...0,...,0...010,
rg(u

0...01), dou ¢(w) =m = 5

c)OnaF = Key®FE etw = equtw ouw € A3E' et eyu € Key@A?E'. Soit c(w') = ¢

et c(equ) = ¢’. Alors il existe des applications linéaires injectives ¢' : E' — U et
: B — U telles que ¢/ es omomorphisme de w’ et he es omomorphisme

¢" B U telles que ¢’ est I’h ph de w' et h¢et ¢" est I'h ph

de equ et hY. Comme A’E « A3E' @ Key @ A2E’ on définit une application linéaire

6B — U’ & U par g0 + ) = ¢’ (her) + ¢/ ().

Si B = {u’l,\u’Q,ug, o ,ug,ugﬂ,u’éH} et B" = {u’l’,u’Q’,ug, o ,u’c'\\,u’c’\\ﬂ,u;’\\ﬂ} sont des

bases des U et U respectivement , B = B’ U B” est une base de U+ | il n’est pas

difficile de verifier que ¢ est un homomorphisme de w et h¥+". D’ott ¢(w) < (W) 47 (u).

3-2. Corollaire.

-1
Pour tout corps K on a : C,(K) < C,,_1(K) + [n 5 }

Preuve. Il découle de c).
D’aprés ce resultat on a en particulier, le lemme 2-5 de J.Hora[13].
3—3. Proposition .

Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit w un trivecteur dans A3E .

Alors c(w) < 1 (w).
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On raisonne par récurrence sur la longueur du trivecteur. Sil(w) =1, alors w = zyz
et ¢(w) =1 (w) = 1. Maintenant on considére un trivecteur w = v1v9v3 + - - - + VU1 V142
de longueur [ et on suppose que l'inégalité est vraie pour [ — 1. Comme [ (w) =1 les
vecteurs vy, v, v3 sont linéairement independants , d’otl w = v1vov3 + w1 avec
[ (w1) =1 —1.Par conséquent c(w;) = k1 < l(w1). {v1,v9,v3} peut étre completée en une
base B = {v,vy,v3} U By de E . Soit By, = {uy, Uy, us, . .., Usk, 2, Usk, 1, Usk, } une base
de U* Notons par M; = M By By, (¢1) la matrice de I’homomorphisme ¢, : S,,, — U* de
w et h¥. On définit application linéaire ¢ : E — U**! par sa matrice M37§k1+1(¢) =

Osk,x3 M . e :

ou I3 est la 3 x 3 matrice identité. Un calcul direct montre que ¢

I3 03x(n-3)
est un homomorphisme de w et 2* 1. Alors on conclut que c(w) < k; +1 < I

84-Plongements canoniques et complexité maximale
Dans ce paragraphe, on va construire un plongement canonique pour chaque trivecteur

de rang au plus 7 sur un corps quelconque K.

4-1. Sidim E = 5, il existe & équivalence prés , un trivecteur unique de rang maximal
w = e1(eges + eqes).
Il est évident que C5(K) = 2, pour démontrer ceci il suffit de considerer ’homomorphisme
¢ : E — U? tel que Mp () = (100100, 010000,001000, 000010, 000001) o

B={ey,...,e5} et B'={uy,...,ug} sont des bases de E et U? respectivement.

4-2. Si dim F = 6 , premiérement on suppose que K est algébriquement clos. Alors
A3E admet deux trivecteurs de rang maximal we ,ws2-Evidemment c(wgy) = 2 car
we1 = h?. Pour le second trivecteur on considére ’homomorphisme ¢ : E — U? défini
par ¢e1) = ur +uy , dlea) = uz +ua , dlez) = us + us , P(ea) = uz , dles) = ug ,
¢(eg) = ug.D’ont Cg(K) = 3 . Maintenant on suppose que K est un corps quelconque,

alors il existe en plus de wg 1, ws 2 les trivecteurs :
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we1.4 = e1(eses + eses) + ea(eseq — degeg) avec d ¢ K2 si car(K) # 2.

we1.a = €1(€3es + aeseg) + ea(ezes + eses + eseq) avec a ¢ {2 +z,x € K} si car(K) = 2.
Pour montrer 'égalité c(ws1.4) = c(ws1.a) = 3 , il suffit de considerer les plongements
¢y E— Udet ¢, : F — U? définis respectivement par les matrices :

Mg p/(¢4) = (100100000, 100000100, 010000010, 00100 — d00 — 1, 040010000, 000001001 )
Mg p/(¢,) = (100100000, a ~100000100, 000010010, 00 — 1001000, 00000000, 001000001)

par conséquent pour tout corps quelconque K on a Cg(K) = 3.

4-3. Si dim E = 7, on suppose d’abord que K est algébriquement clos .Alors A*E
admet cinqg trivecteurs de rang maximal (II-3) w7; ; 1 < ¢ < 5. On a Vi € {1,...,5},
c(wr;) < 4. Pour montrer ce resultat on utilise les plongement suivants :
¢r1 1 E — U? tel que
Mg p/(¢,) = (100100100,010000000,001000000, 000010000, 000001000,

000000010, 000000001)
o U* tel que
Mg p/(¢,) = (100100100000,010000000100, 001000000000, 000010000010,

000001000000, 000000010001, 000000001000)

¢r5: E — U? tel que
Mg p/(¢3) = (100000000,010000000,001100000, 000010000, 000001100,

000000010, 000000001)
¢74: E— U tel que
Mg p(¢4) = (001100 — 100, 0000 — 10001, 10000 — 1000, 000001010,

0100 — 10000, 000000 — 100, 001000000)
¢r5: B — U* tel que
Mg p(¢5) = (001001100100, 000100000001, 1000000000 — 10, 000010000010,
010000000001, 000001010000, 001000001000)

Le méme argument utilisé dans article[13] donne c¢(w72) = 4. Alors C7(K) = 4
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Maintenant on suppose que K est un corps quelconque , alors , en plus des cing trivecteurs
Wr.1,Wr,2, W73, Wr4,wrs il existe les trivecteurs :
wr3q = e1(eges — deseg) + er(eaes — eseq) + ezeqes avec d ¢ K2 si car(K) # 2.
wrza = €1(e2e3 + aeseq) + er(eaes + eze + exeq) + ezeqes avec a ¢ {2 +x,w € K} si
car(K) = 2.
Wraap = €1(eses + eger) + ea(eseq + aeser) + es(eser + beseg).
W7 5,00 = Qy€1€2€3 + adeq(eges + veger) + dvea(eseq — aeser) + adyes(eseq — eqer)
Dans ce cas on a C7(K) < 5, pour prouver ceci on utilise les plongement suivants:
¢rq: E — U* tel que
Mp p(¢7,4) = (000 — d00100000, 00 — 100000 — 1000, 010000010100, 000000000001,
0100010000 — 10,00 — 10 — 10000000, 100100 — 100000)
P74 E — U* tel que
Mp p(¢7,) = (100100000000, 010010100000, 000001200100, 000000000010,
020000010001, 001001040000, ~1000000010a0)
Orap: B — U* tel que
Mp p(¢7,4,) = (100000 — 100100, 000100 — 100 — @00, 00000100600, 010010010000,
001020000010, 010001000001, 001001001000)

Par conséquent la complexité de ces trivecteurs est au plus 4. Pour le dernier trivecteur

— — -1 I I _ I I
W7.5a~0 O POSE a = —ya , b= —y7" , €] = adey , € = dey , €5 = —adyes , ey = €4,
! ! A
e =es , e = Yeg , €5 = er.
J— —15=3_1 1 1 !/ N AN / AN AN !/ N AN,
Alors wrs a0 = —a~ 10 "€l ehel + €] (ehel + eger) + eh(ehes + aesen ey (eher + begeg) =
efeses +wraap oo () et d’aprés la proposition 3-3 on a :

C(w7,5,a,'y,6) < Z(UJ?,S,&;)/,(S) g 1 + l(w7,4,a,b) ’ d’ou [25] ) C<w775,o¢,'y,5) < d.

Recapitulons les résultats obtenus.

4-4. Proposition.
Pour tout corps K on a C5(K) =2, Cs(K) =3, C7(K) < 5.
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4-5. Proposition .
Pour tout corps K on a :

C7(K) =5 & il existe au moins deux classes d’algébres d’octonions sur K.

D’apres les plongements précédents on a c¢(w) < 4 si w n’est pas de la forme wr 5 4 - 5.
D’autre part la classification des trivecteurs de type w75 se déduit de la classification des
algebres d’octonions sur K ou celle des 3—formes quadratiques de Pfister ([12], [34]) .D’une
facon précise ’ensemble des classes d’isomorphismes des trivecteurs de type wrs est
'ensemble O x (K,/K2) , o O est 'ensemble des classes d’isomorphismes des algébres
d’octonions sur K ([23],[25],[34]). On a wz5 2 wrs1.-11 ceci correspond a l'algebre
d’octonions triviale sur K ([12]) et c¢(wrz5) =4 ([13]). Alors C7(K) = 5 si et seulement si

O contient une algébre d’octonions non triviale.

4-6. Corollaire.

1) Si K est un corps algébriquement clos ou un corps fini ou un corps local, alors
C7(K) =4.

2) Si K est ordonné maximal ( en particulier si K =R ) , alors C7(K) = 5.

Si K est algébriquement clos , C7(K) = 4 ( ceci est déja prouvé par les plongements
canoniques ).

Soit ', un corps fini avec ¢ = p™ . Il est connu qu’il existe une classe unique d’algebres
d’octonions sur F, puisque toute forme quadratique a trois variables au plus représente
0 [25]. D’ou Cr(F,) =4 .

Maintenant on suppose que K est un corps local, chaque trivecteur de type wy 5 est
de la forme Awy7 5 , d’ou C7(K) = 4.

Si K est ordonné maximal , il existe deux algébres d’octonions sur K non équivalentes
([12],[25]) . Par conséquent il existe deux trivecteurs de type wrs : wrs €t wrs —1.-1,-1-

D’ou C7(K) = 5.En particulier si on prend K = R la complexité maximal est égale a 5.
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4-7. Théoréme.

Pour tout corps K on a Cg(K) < 7.

Preuve. Soit E un espace vectoriel de dimension 8 et soit w un trivecteur de rang
maximal dans A*E. On peut écrire w sous la forme w = egu + w’ ou rg(w') = di(w)
et di(w) € {3,5,6,7}. Pour démontrer le resultat précedent , il suffit de donner une
estimation de c(w) avec dy(w) =7 et rg(u) = 6.

Si w’ n’est pas de la forme w5 4 .4, alors [ (w') < 4 [25]. Alors d’aprés la proposition 3-3

onacw) <!l (w) <l (u+1 (W) et clw) <T.

Si w' est de la forme wr s 44,6 €t nON équivalente & wr s , alors () implique :

W' = e1e2e3+Wra4p = €16263+€1(€a65+ €ge7) + ea(ese6 + aeser) +es(eser +beseq). Posons

wo = ea(eqeq + aeser) + es(eger + beses).

Puisque w, = (€2 + €3)(eq + aes)er + eseq(eg — e7) + ezes(beg — aer) , lo(w) = 3.

dim(S, + S.) = dim S, +dim S, — dim(S, N S,») < 7 implique que S,, C S,.

Premier cas : S¢eyes C Su-

Si uejeges # 0,d’aprés la remarque 2 (11-4) |, [(egu + ejeges) < 3. D’ou ¢(w) <1 (w) < 7.

Si uejeses = 0 ,u = ejv1 + eav9 + e3v3. Par conséquent :

w = eg(e1v1 + eavg + e3v3) + e1ee3 + (e1 + ex + e3)eq(es + eg + e7) + e1(es + er)(es + e4)
+eo(es +er)(aer+eq) +es(es+eg)(beg +eq) = equg + eaus + esuz+

(e1+ex+e3)eq(es+es+e7)+ejeses.
AlorS We, 1 eyies = €1U1 + €2ug + (€1 + €2)uz = e1(u; — uz) + ez(us — ug) est un trivevteur
2—scindable de rang 7 , donc il est de la forme w7 3 ou wy 4. Il s’ensuit que I (We, yeptes) < 3

et w= (e + ez + e3)u+w” avec | (w”) < 3, et finalement c(w) < [(w) < 6.

Second cas : Sejepes € Su -
Il existe au moins un élément de {ej, e, e3} qui n’appartient pas a S, , par exemple
choisissons e; I’élément en question . Alors : w = egu + e1(ege3 + eqe5 + eger) + wo avec

lo (wo) = 3. Alors egu + e1(eges + eges + eger) est un trivecteur 2— scindable de rang 8.
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Or ces trivecteurs sont donnés par xiu; + Taus Ol Uy, us sont présentés dans le lemme
[-3-5. La longueur de ces trivecteurs est inférieur ou égale a 4 pour les cas Hy, Hy, Hy, Hs
et Hg . Il reste a étudier le dernier cas Hz. On a :

wse = er(ereq+eaes+ezeq) +es(erea+eseq) = [er(ereq + eaes) + es(eres + eseq)] +ereseq
qui est la somme d’un trivecteur wy 4 et d’un trivecteur décomposable.Puisque | (w74) < 3
et [ (w3) < 4. Alors chaque trivecteur 2— scindable de rang 8 a une longueur au plus 4 .

D’ou [(w) < 7 ce qui termine la démonstration.

4-8. Proposition.

Soit K un corps quelconque, alors pour n > 6 on a :

2 9n—15
Ch(K) < % si n est impair
et

2-2n —20
Cn(K) < D72 i est pair .

4

Soit w un trivecteur de rang n . Alors d’aprés le corollaire 3-2 on obtient :

Co(K) < Cpy(K) + [” - 1} <Cpo(K)+n—2.

Supposons d’abord que n est impair. Comme C7(K) < 5 ( voir proposition 4-4 ) on
2 9n—-15
obtient Cy(K) < Cr(K) + (T++++ + (n = 2)) < ——.
Maintenant supposons que n est pair , d’aprés le théoreme 4-7 , Cg(K) < 7. Par con-
2_9n—20
séquent C, (K) < Co(K) + 8+ + (n—2)) < ————.
Remarques.
a) Une majoration de la complexité maximale du trivecteur de rang au plus n est
donné par J.Hora [13] ,mais elle n’est pas valable dans le cas général. Si on prend
K = R, d’aprés [22] ,on obtient C7(R) < 4 ,cependant le corollaire 4-6 implique que
C7(R) < 5.
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b) Pour tout corps K , Cs(K) € {5,6,7}.

c) Si K est algébriquement clos , on a d’aprés [25] , c(w) < l(w) < 5 et pour
le trivecteur wg 11 = ejeser + ejeseq + e1eses + egeqes + egeger + exeqeq le plongement
¢g 1y 1 E — U® défini par :

Mp p(¢g1,) = (100100100000000, 000010001000010, 010000000001000, 000001010010000,
0000100000000, 000000100000100, 001000000000010, 000000010100001)
montre que Cg(K) = 5.
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IV-CLASSIFICATION SUR LES CORPS FINIS

L’étude des trivecteurs de rang 8 sur un corps quelconque repose sur le théoréme
[1-4-1.0n dira que w € A*E est de type ws; si sur la cloture algébrique K de K,wgz © ws,i
Dans le chapitre II , on a vu le théoréme connu de la classification des formes trilinéaire
alternées de rang 8 . On va maintenant aborder le cas des corps finis . Rappelons qu'une

classification est connue pour n =8 et K =R [9].

§1-Cohomologies galoisienne([37],[17])
On utilise la cohomologie galoisienne afin d’obtenir toutes les formes trilinéaires alterneés

w non équivalentes sur K mais équivalentes sur une cléture algébrique K de K.

1-1. On note G = Gal(K, K) le groupe de galois de K sur K , K est la cloture
algébrique de K, ce groupe est un groupe profini ( groupe topologique qui est limite
projective de groupes finis munis chacun de la topologie discréte ) . soit A un sous

groupe de GL(E) ot £ = E ®k K . G opére naturellement & droite sur A par :
(g-f)w@A)=flveg Q).

un 1— cocycle de G a valeurs dans A est une application continue définie par :

a:G— A s— ag, telle que ag = ag.5(y) pour s,t € G.
On note Z!(G, A) I'ensemble des 1— cocycles de G & valeurs dans A.
On dit que deux 1— cocycles a, o’ sont cohomologues §’il existe a € A tel que :

o, = a.a,.s(a™!), pour tout s € G : ceci définit une relation d’équivalence sur I’ensemble

des 1—cocycles . L’ensemble des classes d’équivalence est noté par H!(G, A).
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1-2. Soit C la catégorie des groupes algébriques (foncteur de la catégorie des corps
dans la catégorie des groupes) , contenant K +— (K, +), K +— GL (n, K) (en particulier
powrn=1,Kw— K*), K~ SL(n,K),K + Spy, (K) et telle que :
sil— A— B — C — 1 est une suite exacte avec A et C € Ob(C ) , alors B € Ob(C)
et H(G,B (K)) = {1}.

Soit G un groupe et A un G—module ; on considére le produit semi-direct B de A x A
par le groupe Z /27 opérant sur A x A par permutation des facteurs . C’est un G—module
de fagon naturelle de sorte que la suite exacte de groupes :1 — Ax A — B — Z/27 — 1
est une suite exacte de G—module . Alors si H'(G, A) = {1} et si H'(G’, A) = {1} pour
tout sous-groupe G’ d’indice 2 de G , H'(G, B) s’identifie & H*(G,Z/2Z) ([32]) .

1-3. Proposition ([37]).

L’ensemble de cohomologie H' (G, Z/27) est le groupe des homomorphismes continues
de G dans Z /27 ,Hom(G,Z/27Z) : c’est le groupe des extensions quadratiques séparables
de K isomorphe & K*/K “*si K est de caractéristique différente de 2.

On considére maintenant S,, comme un GG—module trivial.

1-4. Proposition([17]).

L’ensemble de cohomologie H'(G,S,) est en bijection avec I’ensemble des classes
d’isomorphisme de K —algebres étales de dimension n (c’est une généralisation de la

proposition précidente car Sy ~ Z /27 ).

1-5. Algébre étale cubique ([17]).

C’est 'algebre étale de dimension 3 .
Soit L une K —algebre étale cubique et ¢ : G — S5 un 1— cocycle associée & L. Comme
I’action de GG sur S3 est trivial, I’application ¢ est un homomorphisme .On dit que L est

de type is, , pour i = 1,2,3 et 6 si im (¢) C S est un sous-groupe d’ordre i , on a :
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L est de type 1, ssi L= K x K x K
L est de type 2,, ssi L = K x K ol K est une extension quadratique separable de K
L est de type 3, ssi L est une extension cyclique de K

L est de type 65, ssi L est une extension non galoisienne de K .

D’ou card (HY(G, S3)) = 4.

En particulier si K = F, un corps fini on a card (H*(G,S3)) = 3 et si K = R,
card (HY (G, S3)) = 2

1-6. Théoréme.
Soit G un groupe profini , A un G—module topologique tel que H'(G, A) = 0 pour
tout sous-groupe ouvert d’indice fini de G .

posons B, = A" x S, , alors H'(G, B,) ~ H*(G, S,,)

Preuve. On prend G = Gal(K, K), G agit sur A" par g.(a1, . ..,a,) = (gas, ..., gay)

et go = o pour 0 € S, . La suite exacte de cohomologie associée & la suite exacte de
G—modules 1 — A" — B, 2 S,, — 1 donne :
{1} = HYG, A") — HY(G, B,) — HY(G, S,) .Comme B, est un produit semi-direct
i.e. il existe une section s : S, — B, telle que po s = 1g, ,H'(G,B,) — H'(G,S,)
est surjectif . Reste & montrer que cette application est bijective , c’est & dire que
deux 1—cocycles g +—— by, g —— b tels que ¢, = p(by) = p(b)) pour tout g € G
sont cohomologues. Comme g —— ¢, est un 1—cocycle a valeurs dans .S,, , c’est un
homomorphisme de groupes € de noyau H sous-groupe ouvert d’indice fini de G et les
deux 1—cocycles h — b, et h — b} de H , a valeurs dans A™ sont des 1—cobords
b, = Bh(B71) et b, = B'h(B'™Y). Utilisant 8 et ', on peut modifier les 1—cocycles b et
vV € ZY(G, B,) de sorte que b, = b, = 15, pour tout h € H.
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On peut écrire G = UtH = UHt ou t parcourt un systéme de représentants de G modulo
H. Pour g € G , il existe h, h uniques dans H tels que g = th = h't et on a:

by = by, = bit(by) =0t b, = b

by = by = b/ (b)) = W (by) = by b, = h(b})

Cela montre que b et b sont constants sur les classes tH = Ht et a valeurs dans

BH = (AH)" xS, de sorte que b et b’ induisent des 1—cocycles b et V' :

b,V e ZY(G/H,(AT)" x S,) . On notera encore t les éléments de G/H .

Casn=2:G/H~Z/2Z ={1,0}; b etV sont déterminis par :b, = (a1, as;0),
b = (a),ah;0) et by = ((1,1);1) =0 , b2 = byo(b,) = (ar10(az),az0(ay);1) on a donc
o(ay) = ay' soit ay = o(a;!) et de méme al, = o(a; ') .

Soit alors 8 = (u,v;1) , o(87") = (c(u™),0(v71);1) et

Bbeo (87 = (u,v;1)(ar,0(a;);0)(o(u),0(v™");1)

= (uap,vo(a;t);o)(o(u™),o(v™);1) = (uayo(v),vola;)o(u™); o).

On cherche u et v de sorte que ua,o(v=') = da} ,vo(a; o(u™r) = o(a) ™).

On prend v = 1 de sorte que les deux équations s’écrivent :

uay; = a) , o(a;o(u™t) = o(a™") qui sont équivalentes et il suffit de prendre u = aa;’,
ce qui se montre que b et b’ sont cohomologues .

Dans le cas général , on procéde par récurrence sur n . GG/ H s’identifie & un sous- groupe
de Sy et by = (ar ,.. - ans3t) , by = (ahy 5. a0, 5t)

Posons 3 = (cy,...,cq ;1) , t(B7Y) = (t(erh) ..., t(c;h); 1) et

But(B™Y) = (c1,... ¢ ; D(ars .- anst) (e . t(e,t) ;1)
= (1014 5+ Calnyg ; () 5. t(e, ) 1)

- (claut(c;ll(l)), . ,ciawt(c;ll(i)) yoest).
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Il s’agit de résoudre les équations ciai,tt(ct_}l(i)) = aj;.

Supposons que G/H ~ Z/nZ opére sur AZ par permutation circulaire :
G/H = {1, 9,6%, ... ,9"71}, 0 génirateur agissant par 6(i) = i — 1 modulo n.
by = (a1,...,a, ;0)

bee = (a1, ..., an :0)(0(ay),...,0(ay) ; 0) = (a16(as) ,...,ai0(ais1),...;6%)
bor = (a10(ag), . ..,0"  (ax),...;0%).

Ce qui signifie que a10(a2)0?(a3)...0" '(a,) = 1 dans A",

Ecrivons b = (d},...,al, ;0) ; les conditions sur cy,...,c, donne ¢;a;6(c;;};) = a] pour

» ' )

!/

Cn = alat cpra,10(c;t) = al,_, ,don

) — _ _ !/
1=1,2,...,n.0nposec, =1, cpa, =a nOn s

n
Cn—1 €tc... et il reste a vérifier que la derniére condition et vérifiée. Or les relations
c;a;0(ci;) = a} sont surabondants du fait de la condition des cocycles.

af(ay)...0" Ha,) =1 =a,0(as)...0"  (a,). Commeb), = Bbyf(B~1), 8= (c1,...,cn;1)

/

o = B0 (371 c’est a dire que b et b’ sont cohomologues.

on a pour tout k , b

§2- Classification sur un corps de caractéristique différente de 2 et 3

Dans le chapitre II on a déterminé les groupes d’automorphismes pour chaque trivecteur

de rang 8 , on va maintenant utiliser la cohomologie galoisienne .

2-1. Les suites exactes de cohomologie appliqué aux groupes A; = Aut(ws),
i = 1,2, 3,6 montrent imédiatement que H'(G, A;) est réduit a un seul élément , 'élément
distingué.
Pour wg 4 , on utilise 1-2 et la proposition 1-3 , on trouve H'(G, Ay) ~ K*/K*2.
Pour wg 5 , on utilise le théoréme 1-6 , on en déduit H'(G, A5) ~ HY(G, S3) .

On a donc le résultat suivant :
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2-2 Théoréme .

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3 (parfait de caractéristique
2,3). Les K—formes de trivecteurs 2—scindables de rang 8 se répartissent en six classes
C;.L’ensemble C; est réduit a ws; , si ¢ € {1,2,3,6} ,I’ensemble Cyest formé de classes
d’isomorphismes en bijection avec le groupe des extensions quadratiques séparable de K
L’ensemble C5 est formé de classes d’isomorphismes en bijection avec 1’ensemble des

classes d’isomorphisme de /K —algebres étales de dimension 3 .

Il en résulte que pour chaque extension quadratique séparable L de K |, il existe w; € A3E
tel que wy, % wgy et wy ® L € A3(E Q@ L) est L—isomorphe & wg 4.

On peut construire w; comme suit :

wsa = e1(eges + eseq) + eq(eres + eges) est 4—scindable et s’écrit :

es(ere2) + egleres) + er(esey) + es(eseq). Posons uy = e1eg, us = e1e3,u3 = €9e4, Uy = €364
alors V' = wvect {uy, us, uz, us} est un sous-espace vectoriel de dimension 4 de A2K*.

La réstriction de la forme quadratique v, & V' ,une foie qu'on a choisi un générateur de
Novect {ey, e, e3,64} , nous permet de construire wg 44 (proposition 3-2 ,[32] ) , w4
s’écrit esv1 + egug + €73 + eguy OU V1 = €1e9 + €364 Uy = ere3 + desey , V3 = e1ey4 ,
vy = egez (d ¢ K2) . Alors les trivecteurs wg 44 et wg4 ne sont pas K—isomorphes car

leurs groupes d’automorphismes différent, pour wg4 4 on a :

2-3. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ay 4 = Aut(ws4,q4) est déterminé par les suite exactes :

1 — Ay, — Ayg — 7)27 — 1

1 — K2 A, — SLy(K') — 1ot K’ = K (\/E)
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Preuve. Par un changement de base on obtient :
w = eg(ere3 + eqe0) + er(e1ey4 + deges) + egeres + esesey.
La partie stable Rga(w) est < ej,ea > U < e3,e4 >= V; U V4. D’ou la premiére suite
exacte. Si f € A}, , alors f(V1) C Vi et f(V2) C V2, dans ce cas la matrice M(f) est
A 0
0 B C | A BeGL(K)
0

Ceci permet de construire un homomorphisme de groupe 7 : Aﬁly d I K x K* |

w(f) = (det A,det B) . 7 est surjectif . Si f € kerm on a A, B € SLy(K) et on a
une suite exacte 1 — Aj; — A} ; — K* X K* — 1 .Par suite on peut définir un
homomorphisme v : A} ; — SLo(K) x SLa(K), v (f) = (A, B) qui n’est pas surjective.
Pour déterminer ¢ (Aj ;) , il suffit d’étudier le groupe des K —automorphismes de F’ avec
F = vect {uy,ug, uz,us} o0l uy = ejes + eqea;uy = e1e4 + degea;ug = e16a;uy = e3€y.
On prend D'espace orthogonal de F' c’est F- . Donc dim F+ = 2 et de base {v,w} ou
v = ejeq — deses ; W = ejeg — egey done FH = vect {v,w}, d’ou (FL)K, = vect {vy, w1 };
K=K <\/E> et : v; = v+ Vdw = (eq + Vdes)(e1 — Vdes) = pipa

wy = v — Vdw = (eg — Vdes)(e1 — Vdez) = Py,
Comme {p1, pa, Py, Do} est une base de K " la matrice dans cette base de tout

0

K’—automorphisme de F' laissant invariant v et w est de la forme | ouDet
0 D

D € SLy(K'), d’ot la suite exacte de groupes 1 — A}, — A} ; — SLy(K') — 1 et

comme pour wg 4 ; A}, = ker¢p ~ K2,

Remarques.

1) La forme quadratique de wg 4 est v, (xus + yus + zus +tuy) = (vt — yz),pour ws 4.4
on a v,(zv1 + yvg + 2vs3 + tvg) = (22 — dy* + zt) . On voit bien que les deux formes ne
sont pas équivalentes sur K mais ils le deviennent par extension des scalaires .

2) Les trivecteurs wgs et wsy sont également 4—scindables et correspondent aux

sous-espaces de dimension 4 et de rang maximal de A2 K*.
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En caractéristique 2 , comme précédement , a l’aide de 7, , on trouve :
Wy 4,q = €5U1 + €62 + €703 + €34 OU V1 = €163 + €264 ,Uy = €163 + €364 + aei€a , U3 = €164
U4 = ege3 ainsi wg 4, €t wg 4 ne sont pas K —isomorphe :

Yo(zv1 + Yyvg + 203 + tvy) = (y?a — 2® + 2t) et on a:

2-4. Proposition.

Le groupe d’automorphismes A, , = Aut(ws4,) est déterminé par les suites exactes :

1 — A, — Ayg — L2 — 1
1 — A, — A, — K xK —1
1 — K2 — Az’a — SLy(K') — 1

ot K' = K(a)aveca®+a=acetackK.

Preuve. On peut écrire wg 4, = es(ereq+e3ez) +ez(ereq+egea+aeies) +egerea+esezeq.
La partie stable est Rgo(w) =< e1.ea > U < e3,eq4 >= V; U Va. Soit f € Ay, ,on obtient
la premiére suite exacte comme dans le cas précédent , on obtient aussi la deuxiéme suite
et on défini un homomorphisme v : A} , — SLy(K) X SLy(K) , 1 n’est pas surjective
Pour déterminer ¢(Aj,) , il suffit d’étudier le groupe des K —automorphismes de F’ avec
F = vect {uy,ug, us, us} o0t uy = ejeq + ezeq ,us = e1e4 + eqes + aejez , ug = e1€y
uy = eseq. On prend Pespace orthogonal de F c’est F'+ donc dim F* = 2 ; la base de F'*
est {v,w} avec v = eje4 + €361 — e3e9 , W = €163 — a legey Aot Ft = vect {v,w}.

Par suite (F1) g = vect {v;,w,} , K' = K (a) avec o> +a =a et a € K :

v =v+ (a+ 1w = (eg + aey)(ez + (a+ 1)a"tes) = pipa

w; =v— (a+ 1w = (es — aey)(es — (a+ 1)a"tey) = pip2

Comme {p1, p2, 1, D2} est une base de K . La matrice dans cette base de tout
K'—automorphisme de F' , laissant inveriant v et w est de la méme forme précédente ,

d’ou la dérniére suite.
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2-5.Proposition.

Le nombre des classes d’isomorphismes de K —algebres étales de dimension 3 dans le
cas des corps finis est égal & 3 . Un représentant de chaque orbite est donné par :

Ws,5

w54 = ea(eses — degeg) + e1(eres + eseq + ege3) , d € K — K2

Wssa = €1(aeses + aeseg + eres) + ea(eses + eser + eges) ,a € K', K’ est une extension
de K de degré 3 .

Preuve. Soient L une extension cubique de K et F' un L—e.v de dimension 3.
Choisissons une base {ej, eq,e3} de F et soit ¢ : AN]F — L la forme déterminant
normalisée par ¢(eq, es, e3) = 1. Soit alors Tr : L — K la forme trace et
wrp=Trpop: Fx FxF — K : cest une forme K —trilinéaire alternée de rang 9 sur

E = F considéré comme espace vectoriel sur K.

Si car(L) # 3 , on prend L = K (t) avec t* = a dans ce cas

{e1, €9, €3,e4 = tey, e5 = teg, e6 = tes, e7 = t2eq, eg = t2e9, €9 = t%e3} est une base de F .
Soit {ef} ,1 <i <9 ; sa base duale ; alors un calcul simple nous donne :

wr (e, ea,e3) =3, wrles, es,e6) = 3a , wr(er, e, e9) = 3a® , wr(e1, es,e9) = 3a
wr(e1,es,e8) = —3a , wr(ea, eq,69) = —3a , wr (e, eq,e7) = 3a , wi(eg, e4,€8) = 3a ,
wr(es, es,e7) = —3a et wy(e;, e, e,) = 0 pour les autres cas . Donc :

%wL = elejestaeieies +aleieses +acleies —aeieiestackeies —aesetestackeies —aesetes.
or W(ed) = ej(eres + aejey + aesel) + aef(ejet + efes + eser), donc le trivecteur :
es(eres + aeses + aeres) + aeg(eqes + e1es + eser) est équivalent au trivecteur wgps g

(il suffit de considérer 'application linéaire définie par f(e;) = es3 ,f(e2) = aeg,

fles) = e, f(es) =es, f(es) = e5 ,f(es) = —er, f(er) = —eu, f(es) = —e2 ).
Si on prend L = K’ x K avec K’ = K(a) on o = d (d ¢ K*') ; dans ce cas
{e1,e9,€3,64 = ey, e5 = e, e = aes, er, €5, €9} est une base de E.

Soit {ef} ,1 < i < 9 ; sa base duale , alors wy(eq,eq,e3) = 3, wr(er, es,e9) = 3,
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wr(er1,es,66) = 3d, wr(es,e4,66) = —3d, wr(es,eq,e5) = 3d et wr(e;,e;,e;) = 0 pour
les autres cas.Donc jw;, = ejejel + dejesel + dejeier + dejelel + esesey et le trivecteur
w = ejeges + dejeses 1 deseses + deseses 4 eregeg = We 1,4 + €7€geg.

car we 1,4 = e1(eseq + ese6) + ea(eseq — deges) (11-2-2). On pose x = eg — e; dans ce cas
eg = x+ ey et W(x) =€ (eres + €364+ €56¢6) + €2(€36¢ — deqes) est équivalent au trivecteur

W8 5.d

: 3 3 9
SiL=KxKxK=K°,F=L°=K",dans ce cas w = wWg = €162€3 + €456 + €75€9.

La méme méthode donnent wg s (II-6-2).

On rappelle que si L/K est une extension cubique de corps de caractéristique différente
de 3 , L est engendré par une racine d'un polynéme de K [z] de la forme z3 + px + ¢ .

On peut donc construire le quatrieme trivecteur de type wgs :

2-6. Proposition.
Soit L = K (x) une extension cubique de K tel que 2® + pr +¢ =0, ol p et q deux
parametres quelconque de K et pg # 0 . Alors il exsiste un trivecteur wg s, , de type

w875 . w8’57p’q = e7 (6162 + €3€4 -+ 6566) + €s (61 (64 + pe5) -+ €9€g + q€3€5) .

Comme les trivecteurs wgs,wssq ,Wssa Ws5pq SONt 2—scindables , on associe un
invariant s (xu; + yus) qui est une forme cubique ; ui,us € A2K® | on trouve :
V3(rus +yug) = 2y(r+y), v (22 — dy?) , a®x* +y° et 2° +pry® + qy’pour ws 5, ws 5.4 \Ws 5.0
et wg s p 4 respictivement.
On voit bien que les trois derniéres formes sont équivalentes a la premiére si le corps est
algébriquement clos , pour la deuxiéme on écrit d comme carré et pour la troisieme on
écrit (zj + yj%) (zj% + yj) (x + y) avec j la racine cubique de a.
On remarque que si ¢ = 0, wg 5,4 €st équivalent a wgs g et sip =0, wg 5,4 €st équivalent

a w8,57a .
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2-7. Lemme .
Il existe des trivecteurs de rang 8 qui ne sont pas 2—scindables mais le deviennent

par extension des scalaires.

Le lemme I-3-5 donne les 3— vecteurs de rang 8 qui sont 2— scindables . Il y a six
classes wg; , 2 = 1,...,6 . Donc si K est un corps non quadratiquement clos , il suffit
de prendre un trivecteur de type wg 4 qui n’est pas K —isomorphe & wg4 . wg 44 n’est pas

2—scindable mais (ws4,4)% Lest.

2-8. Proposition.
Le groupe d’automorphismes Ag s 4 = Aut(wssq) est déterminé par les suites exactes

suivantes:

] — A —A—K'—1
1 — A" — A — SLLK)—1

I — K — A" — SLy(K') — 1

oﬂK’:K<\/E>.

Preuve. On peut écrire wgs 4 = ea(eses — deges) + e1(eres + eseq + eges) . La partie
stable R5(w) =< e; > , dans ce cas f(e;) = ae; , a € K* ce qui permet de définir un
homomorphisme de groupe 7 : A — K*, n(f) = a , 7 est surjectif, d’ou la suite exacte
1— A — A— K* — 1 avec A’ = kerm.

Soit f € A", donc a =1 et f.w = w entraine:

99



1 by o di vy 01 o By
0 by co do 779 02 az [y
0 Qa3 B3
0 Oy By
M(f) = B
0 s Bs
0 Qg Be
000 00 0a B
000 00 0 ag B
a
ot | & =1, B € GLy(K) donc h =
ag 58

On peut définir un homomorphisme ¢ : A” — GL4(K), ¢(f) = B pour déterminer
©(A”), il suffit d’étudier le groupe des K —automorphismes de F' avec F' = vect {uy, uq}
oll u; = eseyq + eges;uy = eses — degeg on prend Iespace orthogonal de F' c’est F*- |
donc dim F+ = 2. La base de Flest {v,w} ott v = eses + degeq, w = eseq — eges , donc

Ft =vect {v,w} , dou (F1) = vect {vy, w1}, K' = K (\/3) et

as g
homomorphisme ¢ : A" — SLy(K) , ¢¥(f) = h . ¢ est surjectif et de noyau A” = ker .

Soit f € A” [ i.e h=1idy. Or fw=wentraineas=...=ag=0et fy=...=F=0.

vy = v+ Vdw = (e3 + Vdes)(—es + Vdeg) = pipo
wy = v — Vdw = (e — \/364)(—65 — \/866) = D1P2

Comme {p1, p2, 1, D2} est une base de K’ , la matrice dans cette base de tout

K’ —automorphismes de F', laissant invariant v et w est de la forme :

D 0

o ou D 7ﬁ€SL2<K/).
0 D

D’ou la suite exacte de groupe : 1 — A" — A" — SLy(K') — 1.

Soit f € A” =ker ¢ , alors B = idy dans ce cas A% f(w) = w entraine A” =~ K¢  d’ou le

resultat.
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83- Classification sur un corps fini
Devant la difficulté du probléeme de classification des trivecteurs sur un corps
quelconque , on se restreint au cas des corps finis. Nous donnons une approche de cette

classification .

3-1. On utilise la cohomologie galoisienne on en déduit que H'(G, A;) est réduit a
un seul élément pour A; = Aut(ws;) , i € {7,8,11,12}.
Pour wgyg , si K est un corps de caractéristique différente de 2 :
HY (G, Ag) ~ Hom(G,Z/2Z) ~ K*/K**, il y a donc deux classes wsg g et wgg 4 :

wsg9,d = €1 (6263 + e9e4 + 6566) + 63(6567 + 6668) + 64(6568 - d€7€6> s d ¢ K*Z-

On peut expliciter wgg 4 comme suit :

Dans la preuve de la proposition 2-3 , on a trouver wy = wg 14 + €7ese9 dans le cas ou
K=K (\/E) et comme wr 34 = we 1.4+ erese3. On en déduit que :

Wp = Wr3d + ereses + eregeg ,on pose T = eg — e — eq donc eg = x +e; +e4 , d'ou
w(x) = er(egey +esey+e3€5)+ €1 (€265 €3e7) +€4(€263+deser) est équivalent au trivecteur

ws9.d -
. . , .
Les trivecteurs wg g et wg g ¢ ne sont pas K —isomorphes car leurs groupes d’automorphismes

différents , pour wgg 4 on a:

3-2. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ag 4 = Aut(wggq) est déterminé par les suites exactes :

1 — Aé7d—>A97di>GL2<K)
1 — Fp—Imp—7Z/2Z —1

1 — K9—>Ag7d—>K*—>1
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PI‘OHVG. u}&g,d = 66(6864 + €g€3 + 6162) + 64(6167 + 6562) + 83(6561 =+ d€2€7) .

La partie stable R (wggq4) =< €1,e2 > , doncsi f € Agq ,f(R(ws9a)) C R(wsoa) et la

a; by
matrice de f est as by C
Opx2
D’ou 'homomorphisme ¢ : Ag g — GLy(K) , p(f) = “ Zl =
Az 02

Pour montrer que Z/27Z C Im ¢ , il suffit de considérer ’homomorphisme o définie par

o(er) =e1,0(e2) = —eq,0(e3) = e3,0(eq) = eq,0(e5) = —es, 0(eg) = e,
—1
o(er) = —er,o(eg) = eg. on a 02 = idp et 0/ < ej,e9 >= € Imy et
0 -1
ow=w
. ap az .
Soit la matrice de ?,-1 dans la base {e], €3} alors :
br b2
a1 bl aq b1
Imp = ;
dbl aq _dbl —aa
Dans le premier cas , on a by = a; , dans le second by = —a;.Considérons ’homomorphisme

h :Ime — 7Z/27 défini par h(ay) = 0 si by = a; et 1 sinon . La suite suivante est
exacte 1 — Fly — Imp — Z/27 — 1 et [Imp| = 2(¢° — 1) .

Soit f € Ay, =kery ,ie a=idy et aprés calcul f.w =w , on trouve la dérniére suite.

Dans [11], G.B. Gurevitch donne la liste des orbites de GLg(C) dans A*C® . Comme
pour la dimension 7 , il n'y a qu'un nombre fini d’orbites , 23, dont 13 sont de rang
maximal 8. Il existe alors une seule orbite ouverte dense O et le groupe d’isotropie d’un

¢élément w de cette orbite et un groupe de Lie algébrique de dimension :

dim GLg(C) — dim A3C8® = 8.
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Dans [25] cette orbite est celle d’un trivecteur lié a I’algebre de Lie sl3 (C) des matrices
de trace nule ; et quand K et un corps quelconque de caractéristique 0 , toutes les orbites
de GLg(K) dans A3K® dont les éléments , sur une cloture algébrique K de K , sont dans

l'orbite ouverte dense O .

3-3. Théoréme[24].

Soit w € A*K® un trivecteur tel que wg soit dans 1’'orbite ouverte dense sous 'action
du groupe GLg(K) . 1l existe une K —algébre de Lie simple A de dimension 8 et un
scalaire non nul \ tels que w soit K —équivalent a Aw 4 .

Deux trivecteurs Aw 4 et uw g sont équivalents si et seulement si A et B sont K —isomorphes

en tant qualgebres de Lie et A\t € K*°.

On peut dire que les classes de formes trilinéaires alternées fournies par le théoréme
précédent sont en bijection avec le produit de K*/K * par I’ensemble des K —formes de
sl3(K) : ce dernier et formé , outre sl3(K) , des classes de corps gauches de rang 9 et
des classes de matrices antihermitiennes de trace nulle d’une algeébre de matrices M;(L)

ou L est une extension quadratique de K.

3-4. Corollaire .

Si K = F, un corps fini et car(K) # 2 et 3 , il existe deux orbites pour I'action de
GLg(K) sur A*K® . O(wsg13) et O(ws13.4) - L'obrite O(wg13,4) est celle d'un trivecteur
lié a agebre de Lie su;o(F,) de matrices antihermitiennes de trace nulle d’une algébre

de matrices M3(F ).

Pour calculer wg 134 , on utilise la méme méthode de ([25] , p 41-42) , on prend :

A = suy 2(F,) une base B de A est formée de :

63



1 0 0 1 0 0 0 -1 0

H=|0 - 0 |,H=[01i 0 s Hy=11 0 0
0 0 0 00 — 0 0 0
0 —i 0 00 -1 0 0 4

Hy=14 0 0|,H=[00 0 s, He=1| 0 0 0
0 0 0 10 0 v 0 0
00 O 000

Hr=(00 -1 |,Hs=| 00 i [oad®=d.
01 0 0 ¢ O

On note ey, es,...,eg la base duale . On calcule donc aisément les valeurs de la forme

w4 = ws 3.4 sur la base de A3suy o(F,) déduite de B.on trouve:

Wg,13,d = €1€3€4 + €2€5€6 + €2e7e3 — e1e7eg + eseser + degeges + deseses + degeger.

Donc il existe deux formes de l'algebre de Lie sl3(F2),a savoir sl3(Fy) , sui2(F,) d.e.

deux classes de trivecteurs wg 13 et ws 134

3-5. Proposition.

Le groupe d’automorphismes Ag 134 = Aut(ws13,4) est: Asi3qa = (su(2,1) X Z/27Z) .jug (K)

Remarque 1.

Il existe uniquement un groupe de type su(2,1) sur les corps finis , et son cardinal
est ¢*(¢° +1)(¢* — 1).

Remarque 2.

Les trivecteurs restants sont de type wsg 19 , le calcul de leur nombre card (H'(G, Ayg))
est un probléme de cohomologie ( non conu suivant la documentation dont on dispose )

que nous ne savons pas résoudre actuellement.
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3-6. On suppose que le corps K est fini (|K| = ¢, K = F,). Notons «w? le trivecteur
de rang i (1 < i < 7) dans A3K® et Aut(w;) le groupe d’automorphismes de w; dans
NK".

On sait que si G est un groupe fini et X un G—ensemble fini , X et réunion d’un
nombre fini d’orbites O; : si z; € O; et si G; est le stabilisateur de z; , cardX =
Y, cardO; = > . cardG/cardG; . Cela permet de vérifier 'exactitude dans le cas des
corps finis des résultats en prenant G = GLg(F,), X = A*K® i.e . on calcule le cardinal
de chaque groupe ensuite on déduit le cardinal de chaque orbite et on verifié que la somme
des cardinaux des classes est égal au cardinal de I'espace A3E. Si la verification est faite

ceci signifie que la classification est compléte sur les corps finis .
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