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Chapitre 0

Introduction

Ce travail a pour but ’étude des opérateurs élémentaires satisfaisant le théoreme
généralisé de Weyl et la propriété de Fuglede-Putnam pour des classes d’op
érateurs généralisant le cas normal.

Un opérateur élémentaire sur une algebre de Banach complexe A est une appli-
cation linéaire de la forme

n
T — g a;xb;,
i=1

ou a;,b; € A(1 < ¢ < n). Dans le cas A = L(H), ou H désigne un espace de
Hilbert complexe de dimension infinie, L (H ) I’algebre des opérateurs linéaires bornés
agissant sur H, on appelle opérateur de multiplication a gauche par A (resp. a droite
par B) lopérateur L, défini sur L (H) par Ly (X) = AX, (resp. R (X) = XB),
l'opérateur élémentaire de base est Mg p = LaRp défini sur L (H) par My 5 (X) =
AXB,ou A,B € L(H). On note par d4 g 'opérateur de dérivation généralisée 04 p
défini sur L (H) par 645 (X) = AX — XB ou l'opérateur élémentaire Ay p défini
sur L (H) par Ay p(X) = My p(X) — X.

Soient IC(H) 'idéal des opérateurs compacts et F(H) 'idéal des opérateurs de
rang fini dans L (H).

Le spectre de Weyl est par définition

ow(A)= (] o(A+K).

KeK(H)
H. Weyl [63] a prouvé que si A est un opérateur normal, alors

ow (A) = o (A)\Eo (4),
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ou Ey(A) est I'ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité finie. Dans la
littérature, un opérateur qui vérifie la derniere égalité est dit satisfait le théoreme
de Weyl.

M. Berkani dans [18, Théoreme 4.5] a montré que le spectre B-Weyl de A est

opw (A) = (] op(A+F),
FeF(H)

ot op(A) est le spectre de Drazin de A, il a montré aussi dans [18, Théoreme 4.5]
que si A est un opérateur normal, alors

apw (A) = o (A)\E(4),

ou E (A) est I'ensemble des valeurs propres isolées de A. Ceci donne une
généralisation du théoreme de Weyl. Dans la littérature, un opérateur qui vérifie la
derniere égalité est dit satisfait le théoreme généralisé de Weyl.

La recherche sur les opérateurs satisfaisant le théoreme généralisé de Weyl et le

théoreme de Weyl a engendré de nombreux travaux depuis une trentaine d’années
et le résultat de Weyl a été généralisé pour les opérateurs de Toeplitz par Coburn
[29], pour les opérateurs p-hyponormaux par M. Cho, M. Itoh et S. Oshiro [27].
B. P. Duggal et S. V. Djordjevic [35] ont démontré que si A est p-hyponormal, alors
f (A) satisfait le théoréme de Weyl pour toute fonction analytique f définie sur
un voisinage ouvert de o (A), le théoreme généralisé de Weyl a été généralisé par
M. Berkani et Arroud [21] pour les opérateurs hyponormaux et pour les opérateurs
totalement héréditairement normaloid par Duggal et S. V. Djordjevic [37].

Le théoreme généralisé de Weyl pour un opérateur élémentaire a été considéré
pour la premiére fois par B. P. Duggal [36], en démontrant que si A et B* sont hypo-
normaux et f est une fonction analytique sur un voisinage du spectre de d4 g, alors
les opérateurs da p et f(dap) satisfont le théoreme généralisé de Weyl. Il est donc
naturel de poser le probleme de généralisation pour d’autres classes d’opérateurs.

Dans le cadre de cette thése, nous donnons des généralisations de
ce théoreme pour les opérateurs élémentaires en considérant certaines
classes d’opérateurs.

Vu I'importance de certaines proporiétés utilisées tout au long de ce travail, nous
avons pour cela jugé utile de préciser leur principales propriétés en appendices.

Le premier chapitre de ce travail est consacré au rappel des principaux résultats et
définitions concernant les spectres de Weyl et de B-Weyl. Nous présentons également
un rappel de la propriété (gw), la propriété SVEP (propriété de I’extension unique) et
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les différents théoremes qui leurs sont associés, ainsi que la transformation d’Aluthge
des opérateurs p-hyponormaux et [og-hyponormaux.

Dans la premiere partie du second chapitre, nous établissons que le théoreme
généralisé de Weyl reste valable lorsqu’on considere l'opérateur ds p avec A et B*
sont des opérateurs log-hyponormaux, ’application des résultats précédents nous
permettent de déduire des résultats concernant I'opérateur élémentaire

MALBl - MA27B27

ou A1, Ay, By, By sont des opérateurs linéaires bornés sur H.

A. Aluthge [6] a introduit une nouvelle transformation agissant sur L (H) dite
transformation d’Aluthge définie par A = ]A|% U |A|%, telle que A = U|A| est la
décomposition polaire de A. Elle jouit de propriétés remarquables, nous citons entre
autre que la tranformation d’Aluthge d’un opérateur p-hyponormal tel que % <
p < 1 est un opérateur hyponormal, ceci nous permet de revenir sur la classe des
hyponormaux, partant de ce principe nous montrons dans la deuxieme partie du
second chapitre que si 'opérateur d AE) — A possede certaines propriétés, alors
lopérateur d g — A possede les mémes propriétés pour tout A € C. I'application des
résultats précédents nous permettent de déduire que les opérateurs da g, dk g(le
dual topologique de da g) et f (da p) satisfont le théoreme généralisé de Weyl ainsi

que la propriété (gw), si 'une des conditions suivantes est satisfaite.
1. Si A, B* sont p—hyponormaux ou log—hyponormaux.
2. Si A, B* sont w—hyponormaux tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

3. Si A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log—hyponormal.

4. Si A est p—hyponormal ou log—hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Ces résultats généralisent ceux obtenus par B. P. Duggal dans [38]. Rappelons que
la propriété (gw) a été introduite par M. Amouch et M. Berkani dans [10], cette
derniére généralise la propriété (w) introduite par Rakocevic [55]. M. Amouch et
M. Berkani dans [10] ont établit un rapport entre la propriété (gw) et les différents
théoremes de Weyl.

Au troisieme chapitre, nous établissons que le théoreme de Fuglede-Putnam reste
valable lorsqu’on considére A un opérateur dominant et B* w-hyponormal tel que
ker B* C ker B, il est aussi valable lorsque A est un opérateur w-hyponormal tel
que ker A C ker A* et B* est w-hyponormal tel que ker B* C ker B, rappelons que le
théoreme de Fuglede-Putnam assure que si A et B sont des opérateurs normaux, alors
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AX = XB, pour certain X € L (H) entraine A*X = X B*. Une autre formulation
de cette propriété est ker d4g C ker d 4+ g+. Ce théoreme a été généralisé par plusieurs
auteurs, nous citons entre autres, A. Bachir and A. Segres [14, 15] pour le cas des
opérateurs dominants et p-hyponormaux, I. H. Jeon, K. Tanahashi et A. Uchiyama
[48] pour les opérateurs p-hyponormaux et log-hyponormaux.

Le quatrieme chapitre est consacré aux exemples des différentes classes
d’opérateurs utilisées tout au long de cet exposé.

Vu I'importance de la propriété SVEP et la propriété (gw), nous avons jugé utile
de rappeler ces propriétés en appendices.

0.1 Terminologie

1.

On désigne par H un espace de Hilbert complexe, L(H) désigne 1’ensemble
des opérateurs linéaires bornés sur H. Si A € L(H), ran(A) (resp. ker (A))
désigne I'image (resp. le noyau) de A, a(A) (resp. B(A)) désigne la nullité
(resp. la déficience) de A.

On désigne par K(H) l'idéal des opérateurs compacts, F(H) désigne 'idéal
des opérateurs de rang fini.

On munit L(H) par 'une des topologies suivantes.

(i) Topologie uniforme (de la norme).
Une suite {A,,} d’opérateurs converges en norme vers 0, si || A,, ||— 0 quand
n — 00, o || A |[=sup{|| Az |}z € H, || = = 1}. _
L’adhérence d'un sous-ensemble E en norme de L(H) est E.

(ii) Topologie forte d’opérateurs.
Une suite {A,} d’opérateurs converges fortement vers 0, si pour tout = €
H, || Ayx ||— 0, quand n — 0.

Un sous-ensemble £ de H est dit invariant si A(E) C E. Un sous-ensemble £
de H est dit réduisant si A(F) C E et A*(E) C E.

Soit A = U[A[ la décomposition polaire de A, la transformation d’Aluthge de
A est Vopérateur A défini par A = |A|2U|A]z.
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6. Un opérateur A dans L(H) est dit d’ascente finie sl existe un entier positif n
tel que ker A” = ker A"+,

7. Un opérateur A dans L(H) est dit de descente finie s'il existe un entier positif
n tel que ran(A™) = ran(A™).

8. Les classes considérées dans L(H).
Un opérateur A est dit :
(a) semi-Fredholm supérieur : si ran(A) est fermé et o(A) < oo.
(b) semi-Fredholm inférieur : si ran(A) est fermé et S(A) < oo.
(c) semi-Fredholm : si A est semi-Fredholm supérieur ou inférieur.
()
(

d) Fredholm : si ran(A) est fermé et a(A) < oo et f(A) < o0.

e) semi-B-Fredholm supérieur : si pour un entier naturel n, A4, : ran(A") —
ran(A™) est un opérateur semi-Fredholm supérieur et ran(A™) est fermé.

(f) semi-B-Fredholm inférieur : si pour un entier naturel n, A, est
un opérateur semi-Fredholm inférieur et ran(A") est fermé.

(g) semi-B-Fredholm : si A est un opérateur semi-B-Fredholm supérieur ou
semi-B-Fredholm inférieur.

(h) B-Fredholm : si pour un entier naturel n, A, est un opérateur de Fredholm.

(1) Weyl : si A est un opérateur de Fredholm d’indice (ind(A) = a(A) — B(A))
nul.

(j) Browder : si A est un opérateur de Fredholm d’ascente et de descente finies.

(k) B-Weyl : si A est un opérateur B-Fredholm d’indice 0.

(1) nilpotent d’ordre n : si A™ = 0 pour un certain entier naturel n.

(m) positif : si (Az, ) > 0 pour tout « € H, on note A > 0.

(n) auto-adjoint : si A = A*, ou A* est 'adjoint hilbertien de A

(0) normal : si AA* = A*A.

(p) hyponormal : si A*A > AA*.

(

(

(

(

(

(

q) co-hyponormal : si AA* > A*A.

) semi-hyponormal : si (A*A4)z > (AA*)z.

s) dominant : si pour tout complexe A, ran(A — \) C ran(A — \)*.

) p—hyponormal(0 < p < 1) :si (A*A)P > (AA*)P.

u) log —hyponormal : si A est inversible et log(A*A) > log(AA*).

v) w—hyponormal : si [A| > |A|, tel que A est la transformation d’Aluthge
de Popérateur A.

(w) normaloid : si 7(A) = [|A]].

(x) héréditairement normaloid : si la réstriction de A & un sous espace inva-
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riant est normaloid.
(y) totalement héréditairement normaloid : si toute partie inversible est nor-
maloid.

9. La dérivation généralisée induite par les opérateurs A, B € L(H) est :
Vopérateur 04 p défini par 04 p(X) = AX — XB, X € L(H).

10. Opérateur élémentaire de base induit par les opérateurs A, B € L(H) est :
Vopérateur My p défini par My p(X) = LaRp(X) =AXB, X € L(H).

11. Opérateur élémentaire :
l’opérateur R(A17A2)7(31732) défini par R(Al,Az),(B17B2)<X) = AlXBl - AQXBQ,
X € L(H). Si Ay = By = I, lopérateur élémentaire est noté par : Ay, p, =
My, 5, (X) - X.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les définitions et les principaux résultats sur
les opérateurs B-Fredholm et semi-B-Fredholm et les différents spectres utilisés ainsi
que les différents théoreme de Weyl associés. Nous présentons aussi la transformation
d’Aluthge des opérateurs p-hyponormaux et log-hyponormaux, ainsi que la propriété
de I'extension unique.

1.1 Rappels et notations

Soient X un espace de Banach et L(X) 'algebre des opérateurs linéaires bornés
sur X. Si A € L(X) on note par ker A le noyau de A et par ran(A) I'image de
A. A est dit un opérateur de Fredholm si ran (A) est fermé, o (A) = dimker A et
B (A) = codimran(A) sont finis.

A est dit semi-Fredholm si ran (A) est fermé et o (A) ou B (A) est fini. A est
dit un opérateur semi-Fredholm supérieur (resp. inférieur) s’il est semi-Fredholm et
a (A) fini (resp. B (A) fini). L’indice de A est par définition ind(A) = a(A) — 5(A).
L’ascente de A, notée asc(A) est le plus petit entier naturel n tel que ker A" =
ker A" et la descente de A, notée des (A) est le plus petit entier naturel n tel que
ran (A™) = ran (A"™!) . Plus précisément on a la définition suivante :

/

Définition 1.1.1 Pour A € L (X) on définit les suites (c, (A)), (¢, (A)) et (k, (A))

comme suit :
1. ¢, (A) = dim(ran(A™) /ran(A™1)),
2. ¢, (A) = dim (ker A"/ ker A"),
3. ky, (A) = dim[(ran(A™) Nker A)/(ran(A™™) Nker A)].

10
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La descente des (A) et l'ascente asc (A) sont définies par :

des(A) = inf{n:c,(A) =0} =inf{n:ran(A") = ran(A"™)},
asc(A) = inf{n: c;@(A) =0} = inf{n : ker A" = ker A"*'},

avec inf ¢ = oo.

Définition 1.1.2 Si d € N, on dit que A a une descente uniforme pour n > d si
ran (A) + ker A* = ran (A) + ker A%, Vn > d; (ce qui est équivalent a k, (A) =
0,Yn > d). Si de plus, ran (A) + ker A¢ est fermé alors on dit que A a une descente
uniforme topologique pour n > d.

Définition 1.1.3 Un opérateur A € L(X) est dit de Weyl s’il est de Fredholm
d’indice 0. A est dit de Browder s’il est de Fredholm d’ascente et de descente finies.

Définition 1.1.4 Le spectre essentiel, le spectre de Weyl et le spectre de Browder
sont définis respectivement par

0. (A) = {AeC:A— X\ nlest pas de Fredholm},
ow (A) = {AeC:A— A nlest pas de Weyl},
op(A) = {AeC:A— A\l nlest pas de Browder}.

Soit k(X)) I'espace des opérateurs compacts, alors d’aprés D. Lay [50] et M. Schechter
[58], on a

ow(A) = [\ o(A+K)
Kek(X)

op(A) = N o(A+ K).
KeK(X),KA=AK

Par conséquent

oe.(A) Cow(A) Cop(A).

Soit Iy (A) I'ensemble des poles de rang fini de la résolvante de A, rappelons qu'un
point isolé A du spectre 0(A) de A est un pole de rang fini de la résolvante de A si la
projection spectrale associé a I’ensemble {\} est de rang fini. On note que Iy (A) =
isoo(A)\o.(A), et d’aprés S. R. Caradus, W. E. Pfaffenberger et Y. Bertram [25]
on asi A€ g(A), alors A € Iy (A) si et seulement si A — AI est un opérateur de
Fredholm d’ascente et de descente finies. Par conséquent

op (A) =0 (A)\II (A).
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Définition 1.1.5 On dit que A € L (X) satisfait le théoréme de Weyl si :
ow (A) =0 (A)\Ey (A),

ot Ey (A) l'ensemble des valeurs propres isolés de A de multiplicité finie et A satisfait
le théoréme de Browder si :

ow (A) =05 (A) =0 (A)\II, (A).

Il est bien connu que
Il (A) C Ey (A).

Soit SF, (X), la classe des opérateurs semi-Fredholm supérieurs. On définit :
SF_(X)={A e SF,(X):ind(A) <0},
et
Tsp: (A)={AeC:A-X ¢ SF_ (X)}.
Le spectre approché de A est défini par :
0, (A)={Ae€C: inf ||(A—X\)(z)]| = 0}.

[[=]I=1
Le spectre ogp- (A) est défini aussi par :
Tsr; (A) = ﬂ o.(A+ K).
KeK(X)

Soit E§ (A) l'ensemble des valeurs propres de A de multiplicité finie qui sont
isolées dans o, (A), on note que

Eo(A) € E5(A).
Définition 1.1.6 On dit que A € L (X) satisfait le théoréme a-Weyl si :
Osrky (A) = 04 (A) \Ej (A).

Si A satisfait le théoreme a-Weyl alors il satisfait le théoreme de Weyl mais la
réciproque est fausse [56].
Définissons 'ensemble LD (X) par :

LD (X)={Ae L(X):asc(A) <oo et ran (A“SC(A)H) est fermé}.

On dit que X\ € 0, (A) est un podle a gauche de A si A — A € LD (X), et que
A € 0, (A) est un pole a gauche de A de rang fini si A est un pole a gauche de A et
a (A — A) < co. On notera par I1* (A) 'ensemble de tous les poles a gauche de A,
et par 113 (A) I'ensemble de tous les poles a gauche de A de rang fini.
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Définition 1.1.7 On dit que A satisfait le théoréme a-Browder si :
0sp- (A) = 0a (A)NIIG (A) .

Un opérateur A défini sur un espace de Banach X est appelé B-Fredholm s’il existe
un entier naturel n tel que ran (A") soit fermé et la restriction de A a ran (A™)
notée A, vue comme une application de ran (A™) vers ran (A™) soit un opérateur

de Fredholm.

Proposition 1.1.8 [18] Soit A € L(X), s’il existe un entier naturel n tel que
ran (A™) soit fermé et tel que A, soit un opérateur de Fredholm, alors ran (A™) est
fermé ou A,, est un opérateur de Fredholm et ind (A,,) = ind (A,) pour tout m > n.

Définition 1.1.9 Soient A € L (X) un opérateur B-Fredholm et n un entier naturel
quelconque tel que A,, soit un opérateur de Fredholm, l'indice de A est égal a l'indice
de l'opérateur A,,.

Les opérateurs B-Fredholm ont été introduits par M. Berkani qui a donné une
caractérisation importante de cette classe d’opérateurs notée BF (X).

Théoréme 1.1.10 [18] Soit A € L(X), alors A est un opérateur B-Fredholm si et
seulement s’il existe deux sous espaces fermés M et N de X tels que X = M & N
et :

1. A(N) C N et A|n est un opérateur nilpotent,
2. A(M) C M et Ay est un opérateur de Fredholm.

Si A est une algebre unitaire d’unité e, suivant la définition dans [57], on dit
qu'un élément = € A est Drazin inversible s’il existe un élément b € A et un entier
naturel k tels que

zFbe = 2F, brb=10b et xb = bx.

Dans le cas d'un opérateur linéaire borné A sur un espace de Banach X, on sait
que A est Drazin inversible si et seulement s’il a une ascente et une descente finies.

La notion de Drazin inversibilité joue un réle important pour la classe BF (X).
En effet si 7 : L(X) — L(X)/F(X) est la projection canonique, alors on a le
résultat suivant

Théoréme 1.1.11 [20] Soit A € L (X), alors A est un opérateur B-Fredholm si et
seulement si w (A) est Drazin inversible dans l'algebre L (X) /F (X).
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On a aussi la proposition suivante qui montre que la classe BF (X) est invariante
par les perturbations de rang fini avec conservation de 'indice.

Proposition 1.1.12 [18] Soit A € L(X) un opérateur B-Fredholm et soit F' un
opérateur de rang fini. Alors A+ F est un opérateur B-Fredholm et ind(A + F) =
ind(A).

Le spectre B-Fredholm opr (A) d’'un opérateur A € L (X) est défini par :
opr (A) ={A € C: A— Al n’est pas B-Fredholm}.

Dans [17] il est démontré que :

1. opr (A) est fermé.

2. opr (A) est stable par les perturbations de rang fini.
(

3. opr (A) vérifie le théoreme de I'application spectrale.

Définition 1.1.13 Soit A € L(X), A est un opérateur B-Weyl s’il est un opérateur
B-Fredholm d’indice 0.

Le spectre B-Weyl est défini par :
opw (A) ={\ € C: A— X n’est pas B-Weyl}.
Le spectre de Drazin est défini par :
op (A) ={A € C: A— Al n'est pas Drazin inversible}.

Remarquons que op(A) = o (A)\II(A), ou II(A) est 'ensemble de tous les poles de
la résolvante de A.
Rappelons les propriétés suivantes des opérateurs B-Fredholm et du spectre de
B-Weyl pour un opérateur A € L (X), démontrées dans [18]
1. A est un opérateur B-Fredholm d’indice 0 si et seulement si A = Ay ® Ay, ou
Ag est un opérateur Fredholm d’indice 0 et A; est un opérateur nilpotent.
2. Si 0 est isolé dans le o(A), alors A est un opérateur B-Fredholm d’indice 0 si
et seulement si A est Drazin inversible.

3. O'Bw(A) == mFe]—'(X) O'D<A+ F)
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Soit E'(A) 'ensemble des valeurs propres isolées de A. On dit que A satisfait le
théoreme généralisé de Weyl si :

Dans [22, Théoreme 3.9] M. Berkani et J. J. Koliha ont démontré que si A satisfait
le théoreme généralisé de Weyl alors il satisfait le théoreme de Weyl. Dans ce méme
article il est démontré que si A satisfait le théoreme généralisé de Browder :

opw (A) = o (A)\IL(A),
alors il satisfait le théoreme de Browder :
ow (A) = o (A)\Ip (A).

S’il existe un entier n tel que A, : ran (A") — ran (A™) soit un opérateur semi-
Fredholm, alors A est appelé un opérateur semi-B-Fredholm. A est un opérateur
semi-B-Fredholm supérieur (resp. inférieur) si A, est un opérateur semi-Fredholm
supérieur (resp. inférieur).

Soit SBF, (X) la classe de tous les opérateurs semi-B-Fredholm supérieurs. On
définit :

SBF_ (X)={A€ SBF,(X) :ind(A) <0},

et
TsBr; (A)={AeC:A- X ¢ SBF_(X)}.
Soit £ (A) 'ensemble des valeurs propres de A isolées dans le spectre approché

0, (A). Un opérateur A € L (X) satisfait le théoréeme généralisé a-Weyl si :

OsBF; (A) =0, (A)\E*(A),

et il satisfait le théoreme généralisé a-Browder si :
OsBF; (A) =04 (A)\II* (4) .

Dans [22] M. Berkani et J. J. Koliha ont étudié les différents théoremes de Weyl
et théoremes de Browder, ainsi que les implications possibles entre ces théoremes,
nous résumons les résultats (voir [22]) dans ce qui suit :

1. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Weyl, alors il satisfait le théoreme géné-
ralisé a-Browder.
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2. Si A satisfait le théoreme a-Weyl, alors il satisfait le théoreme a-Browder.

3. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Weyl, alors il satisfait le théoreme géné-
ralisé de Weyl.

4. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Browder, alors il satisfait le théoreme
généralisé de Browder.

5. Si A satisfait le théoreme généralisé de Weyl, alors il satisfait le théoreme
Weyl.

6. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Weyl, alors il satisfait le théoreme de

Weyl.

7. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Weyl, alors il satisfait le théoreme a-
Weyl.

8. Si A satisfait le théoreme généralisé a-Browder, alors il satisfait le théoreme
a-Browder.

Dans [10] M. Amouch et M. Berkani ont introduit la propriété (gw) qui généralise
la propriété (w) introduite par Rakocevic [55]. Il est démontré qu'un opérateur
A € L (X) satisfait la propriété (gw) si et seulement si A satisfait la propriété (w) et
[1°(A) = E(A). Aussi si A satisfait la propriété (gw), alors il satisfait le théoreme
généralisé de Weyl.

Définition 1.1.14 Soit A € L (X), on dit que A satisfait
(i) la propriété (qw) si, o, (A) \O'SBF; (A)=FE(A).
(ii) la propriété (w) si, o, (A) \USF; (A) =Ey(A).

Théoreme 1.1.15 [10] Soit A € L (X), les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) A satisfait la propriété (qw),
(i1) A satisfait le théoréme généralisé a-Browder et 11* (A) = E (A).

1.2 La transformation d’Aluthge des opérateurs
p-hyponormaux et log-hyponormaux

Définition 1.2.1 Un opérateur A € L(H) admet la décomposition polaire A =
U |A|, avec U est l'isométrie partielle et |A| est la racine carrée de A*A. L’isométrie
U est déterminée d’une fagon unique par kerU = ker A = ker |A| et ran(U) =
ran(A).
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Définition 1.2.2 [6] Soient A € L(H) et A = U |A| la décomposition polaire de
~ 1 1
A, alors A= |A|2 U|A|? est dite transformation d’Aluthge de l'opérateur A.

Définition 1.2.3 Soit A € L(H), on dit que A est :

(i) p-hyponormal si et seulement si (A*A)? > (AA*)’, (0<p<1),sip=1on
dit que A est hyponormal et si p = %, A est dit semi-hyponormal.

(i1) log-hyponormal si et seulement si A est inversible et log (A*A) > log (AA*).
(iii) w-hyponormal si et seulement si |A| > |Al.
Proposition 1.2.4 (/67], [41]) Soient A € L (H) un opérateur p-hyponormal, A =

U|A| la décomposition polaire de A. Soit A(s,t) = |A|°U|A|" tel que s,t > 0, la
transformation d’Aluthge généralisée de A est donnée par

As,1) As,0)" < JAPCH < As,0)" As,1),

(i) si max(s,t) < p, (i.e., la transformation d’Aluthge généralisée A (s,t) est
hyponormal), et

p4min(s,t) p+min(s,t)

{A.) A0}y =50 S JAPETED < {A(s, 1) A1)}

(ii) sip < max(s,t), (i.e., la transformation d’Aluthge généralisée A (s,t) est

-+min(s,t)
B2 -hyponormal).

Corollaire 1.2.5 Soit A € L (H) un opérateur p-hyponormal,
(i) si0<p<3, alors A est (p+ 1)-hyponormal.

(i1) si % <p<1, alors A est hyponormal.

Théoréme 1.2.6 [60] Soit A € L(H) un opérateur log-hyponormal. Alors

min(s,t) min(s,t)

{A(s,t) A(s, )"} 0 < |AP™ED < LA (s, 1) A(s, t)} =+

Preuve. Soit A € L (H), log —hyponormal et A = U |A|. Comme A est inversible,
alors U est unitaire. Par définition on a log |A*|* < log|A|%et par suite log|A*| <
log |A|. D’aprés [40], pour tout § € (0,1) il existe « € (0,1) tel que (exp (§) |A|)* >
|A*|* = U |A|* U*. 1l S’ensuit que exp (ad) |A|* > U |A|" U* et exp (ad) U* |A|*U >
|A|* . En conséquence

exp (2a0) U |A|* U > exp (ad) |A|* > U |A|* U*.
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Soient B = exp (2a0) U* |A|*U, C = exp (ad)|A|*

et D=U|A"U".

Considérant le cas s < t. Alors

{A(s,t)" A(s, t)}7

(1A U A U|Af)

{(exp( ad) C)# (exp (—2a6) B) = (exp (— &5)0);}sit

18

— exp (——285 (QSH)) (cipros £

s+t
Sip=2, ¢==*2 et r=2, alors
2 t 2t t
(s + ):p—|—27“§(1+2r)q:(a+ ) (s + )
as
En appliquant le théoréme de Furuta [42], il vient
s 250 28—|—t ¢ e
A(s, )" A(s, )} > <; 7>
A AT = o (20220
250 (2 t
= exp( 50 (25 + ))Ci
s+t

Alinsi,

(AGEDADYF = (|4 UAP U [AF)
= {(GXP (—ad) C)s D& (exp (—ad) 0)3}5“

— exp (—jii) (0 sp¥cs )*

Maintenant si p = 2, ¢ = =

et r= 2, alors

2 t 2 t
(8+)=p+2r§(1+27’)q:(a+ S)(8+).
a as

En vertu de [40],

2 5 2t s ﬁ
{A(s,t) A(s,0)"}57 < exp (—555) cican) ¥
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Alinsi,

[A(s,0)" A(5,0)}77 > exp (_Mj:ﬂ) o
S

2to (2
= exp (—W) exp (2t8) |A*

exp (——M (25 + t)) exp (jsw) [A(s,8) A (s, 1)} 7 .

s+t 4+t

v

Comme ¢ € (0,1) est arbitraire, on obtient
{A (s,t)*A(s,t)}S%‘ > ]A|25 > {A (s,t)A(s,t)*}s%t )
Considérant maintenant le cas t < s. Alors

[A(s.0) A0} = (AU [APU]A)

t

}s+t

Qe

= {(exp(~08) C)* (exp (~200) B)¥ (exp (~06) C)

~ o (2D (ciprot) T

s+t
Sip=2, g==5Let r=1= alors
2(s+1) (4 2t) (5 + 1)

:p—|—27"§(1—|—27“)q: )

En vertu de [40],

s+1
- (_2t5(23—|—t)) o

s+t
Et,

A DA = (1A UAP U [A])

t
2t

— {(exp (—ad) C’ﬁ D’ (exp (—ad) C)g}sﬂ

2std s 2 s\ o
= exp (— i )(C’aDi(%) .
s+t
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: _ 2t _ 5+t __ s
Sip=2%, q=*"et r= 2 alors

2 t 2 t
(S+):p+2r§(1+2r)q:(a+ s)t(s+).
a Q

Ainsi, encore une fois par [40],

{A (S,t>A<S’t)*}5L+t < exp (_ 28t5) (Cic%ci>s+z

Au total
{A(s,t)" A(s,£)} 7 > exp (—%j:”) c
— o G%j:”) exp (216) | A
> exp (—%j:ﬂ) exp (jii) {A (s,1) A(s,t)*}s%t :

Comme 0 € (0,1) est arbitraire, on obtient

{A(5,0)" As, )} 7 > |AP > {A(s,1) A(s,1)7} 77

Corollaire 1.2.7 Soit A € L(H) un opérateur log-hyponormal, alors A est semi-
hyponormal.

1.3 La propriété de ’extension unique

Soient A € L(X),0(A) et p(A) désignant le spectre et ’ensemble résolvant
de A respectivement. L’ensemble résolvant local pa (z) de A au point x € X est
la réunion de tous les sous ensembles ouverts U de C pour lesquels il existe une
fonction analytique f : U — X qui satisfait :

(A—X) f(N\) =z pour tout A € U.
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Le spectre local o4 (z) de A au point x € X est défini par :

o () = C\pa ().

L’ensemble résolvant local p4 (x) est un ouvert dans C. Pour tout z € X, la fonction
f:p(A) — X définie par : f(A\) = (A — )"z est analytique sur p (A) et satisfait
(A= X) f(\) =z pour tout A € p(A).

Ainsi Pensemble résolvant p(A) est un sous ensemble de p4 (), et par suite
04 (x) est un sous ensemble de o (A).

Définition 1.3.1 Soient X un espace de Banach et A € L(X). On dit que A
satisfait la propriété de [’extension unique qu’en note par SVEP au point Ay € C,
st pour tous ouvert U de Ay la seule fonction analytique f : U — X qui satisfait
I’équation

(A=A f(A)=0.

est la fonction constante identiquement nulle, i.e., f = 0. L’opérateur A est dit
satisfait SVEP si A satisfait SVEP pour tout A € C.

Remarque 1.3.2 Une conséquence importante de la propriété SVEP est l’existence
d’une fonction analytique mazimale f qui est une extension de (A — )\)_1 x sur l’en-

semble pa (), pour tous x € X. La fonction f vérifie aussi [’équation

(A—p) f(p) =2z pourtout ji € pa(z).

Théoréme 1.3.3 [1] Soient A € L(X) et \g € C. Si l'ascente de A— \oI est finie,
alors A satisfait SVEP au point \g.

Preuve. Sans restreindre la généralité, on peut supposer que \g = 0 et asc(A) =
p < 00. Ainsi U,y ker A™ = ker AP.

Montrons que ran(A?) Nker AP = {0}. Soit y € ran(AP) N ker AP, alors il existe
z € X tel que y = APz et APy = 0. On en déduit que APz = A"y = 0 et par
conséquent x € ker APT™ = ker AP. Ainsi y = APz = 0. En vertu de [1, Théoréme
2.22], on en conclut que A satisfait SVEP au point 0.

Théoréme 1.3.4 [31] Soit A € L(X) tel que A satisfait la propriété de ’extension
unique SVEP, alors A satisfait le théoréme de Weyl si et seulement si ran (A — \)
est fermée pour tout A € Eqy (A).



Chapitre 2

Le Théoreme généralisé de Weyl
pour dy p

2.1 Introduction

Soient C' = (A;, Ay) et D = (B, By) deux couples d’opérateurs linéaires bornés,
définissons 'opérateur élémentaire de base My, p, et I'opérateur élémentaire Rc p
sur L(H) respectivement par :

MAl,B1(X) = AlXBl et RQD(X) = MAl,B1(X) — MAZ,BQ(X)JX € L(H)

Dans [36] B. P. Duggal a prouvé que si A et B* sont hyponormaux alors
L. asc(dap — N) <1,

2. da,p est isoloid,

3. ran(dap — A) est fermé pour tout A € isoo(da g).

Ainsi da p et f(dap) satisfont le théoreme de Weyl et le théoreme généralisé de
Weyl pour toute fonction f € H(o(dapg)).

Dans la premiere partie de ce chapitre, on montre que 'opérateur d4 p vérifie
ces propriétés si A et B* sont log-hyponormaux. L’application de I’étude précédente
nous permet d’établir des résultats concernant I'opérateur élémentaire R¢ p, en effet,
on montre que si C' = (A;, As) et D = (By, By) sont deux couples d’opérateurs dans
L(H) avec Ay, Ay, B}, B} sont log-hyponormaux tels que A; double commute avec
Ay (A; commute avec Ay et A}) et By double commute avec Bs, alors Rop est
d’ascente finie et satisfait SVEP au point zéro.

Signalons que ce travail a fait I'objet d’une publication dans [51].

22
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Dans la deuxieme partie, on prouve aussi que si ker A C ker A* et ker B* C
ker B, certaines propriétés sont préservées en passant de l'opérateur d AB) — Aa
lopérateur da g — A, pour tout A € C. Comme application de ces derniers résultas
on généralise ceux obtenus par B. P. Duggal [38], en montrant que da g, d;} p et
f(da,p) satisfont le théoreme généralisé de Weyl et la propriété (gw), si 'une des
conditions suivantes est satisfaite.

1. Si A, B* sont p—hyponormaux ou log —hyponormaux.
2. Si A, B* sont w—hyponormaux tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

3. Si A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log —hyponormal.

4. Si A est p—hyponormal ou log —hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Indiquons que ce travail a aussi fait 'objet d’une publication dans [52].

2.2 Le théoréeme généralisé de Weyl pour
l’opérateur d4 5 avec A et B*
log-hyponormaux

Rappelons quelques définitions qui nous serons utiles dans ce chapitre.

Définition 2.2.1 Soit A € L(H), on définit les suites (c,(A)),(cl,(A)) par :
1. ¢, (A) = dim(ran(A™) /ran(A™1)),
2. c (A) = dim(ker A"/ ker A™).
La descente des(A) et lascente asc(A) de A sont définies par
des(A) = inf{n:c,(A) =
asc(A) = inf{n:d,(A)

} =inf{n : ran(A") = ran(A™)},

0
0} = inf{n : ker A" = ker A"**}.

Définition 2.2.2 Soit A € L(H) la partie quasi-nilpotente de A est le sous espace
Ho(A) de H définie par :

Ho(A) = {z € H : lim || A"z||» = 0}.

Hy(A) est généralement non fermé et contient ker A.
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Définition 2.2.3 Soit A € L(H), A est dit.

(i) isoloide si isoo (A) C E(A), ou isoo (A) est l'ensemble de tous les éléments
isolés dans o (A).

(1) polaroid si isoo (A) C II1(A).

Lemme 2.2.4 Soient A, B* deux opérateurs log —hyponormauz, alors asc(dap —
A) =1 pour tout A € C.

Preuve. Nous considérons I'un des deux cas d4 g = 04,5 ou dap = Ay g, autre se
démontre de la méme maniere.
Soit dap = da,3. Si A et B* sont log —hyponormaux, alors A et B* sont semi-

hyponormaux et a fortiori, A et B* sont des opérateurs hyponormaux inversibles.
D’autres part compte tenu de [36, Proposition 2.3], on en déduit que

) = )2
ker(égﬁ A) = ker(égﬁ A)7, pour tout A € C.

Il suffit de montrer que
2
ker(dK,E — )\) D ker (52,5 — )\) .
En effet, soit B= V|§ | la décompositon polaire de B , alors
A|A|z = |A|zA et (V|B|2)B = B(V|B|?).
Cela étant, considérons X € ker(dz 5 — A)?, alors on a
1 1 1 1
A (535~ N2OVIBI = (55 5 — W (A XVIBI) = 0,
or par hypothese

APPXVIB|? € ker(6s = — A)? = ker(3= = — X,

AB
cecl conduit a
A 655 = NX)VIBI® = (655 = V(AP XV|B[*) =0,

1 1
mais comme |A|* et V|B|* sont inversibles, alors X € ker(d; 5 — A), on en conclut
que asc(dz 5 —A) = 1.
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Théoréme 2.2.5 Soient A, B € L(H). Si A et B* sont log —hyponormauz, alors
da p est isoloid.

Preuve. nous considerons I'un des deux cas dy p = 04,5 ou da p = A4 p, I'autre se
démontre de la méme maniere.
Soit A € isog(Ay g) tel que A # —1, d’apres [39, Théoreme 3.2], on sait que

0c(Aap—A) =U{o(—(1+A)+2zA): 2z € o(B)},

et puisque o(A) = o(A) pour tout opérateur A [8, corollaire 2.3], on en déduit que
o(Aap) =0(Az5),

alors par [36, Théoreme 2.7], il vient A € 0,(Ax =).
Montrons maintenant que o,(A 5 5) C 0,(Aa,p). Pour cela, soit A € C et suppo-

sons que Ay p — A est injectif et montrons que Az 5 — A est injectif.
Soit A = U|A| la décomposition polaire de A. Si X € ker(A 7 5 — A), alors

U|A|Z(AXB — (1+ \)|BJz =0,

comme

B|B|> = |B|* B et (U|A[?)A = A(U]AJ?),
par conséquent
A(UIAIX|BI)B — (1 + A)(UIA[X|B|?) =0,
ainsi U\A]%X|B|% = 0, on en conclut que X = 0, donc
UP(AZ,E) C 0p(A4,p).
Cela fait, on obtient de suite que

A€ Z'SOJ(AA,B) = iSOU(AZ,E) - UP(AE,E) - Up(AA,B)-

Théoréme 2.2.6 Soient A, B € L(H). Si A et B* sont log-hyponormauz, alors
ran(dap — \) est fermé pour tout A € isoo(da p).
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Preuve. Soient dy p = Asp et X € isoo(A4 p), tel que A # —1
Etant donné Y € ran(Azz — A), alors il existe une suite (X,,) dans L(H) tel
que

AX,B - (1+N)X, — Y.
Soit B = V]é | la décompositon polaire de é, alors
1 1 1 1 1 1
|A|?AX, BV |B|* — (1+ \) |A]” X,,V|B|* — |A]*’YV|B|*
1 = 1 1
Comme |A|?A = A|A|* et B(V|B|*) = (V|B|*)B alors
~ 1 L1 1 1 1 1
AlA?X,V|B|?B — (1+ N)|A]?X,,V|B|? — |A]’YV|B|*.
En vertu de [36, Théoréme 2.6] on en déduit que (A== — A) est a image fermé

pour tout A € isoa(Azg). Ainsi il existe Z € L(H) tel que

A|APX,VIB?B— (1+N|A|*X,V|B|*? — AZB — (1+ \)Z.

1 1
Comme M _ 1 est inversible, alors il existe X € L(H) tel que Z = |A|* XV|B|*.

FIER:E
= = = 1 ~ 1= ~ 1 ~ 1
Et par suite AZB—(1+\)Z = A|A|? XV |B|? B—(1+))|A|? XV|B|?, de I'unicité
de la limite, il s’ensuit

~ 1 ~1x 1 1 1 1
AlAPXV|B|?B — (1+ \)|AI?XV|B|*> = |A]?YV|B|?, impliquant

|A?AXBV|B|* — (1+ ))|A?XV|B]* = |A’YV|BJ*.

Donc AXB — (1 +\)X =Y, et ainsi Az — A est a image fermé pour tout
A€ Z'SOO'(AI&E).

Remarque 2.2.7
1. On remarque que dans la preuve des théorémes 2.2.5 et 2.2.6 on a supposé
que X # —1, en effet, si A\ = —1, on obtient X € isoo(A4 p) entraine 0 €
isoo(Ma ), et par suite Ma g n'est pas inversible.
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2. On note que dans la preuve du lemme et des théorémes précédents on a utilisé

le fait que A* est p-hyponormal si et seulement si <A> est p-hyponormal.

En effet, si A = U|A| la décomposition polaire de A, alors A* posséde la
décomposition polaire A* = U*|A*| et vérifie

A = |A*|PU|AY|7 = U(A) U

et _ N
(A)* =U"A*U.

Ces dernieres €galités nous assurent que A* est p-hyponormal si et seulement

st <Z> est p-hyponormal.

Lemme 2.2.8 Soient A, B € L(H) deux opérateurs log-hyponormauz, tels que A
double commute avec B. Alors AB est log-hyponormal.

Preuve. Si A et B sont log-hyponormaux, alors A et B sont inversibles est
log |A* > log |A*[%, log | B > log | B*[*.
Puisque AB = BA et AB* = B*A, on obtient
AB? = |AP|B = |BP|A? ot [(AB)[* = | AP B** = | B A*P.
Ceci entraine que

(ABPY =1 _ (AP (B[ 1

log|AB|2 = lim
p—0t p p—0t p
— lim (AP = DUBF)P = 1) + (JAP)P + (1Bl — 2
p—0t p

= log|A|® +log |B|>.
De la méme maniere on démontre que
log [(AB)*|” = log |A*|> + log | B*|*.
Ce qui donne, puisque AB est inversible et
log | ABJ> — log [(AB)"|” = log | A" — log |A*[” + log | BI* — log | B*[" > 0,

AB est log-hyponormal.
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Corollaire 2.2.9 Soient C' = (A;, As) et D = (B, Bs) deux couples d’opérateurs
dans L(H) . Si Ay, BY, As, By sont log-hyponormauz, tels que Ay double commute
avec Ay et By double commute avec Bsy, alors asc(Rop) = 1.

Preuve. En effet, on a
RC,D(X) = AQ(A(A51A1)7(BlB;1)(X))BQ‘

Comme A;' et (By')* = (B})~! sont log-hyponormaux par [8, Lemme 1.1] et
AT A, (B1By1)* sont log-hyponormaux en vertu du lemme 2.2.8. Par ailleurs, en
appliquant le lemme 2.2.4 on obtient, d’une part

aSC(A(A;IAl),(BlBQ—l)) =1,
et d’autre part, comme

ker R, = Aj(ker A?AglAl),(BlB;H)Bg

= As(ker A1y, 5,571) B
= ker Re p,

on arrive ainsi a asc(Reop) = 1.

Corollaire 2.2.10 Soient C = (Ay, As) et D = (By, By) deux couples d’opérateurs
dans L(H). Si Ay, BY, As, By sont log-hyponormauz, tels que Ay double commute
avec Ay et By double commute avec Bs, alors Re p satisfait SVEP au point zéro.

Théoréme 2.2.11 Soient A, B € L(H). Si A et B* sont log-hyponormauz, alors
f(dap) satisfait le théoréme de Weyl, ou f € H(o(dap)).

Preuve. Compte tenu du Lemme 2.2.4, on en déduit que d4 p satisfait SVEP, ainsi
il s’ensuit du [31, Théoreme 2.5] et des théoremes 2.2.5 et 2.2.6 que d4 p satisfait le
théoreme de Weyl.

Comme la propriété SVEP est stable par le calcul fonctionnel [49, Proposition
4.10.4] f(da p) satisfait SVEP pour toute f € H(o(da p)), aussi par [54, Théoreme
2.3] on a

ow(f(dap)) = flow(dap)).
Ainsi

flow(dap)) = f(o(dap)\Eo(dap)) = o(f(das))\Eo(f(da,p)),
découle du théoreme 2.2.5 et de [53, Proposition 1].
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Théoréme 2.2.12 Soient A,B € L(H). Si A et B* sont log-hyponormauz, alors
f(da,g) satisfait le théoréme généralisé de Weyl, pour toute f € H(o(dag)).

Preuve. Montrons d’abord que d4 p satisfait le théoreme généralisé de Weyl. Soit
A€ o(dap)\opw(dag), alors da g — Al est un opérateur B-Fredholm d’indice 0 et
par [23, Théoreme 3.3], asc(dap — ) < 00 et des(dap — A) < 0o, entrainant ainsi
que A € isoo(da p) et isoo(dap) = E(dap), ceci découle, bien entendu du fait que
da p est isoloid.

Réciproquement, si A € E(da ), alors da g — A est de Fredholm d’indice 0 en
vertu du théoreme 2.2.5 et du théoreme 2.2.6, par conséquent

E(dAyB) C U(dA,B>\UBW(dA,B>-

Ainsi, d4 p satifait le théoreme généralisé de Weyl.
Soit f € H(o(da,g)), par [20, Corollaire 2.4], on a op(f(da,g)) = f(op(dan)).
Sachant que da g et f(da ) possedent la propriété SVEP, en appliquant

[23, Théoreme 3.3] on en tire

op(dap) = opw(dap) et op(f(dagr)) = osw(f(da,n)),

ceci entraine que

flopw(dap)) = f(o(dap)\E(dap))
= o(f(dap)\E(f(daB))
= op(f(dan))
= opw(f(dap))-

Et ainsi f(da p) satisfait le théoreme généralisé de Weyl par [21, Théoreme 2.10].

2.3 La propriété (gw) pour 'opérateur d4 p

Dans cette partie, en considérant A et B deux opérateurs dans L(H) vérifiant
ker A C ker A* et ker B C ker B, On montre que si (dz . — A) est d’ascente ef
de descente finies et Ho(dz g — A) = ker(dzz). — A) pour tout A € C, alors
(dap — M) possede les mémes propriétés. Des applications a ces résultats seront
données.

Théoréme 2.3.1 Soient A, B € L(H) tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.
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1. Si l'ascente de (dg(g*)* — A) est finie pour tout A € C, alors l'ascente de
(dap — A) est finie pour tout A € C et asc(dg gy — A) = asc(dap — A).
2. Si la descente de (dg(g*)* — A) est finie pour tout A € C, alors la descente de
(dap — A) est finie pour tout A € C et des(d gz — A) = des(dap — A).
Preuve. Le cas dap = 5.
1. La preuve se fait en deux étapes.

— 1% étape . Supposons que A et B* sont injectifs, comme I'ascente (& AF)—

A) est finie pour tout A € C, alors il existe un entier positif m tel que
asc(dz gy — A) = m.
Montrons que

ker(6ap — N) ™) C ker(0ap — A)™.

Soient A = U|A| et B* = V*|B*| la décomposition polaire de A et B*
respectivement, alors

A|A|7 = |A|ZA et |B*|?(B*)" = B|B*|>.
Soit X € ker(d4p5 — A)™ Vil vient
— ™A X|BY?) = 0.

[A? (045 = )" TN X)IB'|? = (055

Comme
|AIZX|B*|? € ker(d;

(B*)* — A = ker(%f;*)* - A",

on a
(05 — V" (ARXIB2) = |A]2 (a5 — )"(X)|B7[* = 0.
De Tinjectité de |[A|* et [B*|?, il vient (445 — A)™(X) = 0 cntrainant

ker(64.5 — \) ™Y C ker(d45 — A)™. D’autre par, puisque l'inclusion inverse
est vérifiée pour tous les opérateurs, on en déduit que

ker(5AB — )\)(m+1) = ker(5AB — )\)m,

autrement dit asc(d4p — A) = m, pour tout A € C.
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— 2°me étape. Supposons que A et B* sont non injectifs, alors 1’hypothese

ker A C ker A* et ker B* C ker B implique que

A = 0@ A, suivant la décomposition H = ker A @ (ker A)*,
B = 0@ B, suivant la décomposition H = ker B* @ (ker B*)*,

avec A, et By sont injectifs. Considérons 'opérateur

X :ker B* @ (ker B*)* — ker A @ (ker A)*,

2

qui possede la représentation matricielle suivante X = [Xj;]7,_;.

Si X € ker(6ap — A)™ Y, il vient

(_1)m+1)\m+1X11 (50B2 _ )\)m—H (X12)
(0450 = N)™H(Xa1)  (0a,8, — A" (X22) | =0.

En supposant A # 0, on en tire
(_1>m)\mX11 =0 et X12 S 1{61'((5032 — )\)m+17

Xo € ker(6A20 - /\)(m+1) X9 € ker<6A232 - )\)(m+1)

On montre par une méthode similaire comme celle considérée dans la premi-
ere étape que

ker(dop, — \) ™Y = ker(dop, — \)™
et
ker(04,0 — A) ™Y = ker(0 4,0 — A)™,

Ce qui met en évidence en vertu de la premiere étape que
ker(8 4,5, — )\)(m+1) = ker(6a,5, — \)™,

et ainsi, X € ker(dap — A)™.
Le cas A = 0 se démontre de la méme maniere.
2. La preuve se fait en deux étapes.
— 1% étape . Supposons que A et B* sont injectifs. Comme la descente de
(0 ABy ~ A) est finie pour tout A € C, alors il existe un entier positif p tel

que des(ég(g*)* —A) =p.
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Montrons alors que
ran(Sap — NP Cran(dap — AP

Soit Y € ran(dap—A)P, alors il existe X € L(H) tel que Y = (45— A\)P(X),
1 1
par conséquent [A[2Y[B*|2 € ran(0z 5. — A)P.
Comme
ran(dz gy — A =ran(dz 5. — )P
il s’ensuit que |A\%Y]B*]% € ran(dz - — A)PTL et ainsi il existe X € L(H)
tel que [A[2Y[B*[* = (3550, — NP (X) = [A]*(Gap — A" (X)|B[2. De

I'injectivité de \A]% et \B*\%, il vient Y € ran(d4p — NPt et par conséquent
ran(dap — N C ran(dap — NPT

Puisque I'inclusion inverse est vérifiée pour tous les opérateurs on en déduit
que
ran(dap — NPT = ran(dap — \)P.

Ce qui permet de conclure que des(dap — A) = p pour tout A € C.
28me &tape. Supposons que A et B* sont non injectifs, I’hypothese ker A C
ker A* et ker B* C ker B implique que

A = 0@ A, suivant la représentation H = ker A @ (ker A)*,
B = 0@ B, suivant la représentation H = ker B* @ (ker B*)*,

avec Ay et By sont injectifs. Soit Y € ran(dap — A)P, alors il existe X €
L(ker B* @ (ker B*)* ker A @ (ker A)1) tel que

Yii Yio (—1)PAP X, (doB, — A)P(X12)
Yor Yoo | = | (64,0 — ANP(X21) (04,8, — AN)P(X22)

Si A # 0, en vertu de la premiere étape il existe X' € L(H) tel que Y =
(04 — A)PTH(X'), on en conclut que Y € ran(dap — AP
Le cas A = 0 se démontre de la méme maniere.

Le cas dyp = Ap se démontre de maniere analogue.
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Corollaire 2.3.2 Soient A, B € L(H) tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B,
alors I1(d 5 zy.) C Il(dap).

Preuve. Soit \ € H(dg(]g:)*), alors dg(j;*)* — A est d’ascente et de descente finies,
du théoreme 2.3.1, on en tire que dag — A est d’ascente et de descente finies. Ainsi
A E H(dAB>

Théoréme 2.3.3 Soient A, B € L(H) tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.
Si Ho(d g gy — A) = ker(dg(g*)* — A) pour tout X € C, alors

Ho(dap — \) = ker(dag — A\) pour tout A € C.
Preuve. Le cas dap = A4p.
— 1° étape . Supposons que A et B* sont injectifs.
1

Soit X € Ho(Aap—A) pour tout A € C, alors lim,, 1 [[(Aag—N)"(X)||» =0
pour tout A € C. Comme

(A g5 = V" (ARXIBY )| = [[|A]2(Aas — N)"(X)[B"]2][",

on en déduit que ]A\%X]B*]% € ker(A 5. —A) impliquant X € ker(Ayp—A).
Comme l'inclusion inverse est vérifiée pour tous les opérateurs, alors

Ho(Aap — A) = ker(A g — A\) pour tout A € C.

— 2°me gtape. Supposons que A et B* sont non injectifs, 'hypothése ker A C
ker A* et ker B* C ker B nous donne

A = 0@ A, suivant la décomposition H = ker A @ (ker A)*,
B = 0@ B, suivant la décomposition H = ker B* @& (ker B*)*,

avec A, et By sont injectifs.
Considérons 'opérateur

X :ker B* @ (ker B*)* — ker A @ (ker A)*,

2

qui possede la repésentation matricielle X = [Xy]7,_;.

Si X € Ho(Aap — A) pour tout A € C, alors

() (LA X (P )
lim || (=D)™14+A)"Xo1 (A, — A)"(X22) | =0,

n—-+o0o
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ceci implique que lim, ;o [[(=1)"(1 + )\)”X”H% = 0 pour (i,7) = (1,1),
(5,7) = (1,2), (5,7) = (21) et T e [ (Aag, — A)"(Xa2) [ = 0.
SiA# —1,alors —(1+M)X1; = —(14+ )X = —(1+A)X9 =0 et Xop €
ker(Aa,p, — A). Ainsi X € ker(Asp — A).
Comme l'inclusion inverse est vérifiée pour tous les opérateurs, on en déduit
que

Ho(dap — \) = ker(dap — A) pour tout A € C.

Pour le cas A\ = —1, le résultat voulu est obtenu par une méthode similaire.

Le cas dag = 045 se démontre de la méme manieére.

Corollaire 2.3.4 Soient A, B € L(H), alors

1.
2.
3.

asc(dap — \) < 1 pour tout A € C. En particulier dap satisfait SVEP.
Ho(dap — \) = ker(dag — A) pour tout \ € isoo(dap).

dap est polaroid,

st l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1.
2.
3.

A, B* sont p—hyponormaux ou log—hyponormauz.
A, B* sont w—hyponormaux tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log —hyponormal.

4. A est p—hyponormal ou log —hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.
Preuve.
1. Si A, B* sont log —hyponormaux ou p—hyponormaux (0 < p < 1)

ou w—hyponormaux avec ker A C ker A* et ker B* C ker B, alors de [36,

Proposition 2.3] on a asc(dN)[(/l;)]* — ) < 1, pour tout A € C, en appliquant

le théoreme 2.3.1, il vient asc(dap — A) < 1, pour tout A € C. Ainsi dap
satisfait SVEP en tout A € C.

En vertu de la preuve du théoreme 2.7 dans [36], on a si A et B* sont hy-
ponormaux, alors Hyo(dap — A) = ker(dap — A\) pour tout A € isoo(dap). On
applique les mémes arguments et le théoreme 2.3.3 pour obtenir le résultat
voulu.
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3. Par [36, Théoreme 2.7], on a si A et B* sont hyponormaux, alors dsp est
isoloid et par [36, Théoreme 3.3] on a dap satisfait le théoreme généralisé de
Weyl, et par [24, Lemme 3.2], on obtient dp est polaroid.

Comme isoo(dag) = isoa(dg(g;)*). On applique les mémes arguments précé-
dents et le Corollaire 2.3.2 pour obtenir

A €isoo(dap) = isoo(dz ) C dg ) C 1(da,p).

Ainsi d4p est polaroid.

Corollaire 2.3.5 Soient A, B € L(H), alors dag, d'ys , f(dag), f(dly) satisfont
le théoréme généralisé de Weyl, pour toute f € H(o(dag)), si l'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

1. A, B* sont p—hyponormauzx ou log —hyponormauz.

2. A, B* sont w—hyponormauz tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

3. A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log —hyponormal.

4. Si A est p—hyponormal ou log —hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Preuve. D’aprés le corollaire précédent on a dyp est polaroid et ng est polaroid
en vertu de [5, Théoreme 2.5]. Comme dyp est polaroid, on a f(dap) satisfait le
théoreme généralisé de Weyl par [2, Théoreme 3.15], pour toute f € H o(dap). Or
o(dyp) = o(dap), opw(dyp) = opw(dap), (dyp) = T(dap), E(d}y) = E(das),
et ainsi d'}, satisfait le théoréme généralisé de Weyl. Puisque d',; est polaroid, de
2, Théoreme 3.15] on a f(d', ;) satisfait le théoreme généralisé de Weyl pour toute

feH(o(dag)).

Théoréme 2.3.6 Soient A, B € L(H), alors dag, diva f(dag) satisfont la pro-
priété (qw), pour tout f € H(o(dap)) qui n’est pas constante sur aucune composante
de o(dag), si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. A, B* sont p—hyponormauz ou log —hyponormau.
2. A, B* sont w—hyponormauz tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

3. A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log —hyponormal.
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4. A est p—hyponormal ou log —hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Preuve. Compte tenu des corollaires 2.3.4 et 2.3.5 et de [10, Théoreme 2.8], on a
dL p satisfait la properiété (gw).

Par [3, Corollaire 2.5] d4p satisfait le théoreme généralisé a-Browder. Montrons
que I1*(dap) = E(dap).

Soit A € E(dag), alors A € II(dag) C II*(dap). Si A € I1%(dagp), alors par
[22] dap — A est un opérateur de descente topologique uniforme, et prouvons que
A € isoo(dap).

Si A ¢ isoo(dap), alors il existe une suite {pu,} C o(dap) telle que w,, — A.
Ainsi a(dap — pin) = ¢4(dap — pn) = cp(dap — A) = a(dap — A) > 0, (voir [43]),
ce qui implique que A est un point d’accumulation du o,(dap). Ceci constitue une
contradiction du fait que d4p satisfait SVEP, donc A € isoo(dap) et comme dap est
polaroid, on a fortiori A € [I(dag) = E(dap).

Ainsi [1%(dap) = E(dap).Par [10, Théoreme 2.6] la propriété (gw) est satisfaite
pour dup. Si dap satisfait SVEP alors f(dap) satisfait SVEP, par [1], et par [3]
f(dap) satisfait le théoreme généralisé a-Browder, pour f € H(o(dap)) qui n’est
pas constante sur aucune composante du o(dap) et ainsi II(f(dag)) = E(f(dag))
par [24, Théoreme 3.3].

Par une méthode similaire on prouve que I1°(f(dag)) = E(f(dap)) impliquant
f(dap) satisfait la propriété (gw).

Corollaire 2.3.7 Soient A,B € L(H), alors d',, satisfait le théoréme généralisé
a-Weyl, si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

1. A, B* sont p—hyponormaux ou log —hyponormauzx.
2. A, B* sont w—hyponormauz tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B.

3. A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est p—hyponormal ou
log —hyponormal.

4. A est p—hyponormal ou log —hyponormal et B* w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Preuve. En vertu du Corollaire 2.3.4, dap satifait SVEP et en appliquant [10,
Théoréme 2.8], le résultat en decoule.

Dans I'exemple suivant on donne un shift unilatéral pondéré qui satisfait la
propriété (gw).
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Exemple 2.3.8 Soit T' le shift unilatéral pondéré défini sur H = ly par :
T(x1, %9, T3, ...... ) = (0, a1, oo, iz, ....),

tel que (o) est une suite de nombres réels positifs et a,, — 0, alors
o,(T) =0 et o(T) = {0}. Montrons que ospr-(T) = 04(T).
On a d’aprés [11]

OsBE; (A) U{X € C: A ne satisfait pas SVEP au point \} = opp(A),
pour tout A € L(H) et par [22, Théoréme 3.1]
OsBE; (A) D o, (A)\E*(A) si et seulement si OsBE; (A) =oLp(A),

pour tout A € L(X).

Comme Uopérateur T satisfait SVEP et d’aprés les résutats précédent on obtient
OsBF; (T) = 0u(T)\E(A) = 0,(T), alors T satisfait la propriété (qw) ainsi que le
théoreme généralisé de Weyl.

Remarque 2.3.9 Soit A € L(H), si A ne posséde pas de valeurs propres, alors A
satisfait la propriété (qw).



Chapitre 3

Le théoreme de Fuglede-Putnam

3.1 Introduction

Soient H; et Hy deux espaces d’Hilbert complexes séparables de dimension infinie
et L(H,, Hs) 'espace des opérateurs linéaires bornés de Hy dans Hy. Si Hy = Hy = H
on note L(H) au lieu de L(H, H).

Un opérateur A est dit dominant d’apres J. Stampli et B.L. Wadhwa [59] si pour
tout complexe A, ran(A — \) C ran(A — \)*.

Ceci est équivalent a 'existence d’un réel M) tel que

| (A=XN) )z [|[< My || (A= XNz ||, pour tout = € H.

S’il existe une constante M telle que M, < M, pour tout A, A est appelé
M —hyponormal, et si M = 1, A est hyponormal. Par conséquent nous avons les
inclusions suivantes :

{Normal} C {Hyponormal} C {M — Hyponormal} C {Dominant}.

Soit A € L(H) et A = U|A| la décomposition polaire de 'opérateur A, avec U
une isométrie partielle et |A| = (A*A)z2.
On assome a A un opérateur trés utile, qu’on appelle transformation d’Aluthge
|A[ U |A|2 Il est connu que A = A si et seulement si A est quasinormal (A
commute avec A*A). Ainsi “A est différent de A si A nest pas quasinormal.
Un opérateur A € L(H) est dit w-hyponormal si |A| > |A|. De la définition il
s’ensuit que si A est w-hyponormal, alors A est semi-hyponormal. Aluthge et Wang
dans [7] et [8] ont démontré que la classe des w-hyponormaux contient strictement la

38
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classe des p-hyponormaux et des log-hyponormaux, donc nous avons les inclusions
suivantes :

{hyponormaux} C {p — hyponrmauz} C {w — hyponormaux}.

{inversible — hyponormaux} C {inversible — p — hyponrmauz}
C {log — hyponormaux} C {w — hyponormauzx}.

Rappelons que le théoreme de Fuglede-Putnam assure que si A et B sont des
opérateurs normaux et AX = X B, pour certain X € L (H), alors A*X = XB*. Ce
théoreme a ete généralisé par plusieurs auteurs, nous citons entre autres, A. Bachir
et A. Segres [14, 15] pour le cas des opérateurs dominants et p-hyponormaux, I.
H. Jeon, K. Tanahashi et A. Uchiyama [48] pour les opérateurs p-hyponormaux et
log-hyponormaux.

Dans ce chapitre on prouve que le théoreme de Fuglede-Putnam reste valable
pour A un opérateur dominant et B* w-hyponormal tel que ker B* C ker B, le
théoreme de Fuglede-Putnam est vérifié aussi lorsque A et B* sont w-hyponormal
tels que ker A C ker A* et ker B* C ker B. Signalons que ce travail a été soumis [16].

3.2 Le théoreme de Fuglede-Putnam pour les
opérateurs w-hyponormaux

Dans cette section nous présentons les principaux résultats sur le théoreme de
Fuglede-Putnam. Les théoremes principaux de ce chapitre repose sur le Théoreme
3.2.3 et lemme 3.2.4 qui ajoutent des propriétés importante a la classe des w-
hyponormaux.

Définition 3.2.1 On dit que la paire (A, B) vérifie le théoreme de Fuglede-Putnam.
Si AX = X B pour un certain X € L(H), alors

A*X = XB".

Théoréme 3.2.2 [33] Soient A € L(Hy) et B* € L(H,) sont p—hyponormauz.
Si AX = XB pour certain X € L(Hs, Hy), alors A*X = XB*, R(X) réduit A,
ker(X )t réduit B, et A |W’ B | (xer x)L S0nt des opérateurs normaux unitairement
équivalents.
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Théoreme 3.2.3 Soit & un sous-espace invariant par un opérateur w-hyponormal
A€ L(H), alors A |g la réstriction de A sur E est w-hyponormal.

Preuve. Soit P la projection orthogonale sur . On a AP = PAP.
Comme P est une projection, I — P est aussi une projection et I — P > 0, d’ou
APPA* < AA* et ainsi on en déduit que

(AP)"[* < A",
En appliquant le théoréme de Lowner Heinz [45], on obtient
|((AP)*| < |AY|. (3.2.1)
Comme |AP|> = PA*AP = P|A|*P, de I'inégalité de Hansen [44], on obtient
|AP| > P|A|P,

ainsi

P|AP|P > P|A|P.

Comme ker P C ker AP = ker |AP| C ker A = ker |A|, en appliquant [46, Lemme
8], on obtient
|AP| > |Al. (3.2.2)

Comme A est w-hyponormal, alors
1 NN .
(|A"[2[A[]A"]2)> = A7, (3.2.3)
En appliquant 'inégalité (3.2.1), (3.2.3) et [65, Lemme 5], il vient
_ N *
(ICAP)*|2[Al[(AP)"[2)> = [(AP)"]. (3.2.4)
De (3.2.2) on obtient
1 ol ol ol
((AP)*[2[A[[(AP)*|2 < [(AP)*[*[AP[(AP)"[2.
En appliquant le théoréme de Léwner Heinz [45], on obtient
ol aili1 ol RS
(I(AP)*|2[A[|[(AP)"[2)2 < ([(AP)"[2|API|[(AP)"]2)=. (3.2.5)
De (3.2.4), (3.2.5) il en résulte que
1 MR .
(ICAP)*[2|AP[|(AP)*[?)2 = |(AP)].

D’ou alors AP est w-hyponormal.
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Lemme 3.2.4 Soient A € L(H) un opérateur w-hyponormal et E un sous espace
invariant par A et réduisant par A, tel que A |g la réstriction de A sur E soil un
opérateur normal injectif, alors A |p= A |g et E réduit A.

Preuve. Soient

o Aoo o AlB o L
A—( 0 *),A—( 0 D)surH—E@E.

Comme A est w-hyponormal, alors |A| > |A| > |(A)*|. Soit P la projection ortho-
gonale sur F, alors

(A340)7 = PIAIP > PAIP > P|(A)|P = (A04)*.
En appliquant le théoréme de Lowner Heinz [45] on obtient
40l = PIAPP > PIAPP > PI(A)[ P = |43,
on a |A|zA = A|AJz et P\A]%P — |Ao|2, on en déduit que
| Apl2 Ay = Ag|Ao|2

Comme Ag est un opérateur injectif et normal. Alors A; = A |[p= Ag = A |, ainsi

(A B _ 1
A—( 0 D)surH—E@E.

Ce qui donne

< [ ASAo AsB B n
AA_(B*AO B*B—i—D*D)SurH_E@E'

Comme l'opérateur Ay est normal, |A|z est de la forme
1
Az = [Aol? X sur H=FE @ E*.
X Y
On a L
PIA[2|A]2 P = Ao,

on en déduit que |Ag| = |Ag| + X X*, ainsi X = 0.
Dou alors |A| = |Ag| @ Y? impliquant A*A = AjA, & Y*. Par conséquent
A;B =0, et B = 0. Ainsi E réduit A.
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Théoréeme 3.2.5 Si A € L(H,) est dominant et B* € L(Hs) est w-hyponormal tel
que ker B* C ker B, alors la paire (A, B) vérifie le théoréme de Fuglede-Putnam.

Preuve. Nous considérons deux cas.

Cas 1. Supposons que B* est injectif et AX = XB pour un certain X €
L(Hsy, Hy). Comme R(X) est invariant par A et (ker X)* est invariant par B*, on
peut considérer les décompositions suivantes :

H = R(X)®RX) , Hy = (ker X)* @ ker X,

et par suite les opérateurs A et B peuvent s’écrire sous les formes suivantes :
Ap Ay B, 0
A= B = :
< 0 Aj ) ’ ( By Bj

X = ( )(()1 8 ) (ke X) @ ker X — R(X) @ R(X) .

De AX = X B on obtient

Ale = XlBl- (326)

Soit Bf = U*|Bf| la décomposition polaire de Bf. Multiplions les deux membres
de (3.2.6) par |B}|2, on obtient

A1 X\|Bj: = XiBi|Bil?,

ainsi ) .

AiXq|Bi|2 = Xq|Bi|2(By)",
Comme A; est dominant par [59] et B; est w—hyponormal par le Théoreme 3.2.3,
alors B est semi-hyponorml, en appliquant [62] on obtient la paire (A;, B}) satisfait

le théoreme de Fuglede-Putnam. Par conéquent A | | sont

—et B} L
R(X1|B5|2) 1 |ker(X1|Bl|2)
des opérateurs normaux.

Comme X est injectif & image dense et |Bj|z est injectif ainsi

R(X,|Bi|?) = R(X,) = R(X),

et
ker(X1|B;|2) = ker(X;) = ker(X).
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En appliquant le Lemme 3.2.4 on obtient B} |ie(x)L est normal et ker(X )+ réduit

B*. Par suit R(X) réduit A et ker(X)* réduit B, il vient Ay = By = 0. Comme A,
et By sont normaux alors A7 X; = X;B}. D’ou finalement A*X = X B*.

Cas 2. Si B* n’est pas injectif, la condition ker B* C ker B implique que ker B*
réduit B*, comme ker A réduit A, les opérateurs A et B s’écrivent suivant les
décompositions

H, = (ker A)* @ ker A, Hy = (ker B*)* @ ker B,

(A0 Na:
(a)-(51)

Comme A; est un opérateur injectif dominant et B} est un opérateur injectif
w—hyponormal. Soit

comme suit

X : (ker B*)* @ ker B* — (ker A)* @ ker A,

et soit X = [Xj;]7,_, la représentation matricielle de X, alors AX = X B implique
que A1 X1 = X11B1 et X15 = X971 = 0. D’aprés le premier cas on en déduit que
ATXH = XllBik~ Ainsi A*X = X B*.

Corollaire 3.2.6 [62] Si A € L(H,) est dominant et B* € L(H3) est p-hyponormal
ou log—hyponormal, alors la paire (A, B) vérifie le théoréme de Fuglede-Putnam.

Théoréme 3.2.7 Si A € L(H;) est w—hyponormal et B* € L(H3) est injectif w-
hyponormal, alors la paire (A, B) vérifie le théoréme de Fuglede-Putnam.

Preuve. Supposons que AX = XB pour un certain X € L(Hs, H;). Comme
R(X) est invariant par A et (ker X)* est invariant par B*, nous considérons les
décompositions suivantes :

H, = RX)® R(X) , Hy = (ker X)* @ ker X,

(A A (B 0
a=(52)e=(ms)

X = ( )gl 8 ) S (ker X))t @ ker X — R(X) @ R(X)

alors

1
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De AX = X B on obtient
A1X1 == XlBl- (327)

Soient A; = V|Ay| et Bf = U*|Bj| les décompositions polaire de A; et Bj.
Multiplions les deux membres de (3.2.7) par |A;]2 et |B;|z, on obtient

A2 ALX B2 = |Au|2 X1 Bi| By 2,

ainsi

AL ! 1 oL Ty
A A2 X0 Bi|? = A2 X4 | By |2 (BY)".
Comme A; et B sont w—hyponormaux par le Théoreme 3.2.3, il s’ensuit que :4:

et BY sont semi-hyponormaux, en appliquant [33] on obtient A; |——————— et
- 1 yp , ppiq [33] 1 ‘R(\A1|%X1\BT\%)
B; |ker (b x (B sdye sont des opératurs normaux et unitairement équivalents.

est injectif.

Comme B? 1 1. est injectif, il vient ;1; -
! |ker(|A1\2X1|Bf|2)L ) ’ |R(|A1I7X1\BI‘\7)

Comme X;|B|2 est injectif & image dense et |A;]2 est injectif, il s’ensuit que

R(|Ai]2X,|Bi|2) = R(X)) = R(X),
et X X
ker(|A1]2 X1|By|?) = ker(X;) = ker(X).
Alors B |ier(x)r €t Ay |W sont injectifs normaux par le Lemm 3.2.4.

Par conséquent R(X) réduit A et ker(X )t réduit B il vient Ay = By = 0. Comme
A; et By sont normaux alors A7 X; = X;B{. Dot finalement A*X = X B*.

Théoréme 3.2.8 Si A € L(H,) est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* €
L(Hs) est w-hyponormal tel que ker B* C ker B, alors la paire (A, B) vérifie le
théoreme de Fuglede-Putnam.

Preuve. Les conditions ker B* C ker B et ker A C ker A* impliquent que ker B*
réduit B* et ker A réduit A, les opérateurs A et B s’écrivent suivant les
décompositions

H; = (ker A)* @ ker A, Hy = (ker B*)* @ ker B,

(A0 (B 0
(0 0)e=(00)

comme suit
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Comme A; est injectif w—hyponormal et B} est injectif w—hyponormal. Soit
X : (ker B*)* @ ker B* — (ker A)* @ ker A,

et soit X = [Xj;]7,_, la représentation matricielle de X, alors AX = X B implique
que A1 X711 = X11B; et X159 = Xy = 0. Par le Théoreme 3.2.7 on obtient A7 X3, =
Xlle- Ainsi A*X = X B*.

Corollaire 3.2.9 [48] Soient A € L(H,) et B* € L(H,) sont p—hyponormauz ou
log —hyponormauz. Si AX = XB pour certain X € L(Hy, Hy), alors A*X = X B*,
R(X) réduit A, ker(X)* réduit B, et A ’W’ B |(ker x)+ s0nt des opérateurs nor-
mauzx unitairement équivalents.

3.3 Orthogonalité de 'image et du noyau de 04 p

Dans ce qui suit et comme application de la partie précédente, on montre que le
noyau et I'image de la dérivation généralisée 04 g sont orthogonaux. L’orthogonalité
ici est prise au sense des espaces normés.

Définition 3.3.1 Soient E un espace vectoriel normé sur le corps C et x,y € F.
On dit que x est orthogonal a vy si

Iz =Xy =]l Ay [, ¥A € C.

Définition 3.3.2 Si I’ et G sont deux sous-espaces d’un espace vectoriel normé E.
F' est dit orthogonal a G si

le+yl=llyll, Ve e F, vy eG.

Pour plus de détails concernant I'orthogonalité, consulter[12].

Il est prouvé dans [12] que si A, B € L(H) sont des opérateurs normaux alors,
I'image et le noyau de la dérivation généralisée induite par A, B sont orthogonaux,
ie.,

| AX —XB—-C||>|| C|, VX € L(H), YC € keréa p.

On montre ci-dessous, que l'orthogonalié de I'image et le noyau de la dérivation
généralisée induite par A, B reste valable pour les classes d’opérateurs considérées
dans la section 3.2.
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Théoréme 3.3.3 Soient A, B € L(H), alors ran(da,p) est orthogonale a kerda g
si l'une des conditions suivantes est satisfaite.

1. A est dominant et B* est w—hyponormal tel que ker B* C ker B.
2. A est w—hyponormal et B* est injectif w—hyponormal.

3. A est w—hyponormal tel que ker A C ker A* et B* est w—hyponormal tel que
ker B* C ker B.

Preuve. La paire (A, B) vérifie le Théoreme de Fuglede-Putnam en appliquant les
Théoremes 3.2.5, 3.2.7, 3.2.8. Soit C' € L(H) tel que AC' = C'B. nous considérons
les décompositions suivantes de H.

H=H,=ran(C)® mn(C’)l, H = H, = (ker C)* @ ker C,

alors A, B,C et X sont de la forme

(A O _( B1 0 ([ C 0 X1 Xy
() (B 8o (5 ) (5 )
tels que A; et B; sont des opérateurs normaux et X est un opérateur de H; dans
H,. Comme AC = CB, alors A;C = C1B;. Ainsi

AX—XB—C:(Ale_XlBl_Cl AQXQ—XQB2>‘

A1X3 — X3B1 A2X4 — X4B2

Comme C € ker(d4, p,) et Ay, B; sont normaux, il s’ensuit par [12] que
| AX = XB-C[>]| &AXy — X0B = C [[Z]| Cy ||=]| C'||, VX € L(H).

Ceci implique que ran(d4 p) est orthogonale a ker(d g).



Chapitre 4

Exemples sur les Classes
d’opérateurs

4.1 Introduction

Les classes d’opérateurs log-hyponormaux et w-hyponormaux sont introduite, et
leurs propriétés sont étudiées dans [8] et [13].

T. Ando [13] et Wang [8] ont prouvé que la classe des w-hyponormaux contient
les deux classes d’opérateurs p-hyponormaux et [og-hyponormaux. Il est bien connu
qu’'un opérateur inversible p-hyponormal est log-hyponormal, mais la réciproque est
fausse, Tanahashi [60] a donné un exemple d'un opérateur log-hyponormal qui n’est
pas p-hyponormal pour p > 0.

Si un opérateur A est p-hyponormal, alors ker A C ker A*, et si A est log-
hyponormal, alors ker A = ker A*. Cependant, si A est w-hyponormal, ker A ne
contient pas ker A* et ker A* ne contient pas ker A.

Dans ce chapitre on donne des exemples sur les opérateurs p-hyponormaux et
log-hyponormaux, on donne aussi I'exemple de Tanahashi [60] d'un opérateur log-
hyponormal qui n’est pas p-hyponormal, et un exemple de M. Cho et H. Jin [26] sur
un opérateur A w-hyponormal.

47
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4.2 Les opérateurs log- et p-hyponormaux
Exemple 4.2.1 [66]. Soient A et B deux matrices carré complexe positives d’ordre

2 et T un opérateur défini sur H = % C? par :

n=—oo

0

B 0

= B 0] ,
A

0
A0

avec @ montre la place de de la matrice (0,0). Alors

1. T est p-hyponormal <= A%’ > B?.
2. T est log-hyponormal <= A et B sont inversible et log A?> > log B2.

3. T est w-hyponormal <= (B%AB%>5 > B.

Exemple 4.2.2 [60]. Soient H = S Cetx= (cooory 1,0, X1, .....) € H avec

n=—oo

+oo
lz|? = 3= |lo;|]° < oo. Soient A, B des matrices positives telles que

1 \/g 0 0
logA = \/5 L et 1ogB:(O _1).
2 2

. \/g \/5 ) L 2 0
Soit V =L ( , alors V' est unitaire et V* (log A) V = :
VB \ V2 -3 0o -1

Et par suite

AP — 1 3¢ + 25 \/6e2P —\/6e ot BP — 1 0
T 5\ V6e —\6e 5 2e% 4 3¢5 L0 e?
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On remplace x = €P, on a

3x2 + 2x_% -5 \/6332 — \/éx_%
V622 — V6272 222 + 31373 — 527!

= <3x2 + 2x_% — 5) <2x2 + Sx_% — 5x_1> ) <x2 — x_%> (x2 —x

2 1 1 4 1
= 503 <a:5 n 1) (xa _ 1) <2x T 2) <0,

5det (A? — B?) =

pour tout x > 1. Par conséquent il n’existe pas p > 0 tel que BP < AP.
Soit x = ( ........ y L1, L0y L1y eenen ) € H et ({L‘)n = T,.
B pourn <0,

On définit P € L (H), avec (Px), = P,x, et P, = { A pourn > 1.
Soit U le shift unitaire (Ux), = x,—1 et T = UP. Donc

(1°T) ), = Poan, (TT") 2), = P20,
Alors

Wy =@y, ={ oo g 27

((log (T*T) — log (TT*)) :U)n = { (2 log A _02 log B) ) Sj 11

Ainsi T est log-hyponormal, mais T n’est pas p-hyponormal, pour p > 0.

Exemple 4.2.3 /28] Soit H = o H,, tel que H, est un espace d’Hilbert de di-

n=—oo

mension deuz. Soient E et F' des matrices positives

10 1 2
B (2 0) wra(L2).

Alors les décompositions polaire de E et F' sont E =V E et ' = WF respecti-

vement, avec
10 1 /1 2

Soient {U,} et {P,} tels que

V n<0 _JE n<o0
U”_{W n>1 “P"_{F n>1"

N|—=
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On définit les opérateurs U et P sur H par (Uz), = Up—12,-1 et (Px), = Pyx,
avec * = (..., x_1,T0, X1, ....) pour x, € H,. Alors T = UP est w-hyponormal tel
que kerT' ne contient pas ker T™ et ker T ne contient pas kerT'.

Preuve. On a
1 1 21 2
E:=FEect F2= 5(2 4>.
Ainsi, pour T = UP et T = PzUP%, on a
(T*Tx), = P2z, et (T%) = P?U’, Py U, PPz, = P? Py PP,

n

et 1 1 1 1
(TT*I‘> = P?U, Py \UP2z, = P? Py P,
Par suite, pour = (....,z_1, Zg, Z1,....) On a
Ex, n<-—1
e B 2Ex n=>0
(T T:c)n— F?zy =10Fx, n=1"
F?z, =10Fx, n>?2
FEzx, n<-—1
N _ Exg n=>0
(T°Tx), = F?z, =10Fz; n=1 "
F?z, =10Fz, n>?2
et
Ez, n<-—1
oo B Exg n=>0
(TT x)n— %Fxl n=1

F?x, =10Fz, n>?2
En comparant avec chaque n € Z, on obtient

7| == |7

D’ou alors T" est w-hyponormal.
Soit * = (....,x_1, %0, %1, ....), avec T, = 0sin # 1 et z;y = (—2,1), alors
Tx = 0, mais T*x # 0, donc ker T* ne contient pas ker7T. De méme soit y =

(coers Y—1, Y0, Y1, ---.) avec y, = 0sin # 1 et y; = (0,1), alors Ty # 0, mais T*y = 0,
donc ker T' ne contient pas ker 7.
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Appendices

5.1 Propriété de extension unique

Définition 5.1.1 Un opérateur A € L(H) est dit possédant la propriété de l'exten-
sion unique dans le cas ot la seule fonction analytique vérifiant (A — X)f(A) = 0,
sur un ouvert quelconque du plan, est la fonction f(\) = 0.

Soit A un opérateur ayant la propriété de I'extension unique alors pour x € H,
la résolvante locale admet un prolongement unique sur un ouvert contenant p(A).
Ce domaine est noté pa(x) appelé ensemble résolvant local, et son complémentaire
ga(x) = C\ pa(z) est le spectre local du vecteur z.

Un ensemble d’opérateurs vérifiant cette propriété est I’ensemble des opérateurs
dont le spectre ponctuel est vide, i.e., 0,(A) = 0.

Définition 5.1.2 Pour un sous ensemble & du plan, on définit le sous espace spectral
local, comme suit :

Mu(8) ={z € H:0oa(z) C }.

On vérifie facilement que M 4(9) est un sous espace vectoriel invariant par A
(non nécessairement fermé).

Lemme 5.1.3 Soit N un opérateur normal, supposons que

N:/szZ

ol
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est la résolution spectrale de N. St v est un ensemble borélien et x € m ran(N —\),
A€V

alors E(X)z = 0.
En particulier si x € ﬂ ran(N — X), alors x = 0.
A€o (N)

Preuve. Soit A un nombre complexe fixé, pour r > 0, on note D(A : r) le disque
ouvert de rayon 7, de centre X\. On montrera d’abord que si € ran(N — \) alors

r—0+

lim r_2/ d| E.x||*=0. (5.1.1)
D(X\:r)

Soit f(A) une solution arbitraire de (N — A)y(A) = z, et soit z(\) son projeté
orthogonal sur [ker(N — \)]*. Alors

1
2 dlEel < [ S d) B
D(x:r) D(A:r) | 2= A

= [l Ea P
D(X\:r)

Conséquence, (5.1.1) est vérifiée, quand x € ran(N — \), maintenant si v est un
borélien et = € ﬂ ran(N — X), alors (5.1.1) est vérifiée pour tout A € v, et par
A€o (N)
suite || E(v)z ||= 0. En particulier si x € ﬂ ran(N — X), alors
A€o (N)

E(o(N))x =z =0.

Lemme 5.1.4 Soit N un opérateur normal sur N, alors N admet la propriété de
[’extension unique.

Preuve. Soit €2 un sous-ensemble du plan, supposons qu’il existe une fonction ana-
lytique ¢ (\) satisfaisant
(N =X)(\) =0, A e Q.

Le vecteur 1(\) est un vecteur propre associé a \. Comme les vecteurs propres d'un
opérateur normal, associés a des valeurs propres sont orthogonaux, il vient pour tout
A% A €0

12N = o) 2= D) 112 + [T o) |17 -
Comme () est fortement continue, d’aprés la derniére égalité on a forcément
¥(Ao) = 0, et par conséquent on en déduit que 1»(\) = 0, pour tout A € €.
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Définition 5.1.5 Soit H un espace de Hilbert complexe, un opérateur A est dit
dominant d’aprés J. Stampli et B.L. Wadhwa [59] si, pour tout complexe N, ran(A—
A) C ran(A — A)*.

Ceci est equivalent a [’existence d’un réel M)y tel que
| (A=N)"z |[< My || (A= XNz ||, pour tout x € H.

S’il existe une constante M telle que My < M, pour tout A\, A est appelé
M —hyponormal, et si M =1, A est hyponormal.

Théoréme 5.1.6 Soit A un opérateur dominant, alors on a
(i) La réstriction de A a un sous-espace invariant est dominante ;
(ii) Si M est un sous-espace invariant pour lequel A |y est normal, alors M
est réduisant.
(i1i) Si p € o,(A), alors i € 0,(A*) et le sous-espace M, associé a i est
réduisant, en plus si pu # A, alors M,, L M.

Preuve.
(i) Soit P la projection orthogonale de H sur M (le sous-espace invariant). Alors
pour tout A\ € C et pour tout z € M,

(A fp =A)" ||

| P(A=X)"z |
(A=)

My || (A =N ||
My || (Ap = Nz || -

IA N IA

(i) Considérons la décomposition de I'espace H = M & ML, A s'écrit
A= ( - ) .
Pour A € 6(A) D o(N), on a
My(A=MNA=A)"=2(A=N"(A=A);
sur M cette derniere égalité s’écrit :
My(N = \)(N =X\ > TT",

par conséquent ran(B) C ran(N —\) ou B = TT*'/?  ainsi par le lemme 5.1.3,
il s’ensuit
Bx € ﬂ ran(N — \) =0,
A€o (N)
d’ou B = 0 et par suite T'= 0.
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(ili) découle directement de la définition de A.
Corollaire 5.1.7 Si A est dominant et dim H < oo, alors A is normal.

Proposition 5.1.8 Soit A € L(H), un opérateur dominant, alors A admet la pro-
priété de [’extension unique.

Preuve. D’aprés le théoreme 5.1.6(iii) on peut écrire A sous la forme A = N @ Ay ou
N est normal et Ay un opérateur dominant pur, autrement dit o,(Ap) = 0. Comme
N, Ay admettent la propriété de I'extension unique, il s’ensuit que A admet aussi
cette propriété.

5.2 Propriété (GW)
Soit. L(X') I'algebre des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X.

Définition 5.2.1 Soit A € L(X), on dit que A satisfait
(i) la propriété (qu) si o, (A) \USBF; (A)=FE(A).
(i) la propriété (w) si o, (A) \O’SF; (A)=Ey(A).

Théoréme 5.2.2 [10]
Soit A un opérateur dans L(X). Si A satisfait la propriété (qw), alors A satisfait
la propriété (w).

Preuve. Supposons que A satisfait la propriété (gw) et A € o, (A) \JSF; (A).
Comme OsBE; (A) C Osp: (A), donc A € g, (A4) \O’SBF; (A) = E(A). Comme
a(A—XN) < oo, alors A € Ey(A) et 0, (A) \JSF; (A) € Ey(A). Récipoquement
si A € Ey(A), alors A € E(A) = 0,(A) \JSBF; (A). Ainsi A — X\ € SBF, (X).
Comme dimker (A — \) < oo, en appliquant [10, Lemme 2.2] on obtient A — \ €
SF, (X). Ainsi A € g, (A4) \O’SF; (A). D’ou finalement o, (A) \O‘SF; (A) = Ey(A).
et A satisfait la propriété (w).

L’exemple suivant montre que l'inverse du théoreme précédent n’est pas en
général vrai.

Exemple 5.2.3 Soit Q € L (X) un opérateur quasi-nilpotent agissant sur un espace
de Banach de dimension infini X tel que ran(Q™) n’est pas fermé pour tout n. Soit
T =0® Q, défini sur l'espace de Banach X & X. Comme ran(T") = ran(Q™)
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n’est pas fermé pour tout n, alors T n’est pas un opérateur semi-B-Fredholm, ainsi
OsBE; (T) = {0}. Comme o, (T) = {0} et E(T) = {0}, alors T ne satisfait pas la
propriété (qw), Eq (T) =0 et Tspr (T) = {0}, alors T satisfait la propriété (w).

Théoréme 5.2.4 [10]
Soit A un opérateur dans L(X). Alors A satisfait la propriété (qw) si et seulement
St :
(i) A satisfait le théoréme généralisée de Weyl,
(i1) ind (A — X) = 0 pour tout A € o, (A) \JSBF; (A)

Preuve. Supposons que A satisfait la propriété (gw), soit A € o (A)\opw (A).
Comme 04z (A) C opw (A), alors A ¢ OsBr; (A). Si a(A—XN) = 0, comme
A ¢ opw (A), alors A — X est inversible. Ceci est impossible car A € o (A). Ainsi
0<a(A—X) eth € g,(A). Comme A satisfait la propriété (gw), alors A € E(A).
Ceci implique que o (A) \opw (A) C E (A).

Pour l'inclusion inverse, soit A € E(A). Comme A satisfait la propriété (gw),
alors A\ ¢ OsBF; (A), ainsi ind (A) < 0. Comme A\ € E(A), par suite A est un
point isolé dans o (A), alors AT satisfait SVEP au point \. Par [4, Théoréme
2.11], ind (A —X) > 0. Ainsi ind(A—X) = 0 et A ¢ opw (A), d’ou finalement
o (A)\opw (A) = E(A), et ind (A — X) =0, pour tout A € g, (A) \O'SBFJ: (A).
Inversement supposons que A satisfait le théoreme généralisé de Weyl et
ind(A—X) = 0 pour tout A € g, (A) \O’SBF; (A). Si A € 0, (A) \O’SBF; (A), alors
(A — ) est un opérateur semi-B-Fredholm tel que ind (A — \) = 0. Ainsi (A — \)
est un opérateur B-Weyl et comme A satisfait le théoreme généralisé de Weyl, alors
A€ E(A) et ainsi g, (A) \O'SBF; (A) C E(A). Pour démontrer I'inclusion inverse,
soit A € E(A), alors (A — A) est un opérateur B-Weyl et comme A € o (A), alors
a(A—X)>0.Ainsi A € 0, (4) \ogp o (A). Par conséquent A satisfait la propriété

(gw).

Théoréme 5.2.5 [10] Soit A un opérateur dans L(X). Alors A satisfait la propriété
(qw) si et seulement si A satisfait la propriété (w) et 1I* (A) = E (A).

Preuve. Supposons que A satisfait la propriété (gw), alors A satisfait la propriété
(w) et A satisfait le théoreme généralisé de Weyl. Ainsi II(A) = E(A). Si A €
1% (A), alors par [22, Lemme 2.12], on a A € 0, (A) \USBF; (A), alors A € E(A).
Side E(A), alors A € IT(A) C I1* (A), par conséquent 11% (A) = E (A).
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Inversement supposons que A satisfait la propriété (w) et I1* (A) = E(A). Si A €
0. (A) \USBFI (A), alors A € E (A), supposons que A = 0. Alors A est un opérateur

semi-B-Fredholm et ind (A) < 0. En particulier A est un opérateur de descente
topologique uniforme [19].

Supposons que asc(A) = oco. Comme A est un opérateur de descente topologique
uniforme, par [43, Corollaire 4.18] il existe € > 0 tel que asc (A — p) = oo pour tout
0 < |pu| < €. € > 0 peut étre choisit tel que A — p est un opérateur semi-Fredholm
supérieur, avec ind (A — ) < 0, pour tout 0 < |u| < €. La propriété (w) implique que
w € o, (A) \O'SF; (A) = Ep(A). Il s’ensuit que p € isoo (A). Ceci implique que A
satisfait SVEP au point p et comme A — p est un opérateur semi-Fredholm, d’aprés
[1, Théoreme 3.16] ceci est équivalent a dire que a (A — pu) = oo. Ceci constitue
une contradiction. Ainsi A est d’ascente finie. Comme A est un opérateur semi-B-
Fredholm, pour n assez grand ran (A™) est fermé, et ran (A“SC(A)“) est fermé. Ainsi
A est Drazin inversible a gauche et 0 € I1* (A) = E (A).

Si A€ E(A), alors A € I1° (A). Par [22, Lemme 2.12], il s’ensuit que

A€ o, (A) \O‘SBF_: (A). Ainsi o, (A) \USBF; (A) = E(A) et A satifait la propriété

(gw).
Théoréme 5.2.6 [10] Soit A un opérateur dans L(X). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) A satisfait la propriété (qw),

(i1) A satisfait le théoréme généralisé a-Browder et I1* (A) = E (A).

Preuve. Supposons que A satisfait la propriété (gw). Alors o, (A) \OSBF; (A) =
E (A). D’aprés le théoreme6.2.4 on a I1°(A) = E (A), ainsi o, (A) \O’SBF; (A)
[1% (A). Par conséquent A satisfait le théoreme généralisé a-Browder et 1% (A)
E(A).

Pour I'implication inverse supposons que A satisfait le théoreme généralisé
a-Browder et I1? (A) = E(A) . Alors o, (A) \USBF; (A)=TI“(A)etII* (A) = E(A).
Ainsi 0, (A) \(TSBF; (A) = E(A), et A satisfait la propriété (gw).

Théoréme 5.2.7 [10] Soit A un opérateur dans L(X). Si A" satisfait SVEP, alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) A satisfait la propriété (qw),
(i1) A satisfait le théoréme généralisé de Weyl,

(11i) A satisfait le théoréme généralisé a-Weyl.
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Preuve. Supposons que AT satisfait SVEP, alors o, (A) = o (4), OsBF; (A) =
opw (A), E*(A) = E(A) et 0,(A) \O’SBF; (A) = 0 (A) \osw (A). Par conséquent
(i1) < (1ii), et (iii) = (i) est evident.

Si A satisfait SVEP, alors de [49] on a o (Af) = o, (AT).

Théoréme 5.2.8 [10] Soit A un opérateur dans L(X). Si A satisfait SVEP, alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) AV satisfait la propriété (qu),

(ii) AT satisfait le théoréme généralisé de Weyl,

(iii) AV satisfait le théoréme généralisé a-Weyl.

Théoréme 5.2.9 [10] Soit A un opérateur dans L(X). Si A est polaroid, alors
(i) AV satisfait SVEP, alors A satisfait la propriété (quw),
(ii) A satisfait SVEP, alors A" satisfait la propriété (guw).

Preuve.i) Supposons que A est polaroid et AT satisfait SVEP. Il s’ensuit de [9,
Théoreme 2.3], A satisfait le théoreme généralisé de Browder. Comme A est polaroid,
alors E (A) = I1(A). Ainsi A satisfait le théoréme généralisé de Weyl. Comme AT
satisfait SVEP, d’aprés le théoreme (5.2.8), il s’ensuit que A satisfait la propriété
(gw).

ii) Comme A satisfait SVEP et A est polaroid, alors de [23, Théoreme 3.5], A satisfait
le théoréme généralisé de Weyl. Comme o (A) = o (A"), opw (A) = opw (AT),
II(A) =11 (A), E(A) = E (A"), alors AT satisfait le théoréme généralisé de Weyl.
D’aprés le théoréme 5.2.8, il s’ensuit queAT satisfait la propriété (gw).

Théoréme 5.2.10 [10] Soit A un opérateur dans L(X), tel que A est polaroid. Si
A" satisfait SVEP et f une fonction analytique sur un voisinage du o (A), qui n’est
pas constante sur aucune composante de o (A), alors f(A) satisfait la propriété

(qw).
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5.3 Symboles et Notations

L(H) 'espace des opérateurs linéaires bornés sur H.
K(H) l'idéal des opérateurs compacts dans L(H).
F(H) l'idéal des opérateurs de rang fini dans L(H).
H(o(A) les fonctions analytique sur un voisinage de o(A).
r(A) le rayon spectrale de A.
A* adjoint hilbertien.
Al dual topologique.

A la transformation d’Aluthge de A.

| Al norm de A.
ker A noyau de A.

0A.B opérateur de dérivation généralisée induit par A et B.
Ma g opérateur élémentaire de base induit par A et B.
Rap opérateur élémentaire somme de deux opérateurs élémentaires de base.
ran(da,p) image de 04 p.
m fermeture en norme de 44 p.
p(A) ’ensemble résolvant de A.
o(A) spectre de A
oa(z) le spectre local de .
pa(z) ’ensemble résolvant local de .
oe(A) spectre essentiel de A.
op(A) spectre de Deazin de A.
op(A) spectre ponctuel de A.
oq(A) spectre approximatif de A.
SF,(H) classe des opérateurs semi-Fredholm supérieurs .
SF(H) classe des opérateurs semi-Fredholm supérieurs tels que ind(A) < 0.
SBF,(H) classe des opérateurs semi-B-Fredholm supérieurs .
SBF_(H) classe des opérateurs semi-B-Fredholm supérieurs tels que ind(A) < 0.
)

le spectre B-Fredholm de A.
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ow (A le spectre de Weyl de  A.
op(A le spectre de Browder de A.
opw (A le spectre de B-Weyl de A.
Ey(A I’ensemble des valeurs propres isolée de A.
E*(A les valeurs propres isolée dans o,(A).

I'ensemble des valeurs propres de multiplicité finie isolée dans o,(A).
I’ensemble des poles de rang fini de la résolvante de A.
I’ensemble des poles a gauche de A.

I’ensemble des poles a gauche de rang fini de la résolvante de A.

— — ' T

I’ensemble des poles de la résolvante de A.
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