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J’exprime mes remerciements à Monsieur le professeur S.E.Rebiai pour l’honneur qu’il
me fait en président le jury de cette thèse.
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Résumé

Dans une première partie on démontre que l’opérateur d’intégrales singulière défini
par l’opérateur pseudo-différentiel, d’ordre m, de symbole de type-Dini est borné sur
l’espace de Besov localisé (Bs

p,q(Rn))`r . On étudie également la continuité sur l’algèbre
des multiplicateurs de Besov M(Bs

p,q(Rn)) quand p ≤ q.
Dans une autre partie on s’intéresse aux opérateurs de composition Tf (g) := f ◦ g
sur certains espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel à valeurs dans Rm. On établit la
nécessité de la condition de Lipschitz, et on étudie enfin la régularité de l’opérateur Tf .

Mots-clés : Opérateurs d’intégrales singulières, Opérateurs pseudo-différentiel, Espaces
de Besov localisés, Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de com-
position.
2000 Mathematics Subject Classification : 46E35, 47G30, 47H30.
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Abstract

On the localized Besov space (Bs
p,q(Rn))`r we study the boundedness of the singular

integral operators defined by pseudo differential operators of order m with symbols
satisfying a condition of Dini-type. Then we deduce the continuity on pointwise mul-
tipliers Besov algebra space M(Bs

p,q(Rn)) when p ≤ q.
We are interested in the superposition operators Tf (g) := f ◦ g on vector valued Besov
and Lizorkin-Triebel spaces of positive smoothness exponent s. We establish that the
local Lipschitz continuity of f is necessary if Bs

p,q(Rn,Rm) (or F s
p,q(Rn,Rm)) is imbed-

ded into L∞(Rn,Rm), and that the uniform Lipschitz continuity of f is necessary if
not. We study also the regularity of Tf .

Keywords : Singular integral operators, Pseudo-dierential operators, Localized Besov
spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Composition operators.

2000 Mathematics Subject Classification : 46E35, 47G30, 47H30.
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6.2.1 Calcul symbolique borné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
6.2.2 Une condition suffisante pour que Tf soit localement lipschitzienne 85
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0.0.1 Introduction

Cette thèse se compose en deux parties : Continuité des opérateurs d’intégrales sin-
gulières sur les espaces de Besov localisés et Le calcul symbolique dans certains espaces
de Besov à valeurs vectorielles. Nous pouvons remarquer que, les deux parties portent
sur les espaces de Besov Bs

p,q(Rn) et de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn) pour des opérateurs

linéaires ou non linéaires.

En ce qui concerne la première partie, la présence des majorations pour l’ensemble des
opérateurs pseudo-différentiels O.P.D, d’ordre m, associe à la classe

∑m
ρ,δ(ω,N) sur les

espaces de Besov localisés et de Lizorkin -Triebel est claire : il s’agit d’une majoration
des O.P.D (à savoir, pour tout s ∈ R+\N, 1 ≤ p, q, r ≤ ∞, 0 ≤ δ < 1, ρ ≥ 1 et m ≥ 0,
l’O.P.D envoie F s+m

p,q (Rn) dans F s
p,q(Rn) et (Bs+m

p,q (Rn))`r dans (Bs
p,q(Rn))`r).

La deuxième partie du travail traite de l’opérateur de composition Tf (g) := f◦g sur Bs
p,q

et F s
p,q à valeurs vectorielles, dans le but de caractériser les fonctions f : Rm → R telles

que Tf envoie Bs
p,q(Rn,Rm) ou F s

p,q(Rn,Rm) dans Bs
p,q(Rn) ou F s

p,q(Rn), respectivement,
à savoir que les conditions suivantes sont nécessaires pour qu’une telle propriété ait lieu :
– Pour s > 0, la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que l’espaceBs

p,q(Rn,Rm)
ou F s

p,q(Rn,Rm) se plonge ou non dans L∞.
– Pour m ≤ n, l’appartenance locale au même espace.

– Pour 1 +
1

p
≤ s <

n

p
, les seules fonctions qui opèrent sont les fonctions linéaires.

Les deux types de résultats reposent sur des majorations, cependant l’approche n’est
pas la même dans tout le texte. La première partie porte sur le théorème de conti-
nuité des O.P.D sur les (Bs

p,q(Rn))`r , (pour plus de détails on consultera les travaux
de J.Peetre [35], G.Bourdaud [5], [7], [8] et M.Moussai [32], [33]). La deuxième partie
du texte s’intéresse aux opérateurs de composition, (voir par exemple les travaux de
G.Bourdaud [9], [10], G.Bourdaud et M.Lanza De Cristoforis [16].
Présentons maintenant ces deux parties indépendamment.
La première partie, est réalisée sous la direction de Madani Moussai :
Dans le chapitre un, nous rappelons les définitions des espaces de Bs

p,q(Rn) et F s
p,q(Rn)

suivant le formalisme de Littlewood-Paley et quelques propriétés.
Dans le chapitre deux, nous généralisons les résultats de M.Moussai [32], la continuité
des O.P.D, d’ordre m, associés à la classe

∑m
ρ,δ(ω,N) sur l’espace F s

p,q(Rn), (voir (2.1.2)
et (2.1.3)). Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théorème 1 Si s ∈ R+\N, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, m ≥ 0, σ ∈
∑m

1,0(ω, [s]) et ω
vérifiant (∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

< +∞ , (0.0.1)

alors

‖σ(., D)f‖F sp,q(Rn) ≤ c ‖f‖F s+mp,q (Rn) .

Dans le troisième chapitre on démontre le même résultat du chapitre 2 sur les espaces
de Besov localisés mais pour σ ∈

∑m
δ,ρ(ω, [s]). Notons que nous prouvons que (0.0.1)

est optimale dans les deux résultats précédents.
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La deuxième partie de notre travail, réalisée sous la direction de Gérard Bourdaud,
concerne la composition. Elle est rédigée dans les chapitres 4, 5 et 6 :
Dans le quatrième chapitre, nous considérons le calcul symbolique pour les espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel à valeurs vectorielles. Nous posons Es

p,q(Rn,Rm) :=
Bs
p,q(Rn,Rm) ou F s

p,q(Rn,Rm) et Esp,q(Rn,Rm) := Es
p,q(Rn,Rm) ∩ L∞(Rn,Rm), quand il

n’y a pas lieu de faire une distinction.
On cherche à caractériser les fonctions qui opèrent, par composition à gauche sur
Es
p,q(Rn,Rm). On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires pour s > 0,

résultat déjà obtenu par Bourdaud [10] dans le cas m = 1, autrement dit :

Théorème 2 Soient s > 0, m et n entiers, et f : Rm → R. Si Tf envoie Esp,q(Rn,Rm)
dans Bs

p,∞(Rn), alors f est localement lipschitzienne.

Théorème 3 Soient s > 0, m et n entiers, et f : Rm → R. On suppose que Es
p,q(Rn) *

L∞(Rn) (autrement dit : s <
n

p
ou s =

n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

Lizorkin- Triebel). Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rm) dans Bs

p,∞(Rn), alors f est globalement
lipschitzienne.

On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 1 +
1

p
≤ s <

n

p
, voir [5], [9].

Nous démontrons le théorème ci-dessous qui généralise un résultat de G.Bourdaud et
M.Lanza De Cristoforis ([16], théorème 1).

Théorème 4 Soient 1 +
1

p
< s <

n

p
, (ou s = 1 +

1

p
<
n

p
et q > 1 dans le cas Besov,

p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : Rm → R. Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rm) dans

Bs
p,∞(Rn), alors f est linéaire.

Par ailleurs, l’appartenance locale au même espace est aussi nécessaire pour m ≤ n.
Nous établirons le thórème suivant.

Théorème 5 Soient s > 0, f : Rm → R et 1 ≤ m ≤ n , m et n entiers. Si Tf envoie
D(Rn,Rm) dans Es

p,q(Rn), alors f ∈ Es
p,q(Rm)loc.

Dans le cinquième chapitre, on montrera que la condition que ∇f appartienne à
Es−1
p,q (Rk,Rk) localement uniformément est nécessaire, quand l’ordre de régularité vérifie

s =
n

p
> 1.

Nous notons Φ(Esp,q(Rn,Rm)) l’ensemble des fonctions f : Rm → R, pour lesquelles Tf

est une application bornée de Esp,q(Rn,Rm) dans Esp,q(Rn) et f(0) = 0,
◦

Es
p,q (Rn) désigne

la fermeture de D(Rn) dans Es
p,q(Rn).

Le chapitre six est consacré aux objectifs suivants : nous donnons des conditions
nécessaires et suffisantes pour la régularité du calcul symbolique sur l’espace Esp,q(Rn,Rm)
pour s > 0, qui généralisent les résultats obtenus pour m = 1 par Bourdaud et Lanza
de Cristoforis [16], autrement dit :
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Théorème 6 Soient r ∈ N et s > 0. Si f : Rm → R est une fonction continue
appartenant à clW r(Φ(Esp,q(Rn,Rm)))(C

∞(Rm) ∩W r(Φ(Esp,q(Rn,Rm)))), alors l’application
Tf : Esp,q(Rn,Rm)→ Esp,q(Rn) est de classe Cr.

Théorème 7 Soient s > 0, r ∈ N, m,n des entiers tels que 1 ≤ m ≤ n et f : Rm → R
une fonction continue. Si l’application Tf : Esp,q(Rn,Rm) → Esp,q(Rn) est de classe Cr.

Alors f appartient à (
◦

Es+r
p,q (Rm))loc.

Les résultats principaux de ce travail :
– Les chapitres quatre et six, sont publiés dans Annales mathématiques Blaise Pascal.

16, 2 (2009), 399–429.
– Le chapitre trois est actuellement soumis comme article. .

9



0.0.2 Notations

– (e1, . . . , en) est la base canonique dans Rn.
– x.y = x1y1 + ...+ xnyn le produit scalaire dans Rn.
– Pour α et β deux multi indices, on dit que α ≤ β, si ∀j ∈ {1, ..., n} : αj ≤ βj.
– Pour k ∈ N, Qk = [−1, 1]k est le cube unité dans Rk et Q+ le cube [0, 1/2]k.
– Si Q = {x ∈ Rn : sup |xi − ai| ≤ r} est le cube de centre a = (a1, ..., an) et de rayon
r > 0, on désigne par λQ le cube de même centre et de rayon λr.

– B(a, r) la boule de centre a et de rayon r.

– Pour α ∈ N, |α| = α1 + ...+ αn. La dérivée partielle ∂|α|f
∂α1x1...∂α2x2

est notée ∂αf.
– Nous notons Tf l’opérateur de composition, défini par Tf (g) = f ◦g, sa version locale
Sf = (f ◦ g)ϕ.

– S(Rn) est l’espace de Schwartz des fonctions C∞(Rn) à décroissance rapide sur Rn,
le dual S ′(Rn) est l’espace des distributions tempérées.

– Si f ∈ S(Rn), sa transformée de Fourier est

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
Rn

exp(−ix.ξ)f(x) dx,

et sa transformée de Fourier inverse est

F−1f(ξ) = (2π)−n
∫

Rn
exp(ix.ξ)f(x) dx.

– Si g ∈ S(Rn), nous notons g(D) l’opérateur pseudo-différentiel de symbole g, défini
par

ĝ(D)f := gf̂ , ∀f ∈ S ′(Rn) .

– On note par σ(., D) l’opérateur pseudo-différentiel (O.P.D), défini par

σ(x,D)f(x) = (2π)−n
∫

Rn
eix·ξσ (x, ξ) f̂ (ξ) dξ , (∀f ∈ S, ∀x ∈ Rn).

– Pour une distribution f définie sur Rn et a ∈ Rn, on définit l’opérateur de translation
par τaf(x) = f(x− a), ∀x ∈ Rn.

– Pour m ∈ N, l’espace Cm
b (Rn) est l’espace des fonctions de classe Cm(Rn), telles que

‖f‖Cmb (Rn) :=
∑
|α|≤m

‖∂αf‖∞ < +∞ .

– Pour s ∈ R+\N, Cs(Rn) est l’espace de Hölder des fonctions f ∈ C [s](Rn) telles que

‖f‖Cs(Rn) := ‖f‖
C

[s]
b (Rn)

+
∑
|α|=[s]

sup
x6=y

|∂αf(x)− ∂αf(y)|
|x− y|s−[s]

< +∞ .

– Pour s ∈ R et p ∈]1,+∞[, Hs
p(Rn) est l’espace de potentiels de Bessel des distribu-

tions f ∈ S ′(Rn) vérifiant

‖f‖Hs
p(Rn) =

∥∥(I −∆)s/2f
∥∥
p
< +∞ .
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– Pour m ∈ N, Wm
p (Rn) est l’espace de Sobolev des fonctions f ∈ D′(Rn) telles que

‖f‖Wm
p (Rn) :=

∑
|α|≤m

‖f (α)‖p < +∞ .

– Nous notons Es
p,q(Rn,Rm) := Bs

p,q(Rn,Rm) ou F s
p,q(Rn,Rm) l’espace de Besov ou

l’espace de Lizorkin-Triebel.
– Soient s ∈ R et p, q ∈ [1,+∞], Esp,q(Rn,Rm) désigne l’espace des distributions

tempérées à valeurs dans Rm, f = (f1, ..., fm) qui vérifient

‖f‖Esp,q(Rn,Rm) := ‖f‖L∞(Rn,Rm) + ‖f‖Esp,q(Rn,Rm) < +∞ .

– Φ(Esp,q(Rn,Rm)) l’ensemble des fonctions f : Rm → R, pour lesquelles Tf est une
application bornée de Esp,q(Rn,Rm) dans Esp,q(Rn) et f(0) = 0.

– Pour r ∈ N, W r(Φ(Esp,q(Rn,Rm))) est l’espace des fonctions f : Rm → R telles que
∂αf ∈ Φ(Esp,q(Rn,Rm)) pour tout |α| ≤ r.

– Nous notons
◦

Es
p,q (Rn) la fermeture de D(Rn) dans Es

p,q(Rn).
– Dans un espace topologique E, on note clE(A) la fermeture d’un sous-ensemble A.
– Le symbole ↪→ désigne l’inclusion avec continuité de l’injection canonique.

– p′ l’exposant conjugué de p ∈ [1,+∞], i.e. p′ :=
p

p− 1
.

– Par ‖.‖p on désigne la norme dans Lp(Rn) pour 1 ≤ p ≤ +∞.
– c, c1, ... des constantes positives, leurs valeurs peuvent dépendre de certains pa-

ramètres et certaines fonctions auxiliaires, et changer d’une ligne à l’autre.
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Première partie
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Chapitre 1

Espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel

1.1 Définition des espaces de Besov Bs
p,q(Rn) et de

Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn)

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Soit ϕ ∈ D(Rn) telle que 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ϕ(x) = 1 sur |x| ≤ 1, et ϕ(x) = 0 hors de

|x| ≤ 3

2
.

On pose
γ(x) := ϕ(x)− ϕ(2x), ∀x ∈ Rn .

Alors γ appartient à D(Rn \ {0}), est portée par la couronne
1

2
≤ |x| ≤ 3

2
et de plus :∑

j∈Z

γ(2−jx) = 1, ∀x ∈ Rn \ {0},

et
ϕ(x) +

∑
j≥1

γ(2−jx) = 1, ∀x ∈ Rn. (1.1.1)

Les fonctions γ et ϕ dépendent clairement de n. Dans le cas où n prend plusieurs va-
leurs, nous utiliserons une notations indicielle, i.e. ϕn et γn.

Nous définissons les opérateurs Qj : S ′(Rn)→ C∞(Rn), par Qj := γ(2−jD) (j ≥ 1) et
Q0 := ϕ(D) . On définit de même les opérateurs Sj (j ≥ 0) par Sj = ϕ(2−jD). Pour
tout f ∈ S ′(Rn), avec la notation S0 = Q0, on obtient la décomposition de f du type
de Littlewood-Paley, i.e.

f =
∑
j≥0

Qjf . (1.1.2)

Il est facile de prouver que la série (1.1.2) converge dans S ′(Rn).

Nous introduisons les fonctions ϕ̃ ∈ D(Rn) et γ̃ ∈ D(Rn \ {0}) telles que

ϕ̃ϕ = ϕ et γ̃γ = γ . (1.1.3)
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Les opérateurs Q̃j sont définis selon la propriété (1.1.3).

Remarque 1 Par l’inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites
d’opérateurs (Qj)j≥0 et (Sj)j≥0 sont bornées uniformément dans L(Lp) pour 1 ≤ p ≤
+∞.

Définition 1 Soit a > 0, on pose

Q∗,ak f(x) = sup
y∈Rn

|Qkf(x− y)|
1 + |2ky|a

, x ∈ Rn,

S∗,ak f(x) = sup
y∈Rn

|Skf(x− y)|
1 + |2ky|a

, x ∈ Rn.

Ces opérateurs maximaux associés aux Qk et Sk, sont définis sur S ′(Rn).

Définition 2 Un espace de Banach de distributions (E.B.D) dans D′(Rn) est un sous-
espace vectoriel E de D′(Rn) muni d’une norme complète ‖ − ‖E telle que l’injection
canonique E ↪→ D′(Rn) soit continue.

Définition 3 Soit E un E.B.D. On dit qu’une distribution g est un multiplicateur de
E (on note g ∈M(E)), s’il existe c > 0, tel que pour tout f ∈ C∞ ∩E, on ait gf ∈ E
et ‖gf‖E ≤ c‖f‖E.

On munit M(E) de la norme

‖g‖M(E) := sup{‖gf‖E : f ∈ C∞ ∩ E , ‖f‖E = 1} .

Définition 4 Soient s ∈ R, p, q ∈ [1,+∞]. L’espace de Besov Bs
p,q(Rn) est l’ensemble

des f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖Bsp,q(Rn) :=

(∑
j≥0

(
2sj‖Qjf‖p

)q)1/q

< +∞ . (1.1.4)

Définition 5 Soient s ∈ R, p ∈ [1,+∞[ et q ∈ [1,+∞]. L’espace de Lizorkin-Triebel
F s
p,q(Rn) est l’ensemble des f ∈ S ′(Rn) telles que

‖f‖F sp,q(Rn) :=

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

(
2sj|Qjf |

)q)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

< +∞ . (1.1.5)

Remarque 2 Dans la formule (1.1.4) (resp. (1.1.5)) on peut remplacer Qj par Q∗,aj
avec a > n/p (resp. a > n/min(p, q)), et on obtient ainsi une norme équivalente dans
Bs
p,q(Rn) (resp. F s

p,q(Rn)).

Voir Peetre [35] ou Triebel [38] pour plus de détails.
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1.1.2 Opérateurs de différences

Pour toute distribution f sur Rn, et tout h ∈ Rn, on pose ∆h := τ−hf−f. On considère
aussi les puissances successives de l’opérateur ∆h, définie inductivement par

∆1
h := ∆h et ∆m+1

h := ∆h ◦∆m
h , ∀m ∈ N∗.

On vérifie aisément la formule suivante

∆m
h f =

m∑
j=0

(−1)j
(
j

m

)
τ−jhf.

Nous utiliserons par la suite la notation suivante : pour ` ∈ N∗, p ∈ [1,+∞], t > 0 et
f une fonction définie sur Rn on pose

ωp,`(f ; t) := sup
|h|≤t

(∫
Rn
|∆`

hf(x)|pdx
)1/p

. (1.1.6)

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dansBs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn).
Pour la preuve, voir par exemple [37, Prop. 2.1.2/2, p. 19], [38] et [39, th. 2.6.1, p. 140].

Proposition 1 Soient ` un entier, 0 < s < `, q ∈ [1,+∞] et 1 ≤ p ≤ ∞. Alors
l’espace Bs

p,q(Rn) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

‖f‖Bsp,q(Rn) := ‖f‖p +

(∫
Rn
|h|−sq

(∫
Rn
|∆`

hf(x)|pdx
)q/p

dh

|h|n

)1/q

< +∞ ,

Pour 1 ≤ p < ∞, alors l’espace de Lizorkin-Triebel F s
p,q(Rn) est l’ensemble des distri-

butions tempérées f vérifiant

‖f‖F sp,q(Rn) := ‖f‖p +

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆`

hf(.)|qdh
)q

dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥
p

< +∞ .

Preuve. Voir [37, p. 41].

Proposition 2 Soit s > 0, alors une distribution f appartient à Bs
p,q(Rn) si et seule-

ment si f ∈ Lp(Rn) et ∂jf ∈ Bs−1
p,q (Rn) pour tout j = 1, ..., n. De plus l’expression

‖f‖p +
n∑
j=1

‖∂jf‖Bs−1
p,q (Rn)

est une norme équivalente dans Bs
p,q(Rn).

Proposition 3 Soient ` un entier et 0 < s < `, alors l’expression

‖f‖p +

(∫ 1

0

(
ωp,`(f ; t)

ts

)q
dt

t

)1/q

est une norme équivalente dans Bs
p,q(Rn).
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1.1.3 Plongements dans Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn)

Nous rappelons quelques inclusions et égalités au sens des normes entre les espaces de
Besov et de Lizorkin-Triebel. La plupart sont démontrées dans [35], [38, 23.5] et [39,
2.3.1].

Proposition 4 Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Cs(Rn) = Bs
∞,∞(Rn), si s ∈ R+\N.

(ii) Lp(Rn) = F 0
p,2(Rn), si 1 < p <∞,

(iii) Wm
p (Rn) = Fm

p,2(Rn), si 1 < p <∞, m ∈ N∗,
(iv) Bs

p,p(Rn) = F s
p,p(Rn), si 1 ≤ p <∞, s ∈ R,

(v) Hs
p(Rn) = F s

p,2(Rn), si 1 < p <∞,

Pour la définition de Hs
p(Rn), voir les notations.

Proposition 5 Soit s ∈ R, alors

S(Rn) ↪→ Es
p,q(Rn) ↪→ S ′(Rn).

Proposition 6 (i) Soient s ∈ R, 1 ≤ p <∞ et 1 ≤ q ≤ ∞, alors

Bs
p,min(p,q)(Rn) ↪→ F s

p,q(Rn) ↪→ Bs
p,max(p,q)(Rn),

(ii) Soient −∞ < σ < s <∞ et 1 ≤ p, r, t ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bσ

p,t(Rn),

(iii) Soient s ∈ R, 1 ≤ r ≤ t ≤ ∞ et 1 ≤ p ≤ ∞, alors

Bs
p,r(Rn) ↪→ Bs

p,t(Rn),

(iv) Soient 1 ≤ p0 < p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et s− n
p
≥ s0 − n

p0
, alors

Bs0
p0,q

(Rn) ↪→ Bs
p,q(Rn),

(v) Soient s ≥ n
p
− n

r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p < r <∞, alors

F s
p,q(Rn) ↪→ Lr(Rn).

(vi) Soient s > n
p
− n

r
, 1 ≤ q ≤ ∞ et 1 ≤ p <∞ ou s = n

p
− n

r
et q ≤ r, alors

Bs
p,q(Rn) ↪→ Lr(Rn).

Preuve. Voir [37, Coro 2, p. 36].

Proposition 7 (i) Soit s > 0, alors

Bs
∞,q(Rn) ↪→M(Bs

p,q(Rn)),

si s < 0, alors
B−s∞,q′(R

n) ↪→M(Bs
p,q(Rn)).

(ii) soit t > 0, alors
Bt+(n/p)
p,∞ (Rn) ↪→M(B0

p,q(Rn))

Preuve. Voir [37, 4.7.1, p. 229].
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1.2 Estimations élémentaires

Lemme 1 Soient 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ et α ∈ Nn. Il existe c = c(α, p, q, n) > 0, tel que
pour toute f ∈ Lp(Rn), à spectre dans la boule B(0, R), on ait∥∥f (α)

∥∥
q
≤ cR|α|+n(

1
p
− 1
q ) ‖f‖p .

Preuve. Voir [11].

Lemme 2 Soient a ∈]0.1[ et p ∈ [1,∞]. Pour toute suite (εj)j≥0 dans `p(Z), les suites
ηk = ak

∑
j≤k a

−jεj et γk = a−k
∑

j≥k a
jεj appartiennent à `p(Z). De plus

‖(ηk)‖`p(Z) + ‖(γk)‖`p(Z) ≤ c ‖(εj)‖`p(Z) .

Preuve. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Young pour la convolution dans `p(Z).

1.3 Séries convergentes dans Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn)

Ce paragraphe est consacré à des estimations du type de Yamazaki [41].

Proposition 8 Soient s ∈ R et γ > 1.

(i) Il existe c > 0, telle que(∑
j≥0

2qsj ‖fj‖qp

)1/q

≤ c sup
|α|≤[n

2
]+1

∥∥θ(α)
∥∥
∞ ‖f‖Bsp,q(Rn) , (1.3.7)

pour toute fonction θ ∈ C∞(Rn) à support dans γ−1 ≤ |ξ| ≤ γ et toute suite de
distributions (fj)j∈N définie par f̂j(ξ) = θ(2−jξ)f̂(ξ) avec f ∈ S ′(Rn).

(ii) Il existe c > 0, telle que∥∥∥∥∥∑
j≥0

fj

∥∥∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ c

(∑
j≥0

2sqj ‖fj‖qp

)1/q

, (1.3.8)

pour toute suite de fonctions (fj)j∈N telle que supp fj ⊂
{ξ : γ−12j ≤ |ξ| ≤ γ2j} , pour tout j ∈ N.

Preuve. Preuve de (1.3.7). On part de la série

fj =
∑
k≥0

Qkfj, ∀j ∈ N,

nous obtenons
fj =

∑
k≥0

(
2knF−1θ(2k.)

)
∗Qkfj,
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avec supp θ(2−k.) ∩ supp f̂j 6= ∅ pour tout |j − k| ≤ N, où N = 2 + [ ln γ
ln 2

].
Nous avons

(1 + |y|2)mF−1θ(y) = (2π)−n
∫

Rn
eix.y(I −∆x)

mθ(x)dx,

alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’égalité de Bessel-Parseval on a

∥∥F−1θ
∥∥

1
≤
(∫

supp θ

∣∣(I −∆x)
m/2θ(x)

∣∣2 dx)1/2(∫
Rn

(1 + |y|2)−mdy

)1/2

≤ c sup
|α|≤m

∥∥θ(α)
∥∥
∞ ,

avec m = [n
2
] + 1.

Par l’inégalité de Young on en déduit

‖fj‖p ≤ c(θ)
∑

j−N≤k≤j+N

‖Qkf‖p ≤ c(θ)
+∞∑
k=j

‖Qk−Nf‖p .

On distingue alors trois cas :

Le cas 1 : s > 0. Le lemme 2 donne l’inégalité(∑
j≥0

2sqj ‖fj‖qp

)1/q

≤ c1(θ)

(∑
k≥0

2sqk ‖Qk+Nf‖qp

)1/q

≤ 2−sNc1(θ) ‖f‖Bsp,q(Rn) , (N = 2 + [
ln γ

ln 2
]).

Le cas 2 : s < 0. De manière analogue on a

2sj ‖fj‖p ≤ c(θ)2sj
∑

j−N≤k≤j+N

‖Qkf‖p ≤ c(θ)2−sN2s(j+N)
∑

0≤k≤j+N

2−sk(2sk ‖Qkf‖p).

Le lemme 2, permet de conclure.
Le cas 3 : s = 0. En utilisant l’inégalité de Hölder, il vient

‖fj‖p ≤ c(θ)(
∑

j−N≤k≤j+N

1)1/q′

( ∑
j−N≤k≤j+N

‖Qkf‖qp

)1/q

, (N = 2 + [
ln γ

ln 2
]),

d’où on en déduit(∑
j≥0

‖fj‖qp

)1/q

≤ c(θ)(2N + 1)1/q′

(∑
j≥0

∑
j−N≤k≤j+N

‖Qkf‖qp

)1/q

= c(θ)(2N + 1)1/p+1/q′

(∑
k≥0

‖Qkf‖qp

)1/q

= c1(θ) ‖f‖B0
p,q(Rn) .
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Preuve de (1.3.8). On pose

fj =
∑
k≥0

F−1(ψ(2−k.)) ∗Qkfj,

où suppψ(2−k.) ∩ supp f̂j 6= ∅ pour tout |j − k| ≤ N, avec N = 2 + [ ln γ
ln 2

], ce qui donne

2ks

∥∥∥∥∥Qk

(∑
j≥0

fj

)∥∥∥∥∥
p

≤
∑

−N≤`≤N

2ks ‖Qkfk+`‖p

≤ c(ψ)
∑

−N≤`≤N

2ks ‖fk+`‖p .

D’où ∑
k≥0

2ks

∥∥∥∥∥Qk

(∑
j≥0

fj

)∥∥∥∥∥
p

q1/q

≤ c
∑

−N≤`≤N

(∑
k≥0

(
2ks ‖fk+`‖p

)q)1/q

≤ c′

(∑
k′≥0

(
2k
′s ‖fk′‖p

)q)1/q

.

Proposition 9 Si s > 0, on peut remplacer les couronnes γ−12j ≤ |ξ| ≤ γ2j, par les
boules |ξ| ≤ γ2j, dans la proposition 8.

Preuve. Voir [33] ou [32, Prop. 2, p. 11].

Proposition 10 Soit a >
n

min(p, q)
. Alors il existe une constante c > 0, telle que

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

2ksq|Q∗,ak f |q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c ‖f‖F sp,q(Rn) ,

pour tout f ∈ F s
p,q(Rn).

Preuve. Voir [37, Prop. 2, p. 22].

Proposition 11 Soient 1 < p <∞ et 1 ≤ q ≤ ∞. Alors il existe une constante c > 0,
telle que ∥∥∥∥∥∥

(
∞∑
k=0

|2knF−1θ(2k.) ∗ fk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

|fk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

,

pour tout θ ∈ S(Rn) et (fk)
∞
k=0 ⊂ S ′(Rn).

Preuve. Voir [37, Prop. 4, p. 23].
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Proposition 12 Soient s > 0 et γ ≥ 1. Il existe une constante c > 0, telle que∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

|Qkfk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ cγs

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
k=0

|fk|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

,

pour toute suite de fonctions (fk)
∞
k=0 ⊂ S ′(Rn) vérifiant supp f̂k ⊂ B(0, γ2k).

Preuve. Voir [37, Prop. 3, p. 22].

Proposition 13 Soit s > 0, alors

M(F s
p,q(Rn)) ↪→M(F s−[s]

p,q (Rn)) ↪→ L∞.

Preuve. Si φ ∈ M(F s
p,q(Rn)), par la propriété L2 =

(
F−sp′,q′(Rn), F s

p,q(Rn)
)

1
2
,2

(voir

[37, 2.5.2]) on a φ ∈ M(L2) = L∞. Dans l’autre plongement, on suppose que φ ∈
M(F s

p,q(Rn)). Par la propriété F
s−[s]
p,q (Rn) est un espace d’interpolation entre Lp et

F s
p,q(Rn) (voir [37, Prop.2.5.1, p. 86]) suivant la proposition 4 (ii), on conclut que

φ ∈M(F
s−[s]
p,q (Rn)), pour tout s > 0.

Proposition 14 Soient s ∈ R+\N, α ∈ Nn (|α| ≤ [s]) et φ ∈M(F s
p,q(Rn)). Alors ∂αφ

est un multiplicateur de F
s−[s]+|α|
p,q (Rn) dans F

s−[s]
p,q (Rn). Autrement-dit :

‖(∂αφ)f‖
F
s−[s]
p,q (Rn)

≤ c ‖φ‖M(F sp,q(Rn)) ‖f‖F s−[s]+|α|
p,q (Rn)

,

pour tout f ∈ D(Rn).

Preuve. On raisonne par récurrence sur |α|, en utilisant la proposition 13 et la règle
de Leibniz. Nous omettons la démonstration.

Proposition 15 Soient s ∈ R, γ > 1. Alors il existe c > 0, telle que∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2qsj|fj|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c(θ) ‖f‖F sp,q(Rn) , (1.3.9)

pour toute fonction θ ∈ C∞(Rn) à support dans γ−1 ≤ |ξ| ≤ γ et toute suite de
distributions {fj}j∈N définie par f̂j(ξ) = θ(2−jξ)f̂(ξ) avec f ∈ S ′(Rn).

Preuve. Par la décomposition

fj =
∑
k≥0

Qkfj,

nous obtenons
fj =

∑
k≥0

(
2knF−1θ(2k.)

)
∗Qkf,

avec supp θ(2−k.) ∩ supp f̂j 6= ∅ pour tout |j − k| ≤ N, où N = 2 + [ ln γ
ln 2

].
Nous obtenons

|
(
F−1θ(2−k.)

)
∗Qkf | ≤ c(θ)|Q∗,ak f |.
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On a donc
2sj|fj| ≤ c(θ)2sj

∑
j−N≤k≤j+N

2−sk2sk|Q∗,ak f |.

Le cas 1 : s ≥ 0. Par le lemme 2, il vient(∑
j≥0

2sjq|fj|q
)1/q

≤ c(θ)

(∑
k≥0

2skq|Q∗,ak f |q
)1/q

.

La proposition 10, permet de conclure.
Le cas 1 : s ≤ 0. De manière analogue, on majore

c(θ)2sj
∑

j−N≤k≤j+N

2−sk2sk|Q∗,ak f |,

par

c′(θ)2sj
∑
k≤j

2−sk2sk|Q∗,ak f |,

on obtient le résultat.

1.4 Autres espaces de fonctions

Pour nos résultats dans les chapitres suivants, nous allons définir certains espaces de
fonctions.

Définition 6 Soit f une fonction de classe C∞(Rn). On dit que f opère par multipli-
cation sur E ⊂ D′(Rn) si fg ∈ E pour tout g ∈ E.

Définition 7 Soit E ⊂ D′(Rn) un espace de Banach de distributions. On dit que E
est un D(Rn)−module si tout élément de D(Rn) opère par multiplication sur E.

Définition 8 Soient f et g dans S ′(Rn). Si la limite de (Skf) · (Skg) quand k → +∞
existe dans S ′(Rn) on l’appelle produit de f par g, noté f · g.
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Chapitre 2

Continuité des opérateurs
d’intégrales singulières sur les
espaces de Lizorkin-Triebel

2.1 Opérateurs pseudo-différentiels

2.1.1 Une classe du type de Hörmander

Dans ce chapitre, nous allons étudier la continuité des opérateurs d’intégrales singulières
défini par des opérateurs pseudo-différentiels (O.P.D) sur les espaces de Lizorkin-
Triebel. Il est utile de rappeler dans ce sens les travaux de G.Bourdaud [5], [6], R.R.Coifman
et Y.Meyer [25], G.Métivier [31], Yabuta[40] ....
Nous rappelons qu’un O.P.D est une application linéaire définie comme suit :

σ(x,D)f(x) = (2π)−n
∫

Rn
eix·ξσ (x, ξ) f̂ (ξ) dξ , (∀f ∈ S,∀x ∈ Rn), (2.1.1)

où σ(x, y) est une fonction définie de Rn × Rn dans C.

Définition 9 Pour N ∈ N∗, ρ, δ ∈ R+ et m ∈ R, on définit l’espace des symboles∑m
ρ,δ(ω,N) comme l’ensemble des fonctions σ : Rn × Rn → C, de classe CN par

rapport à x vérifiant que pour tous α, β ∈ Nn, tel que |β| ≤ N, il existe c1 et c2 tels que∣∣∂αξ ∂βxσ (x, ξ)
∣∣ ≤ c1 (1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β| . (2.1.2)

|∂αξ ∂βxσ (x+ h, ξ)− ∂αξ ∂βxσ (x, ξ) | ≤ c2 ω
(
|h||ξ|δ

)
(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β| , (2.1.3)

où ω est une fonction de R+ dans R+ continue, croissante,concave et ω(0) = 0 (ω est
appelée module de continuité).

Il est à noter qu’on dispose de plusieurs résultats sur les O.P.D avec un module de
continuité, voir par exemple Moussai [32, 33], Bourdaud [5, 6], Yabuta[40].... Voici des
exemples de fonctions ω :

ω(t) = ts, 0 < s < 1, ω(t) =
1

log 1
t

,
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pour t voisin de 0.
Un symbole σ de la classe

∑m
ρ,δ(ω,N) peut se ramener à la forme élémentaire d’après

Coifman et Meyer [25]. Ceci nous allons le voir dans le paragraphe qui suit.

Remarque 3 L’espace des symboles vérifiant (2.1.2) est un espace de Fréchet pour
les semi-normes

Πα,N (σ) = sup
|β|≤N, ξ∈Rn

‖∂αξ σ (·, ξ) ‖CNb (1 + |ξ|)−m+ρ|α|−δ|β| .

Il en est de même, pour l’espace des symboles vérifiant (2.1.3), avec les semi-normes

Π̃α,N (σ) = sup
|β|≤N, ξ∈Rn, h 6=0

‖∂αξ σ (·+ h, ξ)− ∂αξ σ (·, ξ) ‖CNb
(1 + |ξ|)−m+ρ|α|−δ|β|

ω
(
|h| (1 + |ξ|)δ

) .

2.1.2 Réduction aux symboles élémentaires

La proposition suivante permet de passer d’un symbole de la classe
∑m

ρ,δ quelconque,
aux symboles élémentaires, qui sont eux même proches des séries de Littlewood-Paley
(voir le paragraphe précédent). Ils ont été étudiés dans les années 1980 par Y.Meyer et
ses élèves, voir [25].

Proposition 16 Soit N ∈ 2N∗ avec N > n. Si σ ∈
∑m

ρ,δ(ω,K), alors

σ (x, ξ) = κ (x, ξ) +

∫
Rn

(
1 + |y|2

)−(n+1)/2
σy (x, ξ) dy , (2.1.4)

où σy (x, ξ) =
∑

j≥0 2mjmj,y(2
δjx)ηy(2

−jξ) et κ (x, ξ) = 0 pour |ξ| ≥ 1. De plus∥∥∂αξ κ (·, ξ)
∥∥
CNb
≤ cΠα,N (σ) , (2.1.5)

∥∥∂αξ κ (·+ h, ξ)− ∂αξ κ (·, ξ)
∥∥
CNb
≤ c Π̃α,N (σ)ω (|h|) (2.1.6)

sup
y∈Rn

∥∥∂αξ ηy∥∥∞ ≤ cα, pour tout |α| ≤ N − n− 1, (2.1.7)

sup
j≥0,y∈Rn

∥∥∂βxmj,y

∥∥
∞ ≤ cβ, sup

j≥0,y∈Rn

∥∥∂βxmj,y(.+ h)− ∂βxmj,y(.)
∥∥
∞ ≤ cβ ω(|h|).

(2.1.8)

Preuve. Posons

σ (x, ξ) = ϕ(ξ)σ (x, ξ) + (1− ϕ(ξ))σ (x, ξ) = κ (x, ξ) + ϑ (x, ξ) .

On vérifie aisément que le terme κ (x, ξ) , satisfait les estimations (2.1.5) et (2.1.6). Pour
le second terme ϑ (x, ξ) . On part d’une fonction η ∈ D(Rn) portée par 1/2 < |ξ| < 2,
telle que pour |ξ| ≥ 1/2 on a ∑

j≥0

(
η(2−jξ)

)2
= 1.

24



La construction de η n’est pas difficile, voir par exemple [4, Lem 6.1.7 ]. On pose
maintenant

rj (x, ξ) = 2−mjη(ξ)ϑ(2−δjx, 2jξ),

il vient

rj (x, ξ) = (2π)−n
∫

Rn
eiy.ξ(1 + |y|2)−N/2mj,y(x)dy, (2.1.9)

où

mj,y(x) =

∫
1/2≤|ξ|≤2

e−iy.ξ(I −∆ξ)
N/2rj (x, ξ) dξ.

Nous allons vérifier les inégalités (2.1.8). Compte tenu des propriétés (2.1.2) et (2.1.3),
on a ∥∥∂βxmj,y

∥∥
∞ ≤ c1

∑
|α1|+|α2|≤N

∫
1/2≤|ξ|≤2

|η(α2)(ξ)|(2−i + |ξ|)m−|α1|+δ|β|dξ

≤ c2 sup
|α|≤N

∫
1/2≤|ξ|≤2

|η(α)(ξ)|dξ < +∞,

et de même on a∥∥∂βxmj,y(.+ h)− ∂βxmj,y

∥∥
∞ ≤ cω(|h|) sup

|α|≤N

∫
1/2≤|ξ|≤2

|η(α)(ξ)|dξ < +∞.

Revenons à la construction de σy (x, ξ) . Par les différentes égalités (2.1.9), on en déduit

ϑ (x, ξ) =
∑
j≥0

(
η(2−jξ)

)2
ϑ (x, ξ) =

∑
j≥0

2mjη(2−jξ)rj
(
2δjx, 2−jξ

)
= (2π)−n

∫
Rn

(1 + |y|2)−
n+1

2 (
∑
j≥0

2mj(1 + |y|2)
n−N+1

2 exp(i2−jy.ξ)η(2−jξ)mj,y(2
jδx))dy.

Nous définissons ηy et σy, par

ηy(ξ) = (2π)−n(1 + |y|2)
n−N+1

2 exp(iy.ξ)η(ξ),

et
σy (x, ξ) =

∑
j≥0

2mjmj,y(2
jδx))ηy(2

−jξ).

Il découle

∂αξ ηy(ξ) = (2π)−n(1 + |y|2)
n−N+1

2 exp(iy.ξ)
∑

0≤γ≤α

cα,γ(iy)γη(α−γ)(ξ).

Puisque |y||γ|(1 + |y|2)−
n−N+1

2 ≤ 1 pour tout y ∈ Rn et tout |γ| ≤ N −n− 1, on obtient

sup
y∈Rn

∥∥∂αξ ηy∥∥∞ ≤ c, pour tout |α| ≤ N − n− 1. (2.1.10)
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Lemme 3 Pour tout κ ∈
∑m

ρ,δ(ω,N) symbole défini par

σ (x, ξ) = κ (x, ξ) +

∫
Rn

(
1 + |y|2

)−(n+1)/2
σy (x, ξ) dy , (2.1.11)

où κ (x, ξ) = 0 pour |ξ| ≥ 1, il existe une famille de fonctions (Ay)y∈Rn continues sur
Rn, telles que pour tout β ∈ Nn, vérifiant |β| ≤ N, il existe c1 > 0 et c2 > 0, tel que

sup
y∈Rn

∥∥∂βxAy(.)∥∥∞ ≤ c1, sup
y∈Rn

∥∥∂βxAy(.+ h)− ∂βxAy(.)
∥∥
∞ ≤ c2ω(|h|). (2.1.12)

Preuve. On écrit Ay sous la forme

Ay (x) =

∫
Rn

exp(−iy.ξ) (1−∆ξ)
2n κ (x, ξ) dξ,

par les inégalités (2.1.5) et (2.1.6), on établit (2.1.12).

2.2 O.P.D sur les espaces de Lizorkin-Triebel

Nous intéressons, dans ce paragraphe, à la continuité des O.P.D sur les espaces F s
p,q(Rn).

On suppose qu’un symbole σ ∈
∑m

ρ,δ(ω, [s]), et on définit le module de continuité par(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

< +∞ . (2.2.13)

Rappelons que lorsqu’on a ∫ 1

0

ω2(t)
dt

t
< +∞ , (2.2.14)

l’opérateur pseudo-différentiel de symbole dans la classe
∑m

1,δ(ω) est borné sur Lp(Rn)
(voir [32], [2], [5] et [8]). Ce résultat a été étendu aux espaces de Besov Bs

p,q(Rn) avec
la condition (2.2.13) (voir [32]), aux espaces de potentiel de Bessel (voir [33]), avec
(2.2.13) et s = 2.

Reverrons à notre cas, nous allons démontrer les deux résultats suivants :

Théorème 8 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et m ≥ 0. Soit ω un
module de continuité vérifiant (2.2.13). Il existe une constante c > 0, telle que pour
tout σ ∈

∑m
1,0(ω, [s]) on ait :

‖σ(., D)f‖F sp,q(Rn) ≤ c ‖f‖F s+mp,q (Rn) .

Théorème 9 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p <∞, 1 ≤ q ≤ ∞ et m ≥ 0. Soit ω vérifiant(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

= +∞ , (2.2.15)

alors il existe σ ∈
∑m

1,0(ω, [s]) et φ ∈ F s+m
p,q (Rn) tels que σ(., D)φ /∈ F s

p,q(Rn).
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Remarque 4 Compte tenu des propriétés de ω, il existe c > 1 telle que

1

c

(∑
j≥0

2jq(s−[s])(ω(2−j))q

)1/q

≤
(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

≤ c

(∑
j≥0

2jq(s−[s])(ω(2−j))q

)1/q

.

2.2.1 Un lemme de presque-orthogonalité

Proposition 17 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, γ > 0 et m ∈ R. Soit
ω vérifiant (2.2.13). Il existe c > 0, telle que pour toute suite (Mj)j≥0 de fonctions
vérifiant (2.1.8) et toute suite (fj)j≥0 à spectres dans les boules B(0, γ2j), on ait∥∥∥∥∥∑

j≥0

2jmMjfj

∥∥∥∥∥
F sp,q(Rn)

≤ c sup
j≥0
‖Mj‖C[s]

ω (Rn)

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

2qj(s+m)|fj|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

.

Preuve. Le cas 1 : m = 0. On suppose que

A = sup
j≥0
‖Mj‖C[s]

ω (Rn)
< +∞.

La décomposition

Mj = SjMj +
∑
k≥j+1

QkMj,

conduit à

‖QkMj‖∞ ≤ cA2−k[s]ω(2−k), pour tout k ∈ N, (2.2.16)

et

‖SjMj‖∞ ≤ cA.

Nous allons utiliser systématiquement la technique des représentations de Nikol’skij,
en particulier [37, Prop. 2, p. 60]. Pour cela, posons

g(x) =

(∑
j≥0

(
2sj|fj(x)|

)q)1/q

.

Puisque supp ŜjMj ⊂ B(0, γ2j), il vient alors∥∥∥∥∥∑
j≥0

(SjMj)fj

∥∥∥∥∥
F sp,q(Rn)

≤ c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

(
2sj|(SjMj)fj|

)q)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

≤ cA ‖g‖p .

Alors, comme le spectre de
∑

j≤k−1(QkMj)fj est dans B(0, γ2j), nous obtenons
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∥∥∥∥∥∑
j≥0

∑
j≤k−1

(QkMj)fj

∥∥∥∥∥
F sp,q(Rn)

≤

∥∥∥∥∥∥
(∑
k≥1

(
2sk|

∑
j≤k−1

(QjMj)fj|

)q)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

.

Fixons x ∈ Rn. Par l’estimation (2.2.16), on déduit

(∑
k≥1

(
2sk|

∑
j≤k−1

(QjMj)fj(x)|

)q)1/q

≤ cA

(∑
k≥0

(
2(s−[s])kω(2−k)

∑
j≤k−1

|fj(x)|

)q)1/q

.

(2.2.17)
Nous avons d’autre part

∑
j≤k−1

|fj(x)| ≤

(∑
j≥0

2−sjq
′

)1/q′

g(x).

L’inégalité (2.2.17) est estimée par

cA

(∑
k≥0

(
2(s−[s])kω(2−k)

)q)1/q

g(x).

Comme par hypothèse on a

B =

(∑
k≥0

(
2(s−[s])kω(2−k)

)q)1/q

< +∞,

on conclut que ∥∥∥∥∥∑
j≥0

∑
k≥j+1

(QkMj)fj

∥∥∥∥∥
F sp,q(Rn)

≤ cAB ‖g‖p .

Le cas 2 : m > 0. Le résultat est immédiate, il suffit de poser fj = 2jmgj ce qui nous
ramène au 1er-cas.

Proposition 18 Pour s ∈ R+\N, on a

‖κ(., D)f‖F sp,q(Rn) ≤ c

(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

‖f‖F sp,q(Rn) , (2.2.18)

où l’opérateur κ(., D) est défini en (2.1.4).

Preuve. Nous utiliserons les notations du lemme 3. Puisque

‖Ay‖Bsp,q(Rn) =
∑
|α|≤[s]

‖∂αxAy‖Bs−[s]
p,q (Rn)

,
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pour tout y ∈ Rn (voir par exemple [37, Prop. 2.1.2/2, p. 19]), et comme {Ay(x)}y∈Rn
vérifie le lemme 3, on obtient

‖∂αxAy‖Bs−[s]
∞,q (Rn)

≤ c

(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

.

Par le plongement (voir [37, th. 4.7.1, p. 229])

Bs
∞,q(Rn) ↪→M(F s

p,q(Rn)), ∀s > 0, (2.2.19)

on conclut que

‖Ay‖M(F sp,q(Rn)) ≤ c2

(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω (t)

)q dt

t

)1/q

.

2.2.2 Preuve des théorèmes 8 et 9

Preuve du théorème 8 .
Étape 1 : On applique successivement les propositions 15, 17 et 16 sur le symbole
élémentaire σy(x, ξ), il vient alors

‖σy(., D)f‖F sp,q(Rn)

≤ c(θ) sup
j,h,y,|β|≤[s]

(∥∥∂βxmj,y

∥∥
∞ ,

∥∥∂βxmj,y(.+ h)− ∂βxmj,y(.)
∥∥
∞

ω(|h|)

)
‖f‖F s+mp,q (Rn) ,

où c(θ) = sup|α|≤[n
2

]+1

∥∥∥θ(α)
y

∥∥∥
∞

indépendant de y pour N = n + [n
2
] + 2, (N que l’on a

utilisé dans la propositions 16). On conclut que

sup
y∈Rn
‖σy(., D)f‖F sp,q(Rn) ≤ c1(θ) ‖f‖F s+mp,q (Rn) .

Étape 2 : Soient κ(x, ξ) un symbole suivant le lemme 3 et la proposition 18 et (Ay(x))y∈Rn
une famille de fonctions comme dans le lemme 3. Alors la proposition 18 permet de
conclure.

Preuve du théorème 9. Le cas 1 : 0 < s < 1 et m = 0. On considère le symbole

σ(x) =
∑
j≥0

ω(2−j) exp(i2jx1) ∈ Σ0
1,0(ω, [s]).

Donnons une fonction φ ∈ S(Rn). On suppose que le support de φ̂ est inclus dans
{ξ : |ξ| ≤ 1/4} et ‖φ‖ = 1, telle que le spectre de exp(i2jx1)φ reste dans la couronne
32j−2 ≤ |ξ| ≤ 52j−2. Par la proposition 8 et le plongement

F s
p,q(Rn) ↪→ Bs

p,∞(Rn),

29



nous obtenons

‖σφ‖F sp,q(Rn) ≥ c ‖σφ‖Bsp,∞(Rn) ≥ c
∥∥(2sjω(2−j))j≥0

∥∥
`∞

=∞.

Le cas 2 : s ∈ R+\N et m > 0. On considère le symbole

σν(x, ξ) =
∑
j≥0

2−j[s]ω(2−j) exp(i2jx1)ξmν , ν = 1, ..., n.

Donnons-nous une fonction θ ∈ D(Rn) portée par 1/2 ≤ |ξ| ≤ 2, telle que
∑

k≥1 θ(2
−kξ) =

1 pour |ξ| ≥ 1/2, ce qui donne

σν(x, ξ) =
∑
k≥0

(
∑
j≤k

2−j[s]ω(2−j) exp(i2jx1))ξmν θ(2
−kξ),

il vient alors σν ∈
∑m

ρ,δ(ω, [s]). Ensuite, supposons une fonction φ comme la preuve
dans Le cas 1, on observe que

‖σν‖L(F s+mp,q (Rn),F sp,q(Rn)) = sup
‖φ‖

Fs+mp,q (Rn)
≤1

‖σνφ‖F sp,q(Rn)

≥ c
∥∥(2k(s−[s])ω(2−k))k≥0

∥∥
`q

=∞.
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs
d’intégrales singulières sur les
espaces de Besov localisés

3.1 Définition des espaces localisés

Nous utiliserons des fonctions de D(Rn) qui seront fixées au cours de ce chapitre. Soient
ϕ, φ et ψ des fonctions de classe C∞, telles que suppϕ ⊂ B(0, 3), suppψ ⊂ B(0, R)
(R >

√
n), et φ portée par la couronne 1 ≤ |ξ| ≤ 3 telles que

ϕ (ξ) +

∫ 1

0

φ (tξ)
dt

t
= 1 , (ξ ∈ Rn) , (3.1.1)∑

k∈Zn
ψ (x− k) = 1 , (x ∈ Rn) .

Nous notons φt(ξ) = φ(t ξ) et ϕt(ξ) = ϕ(t ξ) pour (t > 0 , ξ ∈ Rn) .

Définition 10 Soit E ⊂ D′(Rn) un espace de Banach. On définit l’espace (E)`r (1 ≤
r ≤ ∞) comme l’ensemble des distributions tempérées à valeurs dans C vérifiant

‖f‖(E)`r := (
∑
k∈Zn
‖(τkψ)f‖rE)1/r < +∞ . (3.1.2)

E sera l’espace de Besov Bs
p,q(Rn). L’expression définie en (3.1.2) présente une norme

sur (E)`r pour 1 ≤ r ≤ ∞, et une semi-norme pour 0 < r < 1.

Lemme 4 Soient s ∈ R, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞ et (fk)k∈Zn famille de
fonctions, portées par B(k,R), alors∥∥∥ ∑

k∈Zn
fk

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ cRn
( ∑
k∈Zn
‖fk‖rBsp,q(Rn)

)1/r

.

Preuve. Pour k, k′ ∈ Zn, on a

B(k,R) ∩ B(k′, R′) = ∅ pour |k − k ′| > R + R′. (3.1.3)
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Posons m = 2[R +R′] + 1, il vient∑
k∈Zn

τk′ψfk =
∑

k∈B(k′,m)

τk′ψfk.

Puisque
∑

k∈B(k′,m) 1 ≤ cRn, en appliquant l’inégalité de Hölder, nous obtenons∥∥∥ ∑
k∈Zn

τk′ψfk

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ cRn/r′
( ∑
k∈B(k′,m)

∥∥∥τk′ψfk∥∥∥r
Bsp,q(Rn)

)1/r

.

Il vient alors par la proposition 7,

sup
k′∈Zn

∥∥∥τk′ψfk∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ c
∥∥∥fk∥∥∥

Bsp,q(Rn)
,

où la constante c varie suivant la valeur de s, i.e.
si s > 0 :

c = c1

∥∥∥ψ∥∥∥
Bs∞,q(Rn)

,

si s = 0 :

c = c2(
∥∥∥ψ∥∥∥

∞
+
∥∥∥ψ∥∥∥

B
1+(n/p)
p,∞ (Rn)

),

si s < 0 :

c = c3

∥∥∥ψ∥∥∥
B−s∞,q′ (R

n)
.

Ce qui donne∥∥∥ ∑
k∈Zn

fk

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ c4R
n/r′
( ∑
k∈Zn

sup
k′′∈Zn

‖τk′′ψfk‖rBsp,q(Rn)

∑
k∈B(k′,m)

1
)1/r

≤ c5R
n ‖ψ‖M(Bsp,q(Rn))

( ∑
k∈Zn
‖fk‖rBsp,q(Rn)

)1/r

.

3.2 Énoncé du résultat principal

Théorème 10 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ δ < 1,
ρ ≥ 1 et σ ∈

∑m
δ,ρ(ω, [s]). Si ω vérifie(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω

(
t1−δ

))q dt

t

)1/q

< +∞ , (3.2.4)

alors l’opérateur σ(., D) est borné de (Bs+m
p,q (Rn))`r dans (Bs

p,q(Rn))`r .

La condition (3.2.4) est optimale dans le sens suivant :
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Théorème 11 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ δ < 1 et ρ ≥ 1. Soit ω
un module de continuité vérifiant(∫ 1

0

(
t−(s−[s]) ω

(
t1−δ

))q dt

t

)1/q

= +∞. (3.2.5)

Alors il existe σ ∈
∑m

δ,ρ(ω, [s]) et h ∈ (Bs+m
p,q (Rn))`r , tel que σ(., D)h /∈ (Bs

p,q(Rn))`r .

3.3 Des estimations de presque-orthogonalité

Dans ce ce paragraphe, on fixe θ ∈ D(Rn) telle que θ̂(α)(0) = 0 pour |α| ≤ [s] et

supp θ̂ ⊂ B(0, γ) (γ ≥ 1). On définit (θt)0≤t≤1 par θt(x) = t−nθ(t−1x).
On utilisera aussi un espace fonctionnel qui dépend de s et ω, c’est la définition sui-
vante :

Définition 11 Soit s > 0. On désigne par Cs
ω l’ensemble des fonctions f : Rn → C

telles que

‖f‖Csω =
∑
|β|≤[s]

‖f (β)‖∞ +
∑
|β|=[s]

sup
h6=0

‖f (β) (·+ h)− f (β)‖∞
ω(|h|)

< +∞ . (3.3.6)

Remarque 5 Si ω(t) = ts−[s], alors CN
ω est l’espace de Hölder Cs.

Proposition 19 Soient s ∈ R+\N, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 ≤ δ < 1, ρ ≥ 1 et
m ∈ R. Soit ω un module de continuité vérifiant (2.2.13). Alors il existe une constante
c > 0 telle que

∥∥∥∫ 1

0

t−m χt(t
−δ·) θt∗f

dt

t

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ cγs sup
0<t≤1

∥∥∥χt∥∥∥
Csω

sup
|α|≤1+M, ξ∈Rn

(1+|ξ|)M |θ̂(α)(ξ)|‖f‖Bs+mp,q (Rn),

pour tout f ∈ Bs+m
p,q (Rn) et tout {χt}1

t=0 ⊂ Cs
ω ; (M ≥ 4 + [s] + [n/2]) .

Pour démontrer cette proposition, on a besoin des quatre lemmes suivants :

Lemme 5 Soit s > 0 . Si η ∈ Lq ([0, 1] , dt/t) , alors les fonctions définies par

λ1(t) = t−s
∫ t

0

τ s η(τ)
dτ

τ
et λ2(t) = ts

∫ 1

t

τ−s η(τ)
dτ

τ

appartiennent à Lq ([0, 1] , dt/t) . De plus

‖λ1‖Lq([0,1],dt/t) + ‖λ2‖Lq([0,1],dt/t) ≤ c ‖η‖Lq([0,1],dt/t) .

Preuve. Puisque on a

|λ1(t)| ≤
(

sup
0≤τ≤1

|η(τ)|
)
ts
∫ t

0

r−s
dr

r
≤ c1 sup

0≤τ≤1
|η(τ)| ,
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et ∫ 1

0

|λ1(t)| dt
t
≤
∫ 1

0

τ−s |η(τ)|
(∫ 1

τ

ts
dt

t

) dτ

τ
= c2

∫ 1

0

|η(t)| dt
t
.

Par interpolation, il vient

‖λ1‖Lq([0,1],dt/t) ≤ c3 ‖η‖Lq([0,1],dt/t) .

Il en est de même pour λ2.

Lemme 6 Soit s ∈ R . Alors il existe une constante c > 0 telle que(∫ 1

0

t−sq ‖θt ∗ f‖qp
dt

t

)1/q

≤ cγµ−s+(n/2) sup
|α|≤M

‖θ̂(α)‖∞ ‖f‖Bsp,q(Rn),

pour tout f ∈ Bs
p,q(R) ; (M ≥ 3 + [n/2] + µ, µ = (1 + [s]) max(sign s , 0)) .

Preuve. On pose ft = θt ∗ f . On sait déjà que

F−1φu ∗ ft = 0 si u < t/γ , (3.3.7)

donc on obtient

ft(x) =

∫
Rn
θt(y)

{
F−1ϕ ∗ f(x− y) +

∫ 1

t/γ

F−1φu ∗ f(x− y)
du

u

}
dy .

Nous distinguons deux cas.
Le cas s < 0. Par le lemme 5, nous obtenons(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

≤ c ‖θ‖1

((∫ 1

0

t−sq
dt

t

)1/q

‖F−1ϕ ∗ f‖p

+ γ−s
(∫ 1

0

(
t

γ

)−sq (∫ 1

t/γ

us(u−s‖F−1φu ∗ f‖p)
du

u

)q dt

t

)1/q

≤ c1‖θ‖1

{
‖F−1ϕ ∗ f‖p + γ−s

(∫ 1

0

u−sq‖F−1φu ∗ f‖qp
du

u

)1/q
}
.

D’autre part

xνθ(x) = i(2π)−n
∫

Rn
eix.ξ

∂θ̂

∂ξν
(ξ)dξ, (ν = 1, ..., n),

ce qui donne (
1 + |x|2

)L
θ(x) = (2π)−n

∫
Rn
eix.ξ (1−∆ξ)

L θ̂(ξ)dξ,

pour tout L ∈ N.
Alors par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’égalité de Bessel-Parseval, il vient

‖θ‖1 ≤
(∫

Rn

(
1 + |x|2

)−2L
dx

)1/2(∫
|ξ|≤γ

∣∣∣(1−∆ξ)
L θ̂(ξ)

∣∣∣2 dξ)1/2
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≤ c sup
|α|≤2L

‖θ̂(α)‖∞
(∫
|ξ|≤γ

dξ

)1/2

≤ c1γ
n/2 sup
|α|≤2L

‖θ̂(α)‖∞ ,

où M ≥ 2L ≥ 1 + [n/2].
Le cas s ≥ 0. Grâce à la formule de Taylor avec reste intégral, on a

F−1ϕ ∗ f(x− y) =
∑

|α|<1+[s]

1

α!
(−y)α(F−1ϕ)(α) ∗ f(x)

+
∑

|α|=1+[s]

1 + [s]

α!
(−y)α

∫ 1

0

(1− r)[s](F−1ϕ)(α) ∗ f(x− ry) dr.

Alors d’autre part, compte tenu de l’hypothèse θ̂(α)(0) = 0 (|α| ≤ [s]), il vient

‖ft‖p ≤
(∫

Rn
|y|1+[s] |θ(y)| dy

) ∑
|α|=1+[s]

1

α!

(
‖(F−1ϕ)(α) ∗ f‖p

+

∫ 1

t/γ

‖(F−1φu)
(α) ∗ f‖p

du

u

)
.

D’autre part l’inégalité de Bernstein donne∫ 1

0

t−sq‖θt ∗ f‖qp
dt

t
≤ c1

(∫
Rn
|y|1+[s] |θ(y)| dy

)q ∫ 1

0

t(1+[s]−s)q (‖F−1ϕ ∗ f‖p

+

∫ 1

t/γ

u−1−[s]‖F−1φu ∗ f‖p
du

u

)q dt

t

≤ c2

(∫
Rn
|y|1+[s] |θ(y)| dy

)q (
‖F−1ϕ ∗ f‖p

+γ(1+[s]−s)q

(∫ 1

0

(
t

γ

)(1+[s]−s)q (∫ 1

t/γ

us−1−[s](u−s‖F−1φu ∗ f‖p)
du

u

)q dt

t

)
≤ c3γ

(1+[s]−s)q
(∫

Rn
|y|1+[s] |θ(y)| dy

)q∥∥∥f∥∥∥q
Bsp,q(Rn)

.

Pour un choix convenable de M, on voit aussitôt que

c3 = c4 γ
n/2
(∫

Rn
|y|2+2[s] (1 + |y|2)−M dy

)1/2

sup
|α|≤M

‖θ̂(α)‖∞ .

Lemme 7 Soit s > 0. Alors il existe une constante c > 0 telle que∥∥∥∫ 1

0

ft
dt

t

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ cγs
(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

,

pour toute famille des fonctions {ft}1
t=0 avec supp f̂t ⊂ B(0, γ/t).
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Preuve. Par les inégalités de Young et Hölder, il vient∥∥∥∫ 1

0

F−1ϕ ∗ ft
dt

t

∥∥∥
p
≤ c1 ‖F−1ϕ‖1

(∫ 1

0

tsq
′ dt

t

)1/q′ (∫ 1

0

t−sq‖ft‖qp
dt

t

)1/q

= c2

(∫ 1

0

t−sq‖ft‖qp
dt

t

)1/q

.

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 6 : Puisque F−1φu ∗ ft = 0 si u < t/γ ,
nous avons∫ 1

0

u−sq
∥∥∥∫ 1

0

F−1φu ∗ ft
dt

t

∥∥∥q
p

du

u
≤ cγs‖F−1φ‖q1

∫ 1

0

(
(γu)−s

∫ γu

0

ts(t−s‖ft‖p)
dt

t

)q du

u
.

Lemme 8 Soient s > 0 et 0 < γ1 < γ2 < 2γ1 . Alors il existe une constante c > 0 telle
que (∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

≤ c
∥∥∥∫ 1

0

ft
dt

t

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

,

pour toute famille des fonctions {ft}1
t=0 à spectres dans les couronnes γ1/t ≤ |ξ| ≤ γ2/t .

Preuve. Soient γ2/2 < γ̃1 < γ1 < γ2 < γ̃2 < 2γ1 . Considérons une fonction ϑ ∈ S,

telle que le spectre de ϑ est inclus dans la couronne γ̃1 ≤ |ξ| ≤ γ̃2 et ϑ̂(ξ) = 1 pour
γ1 ≤ |ξ| ≤ γ2 . Puisque

ϑ̂(tξ)f̂τ (ξ) =

{
0 if t 6= τ

f̂t(ξ) if t = τ ,

Par le lemme 6, on obtient(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

≤
(∫ 1

0

t−sq
∫ 1

0

∥∥∥t−nϑ(t−1·) ∗ fτ
dτ

τ

∥∥∥q
p

dt

t

)1/q

≤ c
∥∥∥∫ 1

0

fτ
dτ

τ

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

.

Preuve de la proposition 19.
Étape 1. Il suffit de voir une inégalité de la forme∥∥∥∫ 1

0

χt(t
−δ·) ft

dt

t

∥∥∥
Bsp,q(Rn)

≤ c
(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

, (3.3.8)

pour toute famille des fonctions {ft}1
t=0 à spectres dans les boules B(0, γ/t).

On commence par multiplier (3.1.1) par F(χt(t
−δ·))(ξ) et ξ étant remplacé par tξ dans

l’égalité (3.1.1), nous obtenons
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∫ 1

0

χt(t
−δ·)ft

dt

t
=

∫ 1

0

(
F−1ϕt ∗ χt(t−δ·)

)
ft

dt

t

+

∫ 1

0

∫ 1

u

(
F−1φu ∗ χt(t−δ·)

)
ft

dt

t

du

u
(= g1 + g2) .

Estimation de g1. Puisque le support de F
(
ft · (F−1ϕt ∗ χt(t−δ·))

)
est inclus dans la

boule B(0, (γ + 3)/t), par le lemme 7, on a

‖g1‖Bsp,q(Rn) ≤ c γs‖F−1ϕ‖1 sup
0≤τ≤1

‖χτ‖∞
(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q

.

Estimation de g2. On a

suppF
(∫ 1

u

ft · (F−1φu ∗ χt(t−δ·))
dt

t

)
⊂ {ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ (γ + 3)/u} .

Compte tenu du lemme 7, on obtient

‖g2‖Bsp,q(Rn) =
∑
|α|=[s]

∥∥∥∫ 1

0

∫ 1

u

∂α
(
ft · (F−1φu ∗ χt(t−δ·))

) dt

t

du

u

∥∥∥
B
s−[s]
p,q (R)

≤ γs
∑
|α|=[s]

∑
0≤|β|≤|α|

β!

α!(α− β)!

(∫ 1

0

u−(s−[s])q
∥∥∥∫ 1

u

f
(β)
t (F−1φu)

(α−β)∗χt(t−δ·)
dt

t

∥∥∥q
p

du

u

)1/q

.

Maintenant il suffit de voir l’inégalité∥∥(F−1φu)
(α) ∗ χt(t−δ·)

∥∥
∞ ≤ c t−δ[s]u[s]−|α|ω(t−δu),

pour tout 0 ≤ u, t ≤ 1 et |α| ≤ [s]. Pour la prouvée, on a

χt(x− y) =
∑

|β|≤[s]−1

1

β!
(−y)βχ

(β)
t (x)

+ [s]
∑
|β|=[s]

1

β!
(−y)β

∫ 1

0

(1− r)[s]−1 (χ
(β)
t (x− ry)− χ(β)

t (x))dr,

et compte tenu de la propriété φ(β)(0) = 0 pour tout β ∈ Nn, il vient∫
Rn

(−y)β (F−1φu)
(α)(y) dy = 0 .

D’autre part, puisque u[s]−|α| ≤ 1 , il découle

|(F−1φu)
(α) ∗ χt(t−δ·)(x)| ≤ c1t

−δ[s]
∫

Rn
|y|[s] |(F−1φu)

(α)(y)|ω(t−δ |y|) dy

≤ c2 t
−δ[s] u[s]−|α| ω(t−δ u).
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Comme
t−δ[s] u[s]−|α−β| ω(t−δ u) ≤ t−δ[s]+|β| ω(u1−δ),

pour tout u ≤ t et |α| = [s], alors on obtient

‖g2‖Bsp,q(Rn) ≤ c2γ
s
∑
|α|=[s]

∑
0≤|β|≤|α|

(∫ 1

0

u−(s−[s])q ωq(u1−δ)
(∫ 1

u

t|β|−δ[s] ‖f (β)
t ‖p

dt

t

)q du

u

)1/q

.

Par les inégalités de Bernstein et Hölder, on obtient∫ 1

τ

t−δ[s] ‖f (β)
t ‖p

dt

t
≤ c3

(∫ 1

0

t−sq ‖ft‖qp
dt

t

)1/q(∫ 1

0

t(s−δ[s])q
′ dt

t

)1/q′

,

et

‖g(α)
2 ‖p ≤

∑
0≤|β|≤|α|

(
β
α

) ∫ 1

0

∫ 1

u

∥∥(F−1φu)
(α−β) ∗ χt(t−δ·)

∥∥
∞ ‖f

(β)
t ‖p

dt

t

du

u

≤ c
∑

0≤|β|≤|α|

∫ 1

0

u[s]−|α| ω(u1−δ)
(∫ 1

u

t|β|−δ[s] ‖f (β)
t ‖p

dt

t

) du

u

≤ c1

(∫ 1

0

us−|α|u−(s−[s]) ω(u1−δ)
du

u

) (∫ 1

0

(t−s ‖ft‖p)ts−δ[s]
dt

t

)
≤ c2

(∫ 1

0

u−(s−[s])q (ω(u1−δ))q
du

u

)1/q (∫ 1

0

(t−s ‖ft‖p)q
dt

t

)1/q

.

La condition (3.1.1) implique enfin

‖g2‖Bsp,q(Rn) ≤ cγs
(∫ 1

0

(t−s ‖ft‖p)q
dt

t

)1/q

.

Étape 2.
Posons V = F−1ϕ ∗ θ et Wu = F−1φu ∗ θ . On a donc∫ 1

0

t−mχt(t
−δ·)ft

dt

t
=

∫ 1

0

t−mχt(t
−δ·)

( 1

tn
V
( ·
t

)
∗ f
) dt

t

+

∫ 1

0

(∫ t

0

t−mχt(t
−δ·)

( 1

tn
Wu

( ·
t

)
∗ f
) dt

t

)
du

u
(= g3 + g4) .

Estimation de g3. Le lemme 6 et (3.3.8) donnent aussitôt

‖g3‖Bsp,q(R) ≤ c1

(∫ 1

0

t−(s+m)q

∥∥∥∥ 1

tn
V
( ·
t

)
∗ f
∥∥∥∥q
p

dt

t

)1/q

≤ c2 sup
|α|≤M

‖V̂ (α)‖∞)‖f‖Bs+mp,q (Rn).
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Dans ce cas il suffit de voir une estimation de la forme

‖V̂ (α)‖∞ ≤ c sup
|β|≤M, ξ∈Rn

(1 + |ξ|)M |θ̂(β)(ξ)|;

où M est donné par le lemme 6, nous émittons les détails.
Estimation de g4. Puisque le support de Ŵu(t ·) est inclus dans la boule B(0, 2/t̆), nous
obtenons

‖g4‖Bsp,q(Rn) ≤
∫ 1

0

∥∥∥∥∫ 1

0

t−mχt(t
−δ·)

( 1

tn
Wu

( ·
t

)
∗ f
) dt

t

∥∥∥∥
Bsp,q(Rn)

du

u

≤ c1

∫ 1

0

u−s

(∫ 1

0

t−(s+m)q

∥∥∥∥ 1

tn
Wu

( ·
t

)
∗ f
∥∥∥∥q
p

dt

t

)1/q
du

u

≤ c2

(∫ 1

0

u−[s]−1−(n/2) sup
|α|≤M

‖Ŵ (α)
u ‖∞

du

u

)
‖f‖Bs+mp,q (Rn).

On observe que pour |α| ≤M, on a

‖Ŵ (α)
u ‖∞ ≤ c uM sup

|β|≤M, ξ∈Rn
(1 + |ξ|)M |θ̂(β)(ξ)|. (3.3.9)

La preuve de (3.3.9) est élémentaire, en effet, comme Ŵ
(α)
τ (ξ) est une combinaison

linéaire de termes

u|α1|φ(α1)(uξ) · θ̂(α2)(ξ) (avec α1 + α2 = α),

il suffit donc qu’on remarque que sur supp (φ(α1)(u.)) on a u|ξ| ∼ 1 .
Le choix de M ≥ 4 + [s] + [n/2] permet de conclure.

3.4 Preuve des théorèmes

3.4.1 Réduction aux symboles élémentaires

Etant donné N ∈ N, il existe une fonction η ∈ D(Rn), radiale, réelle et telles que∫
Rn
xαη(x) dx = 0 (|α| ≤ N) , et

∫ ∞
0

(η̂(t ξ))2 dt

t
= 1 (ξ ∈ Rn\ {0}).

Pour trouver une telle fonction η, on se donne une fonction θ ∈ D(Rn) radiale, réelle,
non nulle telle que

supp θ ⊂ B(0,
1

N + 1
) et

∫
Rn
θ(ξ)dξ = 0.

Et on pose

h = θ ∗ . . . ∗ θ︸ ︷︷ ︸
(N+1) termes

.
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Alors h ∈ D(Rn) radiale, réelle, non nulle et

supp h ⊂ B(0, 1).

De plus ĥ = (θ̂)N+1, avec θ̂(0) = 0 implique

ĥ(α)(0) = 0 |α| ≤ N,

d’où ∫
Rn
h(x)xαdx = 0.

Vérifions que ∫ ∞
0

ĥ(tξ)2 dt

t
< +∞ ∀ξ 6= 0.

Pour cela, on note que

|ĥ(ξ)| ≤ cmin(|ξ|, |ξ|−1),

(à cause de ĥ(0) = 0 et ĥ ∈ S(Rn)) en conséquence∫ ∞
0

ĥ(tξ)2 dt

t
=

∫ |ξ|−1

0

ĥ(tξ)2 dt

t
+

∫ ∞
|ξ|−1

ĥ(tξ)2 dt

t

≤ c,

pour tout ξ 6= 0. Posons

u(ξ) =

∫ ∞
0

ĥ(tξ)2 dt

t
∀ξ 6= 0,

on voit aussitôt que

u(λξ) = u(ξ) ∀ξ 6= 0 , ∀λ > 0.

En conséquence la fonction u est constante sur Rn{0}. Posons

c0 =

∫ ∞
0

ĥ(tξ)2 dt

t
, ∀ξ 6= 0.

Alors c0 > 0 (en effet c0 ≥ 0) et si c = 0, alors ĥ(tξ0) = 0 pour tout t > 0, ce qui

contredit le fait que h est radiale et non nulle. On pose finalement η = c
−1/2
0 h et

η0(ξ) =

∫ ∞
1

(η̂(tξ))2 dt

t
(ξ ∈ Rn).

On a η0 ∈ S(Rn). Finalement nous obtenons la partition de l’unité

η0 (ξ) +

∫ 1

0

(η̂ (tξ))2 dt

t
= 1 (ξ ∈ Rn) . (3.4.10)

Retournons à la réduction aux symboles élémentaires :

Soit σ ∈
∑m

ρ,δ(ω, [K]) . Multiplions la partition (3.4.10) par σ(x, ξ), il vient
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σ(x, ξ) = %(x, ξ) +

∫ 1

0

t−m η̂(tξ)κt(t
−δx, t ξ)

dt

t
,

où
%(x, ξ) = η0(ξ)σ(x, ξ) et κt(x, ξ) = tm η̂(ξ)σ(tδx, ξ/t) .

Posons

χt,y(x) =

∫
Rn
e−iy·ξ(I −4ξ)

N/2κt(x, ξ) dξ ,

ay(x) = (2π)−n
∫

Rn
e−iu·ξ(I −∆ξ)

2n%(x, ξ) dξ

et
ϑy(x) = (2π)−n(1 + |y|2)n+(1/2)−(N/2)η(x+ y) .

On obtient

σ(x, ξ) =

∫
Rn

(1 + |y|2)−n−(1/2)%y(x, ξ) dy + %(x, ξ) , (3.4.11)

où

%(x, ξ) =

∫
Rn

(1 + |y|2)−2neiy·ξay(x) dy , (3.4.12)

et

%y(x, ξ) =

∫ 1

0

t−m χt,y(t
−δx) ϑ̂y(tξ)

dt

t
. (3.4.13)

Proposition 20 Soient K ∈ N∗ et δ ≥ 0 . Alors tout σ de
∑m

ρ,δ(ω,K) peut s’écrire
sous la forme (3.4.11) . De plus on a les propriétés suivantes :
(i) % est à décroissance rapide en ξ à ∞ et{

‖∂αξ %(·, ξ)‖CKb ≤ c πα,K(σ) ,

‖∂αξ %(·+ h, ξ)− ∂αξ %(·, ξ)‖CKb ≤ c πα,K(σ)ω(|h|).

(ii) La famille {ay}y∈Rn des fonctions continues sur Rn, est bornée uniformément dans

CK
ω .

(iii) La famille {χt,y}t∈[0,1] , y∈Rn , est bornée uniformément dans CK
ω .

(iv) La fonction ϑy est de classe C∞ portée par la boule B(−y, 1), satisfait ∀L >
2n+ 1,∀M > 0, les inégalités suivantes :

ϑ̂(α)
y (0) = 0 (|α| ≤ N) , et |ϑ̂(β)

y (x)| ≤ c(1 + |x|)M (|β| ≤ L− 2n− 1) .

Preuve. On vérifie facilement les propriétés (i), (ii) et (iv).

Vérifions que la famille {χ(β)
t,y } satisfait (3.3.6). Comme la preuve de la proposition 16,

il s’agit de montrer que la fonction

ξ → |ξ|m−ρ|α1|+δ|β| η̂(α2)(ξ) ∈ L1 pour |α1 + α2| = N .

- Si |ξ| ≥ 1 , il existe c > 0, tel que |η̂(α2)(ξ)| ≤ c(1 + |ξ|)−n−1.
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- Si |ξ| < 1, grâce à l’hypothèse
∫

Rn x
αη(x) dx = 0, pour |α| ≤ N, on obtient

η̂(α2)(0) = 0, |η̂(α2)(ξ)| ≤ c |ξ|N+m−ρ|α1|+δ|β|.

Par la condition ρ ≥ 1, on conclut que

t(ρ−1)|α1|
∫

Rn
|η̂(α2)(ξ)|(1 + |ξ|)m−ρ|α1|+δ|β| dξ ≤ c.

3.4.2 Preuve du théorème 10

Étape 1. On commence par l’O.P.D %(., D) de symbole comme dans (3.4.11).
Soit f =

∑
k∈Zn fk appartient à (Bs+m,q

p )`r tel que le support de fk est contenu dans
la boule B(k,R). On observe que, pour tout y ∈ Rn fixé et tout k ∈ Zn, le support

de %y(., D)fk est inclus dans le support de F−1(%y(x, ·)f̂k), qui dans la boule B(k, (1 +
R)(1 + |y|)). D’après le lemme 4 et la proposition 19, nous avons

∥∥∥ ∑
k∈Zn
F−1(%y(x, ·)f̂k)

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ c1 (1 + |y|)n
( ∑
k∈Zn
‖fk‖rBs+mp,q (Rn)

)1/r

, (3.4.14)

où
c1 = c2 sup

|α|≤M, ξ∈Rn
(1 + |ξ|)L|ϑ̂(α)

y (ξ)| , M ≤ N − 2n− 1

et ϑy est donné par la proposition 20/(iv). Cela implique que nous pouvons choisir
N = 3 + 2n+ [s] + [n/2]. Puisque∫

Rn
(1 + |y|2)−n−1/2(1 + |y|)n dy <∞.

En appliquant de nouveau le lemme 4 sur le second membre de (3.4.14), on conclut
que ∥∥∥ ∑

k∈Zn
F−1(%y(x, ·)f̂k)

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ c2(1 + |y|)n ‖f‖(Bs+mp,q (Rn))`r
.

Étape 2. Par la condition (2.2.13) et la proposition 20/(ii), on obtient

sup
y∈Rn
‖ay‖Bs∞,q(Rn) <∞ .

D’autre part, le support de ay(·)fk(·+ y) est contenu dans la boule B(k,R+ |y|), donc
par le lemme 4 et la proposition 6, on obtient∥∥∥%(., D)fk

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ c3 sup
y∈Rn
‖ay‖M(Bsp,q(Rn))×

×
∫

Rn
(1 + |y|2)−2n(1 + |y|)n(

∑
k∈Zn
‖fk(.+ y)‖r

Bs+mp,q (Rn)
)1/r dy,
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Puisque ∫
Rn

(1 + |y|2)−2n(1 + |y|)ndy <∞,

et l’espace Bs
p,q(Rn) est invariant par translation, on conclut que∥∥∥%(., D)f

∥∥∥
(Bsp,q(Rn))`r

≤ c‖f‖(Bs+mp,q (Rn))`r
.

3.4.3 Preuve du théorème 11

Soit vt(x) = t−[s]ω(t1−δ) exp(ix1/t) . On pose

σ(x, ξ) = (1 + |ξ|)m
∫ 1

0

vt(x)
dt

t
. (3.4.15)

Soit h ∈ S une fonction positive telle que

supp ĥ ⊂
{
ξ ∈ Rn : |ξ| ≤ 1

8

}
et h(x) 6= 0 si x ∈ suppψ.

On a le support de

F
(

eix1/t h(x)h(x− k)
)

(ξ) =

∫
Rn

eikξ ĥ(ξ) ĥ
(
ξ1 −

1

t
, ξ′
) dt

t
,

est inclus dans (1/t) − (1/4) ≤ |ξ| ≤ (1/t) + (1/8) , qui est lui même inclus dans
(3/4t) ≤ |ξ| ≤ (5/4t) . Posons

g = F−1((1 + | · |)−m ĥ) . (3.4.16)

Grâce aux inclusions suivantes

Bs
p,q(Rn) $ (Bs

p,q(Rn))`p si p > q, (Bs
p,q(Rn))`p $ Bs

p,q(Rn) si p < q ,

(voir [5] ou [34]) et le lemme 8, il vient

‖σ(·, D)g‖(Bsp,q(Rn))`r =
( ∑
k∈Zn

∥∥∥∫ 1

0

vt(x)h(x)h(x− k)
dt

t

∥∥∥r
Bsp,q(Rn)

)1/r

≥ c1

( ∑
k∈Zn
‖h(· − k) h‖rp

)1/r(∫ 1

0

ωq(t1−δ)

tq(s−[s])

dt

t

)1/q

≥ c2 ‖h‖2
2p

(∫ 1

0

ωq(t1−δ)

tq(s−[s])

dt

t

)1/q

= +∞ .

Enfin, pour montrer que σ ∈
∑m

ρ,δ(ω, [s]), on commence par multiplier l’égalité (3.4.15)
par ∫ 1

0

θ(tξ)
dt

t
= 1 pour |ξ| ≥ 1 ,

43



où θ ∈ C∞ et supp θ est inclus dans 1 ≤ |ξ| ≤ 3. Alors

σ(x, ξ) = (1 + |ξ|)m
∫ 1

0

(∫ τ

0

+

∫ 1

τ

. . .
) dt

t

dτ

τ

=

∫ 1

0

(∫ 1

t

(1 + |ξ|)mθ(tξ)dτ

τ

)
vt(x)

dt

t
+

∫ 1

0

(∫ 1

τ

vt(x)
dt

t

)
(1 + |ξ|)mθ(tξ) dτ

τ
.

Ce qui termine la démonstration.

44



II
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Chapitre 4

Le calcul symbolique dans les
espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel à valeurs
vectorielles

4.1 Préliminaire et présentations des résultats

Le présent chapitre fait suite aux travaux de G.Bourdaud. Nous considérons le calcul
symbolique pour les espaces de Besov et de Lizorkin -Triebel à valeurs vectorielles
Bs
p,q(Rn,Rm) et F s

p,q(Rn,Rm), avec p, q ∈ [1,+∞] dans le cas de l’espace de Besov,
q ∈ [1,+∞] et p ∈ [1,+∞[ dans le cas de l’espace de Lizorkin-Triebel. Nous posons
Es
p,q(Rn,Rm) := Bs

p,q(Rn,Rm) ou F s
p,q(Rn,Rm), quand il n’y a pas besoin de distinguer

les espaces B et F.
On cherche à caractériser les fonctions qui opèrent, par composition à gauche, sur
l’espace Es

p,q(Rn,Rm). On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires
pour s > 0, résultat déjà obtenu dans le cas m = 1, voir [10].

On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 1 +
1

p
≤ s <

n

p
, voir [5], [9]

et le théorème 14. Le phénomène de trivialité étant dû à l’existence de fonctions non
bornées dans les espaces concernés, il est naturel de considérer les espaces

Esp,q(Rn,Rm) := Es
p,q(Rn,Rm) ∩ L∞(Rn,Rm) .

Nous allons alors démontrer les résultats suivants, qui ont fait l’objet d’un article paru
dans les Annales mathématiques Blaise Pascal en 2009, voir [1].

Théorème 12 Soient s > 0, m et n entiers, et f : Rm → R. Si Tf envoie Esp,q(Rn,Rm)
dans Bs

p,∞(Rn), alors f est localement lipschitzienne.

Théorème 13 Soient s > 0, m et n entiers, et f : Rm → R. On suppose que

Es
p,q(Rn) * L∞(Rn) (autrement dit : s <

n

p
ou s =

n

p
et q > 1 dans le cas Besov,

p > 1 dans le cas Lizorkin- Triebel). Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rm) dans Bs

p,∞(Rn), alors
f est globalement lipschitzienne.
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Théorème 14 Soient 1 +
1

p
< s <

n

p
, (ou s = 1 +

1

p
<
n

p
et q > 1 dans le cas Besov,

p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : Rm → R. Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rm) dans

Bs
p,∞(Rn), alors f est linéaire.

Remarque 6 L’existence de fonctions non triviales opérant sur B
1+(1/p)
p,1 (Rn, Rm), dans

le cas où n > p+1, ou sur F 2
1,q(Rn,Rm), dans le cas où n > 2, est une question ouverte.

Théorème 15 Soient s > 0, f : Rm → R et 1 ≤ m ≤ n , m et n entiers. Si Tf envoie
D(Rn,Rm) dans Es

p,q(Rn), alors f ∈ Es
p,q(Rm)loc.

4.2 Une variante de la décomposition de Littlewood-

Paley

Dans certains cas, il est utile de remplacer les fonctions standard γ et ϕ par des fonctions
produits tensoriels. Nous donnons ici la construction relative à la décomposition Rn =
Rm × Rn−m. Pour toutes fonctions f, g définies sur Rm et Rn−m, respectivement, on
pose

(f ⊗ g)(t, x) := f(t)g(x), ∀(t, x) ∈ Rm × Rn−m .

Définissons

u0 := ϕm ⊗ ϕn−m, u1 := ϕm(2(.))⊗ γn−m, u2 := γm ⊗ ϕn−m .

Alors nous avons

u0(t, x)− u0(2t, 2x) = u1(t, x) + u2(t, x), ∀(t, x) ∈ Rm × Rn−m .

Nous définissons les opérateurs U0 et Uα,j (j ≥ 1 , α = 1, 2) sur S ′(Rn), par

Uα,j := uα(2−jD), U0 := u0(D) .

Proposition 21 Soient 1 ≤ m < n et s ∈ R. Alors une distribution tempérée f
appartient à Bs

p,q(Rn) et F s
p,q(Rn) si et seulement si

‖U0f‖p +
∑
α=1,2

(∑
j≥1

(
2sj‖Uα,jf‖p

)q)1/q

< +∞ ,

‖U0f‖p +
∑
α=1,2

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

(
2sj|Uα,jf |

)q)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

< +∞ ,

et les expressions ci-dessus sont des normes équivalentes sur Bs
p,q(Rn) et F s

p,q(Rn),
respectivement.

Preuve. Voir par exemple Triebel [38, Prop. 2.3.2/1, p. 46], [39, chap. 2] ou Peetre
[35, chap. 8].

Proposition 22 Soient 1 ≤ m < n et s > 0.
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– Si f ∈ Es
p,q(Rm) et g ∈ Es

p,q(Rn−m), alors f ⊗ g ∈ Es
p,q(Rn) et

‖f ⊗ g‖Esp,q(Rn) ≤ c‖f‖Esp,q(Rm) ‖g‖Esp,q(Rn−m) . (4.2.1)

– Supposons que f ⊗ g ∈ Es
p,q(Rn) et que g est une fonction non nulle

– appartenant à Lp(Rn−m), dans le cas Besov,
– bornée uniformément continue, dans le cas Lizorkin-Triebel.
Alors il existe une constante c(g) > 0 telle que

‖f‖Esp,q(Rm) ≤ c(g) ‖f ⊗ g‖Esp,q(Rn) . (4.2.2)

Preuve. On munit l’espace Es
p,q(Rn) des normes équivalentes données dans la propo-

sition 21. Dans toute la preuve, on supposera, sans perte de généralité, que f 6= 0.
Étape 1 : Le cas Besov. Nous avons

‖f ⊗ g‖Bsp,q(Rn) = ‖ϕm(D)f‖p‖ϕn−m(D)g‖p +

(∑
j≥1

(
2sj‖u1(2−jD)f ⊗ g‖p

)q)1/q

+

(∑
j≥1

(
2sj‖u2(2−jD)f ⊗ g‖p

)q)1/q

.

= ‖Q0f‖p‖Q0g‖p +

(∑
j≥1

(
2sj‖ϕm(21−jD)f‖p‖Qjg‖p

)q)1/q

+

(∑
j≥1

(
2sj‖ϕn−m(2−jD)g‖p‖Qjf‖p

)q)1/q

.

En utilisant le plongement

Es
p,q(Rn) ↪→ Lp(Rn), ∀s > 0, (4.2.3)

et le fait que les opérateurs ϕ(2−jD) sont bornés sur Lp, uniformément par rapport à
j, nous obtenons l’inégalité (4.2.1) dans le cas Besov.
Soit g une fonction non nulle dans Lp(Rn−m). On a

lim
j→∞

ϕn−m(2−jD)g = g dans Lp(Rn−m) ,

donc il existe j0 tel que

‖ϕn−m(2−jD)g‖p ≥
1

2
‖g‖p, ∀j > j0 .

Donc on obtient

1

2
‖g‖p

(∑
j>j0

(
2sj‖Qjf‖p

)q)1/q

≤ ‖f ⊗ g‖Bsp,q(Rn) .
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Et d’autre part on a

‖Qjf‖p ≤ c1‖f‖p ≤
c2

‖g‖p
‖f ⊗ g‖Bsp,q(Rn) .

Donc (
j0∑
j=0

(
2sj‖Qjf‖p

)q)1/q

≤ c2sj0

‖g‖p
‖f ⊗ g‖Bsp,q(Rn) .

D’où l’inégalité (4.2.2).
Étape 2 : Le cas Lizorkin-Triebel. Nous avons

‖f ⊗ g‖F sp,q(Rn) = ‖Q0f‖p‖Q0g‖p+∥∥∥∥(∑j≥1 |2sjϕm(21−jD)f ⊗Qjg|
q
)1/q

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥(∑j≥1 |2sjQjf ⊗ ϕn−m(2−jD)g|q
)1/q

∥∥∥∥
p

.

On a ∑
0≤α≤j−1

Qαf(t) = ϕm(21−jD)f(t) .

Par la condition s > 0, cela implique

|(ϕm(21−jD)f)(t)| ≤ c

(∑
k≥0

∣∣2skQkf(t)
∣∣q)1/q

, ∀t ∈ Rm , ∀j ≥ 1 .

Alors on obtient∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥1

∣∣2sjϕm(21−jD)f ⊗Qjg
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c‖f‖F sp,q(Rm) ‖g‖F sp,q(Rn−m) .

En raisonnant de la même façon pour les autres termes, on termine la preuve de (4.2.1)
dans le cas Lizorkin-Triebel.
Soit g une fonction non nulle et uniformément continue. On a

lim
j→∞

ϕn−m(2−jD)g = g uniformément sur Rn−m ,

donc il existe une boule B dans Rn−m, un nombre r > 0, et un entier j0, tels que

|ϕn−m(2−jD)g(x)| ≥ r, ∀x ∈ B , ∀j > j0 .

Il vient ∥∥∥∥∥∥
(∑
j>j0

∣∣2sjQjf ⊗ ϕn−m(2−jD)g
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rn)

≥
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r|B|1/p
∥∥∥∥∥∥
(∑
j>j0

∣∣2sjQjf
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
Lp(Rm)

.

Par hypothèse on a f⊗g ∈ Es
p,q(Rn) donc f⊗g ∈ Lp(Rn), grâce au plongement (5.1.7).

Cela donne f ∈ Lp(Rm) et g ∈ Lp(Rn−m). En utilisant le plongement `1 ↪→ `q, pour
q ≥ 1, il vient( ∑

0≤j≤j0

∣∣2sjQjf(t)
∣∣q)1/q

≤ c
∑

0≤j≤j0

∣∣2sjQjf(t)
∣∣ , ∀t ∈ Rm .

En prenant les normes Lp(Rm), il vient∥∥∥∥∥∥
( ∑

0≤j≤j0

∣∣2sjQjf(t)
∣∣q)1/q

∥∥∥∥∥∥
p

≤ c1‖f‖p ≤
c2

‖g‖p
‖f ⊗ g‖F sp,q(Rn) .

D’où le résultat.

4.2.1 Quelques fonctions de test

Lemme 9 Soit s > 0. Si u ∈ S(Rn,Rm), il existe une constante c = c(u, s, p, q,m, n) >
0 telle que∥∥∥∥∥∑

j≥0

∑
k∈Zn

αjk2
j((n/p)−s)u(2j(.)− k)

∥∥∥∥∥
Bsp,q(Rn,Rm)

≤ c

(∑
j≥0

(
∑
k∈Zn
|αjk|p)q/p

)1/q

,

∥∥∥∥∥∑
j≥0

∑
k∈Zn

αjk2
j((n/p)−s)u(2j(.)− k)

∥∥∥∥∥
F sp,q(Rn,Rm)

≤

c

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

∑
k∈Zn

(|αjk| 2jn/pχ(2j(.)− k))q

)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

,

où χ désigne la fonction caractéristique de Q.

Preuve. Les estimations résultent des théorèmes (3.1) de [29] et (5.3) de [28], appliqués
à chaque fonction coordonnée de u.

Lemme 10 Pour toute fonction u ∈ S(Rn,Rm), il existe une constante c = c(u, s, p, q,m, n) >
0 telle que ∥∥∥∥∥∑

k∈Zn
αku(.− k)

∥∥∥∥∥
Esp,q(Rn,Rm)

≤ c(
∑
k∈Zn
|αk|p)1/p,

Preuve. En faisant j = 0 dans le lemme 9, on a le résultat.
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Lemme 11 On suppose que Es
p,q(Rn) * L∞(Rn) (autrement dit : 0 < s <

n

p
ou s =

n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin- Triebel), alors il existe une
suite (φν)ν≥1 de fonctions de classe C∞, portées par Q, telles que φν(x) = 1 sur le cube
2−νQ et limν→+∞ ‖φν‖Esp,q(Rn) = 0.

Preuve. Dans le cas s <
n

p
, on pose φν(x) := ϕ(2νx), l’estimation

‖φν‖Esp,q(Rn) ≤ 2−ν(n
p
−s) ‖ϕ‖Esp,q(Rn)

permet de conclure.

Supposons maintenant s =
n

p
et posons

φν(x) := ν−1
∑

1≤j≤ν

ϕ(2jx).

On a donc φν(x) = 1 sur 2−νQ et φν(x) = 0 hors de Q. Le lemme 9 donne les inégalités

‖φν‖Bn/pp,q (Rn)
≤ cν(1/q)−1.

De même

‖φν‖Fn/pp,1 (Rn)
≤ cν−1

∥∥∥∥∥ ∑
1≤j≤ν

2jn/pχj

∥∥∥∥∥
p

,

où χj désigne la fonction caractéristique du cube 2−jQ. Pour estimer la norme Lp qui
apparâıt au second membre, on pose

Sk := 2−kQ�2−k−1Q, k = 1, ..., ν − 1,

et
Sν := 2−νQ.

La fonction
∑

1≤j≤ν 2jn/pχj valant constamment
∑

1≤j≤ν 2jn/p sur Sk, on obtient

‖φν‖Fn/pp,1 (Rn)
≤ cν−1

( ∑
1≤k≤ν

2kn|Sk|

)1/p

≤ c1ν
(1/p)−1.

Lemme 12 Soient s = 1 +
1

p
<
n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

Lizorkin-Triebel. Alors il existe une suite (ων)ν≥1 de fonctions de classe C∞, portées
par Q, telle que ων(x) = x1 pour |x1| ≤ 2−ν , |xj| ≤ 1

2
(j = 2, ..., n) et

‖ων‖
B

1+ 1
p

p,q (Rn)
≤ cν(1/q)−1, ‖ων‖

F
1+ 1

p
p,q (Rn)

≤ cν(1/p)−1.

Preuve. Voir par exemple [9] ou [37, Lemme. 5.3.1/2, p. 308].
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4.3 Preuves des théorèmes

4.3.1 Résultats préliminaires

Lemme 13 Soient s > 0, f : Rm → R, une fonction s’annulant à l’origine telle que
Tf envoie Esp,q(Rn,Rm) (respectivement Es

p,q(Rn,Rm)) dans Bs
p,∞(Rn). Alors il existe

des nombres M > 0 et δ > 0 tels que l’implication

‖g‖ ≤ δ =⇒ ‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) ≤M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q, la norme de ‖g‖ étant calculée respec-
tivement dans Esp,q(Rn,Rm) et Es

p,q(Rn,Rm).

Preuve. Supposons, au contraire, que, pour tout cube R et tous nombres M et δ, on
puisse trouver une fonction g, portée par R, telle que

‖g‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ δ et ‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) > M.

Donnons-nous une suite (Rj)j∈N de cubes disjoints et des fonctions ϕj ∈ D(Rn) (j ≥ 0)
telles que ϕj(x) = 1 sur 1

2
Rj et ϕj(x) = 0 hors de Rj. On note Mj la norme de

l’opérateur g 7→ ϕjg, agissant sur Bs
p,∞(Rn,Rm), et on choisit des fonctions gj : Rn →

Rm, j = 0, 1, ..., telles que

supp gj ⊂
1

2
Rj, ‖gj‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ 2−j, ‖f ◦ gj‖Bsp,∞(Rn) > jMj.

Alors la fonction g :=
∑

j≥0 gj appartient à Esp,q(Rn,Rm) et on a ϕj(f ◦ g) = f ◦ gj.
Donc

jMj ≤ ‖(f ◦ g)ϕj‖Bsp,∞(Rn) ≤Mj‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn), pour tout j,

ce qui est absurde.

Remarque 7 Avec la même démonstration on peut établir que l’opérateur Sf a la
propriété énoncée dans le lemme 13.

Lemme 14 Soient s > 0, f : Rm → R. Supposons que Tf envoie Esp,q(Rn,Rm)
dans Bs

p,∞(Rn), alors quel que soit a ∈ Rm, il existe un opérateur non linéaire Ua :
Esp,q(Rn,Rm)→ Bs

p,∞(Rn), et des nombres δ,M > 0 tels que

Uag(x) = f(a+ g(x))− f(a),∀x ∈ Q,

et

‖Uag‖Bsp,∞(Rn) ≤M ,

pour toute fonction g ∈ D(Rn,Rm), à support dans Q, satisfaisant

‖g‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ δ .
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Preuve. Considérons l’opérateur non linéaire

Vag(x) := ϕ(x) (f(a+ g(x))− f(a)) ,∀x ∈ Rn.

On a alors

Vag(x) = ϕ(x) (f(ϕ(x/2)(a+ g(x)))− f(ϕ(x/2)a)) , ∀x ∈ Rn.

Va envoie donc Esp,q(Rn,Rm) dans Bs
p,∞(Rn) et, en raisonnant comme dans la preuve du

lemme 13, on voit qu’il existe un cube Q′ ⊂ Q et des nombres δ,M > 0 tels que

‖g‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ δ =⇒ ‖Vag‖Bsp,∞(Rn) ≤M ,

pour toute fonction g ∈ D(Rn,Rm) telle que supp g ⊂ Q′.
Posons Q′ = rQ+ b, avec r > 0 et b ∈ Rn, et

Uag(x) := Va
(
g(r−1(.− b)

)
(rx+ b) ,∀x ∈ Rn .

Alors
Uag(x) = ϕ(rx+ b) (f(a+ g(x))− f(a)) , ∀x ∈ Rn .

Par l’inclusion Q′ ⊂ Q, nous avons ϕ(rx+ b) = 1 sur Q, ce qui termine la preuve.

Lemme 15 Soient s > 0, f : Rm → R et fa′ : x 7→ f(a1, ..., aj−1, x, aj+1, ..., am), avec
a′ := (a1, ..., aj−1, aj+1, ..., am) ∈ Rm−1. Supposons que Tf envoie
Es
p,q(Rn,Rm) dans Bs

p,∞(Rn), alors l’opérateur Sfa′ , envoie Es
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(Rn).

Preuve. Considérons l’opérateur linéaire Φ : Es
p,q(Rn)→ Es

p,q(Rn,Rm), défini par

Φ(u)(x) = (a1ϕ(
x

2
), ..., aj−1ϕ(

x

2
), u(x), aj+1ϕ(

x

2
), ..., amϕ(

x

2
)).

Par définition de ϕ, on a ϕ(x
2
) = 1 si ϕ(x) 6= 0. Il vient donc

ϕ(fa′ ◦ u) = ϕ(f ◦ Φ(u)), ∀u ∈ Es
p,q(Rn).

Cela montre que l’opérateur Sfa′ envoie Es
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(Rn).

Lemme 16 Soit 1 +
1

p
< s <

n

p
, (ou s = 1 +

1

p
<
n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1

dans le cas Lizorkin-Triebel). Si f : R → R est une fonction telle que l’opérateur Sf ,
envoie Es

p,q(Rn) dans Bs
p,∞(Rn), alors f est une fonction affine.

Preuve. Rappelons que Sf vérifie le lemme 13, voir la remarque 7.

Étape 1 : Le cas 1 +
1

p
< s <

n

p
.

On pose v(x) = x1ϕ(x). Supposons a > 0, suffisamment grand, et 0 < ε ≤ 1. Nous
avons

‖av(
.

ε
)‖Esp,q(Rn) ≤ caε(n/p)−s‖v‖Esp,q(Rn).
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En choisissant

ε =

(
δ

ac‖v‖Esp,q(Rn)

) 1
n
p−s

,

ce qui est possible si a est assez grand, et en définissant la fonction u par

u(x) := av(
x

ε
), ∀x ∈ Rn,

on obtient ‖u‖Esp,q(Rn) ≤ δ et supp u ⊂ 2Q. On a donc ‖Sf (u)‖Bsp,∞(Rn) ≤ M. Nous
obtenons

Sf (u)(x) = f(
a

ε
x1), sur εQ.

Fixons ` avec ` > s. Pour tout t ∈]0, 1] on en déduit

∆`
εa−1te1

Sf (u)(x) = ∆`
tf(

a

ε
x1), ∀x ∈ ε

2
Q,

pourvu que a ≥ 4`. Par la proposition 3, nous obtenons

(εa−1t)−sp
∫
ε
2
Q

∣∣∆`
εa−1te1

Sf (u)(x)
∣∣p dx ≤Mp, ∀t ∈]0, 1],

ce qui donne ∫
|x|≤a

4

∣∣∆`
tf(x)

∣∣p dx ≤Mpεsp−na−sp+1.

Compte tenu de la définition de ε, il vient∫
|x|≤a

4

∣∣∆`
tf(x)

∣∣p dx ≤ ca−sp+1+p, t ∈]0, 1].

En faisant tendre a vers +∞ et en tenant compte de s > 1 +
1

p
, il vient

∫ +∞

−∞

∣∣∆`
tf(x)

∣∣p dx = 0, ∀t ∈]0, 1],

ainsi f est une fonction polynomiale.
En évaluant l’opérateur Sf sur une fonction de type

u(x) = |x|τϕ(x), avec τ < 0,

et en supposant que f(x) =
∑N

j=0 cjx
j avec N > 1 et cN 6= 0, alors pour tout x ∈ Rn,

nous obtenons

Sf (u)(x) =
N−1∑
j=0

cj|x|jτϕ(x)j+1 + cN |x|Nτϕ(x)N+1 = A(x) +B(x).

On aA ∈ Es
p,q(Rn) si s <

n

p
+ (N − 1)τ , et d’autre partB /∈ Bs

p,∞(Rn) pour s >
n

p
+Nτ

(voir [37, Lemme. 2.2.3/1, p. 44]).
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On choisit donc τ tel que

1

N − 1
(s− n

p
) < τ <

1

N
(s− n

p
).

On obtient une contradiction, car Sf envoie Esp,q(Rn) dans Bs
p,∞(Rn). On conclut que

f(x) = c0 + c1x.

Étape 2 : Le cas s = 1 +
1

p
et p > 1. Donnons-nous un grand entier ν dans le lemme

12, posons a = δ ‖ων‖−1

E
1+ 1

p
p,q (Rn)

et,

u(x) := 2νaων(
x

ε
), avec ε ∈]0, 1],

on choisit ε de sorte que
ε = (c−12−ν)

p
n−p−1 .

On a donc ‖u‖Esp,q(Rn) ≤ δ et supp u ⊂ Q. Définissons le pavé P par

|x1| < 2−ν−1ε, |xk| <
ε

2
(k = 2, ..., n).

Soient t ∈]0, 1
2
] et h = 2−νa−1εte1, ce qui implique pour tout x ∈ P ,

∆2
hSf (u)(x) = ∆2

tf(2ν
a

ε
x1), ∀x ∈ P,

on a 0 < s < 2, il vient alors par la proposition 2,

‖f‖Bsp,∞(Rn) ∼ ‖f‖p +
n∑
k=1

‖∂kf‖Bs−1
p,∞(Rn),

et par la proposition 3 nous obtenons,∫
P

|∆h∂1(Sfu)(x)|p dx ≤Mp|h|, (4.3.4)

il vient alors

(2νaε−1)p
∫
P

∣∣∣∆tf
′(2ν

a

ε
x1)
∣∣∣pdx ≤Mp2−νta−1ε,

d’où on déduit

2νpapεn−1−p
∫
|x|≤a

2

|∆tf
′(x)|pdx ≤Mp,

Compte tenu de la définition de ε, il vient∫
|x|≤a

2

|∆tf
′(x)|pdx ≤ ca−p.

Quand ν tend vers +∞, il en est de même pour a; il vient ∆tf
′(x) = 0 pour tout x ∈ R

et tout t ∈]0, 1/2]. Ainsi f ′ est une constante, ce qu’il fallait démontrer.
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Étape 3 : Le cas s = 2 et p = 1. Examinons maintenant le cas de l’espace B2
1,q(Rn)

(n > 2, q > 1). Le début de la démonstration est inchangé ; l’estimation (4.3.4) est
remplacée par ∫

P

∣∣∆2
h∂1(Sfu)(x)

∣∣ dx ≤M |h|,

qui nous conduit à ∫
|x|≤a

2

∣∣∆2
tf
′(x)
∣∣dx ≤ ca−1.

Ainsi f est un polynôme de degré au plus 2 ; en raisonnant comme à la fin de l’étape
1, on conclut que f(x) = c0 + c1x.

4.3.2 Preuve des théorèmes 12 et 13.

Soient b, b′ dans Rm, N ≥ 1 et r, ν qui seront choisis en fonction de b et b′. Nous
considérons l’ensemble.

AN := {(k1, . . . , kn) ∈ Zn : |kj| ≤ N , ∀j = 1, . . . , n},

et nous définissons

κ :=
1

2`+ 1
,

où ` est un entier fixé tel que ` > s, et la fonction

g(x) :=
∑
k∈AN

ϕ

(
1

κ

(x
r
− k
))

(b′ − b) + φν(x)b . (4.3.5)

Le lemme 10 donne l’inégalité∥∥∥∥∥∑
k∈AN

ϕ

(
1

κ

( .
r
− k
))∥∥∥∥∥

Bsp,1(Rn)

≤ cr(n/p)−sNn/p . (4.3.6)

Preuve du théorème 12.
Supposons que Tf envoie Bsp,1(Rn,Rm) dans Bs

p,∞(Rn) (c’est suffisant puisque l’espace
Bsp,1(Rn,Rm) se plonge dans tous les Esp,q(Rn,Rm)). Soit un nombre réel a qui reste fixé
dans la suite de la preuve. Alors nous obtenons un opérateur Ua et des constantes δ,M
selon le lemme 14. On prend ν = 1 et

r :=
1

6N
.

Puisque κ < 1/2, les cubes r(2κQ + k), k ∈ Zn, sont deux à deux disjoints. Par
définition de r, nous avons r(Q+ k) ⊂ Q/2, pour tout k ∈ AN . Alors

Uag(x) = f(a+ b′)− f(a) , si x ∈ r(κQ+ k) pour k ∈ AN , (4.3.7)

Uag(x) = f(a+ b)− f(a) , si x ∈ (Q/2) \
⋃
k∈AN

r(2κQ+ k) . (4.3.8)
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Grâce au choix de r, on a

c−1rs−
n
pN−

n
p

∥∥∥∥∥∑
k∈AN

ϕ

(
1

κ

( .
r
− k
))∥∥∥∥∥

∞

= c−16
n
p
−sN−s‖ϕ‖∞ ≤ c′.

On obtient ∥∥∥∥∥∑
k∈AN

ϕ

(
1

κ

( .
r
− k
))∥∥∥∥∥

Bsp,1(Rn)

≤ c1r
(n/p)−sNn/p.

En utilisant la relation entre r et N , nous obtenons

‖g‖Bsp,1(Rn,Rm) ≤ c2 (N s|b′ − b|+ |b|) . (4.3.9)

Maintenant on suppose

max (|b|, |b− b′|) ≤ δ

2c2

(4.3.10)

et on définit N par la propriété :

N s ≤ δ

2c2|b− b′|
< (N + 1)s .

Remarquons que la définition de N implique

N s ≥ δ

2s+1c2|b− b′|
. (4.3.11)

Par la condition (4.3.10) et par définition de N , nous avons ‖g‖Bsp,1(Rn,Rm) ≤ δ. Puisque
le support de g est inclus dans Q, on en déduit

‖Uag‖Bsp,∞(Rn) ≤M . (4.3.12)

Pour tout x ∈ r(κQ+ + k), nous avons

x+ jrκe1 ∈ r(Q+ k) , ∀j = 0, . . . , ` ,

x+ jrκe1 /∈ r(2κQ+ k) ,∀j = 1, . . . , ` .

(4.3.7) et (4.3.8) donne aussitôt∣∣∆`
rκe1(Uag)(x)

∣∣ = |f(a+ b′)− f(a+ b)| .

Par la proposition 3, nous obtenons

‖Uag‖Bsp,∞(Rn) ≥ (rκ)−s

(∑
k∈AN

∫
r(κQ++k)

∣∣∆`
rκe1(Uag)(x)

∣∣p dx)1/p

≥ c3|f(a+ b′)− f(a+ b)|r−sNn/prn/p = c4N
s|f(a+ b′)− f(a+ b)| .

En prenant en compte les inégalités (4.3.11) et (4.3.12), nous voyons que la condition
(4.3.10) implique

|f(a+ b)− f(a+ b′)| ≤ 2s+1Mc2

c4δ
|b− b′| ,
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qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a.

Preuve du théorème 13.
Soit f une fonction satisfaisant l’hypothèse du théoreme 13, on se propose de mettre
en évidence des constantes σ > 0 et K > 0 telles que |b′ − b| ≤ σ entrâıne

|f(b′)− f(b)| ≤ K|b′ − b|,

quels que soient b et b′ dans Rm.
Nous définissons la fonction g suivant (4.3.5). Les entiers positifs ν et N , ainsi que le
nombre r ∈]0, 1], seront précisés dans un instant. Le lemme 11 nous autorise à choisir
ν tel que |b| ‖φν‖Esp,q(Rn) ≤ δ/2, de sorte que N et r devront satisfaire les relations :

δ(3|b′ − b|)−1 < c1r
(n/p)−sNn/p ≤ δ(2|b′ − b|)−1 , (4.3.13)

rN < 2−ν−2. (4.3.14)

L’estimation (4.3.6) et la relation (4.3.13) entrâıneront ‖g‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ δ. L’inégalité
(4.3.14) nous garantit l’inclusion

r(Q+ k) ⊂ 2−νQ pour k ∈ AN (4.3.15)

et par conséquent

g(x) = b′ , si x ∈ r(κQ+ k) pour k ∈ AN , (4.3.16)

g(x) = b , si x ∈ 2−νQ \
⋃
k∈AN

r(2κQ+ k) . (4.3.17)

Pour s <
n

p
, il suffit de poser

r = (δ(2c1|b′ − b|)−1N−n/p)
1

n
p−s ,

alors rN = c|b′ − b|
1

s−np N
s

s−np est de l’ordre de grandeur deN
s

s−np ; l’hypothèse 0 < s <
n

p
,

un choix convenable N = N(δ, |b′ − b|) permet d’avoir (4.3.14) . Supposons maintenant

s =
n

p
.

Si |b′ − b| ≤ δ

3
, il est possible de trouver un entier N ≥ 1 tel qu’on ait (4.3.13), on

choisit alors r assez petit pour avoir (4.3.14). Il vient alors

‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) ≤M.

Pour tout x ∈ r(κQ+ + k), nous avons

x+ jrκe1 ∈ r(Q+ k) \
⋃

k′∈AN

r(2κQ+ k′) , ∀j = 1, . . . , l .

Alors (4.3.15), (4.3.16) et (4.3.17) nous donnent∣∣∆`
rκe1(f ◦ g)(x)

∣∣ = |f(b′)− f(b)| .
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Par la proposition 3, nous obtenons

‖f ◦ g‖Bsp,∞(Rn) ≥ (rκ)−s

(∑
k∈AN

∫
r(κQ++k)

∣∣∆`
rκe1(f ◦ g)(x)

∣∣p dx)1/p

= |f(b′)− f(b)|(2N + 1)n/p(rκ)−s|rκQ+|1/p .

L’encadrement (4.3.13) implique

|f(b′)− f(b)| ≤ c1Mrs−n/pN−n/p ≤ c2Mδ−1|b′ − b| ,

qui signifie que f est globalement Lipschitzienne.

Preuve du théorème 14.
Supposons que Tf envoie Es

p,q(Rn,Rm) dans Bs
p,∞(Rn), alors par le lemme 15, Sfa′ envoie

Es
p,q(Rn) dans Bs

p,∞(Rn), et d’après le lemme 16 la fonction xj 7→ fa′(xj) est affine pour
tout 1 ≤ j ≤ m et a′ ∈ Rm−1, donc

fa′(xj) = Aj(a
′) +Bj(a

′)xj, ∀j ∈ {1, ...,m},

où Aj et Bj sont des fonctions définies sur Rm−1. De là on déduit facilement qu’il existe
des constantes cα telles que

f(x) =
∑

α∈{0,1}m
cαx

α,

et on veut montrer que les seuls cα qui sont non nuls sont ceux pour lesquels αj = 0 sauf
pour une valeur de j. Puisque par hypothèse Tf envoie Es

p,q(Rn,Rm) dans Lp(Rn), avec
1 ≤ p <∞, on a c0 = 0. Maintenant supposons qu’il existe deux indices j, k ∈ {1, ...,m}
(j 6= k) tels que cα 6= 0 pour un α tel que αj = αk = 1. En permutant les cordonnées,
on peut faire en sorte que j = 1 et k = 2, donc on obtient

c−1
α f(x1, ..., xm) = x1x2u(x3, ..., xm) + x1v(x3, ..., xm)+

x2w(x3, ..., xm) + z(x3, ..., xm)

où u, v, w et z sont des polynômes sur Rm−2 tels que u 6= 0 et z(0) = 0. On choisit
(a3, ..., am) ∈ Rm−2 tel que u(a3, ..., am) 6= 0.
On considère une fonction θ : Rn → R à support compact, telle que

θ ∈ Es
p,q(Rn) et θ2 /∈ Bs

p,∞(Rn),

(voir : fin de l’étape 1 pour la construction de θ). On considère aussi ψ ∈ D(Rn) tel
que ψ(x) = 1 sur supp θ, on définit alors g ∈ Es

p,q(Rn,Rm) par

g(x) = (θ(x), θ(x), a3ψ(x), ..., amψ(x)).

Alors

c−1
α (f ◦ g)(x) = θ2(x)u(a3, ..., am) + θ(x)v(a3, ..., am)+

θ(x)w(a3, ..., am) + z(a3ψ(x), ..., amψ(x)).
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Finalement, on obtient

θ2(x) =
1

cαu(a3, ..., am)
(f ◦ g)(x) + bθ(x) + ψ1(x),

où ψ1 ∈ D(Rn) et b ∈ R, ce qui entrâıne θ2 ∈ Bs
p,∞(Rn); d’où une contradiction.

Preuve du théorème 15.
Par définition on a

f ∈ Es
p,q(Rn)

loc
⇐⇒ uf ∈ Es

p,q(Rn) , ∀u ∈ D(Rn).

Soit v une fonction non nulle dans D(Rn−m) et à support dans une boule Bn−m. Sup-
posons que le support de u est inclus dans la boule Bm.
Choisissons g ∈ D(Rn,Rm) de façon que g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm) pour tout (x1, . . . , xn) ∈
Bm × Bn−m. Nous obtenons

fu⊗ v = (f ◦ g)(u⊗ v).

On a par hypothèse f ◦ g ∈ Es
p,q(Rn). Comme Es

p,q(Rn) est un D(Rn)-module, on a
fu⊗ v ∈ Es

p,q(Rn). Par la proposition 22, on conclut que fu ∈ Es
p,q(Rm).
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Chapitre 5

Le calcul symbolique dans les
espaces de Besov à valeurs
vectorielles : le cas critique

On cherche à caractériser les fonctions qui opèrent, par composition à gauche, sur
l’espace Es

p,q(Rn,Rk). On montrera que la condition que∇f appartienne à Es−1
p,q (Rk,Rk)

localement uniformément est nécessaire, quand l’ordre de régularité vérifie s =
n

p
> 1.

Théorème 16 Soient s =
n

p
> 1 et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

Lizorkin-Triebel, 1 ≤ k ≤ n, k et n entiers, et f : Rk → R. Si Tf envoie Es
p,q(Rn,Rk)

dans Es
p,q(Rn), alors ∂jf appartient à Es−1

p,q (Rk) localement uniformément, pour tout
j = 1, ..., k.

Avant d’aborder la preuve du théorème, nous commencerons par préciser ce qu’on
entend par l’appartenance locale uniforme à un espace de distributions.

5.1 Localisation d’un espace de distribution

Un espace de Banach de distributions (E.B.D.) dans D′(Rn) est un sous-espace vec-
toriel E de D′(Rn) muni d’une norme complète ‖ − ‖E telle que l’injection canonique
E ↪→ D′(Rn) soit continue. On dit que l’espace E est un D(Rn)−module si ϕf ∈ E
pour tout ϕ ∈ D(Rn) et tout f ∈ E.

Définition 12 Si E est un espace de distributions dans Rn, on appelle Eloc l’ensemble
des distributions f ∈ D′(Rn) telles que ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(Rn).

Du théorème du graphe fermé, on déduit l’énoncé suivant, voir [11, chap. 3].

Proposition 23 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(Rn)−module, alors l’opérateur
linéaire f 7→ ϕf est borné sur E, pour tout ϕ ∈ D(Rn).

Sous les hypothèses de la proposition 23, on posera

‖ϕ‖M(E) := sup{‖ϕf‖E : f ∈ E , ‖f‖E = 1} .
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Proposition 24 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(Rn)−module et si f ∈ D′(Rn),
alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f ∈ Eloc.
(ii) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que (τaϕ0) f ∈ E pour
tout a ∈ Rn.
(iii) Pour tout a ∈ Rn, il existe une boule ouverte B contenant a et g ∈ E tels que g|B
= f |B.

Preuve.
Supposons satisfaite la condition (ii). Sans perte de généralité, on peut supposer que
ϕ0 ne s’annule pas sur une boule ouverte B, de centre 0. Soit ψ ∈ D(Rn) telle que
suppψ ⊂ B et ψ(x) = 1 pour x ∈ B/2. Alors ψ = θϕ0, pour une certaine fonction
θ ∈ D(Rn). Par la propriété (ii) et le fait que E D(Rn)−module, on a (τaψ)f ∈ E.
Comme les distributions (τaψ)f et f ont la même restriction à la boule (B/2) + a, on
obtient la propriété (iii).
Supposons que f a la propriété (iii) et considérons ϕ ∈ D(Rn). Par la compacité du
support de ϕ, il existe des boules ouvertes B(xj, rj) et des distributions gj ∈ E, pour
j = 1, ..., N , telles que gj et f ont la même restriction à B(xj, rj), et telles que

suppϕ ⊂
N⋃
j=1

B(xj, rj) .

Également par compacité, il existe ε ∈]0,min(r1, . . . , rN)[ tel que

suppϕ ⊂
N⋃
j=1

B(xj, rj − ε) .

Il existe classiquement des fonctions ψj ∈ D(Rn) telles que 0 ≤ ψj ≤ 1, ψj(x) = 1 sur

B(xj, rj − ε), et suppψj ⊂ B(xj, rj − ε). Puisque la fonction
∑N

j=1 ψj ne s’annule pas
sur le support de ϕ, il existe θ ∈ D(Rn) telle que

ϕ = θ

N∑
j=1

ψj .

Alors

fϕ =
N∑
j=1

θψjgj ∈ E .

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et ‖τaf‖E = ‖f‖E
pour tout f ∈ E et tout a ∈ Rn. De plus si E est un D(Rn)−module, nous avons la
propriété suivante :

‖τaϕ‖M(E) = ‖ϕ‖M(E) , ∀ϕ ∈ D(Rn) ∀a ∈ Rn . (5.1.1)
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Proposition 25 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(Rn)−module isométriquement in-
variant par translation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément
à E si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(i) Il existe une fonction positive non nulle ϕ0 ∈ D(Rn) telle que (τaϕ0) f ∈ E pour
tout a ∈ Rn, et

‖f‖Elu := sup
a∈Rn
‖(τaϕ0) f‖E < +∞ .

(ii) Pour tout ϕ ∈ D(Rn), on a (τaϕ) f ∈ E pour tout a ∈ Rn, et

sup
a∈Rn
‖(τaϕ) f‖E < +∞ .

L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Elu ; c’est un D(Rn)−module
isométriquement invariant par translation pour la norme ‖ − ‖Elu.

Preuve. Il est immédiat que ‖ − ‖Elu est une norme invariante par translation, et que
Elu est un D(Rn)−module. Passons aux propriétés moins évidentes.
Étape 1. Supposons satisfaite la condition (i) et considérons ϕ ∈ D(Rn). Soit B une
boule ouverte où la fonction ϕ0 ne s’annule pas. Par compacité, il existe x1, ..., xN dans
Rn tels que

suppϕ ⊂
N⋃
j=1

(B + xj) .

et donc une fonction ψ ∈ D(Rn) telle que

ϕ = ψ

(
N∑
j=1

τxjϕ0

)
. (5.1.2)

Par la propriété (5.1.1), il vient alors

‖(τaϕ) f‖E ≤
N∑
j=1

‖(τaψ) (τa+xjϕ0) f‖E ≤ N‖ψ‖M(E) sup
x∈Rn
‖(τxϕ0) f‖E ,

pour tout a ∈ Rn, c’est-à-dire la propriété (ii).
Étape 2. Considérons de nouveau une fonction ϕ ∈ D(Rn), ainsi qu’une fonction ψ telle
qu’on ait (5.1.2). La continuité du plongement E ↪→ D′(Rn) implique l’existence d’une
constante c = c(ψ) telle que |〈g, ψ〉| ≤ c‖g‖E pour tout g ∈ E. On en déduit que

|〈f, ϕ〉| ≤
N∑
j=1

∣∣〈(τxjϕ0)f, ψ〉
∣∣ ≤ Nc‖f‖Elu ,

ce qui établit la continuité du plongement Elu ↪→ D′(Rn).
Étape 3. Il reste à établir la complétude de Elu. Soit (fk) une suite de Cauchy dans
Elu. Comme on vient de le voir, (fk) admet une limite f au sens des distributions. Par
ailleurs la suite ((τaϕ0) fk) est de Cauchy dans E, elle a donc une limite ua ∈ E, pour
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tout a ∈ R. Puisque ua est aussi la limite de ((τaϕ0) fk), on a (τaϕ0) f = ua. Alors la
définition de l’espace Elu implique que f ∈ Elu et que

lim
k→+∞

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0) (f − fk)‖E = 0 .

Remarque 8 De la preuve ci-dessus, il résulte qu’à équivalence près, la norme de Elu
ne dépend pas du choix de ϕ0.

On va définir maintenant l’espace de Sobolev Wm(E) d’ordre m de base E, où E est
un E.B.D., à savoir

Wm(E) := {f ∈ D′(Rn) : f (α) ∈ E , pour tout |α| ≤ m} .

Wm(E) est un E.B.D. pour la norme

‖f‖Wm(E) :=
∑
|α|≤m

‖f (α)‖E .

Proposition 26 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(Rn)−module, isométriquement
invariant par translation, il en est de même pour Wm(E) et on a

(Wm(E))lu = Wm (Elu) ,

avec des normes équivalentes.

Preuve. Elle résulte aisément de la formule de Leibniz et de la proposition 25.

Nous terminerons cette section en rappelant la description de Lp,lu.

Proposition 27 Soit p ∈ [1,+∞[. Alors une fonction mesurable f sur Rn appartient
à Lp(Rn)lu si et seulement si

sup
a∈Rn

(∫
B+a

|f(x)|pdx
)1/p

< +∞ , (5.1.3)

où B une boule ouverte donnée (ou un cube ouvert) dans Rn. De plus l’expression
ci-dessus est équivalente à la norme ‖f‖Lp(Rn)lu

.

Preuve. Étape 1. Supposons que f a la propriété (5.1.3). En choisissant la fonction ϕ0

selon la proposition 25, à support dans la boule B, on obtient

‖(τaϕ0) f‖p ≤ ‖ϕ0‖∞
(∫

B+a

|f(x)|pdx
)1/p

.

Cela montre que f ∈ Lp(Rn)lu.

Étape 2. Supposons que f ∈ Lp(Rn)lu. En choisissant la fonction ϕ ∈ D(Rn) de telle
sorte que ϕ(x) = 1 sur B. On obtient
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(∫
B+a

|f(x)|pdx
)1/p

=

(∫
B+a

|f(x)ϕ(x− a)|pdx
)1/p

≤ sup
z∈Rn
‖(τzϕ) f‖p .

Remarque 9 On vérifie aisément que L∞,lu = L∞.

5.1.1 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

On dispose des formules suivantes, où k ∈ N∗, h ∈ Rn et où f et g sont des fonctions
quelconques

∆h(fg) = (∆hf)(τ−hg) + f(∆hg) , (5.1.4)

∆2
h(fg) = (∆2

hf)(τ−2hg) + (∆2
hg)(τ−hf) + (∆hf)(∆2hg) , (5.1.5)

∆h = 2−k∆2kh −
k−1∑
l=0

2−l−1∆2
2lh pour tout k ∈ N∗. (5.1.6)

Les deux premières sont immédiates ; la troisième s’obtient facilement par récurrence
sur k.
Pour j = 1, ..., n, 1 ≤ p ≤ ∞, et pour tout sous-ensemble borélien A de Rn, on pose

ωp,j,A(f, t) := sup
|u|≤t

(∫
A

∣∣∆uejf(x)
∣∣p dx)1/p

,

ηp,j,A(f, t) := sup
|u|≤t

(∫
A

∣∣∣∆2
uej
f(x)

∣∣∣p dx)1/p

.

Dans le cas A = Rn, on pose ωp,j = ωp,j,Rn , de même pour η.

Lemme 17 Pour tout p ∈ [1,+∞], il existe c > 0 tel que

ωp,j,Q+a(f, t) ≤ ct

{(∫
3Q+a

|f(x)|pdx
)1/p

+ | log t| sup
0<v≤1/2

(
v−1ηp,j,Q+a(f, v)

)}
,

pour tout 0 < t ≤ 1/2 et tout a ∈ Rn.

Preuve.
Le lemme est une variante de l’inégalité classique de Marchaud. On définit l’entier
k ≥ 1 par l’encadrement 2−k−1 < t ≤ 2−k et on pose

Ma := sup
0<v≤1/2

(
v−1ηp,j,Q+a(f, v)

)
.
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De la formule (5.1.6), on déduit, pour |u| ≤ t,(∫
Q+a

∣∣∆uejf(x)
∣∣p dx)1/p

≤ 2−k
(∫

Q+a

∣∣∆2kuejf(x)
∣∣p dx)1/p

+
k−1∑
l=0

2−l−1

(∫
Q+a

∣∣∣∆2
2luej

f(x)
∣∣∣p dx)1/p

≤ 2−k+1

(∫
3Q+a

|f(x)|pdx
)1/p

+ ktMa ,

cela conclut la preuve du lemme 17.

Lemme 18 Soit 0 < s ≤ 1. Si ∂jf ∈ Es
p,q(Rn)lu, pour j = 1, . . . , n, et f ∈ Lp(Rn)lu,

alors f ∈ Es
p,q(Rn)lu.

Preuve.
Étape 1. Le cas 0 < s < 1. Par le plongement

Es
p,q(Rn)lu ↪→ Lp(Rn)lu, (5.1.7)

les hypothèses sur f impliquent f ∈ W 1 (Lp(Rn)lu) . Compte tenu de la proposition
26, ceci nous donne f ∈ (W 1,p(Rn))lu . Puisqu’on a W 1,p(Rn) ↪→ Es

p,q(Rn) (dans le cas
s < 1), on conclut que f ∈ Es

p,q(Rn)lu.

Étape 2. Le cas s = 1. Par hypothèse sur f , on a ∂jf ∈ E
1/2
p,q (Rn)lu pour tout j =

1, ..., n, et f ∈ Lp(Rn)lu. Par l’étape 1, on obtient f ∈ E
1/2
p,q (Rn)lu et on conclut que

f ∈ E3/2
p,q (Rn)lu, qui est lui-même un sous-espace de E1

p,q(Rn)lu.

Proposition 28 Si s > 0 et p, q ∈ [1,+∞], alors Bs
p,q(Rn)lu est l’ensemble des fonc-

tions f ∈ Lp(Rn)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :
(i) dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn

(∫ 1

0

(
t−sωp,j,Q+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

< +∞ , pour j = 1, . . . , n ;

(ii) dans le cas s = 1,

sup
a∈Rn

(∫ 1

0

(
t−1ηp,j,Q+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

< +∞ , pour j = 1, . . . , n ;

(iii) dans le cas m < s ≤ m+ 1, avec m = 1, 2, . . .,

f (α) ∈ Bs−m
p,q (Rn)lu , pour |α| = m.

Preuve. On fixe les fonctions ϕ0 et ϕ1 dans D(Rn), telles que ϕ0(x) = 0 hors de Q/4
et ϕ1(x) = 1 sur 4Q,
Étape 1. Le cas 0 < s < 1.
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Supposons satisfaite la condition (i) avec f ∈ Lp(Rn)lu. Par la formule (5.1.4) et pour
|u| ≤ t ≤ 1/2, nous avons (∫

Rn

∣∣∆uej((τaϕ0)f)(x)
∣∣p dx)1/p

≤
(∫

Rn

∣∣∆uejf(x)ϕ0(x+ uej − a)
∣∣p dx)1/p

+

(∫
Rn
|f(x)|p

∣∣∆uej(τaϕ0)(x)
∣∣p dx)1/p

≤ c

(∫
Q+a

∣∣∆uejf(x)
∣∣p dx)1/p

+ ct

(∫
Q+a

|f(x)|p dx
)1/p

≤ c
(
ωp,j,Q+a(f, t) + t ‖f‖Lp(Rn)lu

)
.

Par la condition s < 1, on voit que(∫ 1/2

0

(
t−sωp,j((τaϕ0)f, t)

)q dt
t

)1/q

≤ c

(∫ 1/2

0

(
t−sωp,j,Q+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(Rn)lu

 ,

ce qui nous donne

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖Bsp,q(Rn) < +∞ .

Dans l’autre sens, on suppose que f ∈ Bs
p,q(Rn)lu. On voit aussitôt que

∆uej((τaϕ1)f)(x) = ∆uejf(x) ,

pour tout x ∈ Q+ a et |u| ≤ 1. On obtient ainsi l’inégalité

ωp,j,Q+a(f, t) ≤ ωp,j((τaϕ1)f, t) ,

pour tout 0 < t ≤ 1. La propriété (i) en découle aussitôt.
Étape 2. Le cas s = 1.
On suppose satisfaite la condition (ii) avec f ∈ Lp(Rn)lu. Par la formule (5.1.5), il
vient, pour |u| ≤ t ≤ 1/4, (∫

Rn

∣∣∣∆2
uej

((τaϕ0)f)(x)
∣∣∣p dx)1/p

≤
(∫

Rn

∣∣∣∆2
uej
f(x)ϕ0(x+ 2uej − a)

∣∣∣p dx)1/p

+

(∫
Rn
|f(x+ uej)|p

∣∣∣∆2
uej

(τaϕ0)(x)
∣∣∣p dx)1/p

+

(∫
Rn

∣∣∆uejf(x)(ϕ0(x+ 2uej − a)− ϕ0(x− a))
∣∣p dx)1/p
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≤ c

(∫
Q+a

∣∣∣∆2
uej
f(x)

∣∣∣p dx)1/p

+ ct2
(∫

Q+a

|f(x)|p dx
)1/p

+ct

(∫
Q+a

∣∣∆uejf(x)
∣∣p dx)1/p

≤ c(ηp,j,Q+a(f, t) + t2 ‖f‖Lp(Rn)lu + t ωp,j,Q+a(f, t)) ,

et donc (∫ 1/4

0

(
t−1ηp,j((τaϕ0)f, t)

)q dt
t

)1/q

≤ c

(∫ 1/4

0

(
t−1ηp,j,Q+a(f, t)

)q dt
t

)1/q

+ ‖f‖Lp(Rn)lu +

(∫ 1/4

0

(ωp,j,Q+a(f, t))
q dt

t

)1/q
 .

Compte tenu du lemme 17, on obtient

sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖B1

p,q(Rn) < +∞ .

Dans l’autre sens, on procède exactement comme dans la preuve de l’étape 1, en rem-
plaçant ω par η.
Étape 3. Le cas m < s ≤ m+ 1.
On sait que

Bs
p,q(Rn) = Wm

(
Bs−m
p,q (Rn)

)
. (5.1.8)

Par la proposition 26, et le lemme 18, on voit que f ∈ Bs
p,q(Rn)lu si et seulement si

f (α) ∈ Bs−m
p,q (Rn)lu pour |α| = m et f ∈ Lp(Rn)lu.

Lemme 19 Soient p, q ∈ [1,+∞], il existe c > 0 tel que∥∥∥∥∥∥
(∫ 1/16

0

(
t−n+1

∫
|h|≤t
|f(.+ h)| dh

)q
dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

≤

∥∥∥∥∥∥
(∫ 1/16

0

(
t−n+1

∫
|h|≤t
|∆hf(.)| dh

)q
dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+ c ‖f‖Lp(Q+a) ,

pour tout a ∈ Rn.

Preuve.
Nous pouvons écrire∫

|h|≤t
|f(x+ h)| dh ≤

∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh+ ctn |f(x)| ,
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qui signifie le résultat.

Proposition 29 Si s > 0 et p, q ∈ [1,+∞], alors F s
p,q(Rn)lu est l’ensemble des fonc-

tions f ∈ Lp(Rn)lu vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :
(i) dans le cas 0 < s < 1,

sup
a∈Rn

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆hf(.)| dh

)q
dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

< +∞ ;

(ii) dans le cas s = 1,

sup
a∈Rn

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
hf(.)

∣∣ dh)q dt
t

)1/q
∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

< +∞ ;

(iii) dans le cas m < s ≤ m+ 1, avec m = 1, 2, . . .,

f (α) ∈ F s−m
p,q (Rn)lu , pour |α| = m.

Preuve. On fixe les fonctions ϕ0 et ϕ1 comme dans la preuve de la proposition 28.
Étape 1. Le cas 0 < s < 1.
Supposons satisfaite la condition (i) avec f ∈ Lp(Rn)lu. Par la formule (5.1.4), nous
avons ∫

|h|≤t
|∆h((τaϕ0)f)(x)| dh ≤∫

|h|≤t
|∆hf(x)| |ϕ0(x+ h− a)| dh+ |f(x)|

∫
|h|≤t
|∆h(τaϕ0)(x)| dh.

On obtient∫
Rn

(∫ 1/2

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆h((τaϕ0)f)(x)| dh

)q
dt

t

)p/q

dx

1/p

≤ c

∫
Q+a

(∫ 1/2

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh

)q
dt

t

)p/q

dx

1/p

+

c

(∫
Q+a

|f(x)|p dx
)1/p

,

ce qui nous donne
sup
a∈Rn
‖(τaϕ0)f‖F sp,q(Rn) < +∞ .

Dans l’autre sens, on suppose que f ∈ F s
p,q(Rn)lu. On voit aussitôt que

∆h((τaϕ1)f)(x) = ∆hf(x) ,
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pour tout x ∈ Q+ a et |h| ≤ 1. On obtient ainsi l’inégalité∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆h(f)(.)| dh

)q
dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

≤

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−s−n

∫
|h|≤t
|∆h((τaϕ1)f)(.)| dh

)q
dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥
p

.

pour tout a ∈ Rn. La propriété (i) en découle aussitôt. Étape 2. Le cas s = 1. On
suppose satisfaite la condition (ii) avec f ∈ Lp(Rn)lu. Par la formule (5.1.5), il vient∫

|h|≤t

∣∣∆2
h((τaϕ0)f)(x)

∣∣ dh ≤∫
|h|≤t

∣∣∆2
hf(x)

∣∣ |ϕ0(x+ 2h− a)| dh+

∫
|h|≤t
|f(x+ h)|

∣∣∆2
h(τaϕ0)(x)

∣∣ dh+∫
|h|≤t
|∆hf(x)| |∆2hτaϕ0(x)| dh.

Posons

U(x) =

(∫ 1

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
h(f(x)

∣∣ dh)q dt
t

)1/q

. (5.1.9)

En tenant compte du support de τaϕ0 et |h| ≤ 1/16 dans l’expression ci-dessous, nous
avons ∫

Rn

(∫ 1/16

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
h((τaϕ0)f)(x)

∣∣ dh)q dt
t

)p/q

dx

1/p

≤

∫
Q
2

+a

(∫ 1/16

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
h((τaϕ0)f)(x)

∣∣ dh)q dt
t

)p/q

dx

1/p

≤ c

∫
Q
2

+a

(∫ 1/16

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
hf(x)

∣∣ dh)q dt
t

)p/q

dx

1/p

+

c

∫
Q
2

+a

(∫ 1/16

0

(
t−n+1

∫
|h|≤t
|f(x+ h)| dh

)q
dt

t

)p/q

dx

1/p

+

c

∫
Q
2

+a

(∫ 1/16

0

(
t−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh

)q
dt

t

)p/q

dx

1/p

,

= A+B + C.

On voit auussitôt que

A+B ≤ c1 sup
a∈Rn

∥∥∥∥∥
(∫ 1

0

(
t−n−1

∫
|h|≤t

∣∣∆2
hf(.)

∣∣ dh)q dt
t

)1/q
∥∥∥∥∥
Lp(Q+a)

+ c2 ‖f‖Lp(Q+a)
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Estimation de C : Posons

C1(x) =

(∫ 1/16

0

(
t−n
∫
|h|≤t
|∆hf(x)| dh

)q
dt

t

)1/q

.

Pour ce faire, on écrit
]0, 1/16] = ∪j≥4]2−j−1, 2−j],

et en utilisant des majorations évidentes, on obtient

C1(x) ≤ cC2(x),

avec

C2(x) = c

(∑
j≥4

(
2jn
∫
|h|≤2−j

|∆hf(x)| dh
)q)1/q

.

Par le changement de variable h′ = 2j−3h, on obtient

C2(x) = c

(∑
j≥4

(∫
|h|≤1/8

|∆2−j+3hf(x)| dh
)q)1/q

.

Par (5.1.6) on a

∆2−j+3h = 2−j+3∆h −
j−4∑
`=0

2−l−1∆2
2`−j+3h,

ce qui donne
C2(x) ≤ c (C3(x) + C4(x)) ,

avec

C3(x) = c

(∑
j≥4

(
2−j
∫
|h|≤1/8

|∆hf(x)| dh
)q)1/q

,

et

C4(x) = c

(∑
j≥4

(∫
|h|≤1/8

j−4∑
`=0

2−`−1
∣∣∆2

2`−j+3hf(x)
∣∣ dh)q)1/q

.

Estimation de C3 : En utilisant le plongement `q ↪→ `1, pour q ≥ 1, il vient

C3(x) ≤ c
∑
j≥4

2−j
∫
|h|≤1/8

|∆hf(x)| dh = c

∫
|h|≤1/8

|∆hf(x)| dh.

Par Minkowski, on obtient(∫
Q
2

+a

C3(x)pdx

)1/p

≤
∫
|h|≤1/8

{∫
Q
2

+a

|∆hf(x)|p dx

}1/p

dh

≤
∫
|h|≤1/8

{∫
Q
2

+a

|f(x+ h)|p dx

}1/p

dh+

(∫
Q
2

+a

|f(x)|p dx

)1/p
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≤
∫
|h|≤1/8

{∫
Q+a

|f(x)|p dx
}1/p

dh+

(∫
Q
2

+a

|f(x)|p dx

)1/p

≤ c

(∫
Q+a

|f(x)|p dx
)1/p

.

Estimation de C4 : On a de même

C4(x) ≤
∑
j≥4

∫
|h|≤1/8

j−4∑
`=0

2−`−1
∣∣∆2

2`−j+3hf(x)
∣∣ dh.

On vérifie facilement que∫
|h|≤1/8

∣∣∆2
2`−j+3hf(x)

∣∣ dh = c2(j−`)n
∫
|h|≤2`−j

∣∣∆2
hf(x)

∣∣ dh (5.1.10)

Dans l’expression (5.1.9), on peut remplacer la norme Lq([0, 1], dt
t
) par une norme

L∞([0, 1]) en minorant (voir : [11, II.20, p.44]) ; ce qui donne.∫
|h|≤t

∣∣∆2
hf(x)

∣∣ dh ≤ ctn+1U(x),

de sorte que l’expression (5.1.10) est estimée par

2(`−j)nU(x).

On obtient donc

C4(x) ≤ cU(x)
∑
j≥4

j−4∑
`=0

2−`−12`−j = c1U(x).

Par conséquence (∫
Q
2

+a

C4(x)pdx

)1/p

≤ c

(∫
Q+a

U(x)pdx

)1/p

.

En tenant compte des estimations obtenues pour C3 et C4, on peut conclure que l’ex-
pression C est estimée par(∫

Q+a

U(x)pdx

)1/p

+

(∫
Q+a

|f(x)|p dx
)1/p

.

Dans l’autre sens, on suppose que f ∈ F s
p,q(Rn)lu. On voit aussitôt que

∆`
h((τaϕ1)f)(x) = ∆`

hf(x) ,

pour tout x ∈ Q+ a et |h| ≤ 1, de sorte que f vérifie l’estimation souhaitée
Étape 3. Le cas m < s ≤ m+ 1.
On sait classiquement que

F s
p,q(Rn) = Wm

(
F s−m
p,q (Rn)

)
. (5.1.11)
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Par la proposition 26, et le lemme 18, en déduit que f ∈ F s
p,q(Rn)lu si et seulement si

f (α) ∈ F s−m
p,q (Rn)lu pour |α| = m et f ∈ Lp(Rn)lu.

5.1.2 Preuve du théorème 16.

Lemme 20 Soient s =
n

p
et q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel. Alors il existe une suite (θν)ν≥1 de fonctions de classe C∞, portées par 4Q,
telles que θν(x) = 1 sur le cube 22−νQ et limν→+∞ ‖θν‖Esp,q(Rn) = 0.

Preuve. Voir par exemple [1, lemme 2.11].

Soient s = n/p, m < s ≤ m + 1 avec m ∈ N, q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans
le cas Lizorkin-Triebel, et supposons que Tf envoie Es

p,q(Rn,Rk) dans Es
p,q(Rn). Par un

lemme classique voir [1, lemme 3.6], ou [12, lemme 1], il existe c1, c2 > 0 tels que

‖g‖Esp,q(Rn,Rk) ≤ c1 ⇒ ‖f ◦ g‖Esp,q(Rn) ≤ c2 , (5.1.12)

pour toute fonction g ∈ Es
p,q(Rn,Rk), dont le support est inclus dans 4Q.

Soit u une fonction dans D(Rn,Rk), à support dans 4Q, telle que u(x1, ..., xn) =
(x1, ..., xk) sur 2Q. Pour a ∈ Rk, b ∈ R∗ et ν ≥ 1, nous définissons la fonction

g(x) = bu(2νx) + θν(x)a . (5.1.13)

Le lemme 20 nous autorise à choisir ν = ν(a) ≥ 1 tel que ‖θν‖Esp,q(Rn) ≤ c1/2|a|.
En utilisant l’estimation (voir [37, Prop. 2.1.3/3, p. 16])

‖u(λ(.))‖Esp,q(Rn,Rk) ≤ cλs−(n/p)‖u‖Esp,q(Rn,Rk) ∀λ ≥ 1, (5.1.14)

et en tenant compte de la condition s = n/p, on définit b par l’égalité

2b‖u‖Esp,q(Rn,Rk) = c1 .

Dans ces conditions on a ‖g‖Esp,q(Rn,Rk) ≤ c1.

On pose x(k) := (x1, ..., xk), h
(k) := (h1, ..., hk) ∈ Rk et β = (α1, ..., αk, 0, ..., 0) ∈ Nn.

Par la construction de g, on voit que

∆h(∂
β(f ◦ g))(x) = c∆h(k)(∂αf)(2νbx(k) + a) , |α| = m. (5.1.15)

Compte tenu du théorème 13, f est lipschitzienne, on obtient

∂jf ∈ Lp(Rk)lu , ∀j = 1, ..., k. (5.1.16)

Pour la suite de la preuve on traitera successivement le cas Besov et le cas Lizorkin-
Triebel.
Le cas des espaces de Besov
Étape 1. Le cas m < s < m+ 1.
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En utilisant l’implication (5.1.12) et la propriété (5.1.8), on obtient

‖∂β(f ◦ g)‖Bs−mp,q (Rn) ≤ c2 , |β| = m. (5.1.17)

En appliquant (5.1.17) et (5.1.15), on voit aussitôt que(∫ 1

0

(
tm−s

(∫
2−νQn

|∆2−νtej(∂
αf)(2νbx(k) + a)|pdx

)1/p
)q

dt

t

)1/q

≤ c3 ,

et donc (∫ b

0

(
tm−s

(∫
bQk+a

|∆tej(∂
αf)(x)|pdx

)1/p
)q

dt

t

)1/q

≤ c4 , (5.1.18)

pour tout a ∈ Rk. On obtient ainsi l’estimation

sup
a∈Rk

(∫ b

0

(
tm−sωp,j,bQk+a(∂

αf, t)
)q dt

t

)1/q

≤ c4.

Par la propriété (5.1.16), et la proposition 28 (i), (iii), on conclut que ∂jf ∈ (Bs−1
p,q (Rk))lu,

pour tout j = 1, ..., k.
Étape 2. Le cas s = m+1. En utilisant l’implication (5.1.12) et par la propriété (5.1.8),
on ait

‖∂β(f ◦ g)‖Bs−mp,q (Rn) ≤ c2. (5.1.19)

Par l’estimation (5.1.19) et l’égalité (5.1.15), nous obtenons(∫ b

0

(
t−1

(∫
bQk+a

|∆2
tej

(∂αf)(x)|pdx
)1/p

)q
dt

t

)1/q

≤ c3 , (5.1.20)

pour tout a ∈ Rk, ce qui donne

sup
a∈Rk

(∫ b

0

(
t−1ηp,j,bQk+a(∂

(α)f, t)
)q dt

t

)1/q

≤ c4,

Compte tenu la propriété (5.1.16), et la proposition 28 (ii), (iii), on conclut que ∂jf ∈
Bs−1
p,q (Rk)lu, pour tout j = 1, ..., k.

Le cas des espaces de Lizorkin-Triebel
Étape 1. Le cas m < s < m+ 1.
En utilisant l’implication (5.1.12) et la propriété 5.1.11, donc on obtient

‖∂β(f ◦ g)‖F s−mp,q (Rn) ≤ c2, (5.1.21)

Par l’estimation (5.1.21) et l’égalité (5.1.15), on a

∥∥∥∥∥∥
(∫ 2−ν

0

(
tm−n−s

∫
|h|≤2νbt

|∆2−νb−1h(k)∂αf(2νb(.) + a)| dh
)q

dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥∥
Lp(2−νQn)

≤ c3,
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on ait ∥∥∥∥∥
(∫ b

0

(
tm−n−s

∫
|h|≤t
|∆h(∂

αf)(.)| dh
)q

dt

t

)1/q
∥∥∥∥∥
Lp(bQk+a)

≤ c4. (5.1.22)

Compte tenu la proposition 29 (i), (iii), et la propriété (5.1.16), on conclut que ∂jf ∈
F s−1
p,q (Rk)lu.

Étape 2. Le cas s = m + 1. La démonstration, se traite presque exactement comme
dans l’étape 1, ∆h étant remplacé par ∆2

h, dans l’estimation (5.1.22).
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Chapitre 6

La régularité du calcul symbolique
dans certains espaces de Besov à
valeurs vectorielles

Notre objet est ici de donner des conditions nécessaires et suffisantes de régularité pour
la régularité du calcul symbolique sur l’espace Esp,q(Rn,Rm) pour s > 0, qui généralisent
les résultas obtenus pour m = 1 par Bourdaud et Lanza de Cristoforis [16].

6.1 Propriétés des espaces de distribution

Un espace topologique de distribution (E.T.D) est un sous-espace vectoriel E deD′(Rn)
muni d’une topologie compatible avec la structure vectorielle rendant continue l’injec-
tion canonique E ↪→ D′(Rn). Si E est un espace de Banach, on dit que c’est un
E.B.D, si E est un espace de Fréchet, on dit que c’est un E.F.D. L’espace E est un
D(Rn)−module si ϕf ∈ E pour tout ϕ ∈ D(Rn) et tout f ∈ E.

Du théorème du graphe fermé, on déduit l’énoncé suivant, voir [11, chap. 3].

Proposition 30 Soit E un E.B.D ou E.F.D Si E est un D(Rn)−module, alors l’opérateur
linéaire f 7→ ϕf est borné sur E, pour tout ϕ ∈ D(Rn).

Sous les hypothèses de la proposition 30, dans le cas où E un E.B.D, on posera

‖ϕ‖M(E) := sup{‖ϕf‖E : f ∈ E , ‖f‖E = 1} .

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si τaf ∈ E et ‖τaf‖E = ‖f‖E
pour tout f ∈ E et tout a ∈ Rn. Si E est de plus un D(Rn)−module, nous avons la
propriété suivante :

‖τaϕ‖M(E) = ‖ϕ‖M(E) , ∀ϕ ∈ D(Rn) . (6.1.1)

Nous rappelons maintenant la relation classique entre la condition

lim
x→0
‖τxf − f‖E = 0 , (6.1.2)
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et l’approximation par des fonctions régulières. On considère une fonction ρ ∈ D(Rn)

telle que 0 ≤ ρ ≤ 1,

∫
ρ(x) dx = 1 et on pose

ρj(x) := jnρ(jx) ,

pour tout entier j ∈ N∗.

Proposition 31 Soit E un E.B.D. isométriquement invariant par translation.

(i) Si f ∈ E et f vérifie (6.1.2), alors f ∗ψ ∈ C∞(Rn)∩E, pour tout ψ ∈ D(Rn), et

lim
j→+∞

f ∗ ρj = f dans E .

(ii) Si D(Rn) ⊂ E, alors toute fonction f ∈ clE (D(Rn)) vérifie la propriété (6.1.2).

On va définir maintenant l’espace de Sobolev W r(E) d’ordre r ∈ N de base E, où E
est un E.F.D., à savoir

Wm(E) := {f ∈ D′(Rn) : f (α) ∈ E , pour tout |α| ≤ m} .

On munira Wm(E) de la famille de semi-normes

Nr,k(f) :=
∑
|α|≤r

Nk(f
(α)) ∀k ∈ N ,

où (Nk)k∈N est une famille de semi-normes définissant la topologie de E.

Proposition 32 Soit E un E.B.D. Si E est un D(Rn)−module, isométriquement in-
variant par translation, tel que D(Rn) ⊂ E. Si f ∈ D′(Rn), alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) f ∈ clEloc (C∞(Rn)),

(ii) f ∈ (clED(Rn))loc,

(iii) f ∈ (clE(C∞(Rn) ∩ E))loc,

(iv) limx→0 τxf = f dans Eloc,

(v) limj→+∞ f ∗ ρj = f dans Eloc.

Preuve. Puisque D(Rn) ⊂ E, nous avons C∞(Rn) ⊂ Eloc, donc la propriété (i) a un
sens.

Preuve de l’implication (i) ⇒ (ii). Soient f ∈ clEloc (C∞(Rn)), et ψ ∈ D(Rn). Par
hypothèse, il existe une suite (fk) dans C∞(Rn) qui converge vers f dans Eloc. En
conséquence, limk→+∞ ψfk = ψf dans E, et donc ψf ∈ clED(Rn).

Preuve de l’implication (ii) ⇒ (iii). Cela résulte aussitôt de l’inclusion D(Rn) ⊂
C∞(Rn) ∩ E.

Preuve de l’implication (iii) ⇒ (iv). Nous prouvons d’abord les relations suivantes

lim
x→0
‖(τxf)ψ − τx(fψ)‖E = 0 , (6.1.3)
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lim
x→0
‖τx(fψ)− fψ‖E = 0 , (6.1.4)

pour tout ψ ∈ D(Rn), qui impliquent la propriété (iv).

Preuve de (6.1.3). Supposons que f a la propriété (iii) et considérons θ ∈ D(Rn) telle
que θ(x) = 1 sur suppψ + B(0, 1). Puisque l’espace E est isométriquement invariant
par translation, il vient

‖(τxf)ψ − τx(fψ)‖E = ‖(τ−xψ − ψ)fθ‖E ≤ ‖fθ‖E‖τ−xψ − ψ‖M(E) ,

pour tout |x| ≤ 1. Par un argument standard (voir par exemple [18, inég. (36)]), nous
obtenons

lim
x→0
‖τxψ − ψ‖M(E) = 0 .

Preuve de (6.1.4). Par hypothèse sur f, il existe une suite (gk)k∈N dans C∞(Rn) ∩ E
telle que limk→+∞ gk = fψ dans E. Il vient alors limk→+∞ gkθ = fψ dans E, ce qui
montre que fψ ∈ clED(Rn). On peut appliquer la proposition 31 (ii) et conclure que
la propriété (6.1.4) est vraie.

Preuve de l’implication (iv) ⇒ (v). Supposons que f a la propriété (iv). Soient ψ, θ des
fonctions définies comme ci-dessus, il vient alors limx→0 τx(θf) = θf dans E. Puisque
(f ∗ ρj)ψ = (fθ ∗ ρj)ψ, par les propositions 30 et 31, on conclut que

lim
j→+∞

ψ(θf ∗ ρj) = ψf dans E .

Preuve de l’implication (v) ⇒ (i). Cela résulte immédiatement de f ∗ ρj ∈ C∞(Rn).

Proposition 33 Soit E un E.F.D. Si E est un D(Rn)−module, isométriquement in-
variant par translation, il en est de même pour Wm(E) et on a

(Wm(E))loc = Wm (Eloc) ,

avec la même topologie de Fréchet.

Preuve. Elle résulte aisément de la formule de Leibniz et du théorème du graphe
fermé.

Proposition 34 Soit E un E.B.D. isométriquement invariant par translation, tel que
clED(Rn) = E. Si f ∈ D′(Rn), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ∂jf ∈ E ′ pour tout j = 1, . . . , n,

(ii) ‖τxf − f‖E′ = O(|x|) pour |x| → 0.
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Proof. Les propriétés (i) et (ii) résultent des formules suivantes (6.1.5) et (6.1.6).

〈τxf − f, u〉 = −
n∑
j=1

xj

∫ 1

0

〈∂jf, τ−txu〉dt ∀x ∈ Rn . (6.1.5)

〈∂jf, u〉 = lim
t→0

1

t
〈f − τtejf, u〉 , (6.1.6)

pour tout u ∈ D(Rn).

Proposition 35 Soit s ∈ R, nous définissons la forme bilinéaire continue sur Es
p,q(Rn)×

E−sp′,q′(Rn), au moyen de la formule suivante

Cf, gB :=
∑
j≥0

∫
Rn
Qjf(x)Q̃jg(x) dx . (6.1.7)

La restriction de C−,−B dans Es
p,q(Rn) × S(Rn) cöıncide avec la forme bilinéaire

canonique sur S ′(Rn)× S(Rn).

Preuve. En utilisant la méthode de représentation de Nilkol’skij, voir par exemple
Runst et Sickel [37, prop. 2.3.2 (1), p. 59] ou Yamazaki [41], il existe c > 0 tel que(∑

j≥0

(
2sj‖Q̃jf‖p

)q)1/q

≤ c ‖f‖Bsp,q(Rn) ,

∥∥∥∥∥∥
(∑
j≥0

(
2sj|Q̃jf |

)q)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

≤ c‖f‖F sp,q(Rn) ,

pour tout f ∈ Es
p,q(Rn), respectivement. Une double application de l’inégalité de Hölder

conduit alors à

|Cf, gB| ≤ c‖f‖Esp,q(Rn) ‖g‖E−s
p′,q′ (R

n) , ∀f ∈ Es
p,q(Rn) , ∀g ∈ E−sp′,q′(R

n) . (6.1.8)

Par la propriété (1.1.3) et l’égalité de Plancherel, il vient

〈Qjf, Q̃jg〉 = 〈f, Q̃jg〉 , ∀f ∈ Es
p,q(Rn) , ∀g ∈ S(Rn) , ∀j ∈ N . (6.1.9)

Alors on obtient

Cf, gB = 〈f, g〉 , ∀f ∈ Es
p,q(Rn) , ∀g ∈ S(Rn) . (6.1.10)

Proposition 36 Soit s ∈ R. Alors une distribution f appartient à Es
p,q(Rn) si et

seulement s’il existe A > 0, telle que

|〈f, g〉| ≤ A‖g‖E−s
p′,q′ (R

n) ∀g ∈ D(Rn) . (6.1.11)

De plus la plus petite des constantes A est une norme équivalente dans Es
p,q(Rn).
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Preuve. Voir par exemple [38, 2.11].

Pour s ∈ R, on définit l’espace L1(Rn) +E−sp′,q′(Rn) comme l’ensemble des distributions
f1 + f2 : Rn → R, qui vérifient

‖f1‖1 + ‖f2‖E−s
p′,q′ (R

n) <∞.

Proposition 37 Soit s ∈ R. Alors une distribution f appartient à Esp,q(Rn) si et seule-
ment s’il existe A > 0, telle que

|〈f, g〉| ≤ A‖g‖L1(Rn)+E−s
p′,q′ (R

n) , ∀g ∈ D(Rn) . (6.1.12)

De plus la plus petite des constantes A est une norme équivalente dans Esp,q(Rn).

Preuve. Étape 1 : Supposons que f a la propriété (6.1.12). En prenant les décompositions
banales g = 0 + g = g + 0, nous obtenons les inégalités

|〈f, g〉| ≤ A‖g‖1 ∀g ∈ D(Rn) , (6.1.13)

|〈f, g〉| ≤ A‖g‖E−s
p′,q′ (R

n), ∀g ∈ D(Rn) . (6.1.14)

L’inégalité (6.1.13) implique que f ∈ (L1(Rn))′ = L∞(Rn), ce qui donne ‖f‖∞ ≤ A.
La proposition 36 et l’inégalité (6.1.14) donnent aussitôt

‖f‖Esp,q(Rn) ≤ cA.

Étape 2 : Supposons que f ∈ Esp,q(Rn). Soit g ∈ D(Rn), et g = g1 +g2, avec g1 ∈ L1(Rn)
et g2 ∈ E−sp′,q′(Rn). Puisque f ∈ L∞(Rn), le crochet 〈f, g1〉 a le sens usuel. Maintenant
nous le prouvons

〈f, g〉 = 〈f, g1〉+ Cf, g2 B . (6.1.15)

Puisque g2 = g − g1 appartient à L1(Rn), on obtient

lim
N→∞

N∑
j=0

Qjg2 = g2 dans L1(Rn) .

Par la densité de S(Rn) dans L1(Rn), l’égalité (6.1.9) est vraie aussi pour f ∈ L∞(Rn) ⊆
E0
∞,∞ et g ∈ L1. Donc on obtient

Cf, g2B = lim
N→∞

N∑
j=0

〈Qjf, Q̃jg2〉 = lim
N→∞

〈f,
N∑
j=0

Qjg2〉 = 〈f, g2〉 ,

ce qui termine la preuve de l’égalité (6.1.15). Maintenant par l’inégalité (6.1.8), on
conclut que

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖∞‖g1‖1 + c‖f‖Esp,q(Rn)‖g2‖E−s
p′,q′ (R

n) .

La proposition 37 a une conséquence importante, à savoir la propriété de Fatou.

Corollaire 1 Soit (fk)k≥0 une suite de fonctions bornée sur Esp,q(Rn), qui converge vers
f dans S ′(Rn). Alors f ∈ Esp,q(Rn) et

‖f‖Esp,q(Rn) ≤ lim inf
k→∞

‖fk‖Esp,q(Rn) . (6.1.16)
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6.2 Régularité du calcul symbolique

6.2.1 Calcul symbolique borné

Si E et F sont deux espaces métriques, une application T : E → F est dite bornée si,
pour toute partie bornée B de E, T (B) est borné dans F .

Soit E un sous-espace vectoriel de D′(Rn,Rm) ; on dit que E est un Esp,q(Rn)-module si
tout élément de Esp,q(Rn) opère par multiplication sur E pour la multiplication usuelle
entre les fonctions scalaires et les fonctions vectorielles.

Il est bien connu que pour s > 0 les espaces Esp,q(Rn,Rm) sont des Esp,q(Rn)-modules
(voir par exemple [37, 4.6.4]).

Proposition 38 Soit s > 0. Pour toute fonction f appartenant à C∞(Rm) et s’annu-
lant en 0, l’opérateur Tf est borné sur Esp,q(Rn,Rm).

Preuve. La démonstration résulte de [37, 5.3.4]. En effet il est possible de remplacer
C∞(R) par C∞(Rm), dans [16, prop. 1] à condition toutefois remplacer la formule de
Taylor pour les fonctions scalaires par la formule de Taylor pour les fonctions vecto-
rielles dans [37, lem. 1, p. 317] ou voir [37, th. 2, p. 368].

L’espace Φ(Esp,q(Rn,Rm)) sera abrégé en Φ si le contexte est clair.

Proposition 39 Soit s > 0. Alors l’espace Φ(Esp,q(Rn,Rm)) est un espace de Fréchet
pour les semi-normes

νr(f) := sup{‖f ◦ g‖Esp,q(Rn) : ‖g‖Esp,q(Rn,Rm) ≤ r} ∀r ∈]0,+∞[ .

Preuve. Soit (fk)k≥1 une suite de Cauchy dans Φ. Par le théorème 12, on a le plonge-
ment

Φ ↪→ W 1
∞(Rm)loc, (6.2.17)

qui signifie que (fk)k≥1 admet une limite f dans W 1
∞(Rm)loc, ce qui entrâıne que la

suite (fk)k≥1 converge uniformément sur tout compact de Rm. Supposons maintenant
que g ∈ Esp,q(Rn,Rm), alors la suite (fk ◦ g)k≥1 converge vers f ◦ g dans L∞(Rn), en
outre

sup
k≥0
‖fk ◦ g‖Esp,q(Rn) ≤ sup

k≥0
ν‖g‖Esp,q(Rn,Rm)

(fk) < +∞ .

Par le corollaire 1, on obtient f ◦ g ∈ Esp,q(Rn) et le fait que l’opérateur Tf est borné.
En appliquant de nouveau la propriété de Fatou, on conclut que

lim
k→∞

νr(fk − f) = 0 ∀r > 0 .
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6.2.2 Une condition suffisante pour que Tf soit localement lip-
schitzienne

Si f de classe C1(Rm), nous notons T∇f l’opérateur de composition, défini par T∇f (g) =
(∂1f ◦ g, ..., ∂mf ◦ g).

Théorème 17 Soit s > 0. Si f : Rm → R est une fonction continue appartenant à
W 1(Φ(Esp,q(Rn,Rm))), alors l’application Tf : Esp,q(Rn,Rm)→ Esp,q(Rn) est lipschitzienne
sur tout borné de Esp,q(Rn,Rm).

Preuve. Soient g, h deux fonctions dans Esp,q(Rn,Rm). D’après (6.2.17), f est de classe
C1. Grâce la formule de Taylor avec reste intégral, il vient alors

(f ◦ (g + h)− f ◦ g) (x) =

∫ 1

0

(∇f ◦ (g + th))(x).h(x) dt , ∀x ∈ Rn . (6.2.18)

Maintenant nous considérons u ∈ D(Rn) avec ‖u‖L1(Rn)+E−s
p′,q′ (R

n) = 1 (voir la proposi-

tion 6.1.11). Alors le théorème de Fubini nous donne

〈f ◦ (g + h)− f ◦ g, u〉 =

∫ 1

0

〈(∇f ◦ (g + th)).h, u〉 dt .

Puisque Esp,q(Rn) est une algèbre de Banach, on a

‖∇f ◦ (g + th).h‖Esp,q(Rn) ≤ c‖∇f ◦ (g + th)‖Esp,q(Rn,Rm)‖h‖Esp,q(Rn,Rm).

Par hypothèse sur f , il vient

‖f ◦ (g + h)− f ◦ g‖Esp,q(Rn) ≤ c‖h‖Esp,q(Rn,Rm) sup
j=1,...,m

ν‖g‖+‖h‖(∂jf) , (6.2.19)

qui signifie que Tf est lipschitzienne sur toute boule de Esp,q(Rn,Rm).

Le théorème 18 présente un résultat de trivialité pour s > 1/p.

Théorème 18 Soient s > 1/p et f : Rm → R une fonction continue. On suppose que
pour toute boule B de Rn, l’application

Tf :
(
D(B,Rm), ‖ − ‖Esp,q(Rn,Rm)

)
→ Bs

p,∞(Rn)loc

est uniformément continue. Alors f est une fonction affine.

Preuve. Fixons j et, a′ := (a1, ..., aj−1, aj+1, ..., am) ∈ Rm−1, et définissons la fonction

fa′(x) := f(a1, ..., aj−1, x, aj+1, ..., am), ∀x ∈ R.

Considérons l’opérateur linéaire

Ψ :
(
D(B), ‖ − ‖Esp,q(Rn)

)
→
(
D(B,Rm), ‖ − ‖Esp,q(Rn,Rm)

)
,
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défini par

Ψ(u)(x) = (a1ϕ(
x

2
), ..., aj−1ϕ(

x

2
), u(x), aj+1ϕ(

x

2
), ..., amϕ(

x

2
)).

Par définition de ϕ, on a ϕ(x
2
) = 1 si ϕ(x) 6= 0. Il vient donc

ϕ(fa′ ◦ u) = ϕ(f ◦Ψ(u)) ∀u ∈ D(B).

De l’hypothèse sur Tf , on déduit immédiatement que Tfa′ est uniformément continue

de
(
D(B), ‖ − ‖Esp,q(Rn)

)
dans Bs

p,∞(Rn)loc, ce qui donne que fa′ est une fonction affine

(voir [16, th. 6]). On obtient

fa′(xj) = Aj(a
′) +Bj(a

′)xj, ∀j ∈ {1, ...,m},

où Aj et Bj sont des fonctions définies sur Rm−1, d’où l’existence de constantes cα telles
que

f(x) =
∑

α∈{0,1}m
cαx

α.

Maintenant supposons qu’il existe α ∈ {0, 1}m tel que αj = αk = 1 pour deux indices
j 6= k, tels cα 6= 0. Nous définissons la fonction

ga,b(x) = (0, ..., 0, (axj + b)ϕ(x), 0, ..., 0, (axk + b)ϕ(x), 0, ..., 0),

pour tout a, b ∈ R et tout j, k ∈ {1, ...,m} (j 6= k).

En évaluant l’opérateur Tf sur la fonction ga,b

Tf (ga,b)(x) = c0 + c1(axj + b)ϕ(x) + c2(axk + b)ϕ(x) + c3(axj + b)(axk + b)ϕ2(x),

pour tout a, b ∈ R et tout j, k ∈ {1, ...,m} (j 6= k). Par hypothèse sur Tf , il existe
η > 0 tel que

‖Tf (ga,b)− Tf (ga,0)‖Bsp,∞(Rn)loc ≤ c ∀b ∈ [−η, η], ∀a ∈ R.

On en déduit

‖Sf (ga,b)− Sf (ga,0)‖Bsp,∞(Rn) ≤ c ∀b ∈ [−η, η], ∀a ∈ R.

Posons ψ(x) = (xj + xk)ϕ
3(x), on obtient

|a| ≤
1 + 2η‖ϕ2‖Bsp,∞(Rn) + η2‖ϕ3‖Bsp,∞(Rn)

η‖ψ‖Bsp,∞(Rn)

, ∀a ∈ R,

il vient

|a| ≤ c , ∀a ∈ R,

ce qui est absurde.
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6.2.3 Une condition nécessaire pour que Tf soit localement
lipschitzienne

Théorème 19 Soient s > 0, m,n des entiers tels que 1 ≤ m ≤ n et f : Rm → R
une fonction continue. On suppose que pour toute boule B de Rn et tout compact K de(
D(B,Rm), ‖ − ‖Esp,q(Rn,Rm)

)
, l’application Tf : K → Esp,q(Rn) est lipschitzienne. Alors

f appartient à Es+1
p,q (Rm)loc.

Preuve. Nous divisons notre preuve en deux étapes.

Étape 1. Supposons le support de f inclus dans la boule Bm(a, 1). Soit u ∈ D(Rm) tel
que u(x) = 1 sur Bm(a, 2) et u(x) = 0 hors de Bm(a, 3). On obtient

(τtf − f)u = τtf − f ∀t ∈ Bm(0, 1) . (6.2.20)

Soit v une fonction non nulle dans D(Rn−m) et à support dans une boule Bn−m. Choisis-
sons g ∈ D(Rn,Rm) de façon que g(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xm) pour tout (x1, . . . , xn) ∈
Bm(a, 4)× Bn−m. Nous obtenons

(τtf − f)⊗ v = (f ◦ τ(t,0)g − f ◦ g) (u⊗ v) ∀t ∈ Bm(0, 1) . (6.2.21)

Par l’hypothèse sur f , Tf lipschitzienne sur l’ensemble

{τ(t,0)g : t ∈ Bm(0, 1)} .
Par les propositions 36 et 34, il vient alors ‖τ(t,0)g−g‖Esp,q(Rn,Rm) = O(|t|) quand |t| → 0.
La proposition 22 et l’égalité (6.2.21) donnent aussitôt

‖τtf − f‖Esp,q(Rm) = O(|t|) |t| → 0 .

Puisque Es
p,q(Rm) est le dual d’un E.B.D (voir la proposition 36), la proposition 34

donne ∂jf ∈ Es
p,q(Rm) pour tout j = 1, ...,m. En tenant compte de s > 0, il vient

∂jf ∈ Lp(Rm) pour tout j = 1, ...,m. Puisque la fonction f est à support compact,
nous obtenons f ∈ Lp(Rm). Par une propriété standard des espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel, on a

Er
p,q(Rm) = {v ∈ Lp(Rm) : ∇v ∈ Er−1

p,q (Rm,Rm)},
pour tout r > 0. Donc f ∈ Es+1

p,q (Rm).

Étape 2. Venons-en au cas général. On va vérifier que uf ∈ Es+1
p,q (Rm) pour tout u ∈

D(Rm). Par la proposition 38 et le théorème 17, nous voyons que

Tu−u(0)−∇u(0).idRm = Tu−u(0) − T∇u(0).idRm ,

est lipschitzienne sur tout borné de Esp,q(Rn,Rm). Puisqu’il en est de même pour
T∇u(0).idRm , Tu−u(0) est lipschitzienne sur tout borné de Esp,q(Rn,Rm). Il vient alors

T(u−u(0))f (g) = Tu−u(0)(g)Tf (g) ∀g ∈ D(Rn,Rm) , (6.2.22)

Par l’hypothèse sur Tf , T(u−u(0))f est lipschitzienne sur tout compact de(
D(B,Rm), ‖ · ‖Esp,q(Rn,Rm)

)
,

pour toute boule B de Rn. Puisque Tuf = u(0)Tf + T(u−u(0))f , il en est de même pour
Tuf et grâce à l’étape 1, on conclut que uf ∈ Es+1

p,q (Rm).
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6.2.4 Une condition suffisante pour que Tf soit régulier

Soit r ∈ N. Par la proposition 38, toute fonction f ∈ C∞(Rm) telle que ∂αf(0) = 0
pour tout |α| ≤ r, appartient à W r(Φ(Esp,q(Rn,Rm))).

Théorème 20 Soient r ∈ N et s > 0. Si f : Rm → R est une fonction continue
appartenant à clW r(Φ(Esp,q(Rn,Rm)))(C

∞(Rm) ∩W r(Φ(Esp,q(Rn,Rm)))), alors l’application
Tf : Esp,q(Rn,Rm)→ Esp,q(Rn) est de classe Cr.

Preuve.
Considérons l’opérateur linéaire continu

M : Esp,q(Rn,Rm) → L(Esp,q(Rn,Rm), Esp,q(Rn))
u 7→ {v 7→ u.v} .

Fixons g ∈ Esp,q(Rn,Rm) et supposons que h appartient à Esp,q(Rn,Rm), avec ‖h‖Esp,q(Rn,Rm) ≤
1.
Étape 1. Continuité de Tf : le cas f ∈ C∞(Rm) ∩ Φ. On a

Tf = Tf−∇f(0).idRm +∇f(0).idEsp,q(Rn,Rm) .

Par la proposition 38, il vient f −∇f(0).idRm ∈ W 1(Φ). On voit aisément que Tf
continue grâce au théorème 17 appliqué à f −∇f(0).idRm .
Étape 2. Continuité de Tf : le cas général. Si f ∈ clW r(Φ)(C

∞(Rm)∩W r(Φ)), et ε > 0,
alors il existe f1 ∈ C∞(Rm) ∩ Φ tel que

ν1+‖g‖Esp,q(Rn,Rm)
(f − f1) ≤ ε .

Il vient

‖f ◦ (g + h)− f ◦ g‖Esp,q(Rn) ≤ 2ε+ ‖f1 ◦ (g + h)− f1 ◦ g‖Esp,q(Rn),

et suivant l’étape 1 appliquée à f1, on a alors la continuité de l’opérateur Tf .

Étape 3 : Nous allons montrer par récurrence sur r que Tf est de classe Cr si f ∈
clW r(Φ)(C

∞(Rm) ∩ W r(Φ)). Le cas r = 0 est déjà prouvé par l’étape 2. Supposons
maintenant que la propriété est vraie pour r et prouvons-la pour r + 1. On suppose
que f appartient à clW r+1(Φ)(C

∞(Rm) ∩W r+1(Φ)). Puisque f est de classe Cr+1(Rm),
on a

〈f ◦ (g + h)− f ◦ g − (∇f ◦ g).h, u〉 =∫ 1

0

〈(∇f ◦ (g + th)−∇f ◦ g) .h, u〉 dt ∀u ∈ D(Rn). (6.2.23)

Par l’étape 2, on obtient que T∇f est continue sur Esp,q(Rn,Rm) dans lui même. En
raisonnant comme à la fin de la preuve du théorème 17, on déduit de la formule (6.2.23)
la différentiabilité de Tf , et l’égalité

dTf = M ◦ T∇f .

Puisque
∂jf ∈ clW r(Φs)(C

∞(Rm) ∩W r(Φ)),
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pour tout j = 1, ...,m, l’hypothèse de récurrence montre que T∇f est de classe Cr. On
conclut que dTf est de classe Cr, de Esp,q(Rn,Rm) dans L(Esp,q(Rn,Rm), Esp,q(Rn)), et
donc que Tf est de classe Cr+1.

6.2.5 Une condition nécessaire pour que Tf soit régulier

On notera
◦

Es
p,q (Rn) la fermeture de D(Rn) dans Es

p,q(Rn).

Si 1 ≤ p, q <∞, on a
◦

Es
p,q (Rn) = Es

p,q(Rn) , (6.2.24)

(voir par exemple [38, 2.3.3]).

Proposition 40 Soit s > 0. On suppose que q ∈ [1,∞[. Alors

(i) clEsp,q(Rn)

(
C∞(Rn) ∩ Es

p,q(Rn)
)

= Es
p,q(Rn),

(ii) clEsp,q(Rn)loc (C∞(Rn)) = Es
p,q(Rn)loc.

Preuve. Voir par exemple [16, prop. 7].

On dit que Tf a la propriété (Pr) si Tf est de classe Cr de(
D(B,Rm), ‖ − ‖Esp,q(Rn,Rm)

)
dans Esp,q(Rn), pour toute boule B de Rn.

Théorème 21 Soient s > 0, r ∈ N, m,n des entiers tels que 1 ≤ m ≤ n et f : Rm →
R une fonction continue. Si l’application Tf : Esp,q(Rn,Rm)→ Esp,q(Rn) est de classe Cr.

Alors f appartient à (
◦

Es+r
p,q (Rm))loc.

Lemme 21 Si f : Rm → R est une fonction continue telle que Tf a la propriété (P1),
alors f est continûment différentiable et

dTf (g).h = (∇f ◦ g).h ∀g, h ∈ D(B(0, R),Rm) , ∀R > 0 . (6.2.25)

Preuve du lemme 21. Par la propriété (P1), nous avons

dTf (g).h = lim
t→0

f ◦ (g + th)− f ◦ g
t

(6.2.26)

dans L∞(Rn). Alors par la continuité de f, on en déduit que dTf (g).h est continue, et
que

(dTf (g).h)(x) = lim
t→0

f(g(x) + th(x))− f(g(x))

t
.

En choisissant g(x1, ..., xn) = (x1, ..., xm) et h(x) = ej, j = 1, ...,m, sur B(0, R/2),
nous obtenons l’existence et la continuité de ∇f sur B(0, R/2), donc sur tout Rm.
En reprenant des fonctions g, h arbitraires, on conclut que l’identité (6.2.26) implique
l’égalité (6.2.25).
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Lemme 22 Une distribution f : Rm → R appartient à (
◦

Es+1
p,q (Rm))loc si et seulement

si

(i) f ∈ (
◦

Es
p,q (Rm))loc,

(ii) ∇f ∈ (
◦

Es
p,q (Rm,Rm))loc.

Preuve du lemme 22. On a

(
◦

Es
p,q (Rm))loc =

{
f ∈ D′(Rm) : lim

x→0
τxf = f dansEs

p,q(Rm)loc

}
. (6.2.27)

(voir la proposition 34). Par la propriété

Es+r
p,q (Rn) = W r(Es

p,q(Rn)) ∀r ∈ N, (6.2.28)

par la proposition 33, nous avons Es+1
p,q (Rm)loc = W 1(Es

p,q(Rm)loc) en tout qu’espace de

Fréchet. Alors f appartient à (
◦

Es+1
p,q (Rm))loc si et seulement si limx→0 τxf = f dans

Es+1
p,q (Rm)loc, autrement dit : si et seulement si limx→0 τxf = f et limx→0∇(τxf) = ∇f,

dans Es
p,q(Rm)loc et Es

p,q(Rm,Rm)loc respectivement. Puisque∇(τxf) = τx(∇f), l’égalité
(6.2.28) permet de finir la preuve du lemme.

Preuve du théorème 21. Nous allons raisonner par récurrence sur r.

Étape 1. Supposons que Tf a la propriété (P0).

Étape 1.1. Si le support de f est compact, alors l’égalité (6.2.21) conduit à

lim
t→0
‖τtf − f‖Esp,q(Rm) = 0 . (6.2.29)

Par la proposition 32 et (6.2.29), la compacité du support de f , il vient alors f ∈
◦

Es
p,q

(Rm) (voir [16, prop. 11]).
Étape 1.2. Si le support de f n’est pas compact, nous raisonnons comme dans la preuve
du théorème 19. D’après la proposition 38 et le théorème 20, nous savons que Tu−u(0)

est continu de Esp,q(Rn,Rm) dans Esp,q(Rn). Par l’égalité (6.2.22), et par la continuité
du produit dans l’algèbre Esp,q(Rn), T(u−u(0))f vérifie la propriété (P0). Puisque Tuf =

T(u−u(0))f+u(0)Tf , il en est de même pour Tuf . Par l’étape 1.1. On conclut que uf ∈
◦

Es
p,q

(Rm).
Étape 2. Supposons que Tf a la propriété (Pr+1). Fixons une boule B de Rn et j =
1, ...,m. On considère une fonction h ∈ D(Rn,Rm) telle que h(x) = ej pour tout x ∈ B.
En appliquant le lemme 21 à une boule incluant B et le support de h, on obtient

T∂jf−∂jf(0)(g) = dTf (g).h− ∂jf(0) ∀g ∈ D(B,Rm) .

Par hypothèse sur f, l’opérateur g 7→ dTf (g).h vérifie la propriété (Pr), ce qui donne

∂jf − ∂jf(0) ∈
( ◦
Es+r
p,q (Rm)

)
loc

. Par le lemme 22, on conclut que f ∈
( ◦
Es+r+1
p,q (Rm)

)
loc
.
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6.3 Remarques et problèmes ouverts

Pour s > 1, on a mis en évidence des conditions nécessaires qui ne sont généralement
pas suffisantes. C’est évidemment le cas de la condition de Lipschitz et, même en lui
adjoignant l’appartenance locale à Es

p,q(Rm), on n’obtient pas pour autant une condition
suffisante (c’est notamment le cas pour 1 ≤ s ≤ 1 + (1/p) — voir [16, rem. 5]). Il se
pose donc la question suivante : si s > 1, comment caractériser les fonctions f qui
opèrent sur Esp,q(Rn,Rm) ?
Au vu des résultats obtenus pour m = n = 1 et pour une large classe de paramètres
s, p, q, par Bourdaud, Moussai, Sickel (voir [21], [22] et [23]), il est raisonnable de
formuler la conjecture suivante :

Conjecture 1 Soient s > 1 + (1/p), m ≤ n. Une fonction f : Rm → R opère de
Esp,q(Rn,Rm) dans Es

p,q(Rn) si et seulement si elle satisfait les trois conditions suivantes :
– f(0) = 0 ;
– f est localement lipschitzienne ;
– f appartient localement à Es

p,q(Rm).

Pour m,n ∈ N∗, on notera Im,n,E l’ensemble des triplets (s, p, q) pour lesquels la conjec-
ture est valide. Si (s, p, q) ∈ Im,n,E et s > max(m/p, 1 + (1/p)), on peut montrer, exac-
tement comme le font Bourdaud et Lanza [16], que les théorèmes 20 et 21 débouchent
sur une caractérisation des opérateurs de superposition de classe Cr. Le seul problème
c’est qu’on ignore si Im,n,E est non vide pour m > 1.
Pour m > n, la caractérisation du calcul symbolique est largement ouverte, car on ne
connait pas encore les énoncés qui devraient remplacer les théorèmes 15, 19 et 21.
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gebras. Ann. I. H. Poincaré - AN 23 (2006), 949–956.

[22] G. Bourdaud, M. Moussai, W. Sickel. Towards sharp Superposition Theorems in
Besov and Lizorkin-Triebel spaces. Nonlinear Analysis 68 (2008), 2889–2912.

[23] G. Bourdaud, M. Moussai, W. Sickel. Composition operators on Lizorkin-Triebel
spaces. Journal of Fonctional Analysis 259 (2010), 1098–1128.

[24] G. Bourdaud, W. Sickel. Composition Operators on Function Spaces with Fractio-
nal Order of Smoothness. RIMS Kokyuroku Bessatsu (à parâıtre).
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