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Résumé

Dans une premiere partie on démontre que l'opérateur d’intégrales singuliere défini
par l'opérateur pseudo-différentiel, d’ordre m, de symbole de type-Dini est borné sur
I'espace de Besov localisé (B (R™)),-. On étudie également la continuité sur I'algebre
des multiplicateurs de Besov M (B; (R™)) quand p < q.

Dans une autre partie on s’intéresse aux opérateurs de composition T¢(g) := foyg
sur certains espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel a valeurs dans R™. On établit la
nécessité de la condition de Lipschitz, et on étudie enfin la régularité de 'opérateur 7.

Mots-clés : Opérateurs d’'intégrales singulieres, Opérateurs pseudo-différentiel, Espaces
de Besov localisés, Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Opérateurs de com-
position.
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Abstract

On the localized Besov space (B, (R"))s we study the boundedness of the singular
integral operators defined by pseudo differential operators of order m with symbols
satisfying a condition of Dini-type. Then we deduce the continuity on pointwise mul-
tipliers Besov algebra space M (B (R")) when p < q.

We are interested in the superposition operators T¢(g) := f o g on vector valued Besov
and Lizorkin-Triebel spaces of positive smoothness exponent s. We establish that the
local Lipschitz continuity of f is necessary if By (R™,R™) (or F; (R" R™)) is imbed-
ded into L. (R™ R™), and that the uniform Lipschitz continuity of f is necessary if
not. We study also the regularity of T7%.

Keywords : Singular integral operators, Pseudo-dierential operators, Localized Besov
spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Besov spaces, Composition operators.
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0.0.1 Introduction

Cette these se compose en deux parties : Continuité des opérateurs d’intégrales sin-
gulieres sur les espaces de Besov localisés et Le calcul symbolique dans certains espaces
de Besov a valeurs vectorielles. Nous pouvons remarquer que, les deux parties portent
sur les espaces de Besov By (R™) et de Lizorkin-Triebel F; (R") pour des opérateurs
linéaires ou non linéaires.

En ce qui concerne la premiere partie, la présence des majorations pour I’ensemble des
opérateurs pseudo-différentiels O.P.D, d’ordre m, associe a la classe ZZ,L& (w, N) sur les
espaces de Besov localisés et de Lizorkin -Triebel est claire : il s’agit d’'une majoration
des O.P.D (& savoir, pour tout s € R"\N, 1 < p,g,r <o00,0<d<1,p>1et m>0,
I'O.P.D envoie F5i™(R™) dans Fy; (R") et (B ™ (R™))e dans (Bj  (R"))er).
La deuxieme partie du travail traite de I'opérateur de composition Ty (g) := fogsur B;
et I a valeurs vectorielles, dans le but de caractériser les fonctions f : R™ — R telles
que Ty envoie B, (R",R™) ou F (R",R™) dans B, (R") ou F; (R"), respectivement,
a savoir que les conditions suivantes sont nécessaires pour qu’une telle propriété ait lieu :
— Pour s > 0, la condition de Lipschitz, locale ou globale suivant que 'espace By (R™,R™)
ou I (R",R™) se plonge ou non dans L.
— Pour m < n, 'appartenance locale au méme espace.

— Pour 1+ — < s < —, les seules fonctions qui operent sont les fonctions linéaires.

Les deux tyllz))es de résultats reposent sur des majorations, cependant ’approche n’est
pas la méme dans tout le texte. La premiere partie porte sur le théoreme de conti-
nuité des O.P.D sur les (B; (R")), (pour plus de détails on consultera les travaux
de J.Peetre [35], G.Bourdaud [5], [7], [8] et M.Moussai [32], [33]). La deuxieme partie
du texte s’intéresse aux opérateurs de composition, (voir par exemple les travaux de
G.Bourdaud [9], [10], G.Bourdaud et M.Lanza De Cristoforis [16].

Présentons maintenant ces deux parties indépendamment.

La premiere partie, est réalisée sous la direction de Madani Moussai :

Dans le chapitre un, nous rappelons les définitions des espaces de B, (R") et I (R")
suivant le formalisme de Littlewood-Paley et quelques propriétés.

Dans le chapitre deux, nous généralisons les résultats de M.Moussai [32], la continuité
des O.P.D, d’ordre m, associés a la classe ) 7"s(w, N) sur 'espace F}; ,(R"), (voir (2.1.2)
et (2.1.3)). Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1 Sis € RF\N, 1 <p<oo, 1 <g<o0,m>0,0¢€ ) (ws]) et w

vérifiant
1 dt 1/q
(/ (t—(s—[sl) w (t))q 7) < 400, (0.0.1)
0

alors

lo (., D)f]

Dans le troisieme chapitre on démontre le méme résultat du chapitre 2 sur les espaces
de Besov localisés mais pour o € 5" (w, [s]). Notons que nous prouvons que (0.0.1)
est optimale dans les deux résultats précédents.

Fg3 ,(R") <c||f| FSEm™(Rn) -
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La deuxieme partie de notre travail, réalisée sous la direction de Gérard Bourdaud,
concerne la composition. Elle est rédigée dans les chapitres 4, 5 et 6 :

Dans le quatrieme chapitre, nous considérons le calcul symbolique pour les espaces
de Besov et de Lizorkin-Triebel a valeurs vectorielles. Nous posons B (R",R™) :=
B (R R™) ou F; (R, R™) et £ (R",R™) := E> (R",R™) N Loo(R",R™), quand il
n’y a pas lieu de faire une distinction.

On cherche a caractériser les fonctions qui operent, par composition a gauche sur
E5 (R?R™). On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires pour s > 0,
résultat déja obtenu par Bourdaud [10] dans le cas m = 1, autrement dit :

Théoréme 2 Soient s > 0, m et n entiers, et f : R™ — R. Si Ty envoie &) (R", R™)
dans By (R"), alors f est localement lipschitzienne.

Théoreme 3 Soient s > 0, m et n entiers, et f : R™ — R. On suppose que E;Q(R”) ¢
n n
Loo(R™) (autrement dit : s < — ou s = — et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

p p
Lizorkin- Triebel). Si Ty envoie E; (R",R™) dans B, (R"), alors f est globalement
lipschitzienne.

1
On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 14+ — < s < E, voir [5], [9].

Nous démontrons le théoreme ci-dessous qui généralise un résultat de G.Bourdaud et
M.Lanza De Cristoforis ([16], théoreme 1).

1 1
Théoreme 4 Soient 1+ — < s < E, (ous=1+-< n et ¢ > 1 dans le cas Besov,
p p

p b
p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : R™ — R. Si Ty envoie E5 (R",R™) dans
Bs (R™), alors f est linéaire.

Par ailleurs, 'appartenance locale au méme espace est aussi nécessaire pour m < n.
Nous établirons le théreme suivant.

Théoréme 5 Soient s >0, f:R™ =R et 1 <m <n,m etn entiers. Si Ty envoie
D(R™,R™) dans E; (R"), alors f € Ey (R™)0.

Dans le cinquieme chapitre, on montrera que la condition que Vf appartienne a

E;;l(]Rk, R*) localement uniformément est n é cessaire, quand 1'ordre de régularité vérifie

s:E>1.
p

Nous notons ®(&; ,(R™,R™)) ensemble des fonctions f : R™ — R, pour lesquelles T}

est une application bornée de & (R",R™) dans &, (R") et f(0) =0, E; , (R") désigne
la fermeture de D(R") dans E5 (R").

Le chapitre six est consacré aux objectifs suivants : nous donnons des conditions
nécessaires et suffisantes pour la régularité du calcul symbolique sur ’espace é’;q(R", R™)
pour s > 0, qui généralisent les résultats obtenus pour m = 1 par Bourdaud et Lanza
de Cristoforis [16], autrement dit :



Théoreme 6 Soient r € N et s > 0. §i f : R™ — R est une fonction continue
appartenant @ clyr(a(es o rm)) (C(R™) N WH(D(E, (R, R™)))), alors Lapplication
Ty : & (R R™) — & (R™) est de classe C".

Théoreme 7 Soients > 0,7 € N, m,n des entiers tels que 1 <m <n et f: R™ — R
une fonction continue. Si Uapplication Ty : & (R",R™) — &5 (R") est de classe C".

Alors f appartient a (E5T" (R™))ioc-

Les résultats principaux de ce travail :
— Les chapitres quatre et six, sont publiés dans Annales mathématiques Blaise Pascal.

16, 2 (2009), 399-429.
— Le chapitre trois est actuellement soumis comme article. .



0.0.2 Notations

— (e1,...,€e,) est la base canonique dans R™.

- x.y = 21y + ... + Yy, le produit scalaire dans R™.

— Pour a et # deux multi indices, on dit que a < 3, si Vj € {1,...,n} : a; < ;.

— Pour k € N, Q) = [~1,1]* est le cube unité dans R¥ et Q7 le cube [0,1/2]".

- SiQ={x € R":suplz; — a;] <7} estle cube de centre a = (ay,...,a,) et de rayon
r > 0, on désigne par A\Q) le cube de méme centre et de rayon Ar.

— B(a,r) la boule de centre a et de rayon r.

e . ol .
— Pour a € N, |a| = oy + ... + ay,. La dérivée partielle m est notée 0° f.

— Nous notons T I'opérateur de composition, défini par Ty(g) = fog, sa version locale
Sy = (fog)e.

— S(R™) est 'espace de Schwartz des fonctions C*°(R"™) a décroissance rapide sur R",
le dual S'(R™) est l'espace des distributions tempérées.

- Si f € S(R"), sa transformée de Fourier est

~

Fi() = Fle) = | exp(-iz.&)f(a)da.
et sa transformée de Fourier inverse est

FREQ = en) " [ expling)f(o)de
— Si g € S(R™), nous notons g(D) 'opérateur pseudo-différentiel de symbole g, défini
par

o —

9(D)f ==gf ,VfeSR.
— On note par o(., D) 'opérateur pseudo-différentiel (O.P.D), défini par

oz, D) f(x) = (2m) " / "o (2,6) F(€)de,  (Vf €8, Vx €RY).

n

— Pour une distribution f définie sur R” et a € R", on définit 'opérateur de translation
par 7,f(z) = f(z — a), Yo € R"™.
— Pour m € N, I'espace C}"(R") est 'espace des fonctions de classe C™(R"), telles que

e = D 18 lloe < +o0.

laj<m

— Pour s € R*\N, C*(R") est I'espace de Hélder des fonctions f € CI/(R") telles que

0°f(x) — 0°f(y)|
O3 (Rny 1= HfHCI[)S](Rn) + E sip g
zHy

/]

< +00

|a|=[s]

— Pour s € Ret p €]1, +o00[, H;(R") est I'espace de potentiels de Bessel des distribu-
tions f € §’'(R") vérifiant

HfHH;(Rn) = H(I - A)8/2f||p < +00.

10



Pour m € N, W;*(R") est I'espace de Sobolev des fonctions f € D'(R") telles que

1 llwggeny = > 1Ny < +oo.

la|<m

Nous notons.E;q.(R”,Rm) = B (R"R™) ou F; (R" R™) l'espace de Besov ou
I’espace de Lizorkin-Triebel.

Soient s € R et p,q € [1,+o0], & (R",R™) désigne 'espace des distributions
tempérées a valeurs dans R™, f = (fi, ..., fin) qui vérifient

Hf“g.’iq(Rn’Rm) = HfHLoo(Rnlem) + HfHEg’q(Rn’Rm) < +OO .

(& (R R™)) I'ensemble des fonctions f : R™ — R, pour lesquelles T est une
application bornée de & (R™,R™) dans & (R") et f(0) = 0.

Pour r € N, W (®(&; (R",R™))) est 'espace des fonctions f : R™ — R telles que
o°f € (&, (R",R™)) pour tout [a| < 7.

Nous notons £ . (R") la fermeture de D(R") dans E5 (R").
Dans un espace topologique E, on note clg(A) la fermeture d'un sous-ensemble A.

Le symbole — désigne I'inclusion avec continuité de I'injection canonique.

p' Vexposant conjugué de p € [1,+00], i.e. p' = Ll

Par ||.||, on désigne la norme dans L,(R") pour 1 < p < +oo0.

¢, c1,... des constantes positives, leurs valeurs peuvent dépendre de certains pa-

rametres et certaines fonctions auxiliaires, et changer d’une ligne a l'autre.

11



Premiere partie
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Chapitre 1

Espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel

1.1 Définition des espaces de Besov B; (R") et de
Lizorkin-Triebel F; (R")

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley
Soit ¢ € D(R™) telle que 0 < p(z) < 1, p(z) = 1 sur |z| < 1, et p(x) = 0 hors de
2] < 5.
2
On pose
v(z) == () — ¢(22), Ve e R".

1 3
Alors v appartient a D(R™ \ {0}), est portée par la couronne 5 <z < B et de plus :

27(27%) =1, Ve € R™\ {0},
et j
p(r)+Y v(27z)=1,  VzeR" (1.1.1)

i>1
Les fonctions 7 et ¢ dépendent clairement de n. Dans le cas ou n prend plusieurs va-
leurs, nous utiliserons une notations indicielle, i.e. ¢, et v,.

Nous définissons les opérateurs @Q; : S’'(R") — C*°(R"), par Q; :=v(277D) (j > 1) et
Qo := ¢(D). On définit de méme les opérateurs S; (j > 0) par S; = p(277D). Pour
tout f € S'(R™), avec la notation Sy = @, on obtient la décomposition de f du type
de Littlewood-Paley, i.e.

F=> Q;f. (1.1.2)

320
Il est facile de prouver que la série (1.1.2) converge dans S'(R").
Nous introduisons les fonctions ¢ € D(R") et 4 € D(R™ \ {0}) telles que
Pp=¢p et Jy=17. (1.1.3)

13



Les opérateurs @v] sont définis selon la propriété (1.1.3).

Remarque 1 Par l'inégalité de Young pour la convolution, il vient que les suites
d’opérateurs (Q;);5, et (5;);5, sont bornées uniformément dans £(L,) pour 1 < p <
+00.

Définition 1 Soit a > 0, on pose

*,a |Q f( - )| n
Qk; f(x) - yS;lRI:L fTM? M R y
|Skf(z —y)|

= T a r eR".
yern 14 [2%y]

Ces opérateurs maximauz associés auzx Qy et Sy, sont définis sur S'(R™).

Définition 2 Un espace de Banach de distributions (E.B.D) dans D'(R™) est un sous-
espace vectoriel E de D'(R™) muni d’une norme compléte | — ||g telle que l'injection
canonique E — D'(R™) soit continue.

Définition 3 Soit £ un E.B.D. On dit qu’une distribution g est un multiplicateur de
E (on note g € M(FE)), s’il existe ¢ > 0, tel que pour tout f € C*°NE, on ait gf € E

et [|gflle < |l flle-

On munit M (E) de la norme

19llae) = sup{llgflle - feCTNE, ||fllz=1}.

Définition 4 Soient s € R, p,q € [1,+00|. L’espace de Besov B, (R™) est ’ensemble
des f € S'(R") telles que

/]

1/q
By (&) = <2(28j||62jf!\p)q> < +00. (1.1.4)

J=0

Définition 5 Soient s € R, p € [1,+o0[ et q € [1,+00]. L'espace de Lizorkin-Triebel
F; (R") est 'ensemble des f € S'(R™) telles que

/]

1/q
Fy @) = (Z(?jycgjfy)q) < +o00. (1.1.5)

>0
1= p

Remarque 2 Dans la formule (1.1.4) (resp. (1.1.5)) on peut remplacer @; par Q;*
avec a > n/p (resp. a > n/min(p, q)), et on obtient ainsi une norme équivalente dans
By (R™) (resp. F; (R")).

Voir Peetre [35] ou Triebel [38] pour plus de détails.

14



1.1.2 Opérateurs de différences

Pour toute distribution f sur R", et tout A € R", on pose Ay, := 7_,f — f. On considere
aussi les puissances successives de 'opérateur Ay, définie inductivement par

Ay =N, et APTi= AR 0 AT Vm € N*

On vérifie aisément la formule suivante

ApF =30 ( )t
=0

Nous utiliserons par la suite la notation suivante : pour £ € N* p € [1,400], t > 0 et
f une fonction définie sur R on pose

wpe(f3t) 1= sup </ IAﬁf(fE)l”dI)l/p : (1.1.6)

|h|<t

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dans By (R") et F; (R™).
Pour la preuve, voir par exemple [37, Prop. 2.1.2/2, p. 19], [38] et [39, th. 2.6.1, p. 140].

Proposition 1 Soient ¢ un entier, 0 < s < {, g € [1,+00] et 1 < p < 0. Alors
[’espace B;jq(]R”) est l’ensemble des distributions tempérées f vérifiant

q/p 1/q
s dh
T ||f||p+</ | (/ |A£f<x>|pdas) W) < too,

Pour 1 < p < oo, alors l’espace de Lizorkin-Triebel Fz‘f’q(R”) est l’ensemble des distri-

butions tempérées f vérifiant
Ly ¢ gt 1/q
I ([ (e[ 1aisopan) )
0 |h|<t ,

Fg R -= | £l + < 400.

Preuve. Voir [37, p. 41].

Proposition 2 Soit s > 0, alors une distribution f appartient a B, (R") si et seule-
ment si f € L,(R") et 0,f € B;;Il(R”) pour tout j = 1,...,n. De plus l’expression

By (R™)

11l + D 11951
j=1

est une norme équivalente dans B, (R™).

Proposition 3 Soient ¢ un entier et 0 < s < £, alors [’expression

1 w . qd 1/q
i+ ([ (245) %)

est une norme équivalente dans B, (R™).

15



1.1.3 Plongements dans B, (R") et I (R")

Nous rappelons quelques inclusions et égalités au sens des normes entre les espaces de
Besov et de Lizorkin-Triebel. La plupart sont démontrées dans [35], [38, 23.5] et [39,
2.3.1].

Proposition 4 Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) C*(R") = B, (R"), si s € RT\N.

(1) Ly(R") = F),(R"), si 1 <p < oo,

(iii) WM (R™) = F'5(R"), si 1 < p < oo, m € N*,

(iv) By (R") = F; (R"), si1<p<oo,s€R,

(v) Hy(R") = F;,(R"), si1 <p < oo,
Pour la définition de H;(R"), voir les notations.
Proposition 5 Soit s € R, alors

S(R") — E; (R") — S'(R").
Proposition 6 (i) Soient s € R, 1 <p < oo et 1< g < o0, alors
Bs (p7q)(Rn) — F;;Q(Rn) —> Rn)’

p,min ;,max(p,q) (
(ii) Soient —o0o < 0 < s< oo etl<p,rt<oo, alors
By ,.(R") — By ,(R"),

(7ii) Soient s € R, 1 <r <t<ooetl<p<oo, alors

B, (R") = B, ,(R"),
(iv) Soient 1 <py<p<oo,1<qg<oo ets—%zso—plo, alors
B;g,q(R") s B;q(]Rn),

(v) Soient s > ,1<g<etl<p<r<oo, alors

T3
33

F3 (R") — L,(R").

(vi) Soient s > — % etq<r, alors

3

—%,1§q§ooet1§p<ooous:%
By (R") — L.(R").

Preuve. Voir [37, Coro 2, p. 36].

Proposition 7 (i) Soit s > 0, alors

B (R") = M(B; (R")),

st s <0, alors
B;qu,(R”) — M (B, (R")).

(i) soit t > 0, alors
B, UM (R") — M(Bj,(R"))

Preuve. Voir [37, 4.7.1, p. 229].
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1.2 Estimations élémentaires

Lemme 1 Soient 1 < p < q < oo et a € N". [l existe ¢ = c(a,p,q,n) > 0, tel que
pour toute f € L,(R™), a spectre dans la boule B(0, R), on ait

17, < cRlan(5-1) I£1, -

Preuve. Voir [11]. |

Lemme 2 Soient a €]0.1] et p € [1,00]. Pour toute suite (¢;) ;>0 dans (P(Z), les suites
n, = ak > j<palej ety = a=k >k @'cj appartiennent a (P(Z). De plus

1) lew zy + 1OV lew ) < €l oz -

Preuve. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Young pour la convolution dans ¢#(Z). W

1.3 Séries convergentes dans B, (R") et FJ (R")

Ce paragraphe est consacré a des estimations du type de Yamazaki [41].

Proposition 8 Soient s € R et v > 1.
(i) 1l existe ¢ > 0, telle que

1/q
(Z 2% ||fj||ff,> e sw [0l 171
al<ly

>0

By (%) (1.3.7)

pour toute fonction § € C*(R") a support danSﬂ*1 < €| < v et toute suite de
distributions (f;);cy définie par f;(§) = 0(279¢) f(€) avec f € S'(R™).
(i1) Il existe ¢ > 0, telle que

ij

J=0

1/q
<e(Teving) 139
B3 ,(R™)

=0
pour toute suite de fonctions <fj)jeN telle que supp f; C

{€: 47120 < €] <427}, pour tout j € N.

Preuve. Preuve de (1.3.7). On part de la série

fi=)_Quf;, VjieEN,

k>0

nous obtenons

fj _ Z (anfflﬁ(Qk.)) % Qkfj;

k>0

17



avec supp0(27%.) N supp}; # () pour tout |[j — k| < N,ou N =2+ [ﬁ—;]
Nous avons

n

(1+ [y F-10(y) = (27)" / eY(T — A,)"0(x)dz.

alors par 'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’égalité de Bessel-Parseval on a

7ol = (f - A" 20(0) o b ([ s werma) "

<c sup [

la|<m

oo’

avec m = [§] + L.
Par 'inégalité de Young on en déduit

+oo
Il < e > QA < e®) Y 1Qu-nfl,.
j—N<k<j+N k=j

On distingue alors trois cas :

Le cas 1 : s > 0. Le lemme 2 donne l'inégalité

1/q 1/q
(Z 954j ||fj||g) < ci(0) (Z 20 ||Qk+Nf||Z>

§>0 k>0

n,

< —sN
<27°%¢1(0) || f 02

By (N=2+4]

Le cas 2 : s < 0. De maniere analogue on a

27| fill, <027 Y Qufll, < e(0)27 N2 U N ok Rt

J—N<k<j+N 0<k<j+N

Le lemme 2, permet de conclure.
Le cas 3 : s = 0. En utilisant 'inégalité de Holder, il vient

1/q
, In~y
1AL <co) > 1) ( > ||Qkf||;’,> (V=245
j-N<k<j+N J—N<k<j+N
d’ou on en déduit

1/q g
(Sisi) <omexer (S5 o)

>0 j>0 j—N<k<j+N

1/q
= ¢(0)(2N + 1)M/rre (Z HQMIIZ)

k>0

= c1(0) ”fHBg’q(R”) :

18



Preuve de (1.3.8). On pose

fi=> F ' w27r) * Quf,

k>0

ott supp(27F.) N Supp}; # () pour tout |j — k| < N, avec N =2+ Hﬁ—g}, ce qui donne

Qx (Z;@)H < ) 2MQufreel,
-

3>0 N<I<N

2k$

<c() Y 2% fesell,

—N<(<N
D’ou
q\ 1/q

Z 2ks

k>0

S (z (2 ||fk+gup)q> :

—N<UKN \k>0

()

Jj=0

p

1/q
< (Z (2 ||fk/||,,)"> .

k'>0

Proposition 9 Si s > 0, on peut remplacer les couronnes v~ 127 < €] < 427, par les
boules |£| < ~27, dans la proposition 8.

Preuve. Voir [33] ou [32, Prop. 2, p. 11].

Proposition 10 Soita > ——
min(p, q)

0 1/q
(Z QkSq‘Q:af‘q> <c Hf”FZf’q(R") 5

k=0

. Alors il existe une constante ¢ > 0, telle que

p
pour tout f € Fy (R").
Preuve. Voir [37, Prop. 2, p. 22].

Proposition 11 Soient 1 < p < oo et 1 < g < o0o. Alors il existe une constante ¢ > 0,

telle que
1/q

0o 1/q 1S9
(Z 257 F10(28) « fk|q> <c <Z |fqu> ,
k=0 » k=0 »

pour tout 8 € S(R™) et (fr)52, C S'(R™).
Preuve. Voir [37, Prop. 4, p. 23].
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Proposition 12 Soient s > 0 et v > 1. Il existe une constante ¢ > 0, telle que

1/q

00 1/q
E:Mhﬁv <oy (Z]ﬁﬁ) ,
k=0
p p
pour toute suite de fonctions (fi)i>, C S'(R™) vérifiant supp fk C B(0,v2%).
Preuve. Voir [37, Prop. 3, p. 22].
Proposition 13 Soit s > 0, alors
M(E (R")) < M(E,H(R") < L.

Preuve. Si ¢ € M(F; (R")), par la propriété L, = (}'jp_/fq/(R")?}'}iq(]R”))l’2
[37, 2.5.2]) on a ¢ € M(Ly) = Le. Dans lautre plongement, on suppose (iue o €
M(F; ,(R")). Par la propriété F;;[S] (R™) est un espace d’interpolation entre L, et
F; (R") (voir [37, Prop.2.5.1, p. 86]) suivant la proposition 4 (i), on conclut que
¢ € M(F5,F(R™)), pour tout s > 0.

(voir

Proposition 14 Soient s € RT\N, a € N" (|a| < [s]) et ¢ € M(F; (R")). Alors 9%¢
est un multiplicateur de Fq ' (R™) dans Fiq " (R™). Autrement-dit :

1(0%¢)
pour tout f € D(R™).

(5] (rn) <c H(bHM Fs, Sl gny

Preuve. On raisonne par récurrence sur |«/|, en utilisant la proposition 13 et la régle
de Leibniz. Nous omettons la démonstration.

Proposition 15 Soient s € R, v > 1. Alors il existe ¢ > 0, telle que

1/q

}j%ﬂfﬂ <c(0)||f

3>0

. (1.3.9)

pour toute fonction 0 € C®(R") a support dans v~* < |£] < « et toute suite de
distributions {f;},.y définie par f] (&) = 02798 f (&) avee f € S'(R™).

Preuve. Par la décomposition

f] - ZQkfj7

k>0

nous obtenons

fi=2 (2"F102")) * Quf,

k>0

avec supp0(27%.) N suppfj # 0 pour tout |j — k| < N, ot N =2+ [2]].
Nous obtenons

[(FH0(277)) = Qufl < c(0)|Q" 1.
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On a donc

29[l <e(0)27 Yy 272 ).

J—N<Zk<j+N

Le cas 1 : s > 0. Par le lemme 2, il vient

1/q 1/q
(Z 25jq|fj|q> < c(#) (Z 25kq|Qz,af’q> )

720 k>0

La proposition 10, permet de conclure.
Le cas 1 : s < 0. De maniere analogue, on majore

027 Y 2,
J—N<k<j+N

par
CI(G)ZSj Z 275k25k|Q2,af’7

k<j

on obtient le résultat.

1.4 Autres espaces de fonctions

Pour nos résultats dans les chapitres suivants, nous allons définir certains espaces de
fonctions.

Définition 6 Soit f une fonction de classe C*°(R™). On dit que f opére par multipli-
cation sur E C D'(R™) si fg € E pour tout g € E.

Définition 7 Soit E C D'(R"™) un espace de Banach de distributions. On dit que E
est un D(R™)—module si tout élément de D(R™) opére par multiplication sur E.

Définition 8 Soient f et g dans S'(R™). Si la limite de (Skf) - (Skg) quand k — 400

existe dans S'(R™) on Uappelle produit de f par g, noté f - g.
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Chapitre 2

Continuité des opérateurs
d’intégrales singulieres sur les
espaces de Lizorkin-Triebel

2.1 Opérateurs pseudo-différentiels

2.1.1 Une classe du type de Hormander

Dans ce chapitre, nous allons étudier la continuité des opérateurs d’intégrales singulieres
défini par des opérateurs pseudo-différentiels (O.P.D) sur les espaces de Lizorkin-
Triebel. Il est utile de rappeler dans ce sens les travaux de G.Bourdaud [5], [6], R.R.Coifman
et Y.Meyer [25], G.Métivier [31], Yabuta[40] ....

Nous rappelons qu’'un O.P.D est une application linéaire définie comme suit :

n

o(xz,D)f(x) = (27?)_"/ ¢ lo (1,8) f(E)dE, (Vf €S, Vr eRY), (2.1.1)
ou o(z,y) est une fonction définie de R™ x R™ dans C.

Définition 9 Pour N € N*, p,§ € Rt et m € R, on définit l’espace des symboles
> ps(w, N) comme Uensemble des fonctions o : R* x R* — C, de classe CN par
rapport & x vérifiant que pour tous o, 5 € N", tel que |5| < N, il existe ¢1 et ¢y tels que

(0200 (2,€)] < ex (14 [g])" AL, (2.1.2)

0¢00 (x+h,€) = 900 (,€) | < cow ([BIIEL) (1+ J)™ 7 (2.1.3)

ot w est une fonction de RT dans R continue, croissante,concave et w(0) =0 (w est
appelée module de continuité).

Il est a noter qu’on dispose de plusieurs résultats sur les O.P.D avec un module de
continuité, voir par exemple Moussai [32, 33|, Bourdaud [5, 6], Yabuta[40].... Voici des
exemples de fonctions w :

s 1
w(t)=1t°,0<s <1, w(t>_log%’
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pour t voisin de 0.
Un symbole o de la classe Z;rfé(w, N) peut se ramener a la forme élémentaire d’apres
Coifman et Meyer [25]. Ceci nous allons le voir dans le paragraphe qui suit.

Remarque 3 L’espace des symboles vérifiant (2.1.2) est un espace de Fréchet pour
les semi-normes

Man (o) = sup  [[980 (&) oy (1+ g7
|BI<N,£eRm
Il en est de méme, pour 'espace des symboles vérifiant (2.1.3), avec les semi-normes
11 (1+ ‘€|)*m+pla\*5\ﬁl

Ha,N <O> = sup ||a§ao- (+ha§) _8?0- (’g) ||Cév s
<N €eRr, 0 w (In @ +1eD’)

2.1.2 Reéduction aux symboles élémentaires

La proposition suivante permet de passer d'un symbole de la classe ZZ?(; quelconque,
aux symboles élémentaires, qui sont eux méme proches des séries de Littlewood-Paley
(voir le paragraphe précédent). Ils ont été étudiés dans les années 1980 par Y.Meyer et
ses éleves, voir [25].

Proposition 16 Soit N € 2N* avec N > n. Sio € 3 s (w, K), alors

—(n 2
o(z,8) = k(z,8) +/ (1 +[y?) "0, (2,6 dy (2.1.4)
ot 0y (1,§) = 30550 2™y (272)0, (279€) et K (,€) = 0 pour €] > 1. De plus
1925 ()l gy < €Ty (0), (2.1.5)
|05 (- + 1, &) = 05 (,€)[| o < Moy (@) w (|R)) (2.1.6)
sup ||8§‘77yHOO < ¢a, pourtout |a| < N —n—1, (2.1.7)
yeR?
sup|97my |, < e, sup||97my (4 h) = 07my, (|| < cpw(|R]).
Jj>0,yeR™ j>0,ycR"
(2.1.8)

Preuve. Posons

o (2,8) = () (2,8) + (1 — ¢(§))o (2,§) = K (,§) + 7 (x,).

On vérifie aisément que le terme & (x, ) , satisfait les estimations (2.1.5) et (2.1.6). Pour
le second terme ¥ (x,&) . On part d’une fonction n € D(R™) portée par 1/2 < |£] < 2,

telle que pour [£] > 1/2 on a
ien2
> (n(279)" =1.
Jj=0
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La construction de n n’est pas difficile, voir par exemple [4, Lem 6.1.7 ]. On pose
maintenant

r; (2, &) = 27mIn( V(27 z, 27¢),

il vient

1y (€)= @n) " [ S g) Yy )y, (2:19)
ol

mm@ﬁ=/1 e (T — A2, (2,€) d.
1/2<¢]<2

Nous allons vérifier les inégalités (2.1.8). Compte tenu des propriétés (2.1.2) et (2.1.3),
on a

[07mjy |, < e / (@2 (&)|(277 + |¢])mleal+31Blg¢
/2<|§\<2

o [+]a2| <N

S@Smn/ @ ()]dé < +oo,
la|<N J1/2<]¢]<2

et de méme on a

[0%m, (. + h) — 3%my, || <amw>wp/ (@ (€)|dé < +oo.
1/2<[¢1<2

|| <N

Revenons a la construction de o, (z,€) . Par les différentes égalités (2.1.9), on en déduit

9(@,6) = (n27€) 0 (x,6) = > 2"In(279€)r; (2V,277¢)

J=0 j=0

= (m) [ )R (D2 ) exp (2 Ty 2 Em (270))dy.

7>0

Nous définissons 7, et o,, par

(&) = 2m) (1L + Y1272 expliy.£)n(€),

et
oy (z,§) = Z Qmej,y(Zjéx))ny@ﬂf)'
Jj=0
Il découle
a —n n—N+1 . . a—
oeny (&) = 2m) "L+ 11" T2 expliyf) Y canliy) (8.
0<7<a

Puisque |y[M(1+[y|?)~* et tout |y| < N —n—1, on obtient

sup ||8g‘77yHoo <¢, pourtout |of < N —n—1. (2.1.10)

y€eR”

25



Lemme 3 Pour tout k € Zz:‘(s(w, N) symbole défini par

o(z,€) = n(x,£)+/Rn (1+[y?) "0, (2, 6) dy (2.1.11)

ou £ (x,£) = 0 pour [£] > 1, il existe une famille de fonctions (Ay), . continues sur
R™, telles que pour tout 3 € N, vérifiant |3| < N, il existe ¢; > 0 et co > 0, tel que

sup H@fAy(.)HOO <¢p, sup ||8£Ay(. +h) — QfAy(.)HOO < cow(|h]). (2.1.12)
yeRn yeRn

Preuve. On écrit A, sous la forme

Ay @) = [ exp(-in) (1= 8" k (2,
par les inégalités (2.1.5) et (2.1.6), on établit (2.1.12).

2.2 0O.P.D sur les espaces de Lizorkin-Triebel

Nous intéressons, dans ce paragraphe, a la continuité des O.P.D sur les espaces F}; q(R”).
On suppose qu'un symbole o € > 7 (w, [s]), et on définit le module de continuité par

</01 (671D 4 (1)) %)Uq < 400. (2.2.13)

Rappelons que lorsqu’on a

1
/ wQ(t)% < +o0, (2.2.14)
0

I'opérateur pseudo-différentiel de symbole dans la classe D }'s(w) est borné sur L, (R™)
(voir [32], [2], [5] et [8]). Ce résultat a été étendu aux espaces de Besov B (R") avec
la condition (2.2.13) (voir [32]), aux espaces de potentiel de Bessel (voir [33]), avec
(2.2.13) et s = 2.

Reverrons a notre cas, nous allons démontrer les deux résultats suivants :

Théoréme 8 Soient s € RT\N, 1 < p < 00, 1 < g < oo et m > 0. Soit w un
module de continuité vérifiant (2.2.13). Il existe une constante ¢ > 0, telle que pour
tout o € Y 1"y (w, [s]) on ait :

lo(, D) f

Théoreme 9 Soient s € RT\N, 1 <p <oo, 1 <qg<o0etm>0. Soit w vérifiant

1 o dt 1/q
(/ (I0) 7) = +oo, (2.2.15)
0
alors il existe 0 € Y V' (w, [s]) et ¢ € Fi™(R") tels que o(., D)p ¢ Fy (R").

Fs (R <c||f| Foim@®n) -
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Remarque 4 Compte tenu des propriétés de w, il existe ¢ > 1 telle que

Ve 1 1/q
% <Z QjQ(s—[S])(w(z—j))Q> < </0 (t_(s_[s}) w (t>)q%)

Jj=0

1/q
<c (Z qu(s—[S})(w(Q—j))q> )

Jj=0

2.2.1 Un lemme de presque-orthogonalité

Proposition 17 Soient s € RT\N, 1 < p <oo,1 <qg<o00,v>0etmeR. Soit
w vérifiant (2.2.13). 1l existe ¢ > 0, telle que pour toute suite (M;);>o de fonctions
vérifiant (2.1.8) et toute suite (f;);>o0 @ spectres dans les boules B(0,~27), on ait

> 2TMf;

Jj=0

1/q
< csup || Ml oo gem (Z 2‘U(S+m)|fj|q)
Jj=0

j >
F g (®") 720 p

Preuve. Le cas 1 : m = 0. On suppose que

A =sup ||M;|| 51,0, < +00.
jng JHCL](]R)

La décomposition
Mj - Sij + Z Qij,

k>j+1
conduit a
Qe < cA27*Ely(27F) pourtout k € N, (2.2.16)
et
155 Mj]| o, < cA.

Nous allons utiliser systématiquement la technique des représentations de Nikol’skij,
en particulier [37, Prop. 2, p. 60]. Pour cela, posons

1/q

g(x) = (Z (Qsj!fj(x)!)q) :
Jj=0

Puisque suppS/j]\\@ C B(0,~2%), il vient alors

> (S;M))f

320

320

1/q
<c (Z (25j!(5ij)ijq)
Fpq(R™)

p

< cAllgll,-

Alors, comme le spectre de Y, (QrM;) f; est dans B(0,~27), nous obtenons
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>0 (@M

720 j<k—1

a\ 1/4
< (Z (25k| >, (Qij)fj|> )
Fy  (R™)

k>1 j<k—1
p

Fixons z € R". Par 'estimation (2.2.16), on déduit

a\ 1/a a\ 1/aq
(Z (28’“| )3 (Qij)fj(wN) ) <cA (Z (2“5”’“w<2’“> 2. \fj<x>|) ) -

k>1 j<k—1 k>0 j<k—1
(2.2.17)
Nous avons d’autre part

1/q'
o Ifi@) < <Z 2‘5”') g9(@).

j<k—1 >0

L’inégalité (2.2.17) est estimée par

~—

1/q
cA <Z (2(5—[8})k‘w(2—k))q) g(x '

k>0

Comme par hypothese on a

on conclut que

>0 (M)

520 k>j+1

< cAB |gll, -

F3 ,(R™)

Le cas 2 : m > 0. Le résultat est immédiate, il suffit de poser f; = 2/™g; ce qui nous
ramene au 1°"-cas. |

Proposition 18 Pour s € RT\N, on a

1 o dt 1/q
et Dy o < ([ (D 0O) F) Ml @219
ou l'opérateur k(., D) est défini en (2.1.4).

Preuve. Nous utiliserons les notations du lemme 3. Puisque

1A s ey = D 105 Ayl gt gy

|ar| <[]
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pour tout y € R™ (voir par exemple [37, Prop. 2.1.2/2, p. 19]), et comme {A,(z)}
vérifie le lemme 3, on obtient

L (-] g dt) "’

Par le plongement (voir [37, th. 4.7.1, p. 229))

yeR”

105 Ay |

B3, 4(R") = M(F,;(R")), Vs >0, (2.2.19)

on conclut que

A 1 (s—[s]) q dt e
< —(s—|s -
H y“M(FPS,q(Rn)) =@ (/0 (t “ (t)) t ) )

2.2.2 Preuve des théorémes 8 et 9

Preuve du théoréme 8 .
Etape 1 : On applique successivement les propositions 15, 17 et 16 sur le symbole
élémentaire o, (x, &), il vient alors

loy (., D) f]

F3 ,(R™)
5 |05, (- + h) = 07m, ()]
< o(f) a1t (H(%m;,y}loo, w(|h]) 1y

ou C(Q) = Sup|a‘§[%]+1

utilisé dans la propositions 16). On conclut que

sup [loy (., D)f|

yeR?

Qéa)H indépendant de y pour N =n + [g] +2, (N que l'on a

Fj 4 (R) < a(0) ||f||F;j;m(Rn) :

Etape 2 : Soient x(x, £) un symbole suivant le lemme 3 et la proposition 18 et (Ay(2)),cpn
une famille de fonctions comme dans le lemme 3. Alors la proposition 18 permet de
conclure. |

Preuve du théoreme 9. Le cas 1 : 0 < s <1 et m = 0. On considere le symbole

o(x) = w(@7)exp(i2iz1) € T o(w, [3]).

Jj=0

Donnons une fonction ¢ € S(R™). On suppose que le support de qg est inclus dans
{€: €] < 1/4} et ||@]] = 1, telle que le spectre de exp(i27xz1)¢ reste dans la couronne
32772 < [€| < 52772, Par la proposition 8 et le plongement

Fpqy(R") — By (R"),
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nous obtenons

lo¢]

Fs,(R7) = @& 2 CH (29w (277) )J'ZOHeoo = o©.

Le cas 2 : s € RT\N et m > 0. On considere le symbole

ZZ B2 exp(i2z)E™, v=1,..,n.

7>0

Donnons-nous une fonction ¢ € D(R") portée par 1/2 < [§] < 2, telleque ), -, 0(27%¢) =
1 pour |£] > 1/2, ce qui donne

ou(2,8) =Y (O 27Mw(27) exp(i2/21))€0(27¢),

k>0 j5<k

il vient alors 0, € 3 7s(w,[s]). Ensuite, supposons une fonction ¢ comme la preuve
dans Le cas 1, on observe que

||OV||£(F§,"(;m(R”),FZ§’q(R")) = sup [fed

lp q(]R )
s
||¢|‘FS’+m(]R")S1

> e[| 2w (27) )zl |, = o0
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Chapitre 3

Continuité des opérateurs
d’intégrales singulieres sur les
espaces de Besov localisés

3.1 Définition des espaces localisés

Nous utiliserons des fonctions de D(R™) qui seront fixées au cours de ce chapitre. Soient
@, ¢ et 1 des fonctions de classe C, telles que supp e C B(0,3), suppty C B(0, R)
(R > \/n), et ¢ portée par la couronne 1 < |¢] < 3 telles que

@+ [ ot =1, €em), (311
d b(@—k) =1, (z €R") .

Nous notons ¢;(§) = ¢(t &) et (&) = (t &) pour (t >0, € R™).

Définition 10 Soit E C D'(R") un espace de Banach. On définit 'espace (E)e (1 <
r < 00) comme l'ensemble des distributions tempérées a valeurs dans C vérifiant

£ llmyer = O ) Fll) " < oo (3.1.2)

kezm

E sera lespace de Besov By (R"). L’expression définie en (3.1.2) présente une norme
sur (E)g pour 1 <r < oo, et une semi-norme pour 0 < r < 1.

Lemme 4 Soient s e R, 1 <p<oo, 1 <qg<o00,1<r <0 et (fr)ezn famille de
fonctions, portées par B(k, R), alors

1/r
H >, ka < CR"( > lIflls, (R")) :
kezn (Bj,q(R™))er kezn i

Preuve. Pour k, k' € Z", on a
B(k, R) NB(k', R') = & pour |k —k'| > R+ R'. (3.1.3)
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Posons m = 2[R + R'| + 1, il vient

Zﬂﬂﬁsz Z T fr-

kezZn kEB(k’,m)

Puisque Zkeﬁ(k,’m) 1 < ¢ R", en appliquant 'inégalité de Holder, nous obtenons

H Z mwkaB S CRMT/( Z HTk/wfk ;;,Q(R”))l/r'

S Rn
kezZn 5.a(®") keB(k’,m)

Il vient alors par la proposition 7,

sup
k' €Zn

Tk’wfk’

<l

Y
Bpq(R™ Bgq(R")

ol la constante ¢ varie suivant la valeur de s, i.e.

sis>0:
c= clH@D ,
Bs, 4(R™)

sis=0:

€= CQ(HwHoo + ‘w‘ B;;g”/P)(Rn))’

sis<O0:
c:chw‘ .
B_° ,(R™)

0,9

Ce qui donne

1/r

<c R”/T/( sup || 7 Ts (Rn
|5 ey, <7 (X g It ey 5

kezn keB(K',m)

1/r
< cs R" |9, r)) ( Z | fi| %;,q(w)) :

keZm

3.2 Enoncé du résultat principal

Théoréme 10 Soient s € RF\N, 1 <p< o0, 1 <g<o00,1<r<o0 0<6<1,
p>letoe i (w[s]). Siw vérifie

1 dr\ e
( JAGEEG 7) < foo, (3.2
0
alors l'opérateur o(., D) est borné de (B;:™(R")), dans (B ,(R"))er.

La condition (3.2.4) est optimale dans le sens suivant :
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Théoréme 11 Soient s e RT\N, 1 <p<o0,1<¢g<00,0<d<1etp>1. Soitw
un module de continuité vérifiant

(/01 (=D o (119)) %> 1/q . ..

Alors il eziste o € 75" (w,[s]) et h € (Byi™(R"))er, tel que o(., D)h & (B ,(R"))er

3.3 Des estimations de presque-orthogonalité

Dans ce ce paragraphe, on fixe § € D(R™) telle que 5(“)(0) = 0 pour |a] < [s] et
supp® C B(0,7) (y > 1). On définit (0;)y<,<; par Oy(x) = t"0(t " 'z).

On utilisera aussi un espace fonctionnel qui dépend de s et w, c¢’est la définition sui-
vante :

Définition 11 Soit s > 0. On désigne par C? [’ensemble des fonctions f : R® — C
telles que

8)
Cs = Z 1F oo + Z sup 172 (4 R) = [Pl < +00. (3.3.6)

/]
181<s = (A

Remarque 5 Si w(t) =t~ alors C¥ est I'espace de Holder C*.

Proposition 19 Soient s €e RI\N, 1 <p < 00,1 <¢g<00,0<d<1,p>1cet
m € R. Soit w un module de continuité vérifiant (2.2.13). Alors il eziste une constante
c > 0 telle que

1
-m — dt s «
| [ematesyoms G, <o s ], e e B
0 t l1Bg (R 0<t<1 C%|al<14 M, £€Rn
pour tout f € Byi™(R") et tout {Xt}1_o CC2 ; (M >4+ [s] + [n/2]) .

Pour démontrer cette proposition, on a besoin des quatre lemmes suivants :
Lemme 5 Soit s > 0. Sin € L,([0,1],dt/t), alors les fonctions définies par

dr

T

dr

T

Al(t):t_s/OtT n(t)— et )\Q(t):tS/tlr n(r) —

appartiennent & L, ([0,1],dt/t). De plus

ALl 2y o,11.at/e) + [ A2l 2o 0,17,/ < €l 2y (0,11,a8/8) -

Preuve. Puisque on a

b dr
)< (s nml) ¢ [ < o s o),
0 T

0<r<1 0<r<1
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et

[t s [ o [ o) = [ nory

Par interpolation, il vient

Al zgo.ag.atr) < es llnllyqogaese) -
Il en est de méme pour A,.

Lemme 6 Soit s € R. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

1
—s dty1/a —s+(n )
([ eoroo 1) <m0 sup [l
0

o<
pour tout f € By (R) ; (M >3+ [n/2]+p, p=(1+[s])max(signs, 0)).
Preuve. On pose f; = 0, * f. On sait déja que
Flou*xfi=0 si u<t/y, (3.3.7)

donc on obtient

1

i) = [ {F et -n+ [ F o s L

/vy

Nous distinguons deux cas.
Le cas s < 0. Par le lemme 5, nous obtenons

([ )" < e ([ 009" 14« 1y
e ([ (8 ([ etz o by ™

- - 1 i B du \ /4
<l {170l ([t ons )
0

D’autre part

2,0(z) = i(27)" / pine 9.

26, (&)de, (v=1,...,n),

ce qui donne
(1+]2) " 6(z) = (2m)" / 67 (1 — Ag)F 0(6)de,

pour tout L € N.
Alors par I'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’égalité de Bessel-Parseval, il vient

o< ([ 0 1af) * o) i (...
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R 1/2
<c¢ sup HH(O‘)HOO (/ dﬁ)
|| <2L €<y

< ey"? sup (18|,
lo|<2L

ou M >2L>1+[n/2].
Le cas s > 0. Grace a la formule de Taylor avec reste intégral, on a

Flosflo—n)= Y —(-5)F 9 f(2)

|a|<14[s]

—w“/<1—ﬂMU?wM“*fu—rwdr

0

Y

lal=1+(s]

Alors d’autre part, compte tenu de I’hypothese é\(a)(O) =0 (Ja] < [s]), il vient

Hﬁﬂpfz(/LIWP+B”9@D|dy) > L (IF )@ gl

jo=1-+[s]

L du
-1 (a) * -
= IE 80 11, ).

D’autre part I'inégalité de Bernstein donne
' —sq th 14[s] ¢ [ (1+[s]—s)q —1
0 fla < e[ o) dy) | (172« 1l
0 R” 0

L adt
s [ e ), )G
t/y

q
<erf [ o)l dy) (17 e 11

Loy (1+[s]—s)q 1 adt
_|_,y(1+[s]—s)q / (_) (/ us 1— —s||F- ¢u f )
(5 M Ual ) )"
q

q
< ey (o) dy)
R

Pour un choix convenable de M, on voit aussitot que

n/2 24-2[s] 2\—M 1/2 )
e =iy ([ P A+ T dy) T sup (6o
Rn |a|<M

Lemme 7 Soit s > 0. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

| [ 5%, = ([ eman )™

pour toute famille des fonctions {ft};zo avec supp f, C B(0,~/t).
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Preuve. Par les inégalités de Young et Holder, il vient

! dt , dt ! dt\ 1/a
—1 < —1 sq —sq q
H/Of @*ft—th_Cle @lh(/t t) (/Ot Hfth—t)
! dt\1/a
— —sq q ="
e ([ e )

En raisonnant comme dans la preuve du lemme 6 : Puisque F ¢, * f; = 0siu < t/7,
Nnous avons

1
I
0

oo 5 S < evEolt [ (0w [ et ).

Lemme 8 Soient s > 0 et 0 < v < vo < 27, . Alors il existe une constante ¢ > 0 telle

que
! dt\/a bt
([ )" <e| [ 55
0 0

pour toute famille des fonctions {ft}::o a spectres dans les couronnes 1/t < |&] < o/t .

)
B3q(R")

Preuve. Soient 12/2 < 51 < 71 < 72 < 72 < 271 . Considérons une fonction 9 € S,
telle que le spectre de ¢ est inclus dans la couronne 77 < || < A5 et ¥(§) = 1 pour
71 < [§] < 2. Puisque

Btefe) =4 - T
i 7.(6) if t=r,
Par le lemme 6, on obtient
1 1 1
—s diy1/a —s n _ dr(jedt\ /e
([eenin) "< ([ [ oo -2
0 0 0 T llpt
< / 54
SR
[
Preuve de la proposition 19.
FEtape 1. 11 suffit de voir une inégalité de la forme
| [t &), e[ rmnant)” 339
S — c — 3.
. Xt t By (&) ; tllp 5 )

pour toute famille des fonctions {f;};_, & spectres dans les boules B(0, v /1).
On commence par multiplier (3.1.1) par F(x;(¢7°+))(€) et & étant remplacé par £ dans
I'égalité (3.1.1), nous obtenons
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/1Xt(t5)f%:/ol (-7: Yok xa(tT ))ft
// 1¢u*Xtt_6)>ft @d_u (=91+92).

Estimation de g;. Puisque le support de f(ft (F Loy x Xt(fé'))> est inclus dans la
boule B(0, (v + 3)/t), par le lemme 7, on a

1
L dt\ /4
loahig o < eIl sup el ([ 20 1A15) ™.
0

Estimation de g5. On a

sump ([ g Flouealt ) F) © {EeR el < (4 3/,

Compte tenu du lemme 7, on obtient

b = 3 | //a (Fouealt) T

|ar|=[s]

1
<Y ¥ (/0 Y

laf=[s] 0<[B|<|ex |

I B ®)

dt

1
[ @ o0 Py §

q du>1/q ‘

p U
Maintenant il suffit de voir I'inégalité
[ 6@ % xlt) |, < et oluru),

pour tout 0 < u,t <1 et |a < [s]. Pour la prouvée, on a

xer—y) = > %(—y)ﬁxﬁﬁ)(x)

1BI<[s]-1

1 1
+ls] D <=0 [ =) @ = ry) = D (@)
\/3I:[]ﬁ' /

et compte tenu de la propriété ¢(?)(0) = 0 pour tout 3 € N”, il vient
[ o 000w ay=o.
D’autre part, puisque u/*~1*l < 1 il découle
(F10)@ 5 xa(t70) ()] < et - I (F10u) @ ()| w(t [y]) dy
< ety el=lal (170 ).
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Comme
018l [sl=la—Bl w(tu) < t0lsl+18l w(u'?),

pour tout u < t et |a| = [s], alors on obtient

oo S 7" 3= 3 ([ ([, §) 5

laj=[s] 0<|B|<l|e

Par les inégalités de Bernstein et Holder, on obtient

1 ’
_sle B dty Vs st A0\
[ <o ([ ety ([ e S

et
o dt du
o< @ [ [ e et L,
0<|ﬂ\<|a|
dt\ du
< (sl =lal (1= /tw ~5ls] dry du
<o 3 [ ( 152, <
0<|8I<]af

! du ! dt
< s—|al,,—(s—[s]) 1-6\ ™ —s s—0[s] Y
<[ wruetuw ) ([ e T)

! du\" /! dt\ 1/
< —(s=[sDa 1-8yyq —s qa "
<oo([Cwtme ) ([ )"

La condition (3.1.1) implique enfin

1
s —s di\1/a
e <er' ([ E)"

g1

Etape 2.
Posons V = Ftpxf et W, = F ¢, *6. On a donc

[t [ e (b))
e [ ([ oG ) co

Estimation de gs. Le lemme 6 et (3.3.8) donnent aussitot
’ dt)l/q
» t

1
B;’q(R) S C1 <A t_(S—I-m)q

< ¢ sup [V o) fll pggm eoy-
|a|<M

lgs]

()
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Dans ce cas il suffit de voir une estimation de la forme

VO <c  sup  (1+]EYMOD(©)];
|BI<M, EER™

ou M est donné par le lemme 6, nous émittons les détails. 5
Estimation de g4. Puisque le support de W, (¢ -) est inclus dans la boule B(0,2/t), nous

obtenons
1) /1
1 . dt du
loslag e < [ | [ e (wa(;) ) G|
5.q(R™) 0 0 tn t t By, (R") U
1/q
1 1 q
1 .
< cl/ u® / —(s+ma —Wu<—> * f dt du
o o g\t ot u
1
— du
S C (/ u_[s}_l_(n/2) Sup WqEOé) OO_> f S (T -
(] s 1T ) 1o
On observe que pour |a] < M, on a
W oo < cu™  sup  (1+[€hM]ID(E)]. (3.3.9)

IB|<M, EeR™

La preuve de (3.3.9) est élémentaire, en effet, comme Wi (&) est une combinaison
linéaire de termes

u|a1\¢(a1)(u£) . é\(‘m)(f) (avec a1+ o = Oé)a

il suffit donc qu’on remarque que sur supp (¢ (u.)) on a ulé| ~ 1.
Le choix de M > 4 + [s] + [n/2] permet de conclure. |

3.4 Preuve des théoremes

3.4.1 Reéduction aux symboles élémentaires

Etant donné N € N, il existe une fonction n € D(R"), radiale, réelle et telles que

/g%mm:OOMSM,m,AﬂmoW¥=l@ewwmy

Pour trouver une telle fonction 7, on se donne une fonction # € D(R") radiale, réelle,
non nulle telle que

1
supp 6 C B(0, N——i-l) et /n 6(&)d¢ = 0.

Et on pose

h=0x*x...%x0.
—

(N+1) termes

39



Alors h € D(R™) radiale, réelle, non nulle et

supph C B(0,1).
De plus h = (§)¥+1, avec @\(0) = 0 implique
R@0)=0 |a| <N,
d’ou
/ h(z)x“dx = 0.
Vérifions que

/wﬁ(tgf % < 400 VE £ 0.
0

Pour cela, on note que

[R(©)] < cmin(le], [¢]7),
(& cause de h(0) = 0 et h € S(R™)) en conséquence

oo dt €= dt o dt
h 2_: h 2 " h 2 7"
[ Reor = [T e T [ heer

<c

— I

pour tout & # 0. Posons

we) = [heer vero

on voit aussitot que

u(A) =u(§) VE#0, VA>O0.

En conséquence la fonction u est constante sur R"{0}. Posons

RPN d
o0 = /0 e, ve#0.

Alors ¢g > 0 (en effet ¢o > 0) et si ¢ = 0, alors h(t&) = 0 pour tout ¢ > 0, ce qui
contredit le fait que h est radiale et non nulle. On pose finalement 1 = ¢, YV2p ot

@)= [ @ury  (er

On a 1y € S(R™). Finalement nous obtenons la partition de 'unité

dt
2 4 _

t (€ €R™). (3.4.10)

1
m(©+ [ @)

0
Retournons a la réduction aux symboles élémentaires :

Soit o € > 75 (w, [K]) . Multiplions la partition (3.4.10) par o(x,§), il vient
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! d
o(x,&) = o(z,§) —I—/O (L) mt(t_5a:,t§) ?t,

ou
0@, &) =mo(&)o(x,&) et Ry, &) =t"H&) o(t’x, /L) .
Posons
ple) = [ e = B e, €) de.
ay(x) = (2m)™" /n e (] — A€)2ng($,f) d¢
et
Oy(x) = (2m) (1 + [y =R 4 y)
On obtient
o(z,&) = /n(lﬂy!?)”(1/2)@y(x,£)dy + o(z,¢), (3.4.11)
ou
o(z, &) = /n(l + |y|2)_2"eiy'£ay(x) dy, (3.4.12)
et ) My
0,(z, &) = / £ Xy (E70T) 0, (£6) - (3.4.13)
0

Proposition 20 Soient K € N* et 6 > 0. Alors tout o de 3 7's(w, K) peut s’écrire
sous la forme (3.4.11) . De plus on a les propriétés suivantes :
(i) o est a décroissance rapide en & a oo et

{ 100, )l < ema (o),
198 e(- + 1, &) = Fg o+, )llox < ¢Ta,k () w([hl).

(it) La famille {ay}, g des fonctions continues sur R", est bornée uniformément dans
cK.

(ii1) La famille {x1y}tieo1], yern, est bornée uniformément dans C .

(iv) La fonction 9, est de classe C*> portée par la boule B(—y, 1), satisfait VL >

2n + 1,YM > 0, les inégalités suivantes :

eR™

ID0) =0 (ja| <N), et [0D(@) <ec(l+|z)™ (6] <L-2n-1).

Y

Preuve. On vérifie facilement les propriétés (i), (ii) et (iv).
Vérifions que la famille {Xi@} satisfait (3.3.6). Comme la preuve de la proposition 16,
il s’agit de montrer que la fonction

¢ — [gmrleallBliple ey e L pour |ay + sl = N.

- Si |€] > 1, il existe ¢ > 0, tel que [7(°2)(€)] < (1 4+ |€]) L
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- Si €] < 1, grace a 'hypothese fRn z®n(z) dz = 0, pour |a] < N, on obtient
7°2(0) =0,  [[()] < g NTmpleal+oldl,

Par la condition p > 1, on conclut que

41 |A<a2 ()1 + |g]ymrleal+dlBl ge < ¢

3.4.2 Preuve du théoréme 10

Etape 1. On commence par ’'O.P.D o(., D) de symbole comme dans (3.4.11).

Soit f = 3,.czm fr appartient a (B5*™9), tel que le support de fi est contenu dans
la boule B(k, R). On observe que, pour tout y € R" fixé et tout k € Z", le support
de g,(., D) fx est inclus dans le support de F~*(g,(z, )ﬁ), qui dans la boule B(k, (1 +
R)(1+ |y|)). D’apres le lemme 4 et la proposition 19, nous avons

1/r

| 3 7 @R,y <Ol (3 il

kezn kezn

ou
c1=Cy Sup (1+|£\)L|19§a)(§)], M<N-2n-1

loe| <M, gER™

et 9, est donné par la proposition 20/(iv). Cela implique que nous pouvons choisir
N =3+ 2n+ [s] 4+ [n/2]. Puisque

[y dy <o

En appliquant de nouveau le lemme 4 sur le second membre de (3.4.14), on conclut
que

—1 N n
| 0y, <0 Wl

keZnr

Etape 2. Par la condition (2.2.13) et la proposition 20/(ii), on obtient

yern
D’autre part, le support de a,(+) fx(- + ) est contenu dans la boule B(k, R + |y|), donc
par le lemme 4 et la proposition 6, on obtient

Jec- 015

< ¢z sup |lay || a(ss @) X
¢R™))er yER™

x4ﬂ+M)WHM|§:M~wN

kezZ™

Be+m Rn)) /T (1iy7
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Puisque

[Py yrdy < o

et 'espace By (R") est invariant par translation, on conclut que

et D)1, g, < Ml
|
3.4.3 Preuve du théoreme 11
Soit vi(x) = t7Iw(t' %) exp(iz,/t) . On pose
e, =+ [ i) §. 3419

Soit A € S une fonction positive telle que
- . 1 .
supphC{ﬁE]R |§|§§} et h(z)#0 si x € supp.
On a le support de
iy /t KED (A Loy dt
F(em/ h@h(z = 1) ©) = [ he)h(a-5.¢) T

est inclus dans (1/t) — (1/4) < [€] < (1/t) + (1/8), qui est lui méme inclus dans
(3/4t) < €] < (5/4t) . Posons

n

g=F A +]-)"™h). (3.4.16)
Grace aux inclusions suivantes
B, R") S (B, R)w si p>q, (B, ,R"))w & B, (R") si p<gq,

(voir [5] ou [34]) et le lemme 8, il vient

o (-, )gH BS 4(R™)) Z ”/ h(z — k) g ;S (Rn)>1/r
1-6 /
(S ) </0 ey

kezZm

Lwa(tt=9) dty Ve
w
> ¢ [|h]l3, (/0 G 7) B

Enfin, pour montrer que o € 3 7s(w, [s]), on commence par multiplier I'égalité (3.4.15)
par

/ 9T =1 pour [ 21,
0
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ou 0 € C™ et supp est inclus dans 1 < || < 3. Alors

a<x,g):<1+\g|)m/ol(/OT+/:...)%d7T

= [ ([arieraee D) uw S+ [([ uw ¥ oL

Ce qui termine la démonstration. [
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Deuxieme partie
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Chapitre 4

Le calcul symbolique dans les
espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel a valeurs
vectorielles

4.1 Préliminaire et présentations des résultats

Le présent chapitre fait suite aux travaux de G.Bourdaud. Nous considérons le calcul
symbolique pour les espaces de Besov et de Lizorkin -Triebel a valeurs vectorielles
By (R* R™) et F; (R",R™), avec p,q € [1,+00] dans le cas de I'espace de Besov,
q € [1,+00] et p € [1,+00[ dans le cas de I'espace de Lizorkin-Triebel. Nous posons
B (R R™) = B, (R",R™) ou FJ (R",R™), quand il n’y a pas besoin de distinguer
les espaces B et F.

On cherche a caractériser les fonctions qui operent, par composition a gauche, sur
lespace B (R",R™). On montrera que les conditions de Lipschitz sont nécessaires
pour s > 0, résultat déja obtenu dans le cas m = 1, voir [10].

n
On sait que le calcul fonctionnel est trivial dans la zone 14+ — < s < —, voir [5], [9]
p
et le théoreme 14. Le phénomene de trivialité étant du a l’existence de fonctions non
bornées dans les espaces concernés, il est naturel de considérer les espaces

&R R™) := E; (R",R™) N Loo (R, R™) .

Nous allons alors démontrer les résultats suivants, qui ont fait ’objet d’un article paru
dans les Annales mathématiques Blaise Pascal en 2009, voir [1].

Théoréme 12 Soient s > 0, m et n entiers, et f : R™ — R. Si Ty envoie &) (R", R™)
dans By (R"), alors f est localement lipschitzienne.

Théoreme 13 Soient s > 0, m et n entiers, et f : R™ — R. On suppose que
n n
Er (R") & Loo(R™) (autrement dit : s < — ou s = — et ¢ > 1 dans le cas Besov,

p p
p > 1 dans le cas Lizorkin- Triebel). Si Ty envoie Ey (R",R™) dans B, . (R"), alors
f est globalement lipschitzienne.
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1 n 1 n
Théoréme 14 Soient 1+ - <s< —, (ous=1+4+ - < — et ¢ > 1 dans le cas Besov,
p p P

p > 1 dans le cas Lizorkin-Triebel) et f : R™ — R. Si Ty envoie E5 (R",R™) dans
Bs (R™), alors f est linéaire.

Remarque 6 L’existence de fonctions non triviales opérant sur B;j(l/ P) (R™ R™), dans
le casoun > p+1, ou sur Fﬁq(R”, R™), dans le cas ot n > 2, est une question ouverte.

Théoreme 15 Soient s >0, f: R™ = R et 1 <m <n,m etn entiers. Si Ty envoie
D(R™, R™) dans E;’q(]R"), alors f € E;’q(Rm)loc.

4.2 Une variante de la décomposition de Littlewood-
Paley

Dans certains cas, il est utile de remplacer les fonctions standard « et ¢ par des fonctions
produits tensoriels. Nous donnons ici la construction relative a la décomposition R" =
R™ x R™™™. Pour toutes fonctions f, g définies sur R™ et R"™™, respectivement, on
pose

(f@g)t,x) == f(t)g(x), V(t,z) € R™ xR"™™.
Définissons
U = Om @ Pn—m, ur = om(2(.)) ® Yn-m, U2 :=Ym & Pn—m -
Alors nous avons
uo(t, r) — ug(2t,2x) = uy(t,x) + us(t, ), V(t,x) € R™ x R"™™.
Nous définissons les opérateurs Uy et U, ; (7 > 1,a = 1,2) sur S’(R"), par
Ua;j = ua(277D), Up == ug(D).

Proposition 21 Soient 1 < m < n et s € R. Alors une distribution tempérée f
appartient a By (R") et F) (R") si et seulement si

1/q
1Woflly+ (Z(QSjI\Ua,jf!\p)q> < +o0,

a=1,2 \j>1

1/q
Vo fllp+ D (Z(2slea,jf|)q> < 400,

a=1,2 >1
P

et les expressions ci-dessus sont des nmormes équivalentes sur B, (R") et F; (R"),
respectivement.

Preuve. Voir par exemple Triebel [38, Prop. 2.3.2/1, p. 46|, [39, chap. 2| ou Peetre
[35, chap. §].

Proposition 22 Soient 1 <m <n ets>0.
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- Sifek (R") etgeE; (R*™™™), alors f@ge b, (R") et

1f ® glles, & < cllflles, @) |9lles, @n—m) - (4.2.1)

~ Supposons que f ®@ g € E> (R") et que g est une fonction non nulle
— appartenant a L,(R"™™), dans le cas Besov,
— bornée uniformément continue, dans le cas Lizorkin-Triebel.
Alors il existe une constante c¢(g) > 0 telle que

/]

Es &) < c(9) |1f @ gllgg ) - (4.2.2)

Preuve. On munit U'espace E; (R") des normes équivalentes données dans la propo-
sition 21. Dans toute la preuve, on supposera, sans perte de généralité, que f # 0.
Etape 1 : Le cas Besov. Nous avons

1/q
If ® gllB; , @) = e (D) f lpllon—m(D)gll, + (Z(QSj\|U1(2_jD)f ® 9||p)q>

Jj=1

1/q
+(Z(QSj!\U2(2‘jD)f®9Hp)q) :

Jj=1

1/q
= [|Qofl»|Qogll, + (Z(Tj||90m(21_jD)f||p||Qj9||p)q>

Jj=1

1/q
+(Z:(2”||90n—m(2_jD)ngHij||p)q> :
Jjz1
En utilisant le plongement

B (R") — L,(R"), Vs>0, (4.2.3)

et le fait que les opérateurs p(277D) sont bornés sur L, uniformément par rapport a
J, nous obtenons l'inégalité (4.2.1) dans le cas Besov.
Soit g une fonction non nulle dans L,(R"™™). On a

lim ¢, (277D)g=g dans L,(R"™™),

J—00

donc il existe jy tel que

i 1 L.
Hﬂon—m@ jD)QHp > 5”9”1}7 Vi > Jo.

Donc on obtient

Bqu(Rn) .

1/q
1 ~ :
ol (Z(WIIijHp) ) <|rey

J>jo

49



Et d’autre part on a
Co
1Q; flly < el fllp < an ® gllB;, @) -
p

Donc

) 1/q )
Jo y q 025]0
STEINQFL) | < I ®allsy, @ -

2 = Taly

D’ou l'inégalité (4.2.2).
Etape 2 : Le cas Lizorkin-Triebel. Nous avons

1f ® glleg, @ = [|Qof ol Qogllp+

‘KZQJ?WMTjDV®Qm®Uq

p
. . 1/q
i H (ZjZI |283ij ® Son—m(z_]D)g‘q)

p

Y. Qaf(D) = en(27D)f(t).

0<a<j-1

Par la condition s > 0, cela implique

1/q
(om (2 D)) ()| < ¢ (Z |25’“Qkf(t)\q> , VtER™ Vj>1.

k>0

Alors on obtient

Fg (R™) Hg| Fg (R -

1/q
(Z |2990,,(2" D) f ® ng\q> < || f]

j21
P

En raisonnant de la méme fagon pour les autres termes, on termine la preuve de (4.2.1)
dans le cas Lizorkin-Triebel.
Soit g une fonction non nulle et uniformément continue. On a

lim ¢,_,(277D)g =g uniformément sur R"™™

o0
donc il existe une boule B dans R"~", un nombre r > 0, et un entier jy, tels que
‘@nfm@ijD)g(x)’ >r, VeeB,Vj>j.

Il vient

1/q
<Z ‘ZSijf ® Sonm(2jD)g‘q> >

J=d0 Lp(R")
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1/q
rIBJ'r <Z \2Sijf!q>
7200 Ly(R™)

Par hypothése on a f®g € E; (R") donc f®g € L,(R"), grace au plongement (5.1.7).
Cela donne f € L,(R™) et g € L,(R"™). En utilisant le plongement ¢* — ¢, pour
q > 1,1l vient

1/q
(Z \2Sﬂ'@jf<t>|q> <ec Y [29Qf()] vteR™.

0<5<50 0<7<J0

En prenant les normes L,(R™), il vient

1/q
o (&)
( § |2 ]ij(t)‘q> < Cl”pr < ”gH Hf ® gHFE,q(R") :
p

0<j<jo »

D’ou le résultat. [ |

4.2.1 Quelques fonctions de test

Lemme 9 Soits > 0. Siu € S(R",R™), il existe une constante ¢ = ¢(u, s,p, g, m,n) >
0 telle que

Z Z ajk2j((”/p)’s)u(2j(.) — k)

j=>0 kezn

1/q
<SS orrr)
Bs (Rn’Rm)

j=>0 kezZm

p,q

Z Z aijj((N/p)—S)u(Qj(‘) — k)

>0 kezn

<

Fs (R R™)

1/q

ji>0 kezn
P

ou x désigne la fonction caractéristique de ().

Preuve. Les estimations résultent des théoremes (3.1) de [29] et (5.3) de [28], appliqués
a chaque fonction coordonnée de u.

Lemme 10 Pour toute fonction u € S(R™, R™), il existe une constante ¢ = c(u, s, p, q, m,n) >
0 telle que

<oy lanl")?,

E;S),q(RnJRm) kezm

Preuve. En faisant j = 0 dans le lemme 9, on a le résultat.
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Lemme 11 On suppose que E5 (R") € Loo(R™) (autrement dit : 0 < s < Zous="
’ p
et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin- Triebel), alors il existe une

suite (¢,),>1 de fonctions de classe C*°, portées par @, telles que ¢, (x) =1 sur le cube
277Q et lim, o || 00|

g5,,m = 0
n

Preuve. Dans le cas s < —, on pose ¢, (z) := ¢(2"x), 'estimation
p

Bpaem <2777 ol

1]

Bpq(R™)

permet de conclure.
n
Supposons maintenant s = — et posons
p

¢, (z) = v ? Z 0(271).

1<j<v
On a donc ¢, (z) = 1 sur 27Q et ¢, (z) = 0 hors de Q. Le lemme 9 donne les inégalités

1 -1
H¢VHB;’{JP(R71) S CV( /9 :
De méme
-1 Z 2jn/pXj

1<j<v

H¢VHF;{P(R71) S cv

Y

p

ol x; désigne la fonction caractéristique du cube 277Q). Pour estimer la norme LP qui
apparailt au second membre, on pose

Spi=2""Q\27*1Q, k=1,..,v—1,

et
S, :=27"Q.

La fonction >, ., 20n/Py; valant constamment D i<i<u 2"/P sur Sy, on obtient

1/p
H¢V”FTL{TJ(R"’) S CV_l ( Z an’Sk’> g cly(l/p)_l_
P,

1<k<v

1
Lemme 12 Soient s=1+ - < L q > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

Lizorkin-Triebel. Alors il eziste une suite (w,),>1 de fonctions de classe C*, portées
par Q, telle que w,(x) = a1 pour |z1| <277, || < 5 (j =2,...,n) et

< //0)-1 < cpt/P)-1
“waB;%(Rn) > v ) HWVHF;:%(Rn) > v

Preuve. Voir par exemple [9] ou [37, Lemme. 5.3.1/2, p. 308].
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4.3 Preuves des théoremes

4.3.1 Reésultats préliminaires

Lemme 13 Soient s > 0, f : R™ — R, une fonction s’annulant a l'origine telle que
Ty envoie &, (R™,R™) (respectivement E; (R",R™)) dans B, (R"). Alors il existe
des nombres M > 0 et d > 0 tels que "implication

lgll <6 = | fog]

B; @) < M,

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q, la norme de ||g|| étant calculée respec-
tivement dans & (R",R™) et B> (R" R™).

Preuve. Supposons, au contraire, que, pour tout cube R et tous nombres M et §, on
puisse trouver une fonction g, portée par R, telle que

HgHsqu(Rn,Rm) <d et |[foy] Bj o (R™) = M.

Donnons-nous une suite (R;), en de cubes disjoints et des fonctions ¢; € D(R") (5 > 0)
telles que @;(z) = 1 sur $R; et @;(x) = 0 hors de R;. On note M; la norme de
Popérateur g — @;g, agissant sur By _(R”,R™), et on choisit des fonctions g; : R" —
R™ 5 =0,1,..., telles que

1 _ .
S/U/ppgj C éR], ng gg’q(RnJRnL) S 2 ]’ Hf Og]’ B;,OO(R”) > ]M]

Alors la fonction g := } .. g; appartient a & (R",R™) et on a ¢;(f og) = fog;.
Donc -

JM; < [I(f © 9)@illBs o mry < Ml 0 gll By ), pourtout j,

ce qui est absurde. [ |

Remarque 7 Avec la méme démonstration on peut établir que l'opérateur S; a la
propriété énoncée dans le lemme 13.

Lemme 14 Soient s > 0, f : R™ — R. Supposons que Ty envoie & (R",R™)
dans B;”OO(R"), alors quel que soit a € R™, il existe un opérateur non linéaire U, :
& (RYR™) — B> (R"), et des nombres 6, M > 0 tels que

Uag() = fla+g(z)) = fla), Vo € Q,

et
1Uag]

pour toute fonction g € D(R™,R™), a support dans Q, satisfaisant

Bg,oo(Rn) S M ?

||g| g;q(Rn’Rm) S 5 .
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Preuve. Considérons 'opérateur non linéaire
Vag(z) == o(z) (fla+g(z)) — fla)) Vo eR"
On a alors

Vag(z) = o(x) (f(p(x/2)(a + g(7))) — f(e(x/2)a)) ,VreR"

V, envoie donc & (R™,R™) dans B;  (R") et, en raisonnant comme dans la preuve du
lemme 13, on voit qu'il existe un cube Q" C @ et des nombres §, M > 0 tels que

lglles ,mrrmy <6 = [[Vagllps &) < M,

,00

pour toute fonction g € D(R™, R™) telle que suppg C Q'.
Posons Q' =rQ + b, avecr > 0 et b € R", et

Uug(z) :==V, (g(r~'(. = b)) (re +b) Yz € R™.

Alors
Uug(z) = p(rz +b) (fla+g(z)) — f(a)) Yz €R".

Par l'inclusion @' C @, nous avons ¢(rz + b) = 1 sur @, ce qui termine la preuve. W

Lemme 15 Soient s >0, f : R™ = R et fo : x — f(a1,...,aj-1,T, 41, ..., ), aVEC
a = (ay, ..., @j_1, @41, ..., @) € R™L Supposons que Ty envoie

B (R? R™) dans B;  (R"), alors l'opérateur Sy ,, envoie £ (R") dans By  (R").
Preuve. Considérons l'opérateur linéaire @ : 5 (R") — E7 (R",R™), défini par

T T

) = 010(5),u(x), 47110(3), s G (5)

O(u)(z) = (ap( : - :

Par définition de ¢, on a p(3) = 1 si ¢(z) # 0. II vient donc

p(forou) = (fo®(u)), Vue By (R").
Cela montre que I'opérateur Sy, envoie £ (R") dans B) _(R"). |

1 1
Lemme 16 Soit1+—<s<ﬁ, (ous:1+—<ﬁetq>1danslecasBesov,p>1
p p p

dans le cas Lizorkin-Triebel). Si f : R — R est une fonction telle que Uopérateur Sy,
envoie B (R") dans By (R"), alors f est une fonction affine.

Preuve. Rappelons que Sy vérifie le lemme 13, voir la remarque 7.
, 1
Etape 1 : Le cas 1+ — < s < n

p p
On pose v(z) = z1p(x). Supposons a > 0, suffisamment grand, et 0 < ¢ < 1. Nous

avons
Jav(2)

By, &) < cae™ P vl 5y o).
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En choisissant

1
5 »e
E=\\—— s
aC||U||E;,,q(R")

ce qui est possible si a est assez grand, et en définissant la fonction u par

u(z) = av(g), Vr € R",

on obtient ||ul
obtenons

B ) < 0 et suppu C 2Q. On a donc [|Sy(u)l

By .®") < M. Nous

St(u)(z) = f(g%), sur Q.

Fixons ¢ avec £ > s. Pour tout ¢ €]0, 1] on en déduit

Al Splw)(@) = Alf (), Vre Q.

ca—ltey

pourvu que a > 4¢. Par la proposition 3, nous obtenons

ea—ltey

(ca~ 1)~ / B Sy @) e < 2]

ce qui donne

[ 18P ds < sz
ja<%

Compte tenu de la définition de ¢, il vient

/ |ALf(2)|” da < ca™PF1HP, t €]0,1].
|z <

a
4

1
En faisant tendre a vers +o0o et en tenant compte de s > 1+ —, il vient

/m A f(2)["dz =0, Vt€]0,1],

ainsi f est une fonction polynomiale.
En évaluant I'opérateur Sy sur une fonction de type

u(x) = |z|"p(x), avec T <0,

et en supposant que f(z) = Z;‘V:o cjzl avec N > 1 et ey # 0, alors pour tout 2 € R",
nous obtenons

N-1

Sp(w)(x) =Y elalp(@) ! + enla| VT p(x)V = A(z) + B(a).

=0

OnaAec E; (R")sis < g + (N = 1)7, et dautre part B ¢ B, (R") pour s > % + Nt
(voir [37, Lemme. 2.2.3/1, p. 44]).
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On choisit donc 7 tel que

).

! (8—2)<T<i(8—

n
N —1 P N P

On obtient une contradiction, car Sy envoie & (R") dans B, (R"). On conclut que
f(x) =cy+ 1.

, 1
Etape 2 : Le cas s =1+ — et p > 1. Donnons-nous un grand entier v dans le lemme

12, posons a = ¢ ||wl,||_1+l et,
Epvqp(Rn)

u(z) == 2”aw,,(£), avec ¢ €0, 1],
£

on choisit € de sorte que
p
e=(c'27")nr 1,

On a donc ||u g5 (rn) < 0 et suppu C (). Définissons le pavé P par
€
2

Soient t €]0, 3] et h = 27a"'etey, ce qui implique pour tout z € P,

|CL’1| < 2_V_1€, |5Ek| < (k’ =2, 771)

ALSp(w)(@) = A2 Zar), Ve e P

on a0 < s < 2, il vient alors par la proposition 2,

13 oy ~ 1fllp + > 100 f]

k=1

By oo (R™)?
et par la proposition 3 nous obtenons,

/P |Andr (Syu) (@) dx < MP|h|, (4.3.4)

il vient alors

P —vy —1
dr < MP27"ta™ "¢,

(2ac1y / a2 %)
P 5
d’ou on déduit

2””@%"17’/ A f(z)|Pdx < MP,
lz|<5

Compte tenu de la définition de ¢, il vient

/ |ALf'(2)[Pdx < ca™.
|z|<

a
2

Quand v tend vers +00, il en est de méme pour a; il vient A, f'(z) = 0 pour tout = € R
et tout ¢ €]0,1/2]. Ainsi f’ est une constante, ce qu'il fallait démontrer.
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Etape 3 : Le cas s = 2 et p = 1. Examinons maintenant le cas de I'espace B} (R")
(n > 2,q > 1). Le début de la démonstration est inchangé; l'estimation (4.3.4) est
remplacée par

/ |A20,(Syu) ()| dr < M,
P

qui nous conduit a

/ A} f! () |de < ca™.
|z|<

2
Ainsi f est un polynome de degré au plus 2; en raisonnant comme a la fin de I’étape
1, on conclut que f(z) = ¢y + 1. [ |

4.3.2 Preuve des théoremes 12 et 13.

Soient b, dans R™, N > 1 et r,v qui seront choisis en fonction de b et b'. Nous
considérons I’ensemble.
Ay ={(k1,...,k,) €Z" : |kj] < N,Vj=1,...,n},

et nous définissons .

ST
ot ¢ est un entier fixé tel que £ > s, et la fonction

o 1 /x ,

g(z) =Y ¢ (; (; . k)) (' —b) + ¢ (x)b. (4.3.5)
keAn

Le lemme 10 donne l'inégalité

S e(Z(:-9)

keEAN

< erm/p)=s N/P | (4.3.6)

Bs ,(R™)

Preuve du théoreme 12.

Supposons que Ty envoie By | (R",R™) dans B, (R") (c’est suffisant puisque I'espace
By, (R",R™) se plonge dans tous les & (R™,R™)). Soit un nombre réel a qui reste fixé
dans la suite de la preuve. Alors nous obtenons un opérateur U, et des constantes 9, M
selon le lemme 14. On prend v =1 et

1
roi=—.
6N

Puisque s < 1/2, les cubes r(2xQ + k), k € Z", sont deux a deux disjoints. Par
définition de r, nous avons r(Q + k) C /2, pour tout k € Ay. Alors

Uug(x) = fla+0) — f(a),si z € r(5Q + k) pour k € Ay, (4.3.7)
Uug(z) = fla+0) = f(a),siz € (Q/2)\ |J r(2Q+k). (4.3.8)
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Grace au choix de r, on a

Y TN = 0_16%_8N_8||g0||oo </c.

o0

On obtient
Z © (l (; _ k’>) < cyrm/P)=s Nm/p
»x \r

keEAN

B 1 (")

En utilisant la relation entre r et N, nous obtenons

”gHBZ,l(Rn’Rm) S Co (Ns|b/ — b| —f— |b|) . (439)
Maintenant on suppose
0
max (0], |b —V'|) < — (4.3.10)
202
et on définit N par la propriété :
N° < 0 < (N+1)*
- 202|b — b,| ’
Remarquons que la définition de N implique
N?® > 0 (4.3.11)
T 25t |b— V| o

Par la condition (4.3.10) et par définition de N, nous avons ||g|
le support de g est inclus dans (), on en déduit

B3, (Rn Rm) < 0. Puisque

1Uag]

By @) < M. (4.3.12)
Pour tout = € r(»xQ* + k), nous avons
x4+ jrxe; €r(Q+k),Vj=0,....¢,
x4 grme; € r(2:xQ +k),Vj=1,...,(.

(4.3.7) et (4.3.8) donne aussitot

AL, (Uug)(@)| = |fla+) — fla+b)|.

Par la proposition 3, nous obtenons

1/p
s> 0 (3 [ st o as)
keAy Y TR +E)

> c5|f(a+0) = fla+0)|[r > N"Pr'/? = e,N*| f(a+ V) — fa+Db)|.

En prenant en compte les inégalités (4.3.11) et (4.3.12), nous voyons que la condition
(4.3.10) implique

1Uagl

25+1M02

Flatb) = fla+b) < =

|b_b,|>
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qui signifie que f est lipschitzienne dans un voisinage de a. [

Preuve du théoreme 13.
Soit f une fonction satisfaisant 'hypothese du théoreme 13, on se propose de mettre
en évidence des constantes o > 0 et K > 0 telles que |0’ — b| < ¢ entraine

[F(0F) = f(B)] < K[b" — b,

quels que soient b et b’ dans R™.

Nous définissons la fonction g suivant (4.3.5). Les entiers positifs v et IV, ainsi que le
nombre r €]0, 1], seront précisés dans un instant. Le lemme 11 nous autorise a choisir
v tel que |b|||o || B, & < 0/2, de sorte que N et r devront satisfaire les relations :

530 — b))t < epr™/Pms N < (20 — b)) (4.3.13)

rN <2772 (4.3.14)

L’estimation (4.3.6) et la relation (4.3.13) entraineront ||g
(4.3.14) nous garantit 'inclusion

r(Q+ k) C27VQ pour k € Ay (4.3.15)
et par conséquent
g(z) =0 ,siz €r(»>Q+k) pour k € Ay, (4.3.16)
gx)=b,size27Q\ |J r2=Q+k). (4.3.17)
keEAN

n
Pour s < —, il suffit de poser
p

1
r= (62|t — b)) INTVP) T

1 s s
alors TN = c|b/ — b|*~» N*# est de 'ordre de grandeur de N*~# ; I'’hypothese 0 < s < E,
p
un choix convenable N = N(9, |V — b|) permet d’avoir (4.3.14) . Supposons maintenant
s=2.
b

J
Si | —b| < 3 il est possible de trouver un entier N > 1 tel qu’on ait (4.3.13), on

choisit alors r assez petit pour avoir (4.3.14). Il vient alors

If o gl

Pour tout = € r(»Q" + k), nous avons

By o) < M.

x+jrxe; € r(Q + k) \ U r(2»xQ+ k), Vi=1,...,1.

kK'eAn

Alors (4.3.15), (4.3.16) et (4.3.17) nous donnent
A, (f 0 9)(@)| = F (V) = FO)I.
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Par la proposition 3, nous obtenons

1/p
By = () Y AL, (fog)(x)| du
kEAN r(>Qt+k)

=) = FOIRN + 1) (rse)~*rsQ* 7.
L’encadrement (4.3.13) implique

If o gl

1f (V) = f(b)| < e Mrs~™PN=P < ¢, MSHD — )|,

qui signifie que f est globalement Lipschitzienne. [

Preuve du théoreme 14.

Supposons que Ty envoie £ (R",R™) dans By | (R"), alors par le lemme 15, S , envoie
E; (R") dans B, (R"), et d’apres le lemme 16 la fonction z; — fu(z;) est affine pour
tout 1 <j<meta € R™ ! donc

Ju(zj) = A;(d') + Bj(a)zy, Vi e {l,..,m},

ot A; et B; sont des fonctions définies sur R™1. De la on déduit facilement qu’il existe
des constantes ¢, telles que

ac{0,1}™

et on veut montrer que les seuls ¢, qui sont non nuls sont ceux pour lesquels o;; = 0 sauf
pour une valeur de j. Puisque par hypothese Ty envoie E» (R",R™) dans L,(R"), avec
1 < p < o0,o0nacy = 0. Maintenant supposons qu’il existe deux indices j, k € {1, ..., m}
(7 # k) tels que ¢, # 0 pour un « tel que a; = oy, = 1. En permutant les cordonnées,
on peut faire en sorte que j =1 et kK = 2, donc on obtient

c;lf(xl, oy Tn) = T122U(T3,y ooy Tpy) + 210(T3, ooy Ty )+

ToW(X3y ooy Tp) + 2(T3, vy T

olt u,v,w et z sont des polynomes sur R™2 tels que u # 0 et z(0) = 0. On choisit
(as, ..., am) € R™2 tel que u(as, ..., ay) # 0.
On considere une fonction 6 : R — R a support compact, telle que

s n 2 s n
0cE:,(R") et 0>¢ B (R"),

(voir : fin de I'étape 1 pour la construction de ¢). On considere aussi ¢ € D(R") tel
que ¢ (z) = 1 sur supp 0, on définit alors g € E5 (R™, R™) par

g(x) = (0(x),0(x), as(x), ..., amp(x)).

Alors
et (fog)(w) = 0*(x)ulas, ..., am) + 0(x)v(as, ..., ay)+

O(x)w(ag, ..., an) + z(azp(z), ..., app(z)).
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Finalement, on obtient

Plo)= — L (fog)(x)+b8(x) + (),

cat(ag, ..., ay,)

o Yy € D(R™) et b € R, ce qui entraine 6* € B _(R"); d’olt une contradiction. |

Preuve du théoréme 15.
Par définition on a

feE,RY), < ufeckE (R"), VYuecDR").

Soit v une fonction non nulle dans D(R"~™) et a support dans une boule B,,_,,. Sup-
posons que le support de u est inclus dans la boule B,,.

Choisissons g € D(R",R™) de fagon que g(x1,...,x,) = (21,...,T,) pour tout (zq,...,x,) €
B,, x B,,_,,. Nous obtenons

fu®v=(fog)(u®w).

On a par hypothese fog € E; (R"). Comme Ej (R") est un D(R")-module, on a
fu®wv e E; (R"). Par la proposition 22, on conclut que fu € E; (R™). [
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Chapitre 5

Le calcul symbolique dans les
espaces de Besov a valeurs
vectorielles : le cas critique

On cherche a caractériser les fonctions qui operent, par composition a gauche, sur
espace £, (R, R¥). On montrera que la condition que V f appartienne & E;;II(R’C, R¥)

. Id /7 13 / 13 /7 /7 . n
localement uniformément est nécessaire, quand 'ordre de régularité vérifie s = — > 1.
p

Théoreme 16 Soient s = n >1 et g > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas

Lizorkin-Triebel, 1 < k < n, k et n entiers, et f : R¥ — R. Si T} envoie E;,q(R",]Rk)
c?ans E;’qliR"), alors O;f appartient a E;;Zl(]Rk) localement uniformément, pour tout
7=1,... k.

Avant d’aborder la preuve du théoreéme, nous commencerons par préciser ce qu’on
entend par 'appartenance locale uniforme a un espace de distributions.

5.1 Localisation d’un espace de distribution

Un espace de Banach de distributions (£.B.D.) dans D'(R") est un sous-espace vec-
toriel E de D'(R"™) muni d’'une norme compleéte || — || g telle que 'injection canonique
E — D'(R") soit continue. On dit que l'espace E est un D(R")—module si pf € E
pour tout ¢ € D(R"™) et tout f € E.

Définition 12 Si E est un espace de distributions dans R™, on appelle Ej,. l’ensemble
des distributions f € D'(R"™) telles que pf € E pour tout p € D(R™).

Du théoreme du graphe fermé, on déduit ’énoncé suivant, voir [11, chap. 3].

Proposition 23 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R™)—module, alors ['opérateur
linéaire f +— @f est borné sur E, pour tout ¢ € D(R™).

Sous les hypotheses de la proposition 23, on posera
lellaee) = sup{lleflle : fe B, [flle=1}.
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Proposition 24 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R")—module et si f € D'(R"),
alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(Z) f € Eloc-

(i1) 1l existe une fonction positive non nulle py € D(R™) telle que (Tatpo) f € E pour
tout a € R".

(i1i) Pour tout a € R", il existe une boule ouverte B contenant a et g € E tels que g|p

= fls.

Preuve.

Supposons satisfaite la condition (ii). Sans perte de généralité, on peut supposer que
@o ne s’annule pas sur une boule ouverte B, de centre 0. Soit ¢ € D(R") telle que
suppy C B et (x) = 1 pour z € B/2. Alors ¢ = Opg, pour une certaine fonction
6 € D(R™). Par la propriété (ii) et le fait que F D(R™)—module, on a (7,4)f € E.
Comme les distributions (7,7)f et f ont la méme restriction a la boule (B/2) + a, on
obtient la propriété (iii).

Supposons que f a la propriété (iii) et considérons ¢ € D(R™). Par la compacité du
support de ¢, il existe des boules ouvertes B(z;,r;) et des distributions ¢g; € E, pour
Jj=1,..., N, telles que g; et f ont la méme restriction a B(z;,r;), et telles que

N
suppp C | J B(xj,75).
j=1
Egalement par compacité, il existe e €]0, min(ry,...,ry)[ tel que
N
supp @ C U B(zj,r; —¢).
j=1

Il existe classiquement des fonctions ¢; € D(R") telles que 0 < vp; < 1, ¥;(z) = 1 sur
B(xj,r; —¢€), et suppi; C B(xj,r; — €). Puisque la fonction Zjvzl 1; ne s’annule pas
sur le support de ¢, il existe § € D(R") telle que

N
p=0) 1.
j=1
Alors
N
fe=> 0bg €k
j=1
|
Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si 7,f € E et ||7.f||le = || fll g

pour tout f € E et tout a € R". De plus si £ est un D(R")—module, nous avons la
propriété suivante :

||Ta§0||M(E) = ”QDHM(E) s \V/QD € D(Rn) VCL - Rn . (511)
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Proposition 25 Soit £ un E.B.D.. Si E est un D(R™)—module isométriquement in-
variant par translation, on dit qu’une distribution f appartient localement uniformément
a E si l’'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) 1l existe une fonction positive non nulle ¢y € D(R™) telle que (T.00) f € E pour
tout a € R", et

Ifllz. = sup [[(7ao) Fllz < +o0.
acR™
(ii) Pour tout ¢ € D(R"), on a (1.) f € E pour tout a € R", et

sup |[(1a0) fllE < 4+00.
acR™

L’ensemble des distributions ayant ces propriétés est noté Ey, ; ¢’est un D(R™)—module
isométriquement invariant par translation pour la norme || — | g, -

Preuve. Il est immédiat que || — ||, est une norme invariante par translation, et que
Ey, est un D(R™)—module. Passons aux propriétés moins évidentes.

Etape 1. Supposons satisfaite la condition (i) et considérons ¢ € D(R™). Soit B une
boule ouverte ou la fonction ¢y ne s’annule pas. Par compacité, il existe x1, ..., x dans
R™ tels que

N
suppp C U(B + ;).

i=1

et donc une fonction ¢ € D(R™) telle que

o =1 (Z ijc,00> : (5.1.2)

Par la propriété (5.1.1), il vient alors

N
1(ra) flle < D 1(7a¥) (Tata,0) flle < Nll¢ ) sup [(m=00) fllE

J=1

pour tout a € R", c’est-a-dire la propriété (ii).

Etape 2. Considérons de nouveau une fonction ¢ € D(R™), ainsi qu'une fonction 1) telle
qu’on ait (5.1.2). La continuité du plongement F <— D’'(R") implique 'existence d’une
constante ¢ = (1) telle que |(g,¥)| < ¢||g||g pour tout g € E. On en déduit que

N
[(f, )] < Z (72, 00).f, )| < Nellfll g,

ce qui établit la continuité du plongement Ej, — D'(R™).

Etape 3. 1l reste a établir la complétude de Ej,. Soit (f;) une suite de Cauchy dans
Ey,. Comme on vient de le voir, (f;) admet une limite f au sens des distributions. Par
ailleurs la suite ((7,¢0) fx) est de Cauchy dans F, elle a donc une limite u, € E, pour
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tout a € R. Puisque u, est aussi la limite de ((7,¢0) fx), on a (7,¢0) f = ug. Alors la
définition de l'espace Ej, implique que f € Ej, et que

lim sup ||(7ap0) (f = fi)llz = 0.

k—+00 gecRn

Remarque 8 De la preuve ci-dessus, il résulte qu’a équivalence pres, la norme de Ej,
ne dépend pas du choix de (.

On va définir maintenant l’espace de Sobolev W™ (E) d’ordre m de base E, ou E est
un £.B.D., a savoir

W™E):={feDR") : @ e E  pourtout la| <m}.
W™(E) est un E.B.D. pour la norme

I llwney = D IF e

laj<m

Proposition 26 Soit E un E.B.D.. Si E est un D(R™)—module, isométriquement
invariant par translation, il en est de méme pour W™(E) et on a

(W™(E)) = W™ (Bw)

avec des normes équivalentes.

Preuve. Elle résulte aisément de la formule de Leibniz et de la proposition 25.

Nous terminerons cette section en rappelant la description de L, ,.

Proposition 27 Soit p € [1,4+00[. Alors une fonction mesurable f sur R™ appartient
a Ly(R™), st et seulement si

1/p
sup (/ ]f(:v)\pdx) < 400, (5.1.3)
B+a

a€eR”

ot B une boule ouverte donnée (ou un cube ouvert) dans R™. De plus l’expression
ci-dessus est équivalente @ la norme || f|, @ny

u’

Preuve. Etape 1. Supposons que f a la propriété (5.1.3). En choisissant la fonction ¢q
selon la proposition 25, a support dans la boule B, on obtient

1/p
1(ra0) Fllp < l2oloo ( / N f(a:)|pdx) |

Cela montre que f € L,(R™)y,.
Etape 2. Supposons que f € L,(R™);,. En choisissant la fonction ¢ € D(R™) de telle
sorte que ¢(z) =1 sur B. On obtient
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(/BM |f(:13)|pdx) " (/B+a |f(z)p(x — a)|pd:c) " < sup [(7:0) f1l-

Remarque 9 On vérifie aisément que Lo 1, = Loo

5.1.1 Localisation des espaces de Besov et de Lizorkin-Triebel

On dispose des formules suivantes, ou k € N*, h € R" et ou f et g sont des fonctions
quelconques

An(fg) = (Anf)(7-ng) + [(Ang) (5.1.4)

A (fg) = (AR (T-2mg) + (Ahg) (T-nf) + (Anf)(Aang) (5.1.5)
k-1

Ay =27 AL, — Z 2= 'A2,  pourtout k€ N*. (5.1.6)

=0

Les deux premieres sont immédiates; la troisieme s’obtient facilement par récurrence
sur k.
Pour j =1,...,n, 1 < p < 00, et pour tout sous-ensemble borélien A de R", on pose

wp]A(ft = sup (/ ‘Auejf ‘pd'x> )

Ju|<t

Mpga(ft) = Ej?i (/A ‘Aiejf(:t)‘pdm) " .

— RN o A
Dans le cas A = R", on pose w,, ; = w, jrn, de méme pour 7.

Lemme 17 Pour tout p € [1,+00], il existe ¢ > 0 tel que

1/p
wp,j,Q+a<f,t>Sct{( /362+ |f<x>|pdx) T |logt| sup (Ulnp,jma(f,v))}a

0<v<1/2
pour tout 0 <t < 1/2 et tout a € R™.

Preuve.
Le lemme est une variante de l'inégalité classique de Marchaud. On définit I'entier
k > 1 par 'encadrement 27%~1 < ¢ < 27% et on pose

Ma = Ssup (U_lnp,j,Q—i-a(f? 1))) .
0<v<1/2
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De la formule (5.1.6), on déduit, pour |u| < t,

1/p
(/ |Aye, f () \pdx)
Q+a
l/p k—1
<27k (/ | Agtye, f (@ |pdx> +Z2+1 (/
ta 1=0 Qta

1/p
< 27k (/ |f(x)|pdx) + ktM, ,
3Q+a

cela conclut la preuve du lemme 17.

P 1/p
A2lue f(:c)) dx)

Lemme 18 Soit 0 < s < 1. 8i0;f € Ey (R")y, pour j =1,...,n, et f € LP(R")y,
alors f € B (R")y.

Preuve.
Etape 1. Le cas 0 < s < 1. Par le plongement

Ep (R = Ly(R")u, (5.1.7)

les hypotheses sur f impliquent f € W' (L,(R™);,). Compte tenu de la proposition
26, ceci nous donne f € (Wlp(R”)) . Puisqu'on a WHP(R") — E» (R") (dans le cas
s < 1), on conclut que f € E (R")zu

Etape 2. Le cas s = 1. Par hypothese sur f, on a 0;f € E;,/f(R")lu pour tout j =
L,..,n, et f € L,(R")y. Par 'étape 1, on obtient f € E;,/f(R”)lu et on conclut que
fe E;”,{]Q(R")lu, qui est lui-méme un sous-espace de E}  (R")p,.

Proposition 28 Si s > 0 et p,q € [1,+00], alors B, (R"), est l’ensemble des fonc-
tions f € L,(R™)y, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :
(i) dans le cas 0 < s < 1,

1
dt
Sup </ (t*wpjqra(fo1)" ) <400 ,pourj=1,...,n;
acR™ 0 t
(i) dans le cas s =1,
1 dt 1/q

Sup (/ (t " jral S, t))q—) <400 ,pourj=1,...,n;

acR” 0 t
(#ii) dans le cas m < s <m+1, avece m =1,2,...,

f(Oé) e B;;m<Rn)lu , pour ’a’ —

Preuve. On fixe les fonctions ¢q et ¢; dans D(R™), telles que ¢o(x) = 0 hors de Q/4

et ¢1(x) = 1 sur 4Q),
Etape 1. Le cas 0 < s < 1.
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Supposons satisfaite la condition (i) avec f € LP(R");,. Par la formule (5.1.4) et pour
lu| <t <1/2, nous avons

(/Rn | Aue, (Tap0) f) ()| d;p) 1/p

1/p
+

= (/ [ B, f(2)p0(w + e = a>\pdw) ( / N @P A, <Tasoo><x>\pdx) ”p

<o([ Jawia) ) Y ([ isoras) "

< ¢ (wpj@ralfot) + ]| fllo@ny,) -

Par la condition s < 1, on voit que

1/2 1/a
( | et %)

ot

1/2 1/q
S ¢ (/0‘ (tiswp7j»Q+a<f7 t)) t ) + Hf”Lp(Rn)lu ?

ce qui nous donne

sup ||(7a00) f|

Bqu(Rn) < +OO .
acR”

Dans l'autre sens, on suppose que f € By (R");,. On voit aussitot que

Auej((TaSOI)f> (z) = Auejf<x) )
pour tout x € @ + a et |u| < 1. On obtient ainsi I'inégalité

wWpj@ra(fit) < wpi((Tap1) f1)

pour tout 0 < ¢ < 1. La propriété (i) en découle aussitot.
Etape 2. Le cas s = 1.
On suppose satisfaite la condition (i) avec f € L,(R"),. Par la formule (5.1.5), il

vient, pour |u| <t < 1/4,
P 1/p
(/ )

» 1/p
< (/ ‘Aiejf(x)apg(x + 2ue; — a)’ dx)
RTL

A%, ((Tapo) ()

+ ( . |f (2 + uej)|? ‘Aiej(ngoo)(x)‘p dx)l/p

1/p
+ ( - |Auejf(af)(<Po(:C + 2ue; — a) — po(x — a))|p dx)
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1/ 1/
s @) ae) v ([ irerar)
Q+a
1/p
Aye. P
+ct (/QM ‘ uegf(a:)| d:v)
< c(pjra(fst) + | fllr@ny, + twpjora(fit),
1/4 qd 1/q
(/0 (t_lnpaj<<7—a900>fv t)) %)

1 1
A —1 g dt & e g dt i
<c ; (t " Mpjqra(fi1)) - + [ £l o @)y, + i (Wpj.@+a(fi1)) n

Compte tenu du lemme 17, on obtient

=/,

et donc

sup [|(a00) f B3 (&) < +00.
a€R”

Dans l'autre sens, on procede exactement comme dans la preuve de 1’étape 1, en rem-
placant w par 7.

Etape 3. Lecasm<s<m+ 1.

On sait que

B, ,(R") = W™ (B, " (R")). (5.1.8)
Par la proposition 26, et le lemme 18, on voit que f € B;q(R”)lu si et seulement si

flo) e B;;Im(Rn)lu pour |a| =m et f € L,(R"),. -

Lemme 19 Soient p,q € [1,+00], il existe ¢ > 0 tel que

1/16 ¢ g 1/a
/ (t”“/ ]f(.+h)\dh) a
’ =t t Lp(Q+a)
1/16 a gt 1/q
< ( / (t / |Ahf<.>|dh) 7) T el fllgora -
0 |h|<t

Lp(Q+a)

pour tout a € R™.

Preuve.
Nous pouvons écrire

/|h|<t’f(x+h)’dh§/ \Apf(z)|dh+ ct™ | f(z)],

|h|<t
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qui signifie le résultat.

Proposition 29 Si s > 0 et p,q € [1,+00], alors F; (R");, est l'ensemble des fonc-
tions f € L,(R™)y, vérifiant de plus les conditions suivantes, respectivement :
(i) dans le cas 0 < s < 1,

1 q dt l/q
sup (/ (tsn/ \Ahf(.)\dh) 7) < +00;
S Inl<t Ly(Q+a)
(i) dans le cas s =1,
1 ¢ g4 1/q
sup (/ <t_n_1/ |A§f(.)\dh) 7) < +o0;
skl Ao Ihl<t L,(Q+a)

(iii) dans le casm < s <m+1, avec m=1,2,.. .,
f@ e ES (R, pour |af =m.

Preuve. On fixe les fonctions g et ¢, comme dans la preuve de la proposition 28.
Etape 1. Le cas 0 < s < 1.

Supposons satisfaite la condition (i) avec f € LP(R™);,. Par la formule (5.1.4), nous
avons

/|h|<t |An((Tatpo) f) ()| dh <

/|h|<t |Anf@)l ooz + h = a)l dh + | ()] ‘ |An(Tapo) ()| dh.

h|<t
On obtient

I ( [ (- [ ennean) %>/ i)

1/p

<c /Q+a (/01/2 (tsn/MAhf(x)dh)q%)p/qu +
( | el o) "

sup [(Tatp0) fl s, &) < +00.
acR™

ce qui nous donne

Dans l'autre sens, on suppose que f € F[f’q(R")lu. On voit aussitot que

An((Tapr) () = Anf (),

71



pour tout z € Q + a et |h| < 1. On obtient ainsi I'inégalité

(LG o))
< )( [ (7 [ seanoian) aN

pour tout @ € R™. La propriété (i) en découle aussitot. Etape 2. Le cas s = 1. On
suppose satisfaite la condition (ii) avec f € L,(R"™);,. Par la formule (5.1.5), il vient

|18k an <
/“M Sl 2l / |f(z + B)| | A (Tap0) ()| dh+

|h|<t

/h A f ()] | Aguracp ()| dh.

Uz) = (/01 (t—”—l /h<t | A7 (f(2)) dh)q%)l/q. (5.1.9)

En tenant compte du support de 7, et |h| < 1/16 dans I'expression ci-dessous, nous

/n ( /01/16 (t /W A2 ((7a00) f) ()] dh)q %/ .
< / ) ( /0”“” (t /W | A2 ((7ap0) f) ()] dh)q %>/ .

1/16 9 gt r/a
t_” ! ]Aif(x)|dh) — | dx +
2+a |h|<t t

1/p

/ (/01/16 (t w1 /h<t|f(x+h)|dh)q%>p/qu 4

1/p

1/16 ¢ g r/a
L i) §) )
0 h|<t t

=A+B+C.

Posons

1/p

1/p

On voit auussitot que

</01 (t”l/lhl<t\A 7. |dh> %y/q
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FEstimation de C : Posons

cunr= ([ (e[ i) )

Pour ce faire, on écrit . .
10,1/16] = U;»4)277 71, 277],

et en utilisant des majorations évidentes, on obtient

Ci(z) < cCy(x),

Cy(z) = ¢ (Z <2j” /|h|<2_j IALf(z) dh)q> Uq.

j=>4

avec

Par le changement de variable i’/ = 2973k, on obtient

Cy(z) = ¢ (; (/|h|<1/8 |Ag—jtsp f(2)] dh> q) 1/q.

Agjiay = 277N, — 22 PIAZ

£=0

Par (5.1.6) on a

ce qui donne

Cy(z) < c(Cs(z) + Cu()),

Cy(z) = ¢ (Z (2-1’ /h <1/8|Ahf(x)|dh)q) Uq,

j=>4

a\ 1/q
Cy(x _c< (/ Zz“\mﬁ%f \dh)) .
>4 |h|<1/8

Estimation de Cs : En utilisant le plongement 7 < ¢!, pour ¢ > 1, il vient

) < 622_]/

= |h|<1/8

avec

et

Anf(@)|dh = ¢ / Anf ()| dh.

|h|<1/8

Par Minkowski, on obtient

1/p 1/p
Cs(x)Pdx As F()P die dh
( Fta o) ) S/h|<1/8{/§+a| wf (@) }
1 1/p
§/|h<1/8{é+a\f(a:+h)\ dm} dh + (/%|f(x)| d:c)
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) /”‘”8 {/Q+ ‘fwd”}l/p " </Q+ @) dx> ””
<o(f, )"

Estimation de Cy : On a de méme

j—4
Cy(z) < Z Z 27! |A§H+3hf(x)| dh.

>4 7 IRIS1/8 g

On vérifie facilement que

/ A% s f ()| dh = 20707 / | AR f ()| dh (5.1.10)
|hl<1/8

|h|<26-3

Dans l'expression (5.1.9), on peut remplacer la norme L,([0, 1],%) par une norme
Lo ([0,1]) en minorant (voir : [11, I1.20, p.44]); ce qui donne.

/ A2 f(2)] dh < ct™ U (),
|n|<t

de sorte que l'expression (5.1.10) est estimée par
2= ().
On obtient donc

Cy(x) < cU(x) Z jz: 2719850 — U ().

j>4 =0

( i C4(x)pdx> s </Q+a v (:c)pdiv) "

En tenant compte des estimations obtenues pour C5 et Cy, on peut conclure que 'ex-
pression C' est estimée par

(] vors) " (], o)

Dans l'autre sens, on suppose que f € F; (R");,. On voit aussitot que

Par conséquence

A ((rapr) )(x) = AL f(2),
pour tout z € @ + a et |h| < 1, de sorte que f vérifie 'estimation souhaitée
Etape 3. Le cas m < s < m + 1.
On sait classiquement que

ES(R™) =W™ (Ey ™(R")). (5.1.11)
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Par la proposition 26, et le lemme 18, en déduit que f € F; (R");, si et seulement si
[l e Fy (R, pour |af =m et f e Ly(R™),.
[

5.1.2 Preuve du théoreme 16.

n
Lemme 20 Soient s = — et ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans le cas Lizorkin-

Triebel. Alors il existe une suite (0,),>1 de fonctions de classe C™, portées par 4Q),
telles que 0,(x) = 1 sur le cube 2*77Q et lim,_ | |0,

E;;,AR") - 0

Preuve. Voir par exemple [1, lemme 2.11].
|

Soient s = n/p, m < s < m+ 1 avec m € N, ¢ > 1 dans le cas Besov, p > 1 dans
le cas Lizorkin-Triebel, et supposons que Ty envoie £ (R", R*) dans Es (R™). Par un
lemme classique voir [1, lemme 3.6], ou [12, lemme 1], il existe ¢1, ¢y > 0 tels que

l9llBs g rry <1 = |[foglle,@) <c, (5.1.12)

pour toute fonction g € Ej (R", R*), dont le support est inclus dans 4Q.
Soit u une fonction dans D(R™,R¥), & support dans 4Q, telle que u(zy,...,x,) =
(21, ..., 1) sur 2Q. Pour a € R¥, b € R* et v > 1, nous définissons la fonction

g(x) =bu(2"x) +6,(v)a. (5.1.13)

Le lemme 20 nous autorise a choisir v = v(a) > 1 tel que |0, |
En utilisant estimation (voir [37, Prop. 2.1.3/3, p. 16])

[u(A())]

et en tenant compte de la condition s = n/p, on définit b par 1'égalité

E;ﬁq(]R") S cl/2|a|.

By, @) < AT ullpy @egy VA1 (5.1.14)

QbHUHE‘;',q(R",Rk) =C.

Dans ces conditions on a [|g[| gy &nrr) < c1.
On pose ¥ := (21, ...,23), k™) = (hy,...,h) € R¥ et B = (ay, ..., 1, 0,...,0) € N,
Par la construction de g, on voit que

AR(9°(f 0 9))(x) = AW (%) (2°02™ +a), o =m. (5.1.15)

Compte tenu du théoreme 13, f est lipschitzienne, on obtient
O;f € Ly(R"), Vji=1,..,k (5.1.16)

Pour la suite de la preuve on traitera successivement le cas Besov et le cas Lizorkin-
Triebel.

Le cas des espaces de Besov

E'tape I.Lecasm<s<m+ 1.
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En utilisant 'implication (5.1.12) et la propriété (5.1.8), on obtient
10°(f © g)]

En appliquant (5.1.17) et (5.1.15), on voit aussitot que

1/p q 1/q
( A (tm—s ([ e @ et +ara) ) @) <o,
0 2V Qn t
b 1/p q 1/q
</ (tm_s (/ | A, (8°‘f)(x)|pdx) ) £> <y, (5.1.18)
0 bQr+a t

pour tout @ € R*. On obtient ainsi 1’estimation

et donc

b L dt 1/q
sup (/0 (tm_swm,bQﬁa(@af, t)) 7) < ¢y.

a€Rk

Par la propriété (5.1.16), et la proposition 28 (i), (iii), on conclut que 9; f € (Bs ' (R))s,
pour tout j =1,..., k.

FEtape 2. Le cas s = m+ 1. En utilisant 'implication (5.1.12) et par la propriété (5.1.8),
on ait

10°(f © 9)]
Par Pestimation (5.1.19) et I’égalité (5.1.15), nous obtenons

1/q

(Ab<fl(L;#JAiA&VMwa%YM)Q%> <ecy, (5.1.20)

pour tout a € R¥, ce qui donne

b q dt l/q
sup (/ (t pjb@uta (0 f,1)) 7) <
0

a€Rk

Compte tenu la propriété (5.1.16), et la proposition 28 (ii), (iii), on conclut que 9;f €
By HRF)y,, pour tout j =1,..., k.

Le cas des espaces de Lizorkin-Triebel

Etape I.Lecasm<s<m+ 1.

En utilisant 'implication (5.1.12) et la propriété 5.1.11, donc on obtient

10°(f © 9)]

Par lestimation (5.1.21) et I’égalité (5.1.15), on a

1/q

27V q dt
/ (tmns / Aoy F(25(.) +a)ydh) 2 <o
0 |h|<2vbt

Lp(277Qn)
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on ait

< ey (5.1.22)

b q 1/q
H ([ (o= [ awernolan) §)
0 =t Ly (bQi+a)

Compte tenu la proposition 29 (i), (iii), et la propriété (5.1.16), on conclut que 0;f €
Fpgt (R

Etape 2. Le cas s = m + 1. La démonstration, se traite presque exactement comme
dans Détape 1, A, étant remplacé par A?, dans I'estimation (5.1.22).
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Chapitre 6

La régularité du calcul symbolique
dans certains espaces de Besov a
valeurs vectorielles

Notre objet est ici de donner des conditions nécessaires et suffisantes de régularité pour
la régularité du calcul symbolique sur 'espace &, (R™,R™) pour s > 0, qui généralisent
les résultas obtenus pour m = 1 par Bourdaud et Lanza de Cristoforis [16].

6.1 Propriétés des espaces de distribution

Un espace topologique de distribution (£.7".D) est un sous-espace vectoriel E de D'(R™)
muni d’'une topologie compatible avec la structure vectorielle rendant continue l'injec-
tion canonique E — D'(R"™). Si E est un espace de Banach, on dit que c’est un
E.B.D, si E est un espace de Fréchet, on dit que c’est un E.F.D. L’espace E est un
D(R™)—module si pf € E pour tout ¢ € D(R"™) et tout f € E.

Du théoreme du graphe fermé, on déduit ’énoncé suivant, voir [11, chap. 3].

Proposition 30 Soit E un E.B.D ou E.F.D Si E est un D(R™)—module, alors l’opérateur
linéaire f +— @f est borné sur E, pour tout ¢ € D(R™).

Sous les hypotheses de la proposition 30, dans le cas ou £ un E.B.D, on posera

ellarcm) == sup{lleflle - f e B, ([flle =1}

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si 7,f € E et ||7.f|le = || f||&
pour tout f € E et tout a € R™. Si E est de plus un D(R")—module, nous avons la
propriété suivante :

I7allrecey = lellmeeey Ve € DR™). (6.1.1)
Nous rappelons maintenant la relation classique entre la condition

lim [|r..f — fllz =0, (6.12)
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et approximation par des fonctions régulieres. On considére une fonction p € D(R")

telle que 0 < p < 1, /p(:c) dr =1 et on pose

-1

pi(x) = j"p(jz),
pour tout entier j € N*.

Proposition 31 Soit F un E.B.D. isométriquement invariant par translation.

(i) Si f € E et f vérifie (6.1.2), alors f 1 € C°(R™)NE, pour tout 1» € D(R™), et

lim fxp;=f dans E.

jtoo
(i1) Si D(R™) C E, alors toute fonction f € clg (D(R™)) vérifie la propriété (6.1.2).

On va définir maintenant [’espace de Sobolev W"(E) d’ordre r € N de base E, ou E
est un £.F.D., a savoir

W™E):={feD®R") : f9cE  pourtout|a| <m}.

On munira W™(E) de la famille de semi-normes

Noi(f) =Y Ne(f@)  VEeN,

o <r
ol (Ng)gen est une famille de semi-normes définissant la topologie de E.

Proposition 32 Soit E un E.B.D. Si E est un D(R")—module, isométriquement in-
variant par translation, tel que D(R™) C E. Si f € D'(R"), alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) | € clp,, (C*(R")),

(ii) [ € (lgDR™)),,.,
(ii) f € (clg(C*(R") N E)),e,
() lim, o7, f = [ dans Ej,.,

(v) im0 f % p; = f dans Ej..

Preuve. Puisque D(R") C E, nous avons C*®°(R") C Ej,., donc la propriété (i) a un
sens.

Preuve de limplication (i) = (ii). Soient f € clg, (C*(R")), et ¢» € D(R"). Par
hypothese, il existe une suite (f;) dans C*(R™) qui converge vers f dans Ej,.. En

conséquence, limg_ o ¥ fr = ¥ f dans E, et donc ¢ f € clgD(R").

Prewve de Uimplication (i) = (iii). Cela résulte aussitot de linclusion D(R"™) C
C*[R")NE.

Preuve de implication (iii) = (iv). Nous prouvons d’abord les relations suivantes

lim [[(7:f) = 7(f¥)||le = 0, (6.1.3)
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lim |17, (f) = o5 = 0, (6.1.4)

pour tout ¢ € D(R™), qui impliquent la propriété (iv).

Preuve de (6.1.3). Supposons que f a la propriété (iii) et considérons 6 € D(R") telle
que 0(z) = 1 sur supp? + B(0,1). Puisque l'espace F est isométriquement invariant
par translation, il vient

(72 /) = T2(f)lle = (T2t = ) fOlle < [[fOllEll7—ot) — Plln(e)

pour tout |z| < 1. Par un argument standard (voir par exemple [18, inég. (36)]), nous
obtenons

tim {17, — ey = 0.

Preuve de (6.1.4). Par hypothese sur f, il existe une suite (gi)reny dans C*°(R™) N E
telle que limg ., g = f1 dans E. Il vient alors limg_ . gx0 = f1 dans F, ce qui
montre que fi € clgD(R™). On peut appliquer la proposition 31 (ii) et conclure que
la propriété (6.1.4) est vraie.

Preuve de limplication (iv) = (v). Supposons que f a la propriété (iv). Soient v, 6 des
fonctions définies comme ci-dessus, il vient alors lim, o 7,(0f) = 6f dans E. Puisque
(f * pj) = (f0 = p;)1, par les propositions 30 et 31, on conclut que

lim ¢(0f *p;) =1 f dans E.

j—Foo

Preuve de Uimplication (v) = (i). Cela résulte immédiatement de f*p; € C*(R"). R

Proposition 33 Soit E un E.F.D. Si E est un D(R"™)—module, isométriquement in-
variant par translation, il en est de méme pour W™(E) et on a

(W™ (E))ige = W™ (Eloc)

loc

avec la méme topologie de Fréchet.

Preuve. Elle résulte aisément de la formule de Leibniz et du théoreme du graphe
fermé.

Proposition 34 Soit E un E.B.D. isométriquement invariant par translation, tel que
clgD(R"™) = E. Si f € D'(R"), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 0;f € E' pour tout j =1,...,n,
(i) o f = fller = O(lz|) pour |z] — 0.
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Proof. Les propriétés (i) et (ii) résultent des formules suivantes (6.1.5) et (6.1.6).

(Tof — fou) = — ixj /1<8jf, T_pu)dt Vo €R™. (6.1.5)
j=1 70
(0 f,u) =i (=7, ) (6.16)

pour tout u € D(R™).

Proposition 35 Soit s € R, nous définissons la forme bilinéaire continue sur E;  (R")x
E/(R™), au moyen de la formule suivante

Qf, g> = Z/ ij(x)@:-g(x) dx . (6.1.7)
j>0 /R
La restriction de <—,—> dans E; (R") x S(R") coincide avec la forme bilinéaire

canonique sur 8'(R") x S(R™).

Preuve. En utilisant la méthode de représentation de Nilkol’skij, voir par exemple
Runst et Sickel [37, prop. 2.3.2 (1), p. 59] ou Yamazaki [41], il existe ¢ > 0 tel que

Bj ,(R™)

1/q
(Z(le@fllp)q) <c|f]

Jj=0

1/q
‘ (Z(Q”I@fl)q> < el e
>0

p

pour tout f € E5 (R"), respectivement. Une double application de I'inégalité de Holder
conduit alors a

[<f 92| < el fllgg, @ 9l @y VF € Bpy(R"), Vg € By (R, (6.18)

Par la propriété (1.1.3) et 'égalité de Plancherel, il vient

(Q;f,Q;9) = (£, Q;9) ,Vf € E: (RY), Vg e SR, Vj € N. (6.1.9)

Alors on obtient
Qf,g>=(fg9) ,VfekE (R"),VgeSR"). (6.1.10)

Proposition 36 Soit s € R. Alors une distribution f appartient a E; (R™) si et
seulement s’il existe A > 0, telle que

(0] < Algllpe oy Yo € DR, (6:1.11)
De plus la plus petite des constantes A est une norme équivalente dans E; (R™).
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Preuve. Voir par exemple [38, 2.11].

Pour s € R, on définit I'espace Li(R") + E %, (R") comme I'ensemble des distributions
fi+ fo: R* = R, qui vérifient

||f1||1 + ||f2||E;/Sq/(R") < Q.

Proposition 37 Soit s € R. Alors une distribution f appartient a &, (R") si et seule-
ment s’il existe A > 0, telle que

(9 < Allgll ey oy Y9 € DRY). (6.1.12)

De plus la plus petite des constantes A est une norme équivalente dans Slfyq(]R").

Preuve. Etape 1 : Supposons que f a la propriété (6.1.12). En prenant les décompositions
banales g = 04 g = g + 0, nous obtenons les inégalités

[(f,9)] < Allgli Vg € DR"), (6.1.13)
(.91 < Allgllss @ny: V9 € DRY). (6.1.14)

L’inégalité (6.1.13) implique que f € (L1(R"™))" = Loo(R™), ce qui donne || f]|o < A.
La proposition 36 et I'inégalité (6.1.14) donnent aussitot

/]

Etape 2 : Supposons que f € & (R™). Soit g € D(R"), et g = g1+ g2, avec g1 € L1(R")
et g2 € B, (R"). Puisque f € Loo(R"), le crochet (f,g1) a le sens usuel. Maintenant
nous le prouvons

(fL9)=(f91) +<f, 21> . (6.1.15)
Puisque go = g — g1 appartient a L;(R™), on obtient

N—o0 4

N
lim Z Qjg92 = g2 dans L;(R").
7=0

Par la densité de S(R™) dans Ly (R™), 'égalité (6.1.9) est vraie aussi pour f € Lo (R") C
EY, ., et g € Ly. Donc on obtient

N

Af, g = lim Y (Q;f.Qy92) = lim. (13 Q) = (g2}

J=0

ce qui termine la preuve de I’égalité (6.1.15). Maintenant par l'inégalité (6.1.8), on
conclut que

0] < 1 llsclgnlls + el £l llonl e ey
|
La proposition 37 a une conséquence importante, a savoir la propriété de Fatou.

Corollaire 1 Soit (fi)r>0 une suite de fonctions bornée sur & (R™), qui converge vers

f dans S'(R™). Alors f € £ (R") et
I/

£3,@®") < hl?ig}f | fx s J(R) - (6.1.16)
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6.2 Régularité du calcul symbolique

6.2.1 Calcul symbolique borné

Si E et F' sont deux espaces métriques, une application T : ' — F est dite bornée si,
pour toute partie bornée B de E, T'(B) est borné dans F.

Soit E un sous-espace vectoriel de D'(R", R™); on dit que E est un &; (R")-module si
tout élément de &, (R™) opere par multiplication sur £ pour la multiplication usuelle
entre les fonctions scalaires et les fonctions vectorielles.

Il est bien connu que pour s > 0 les espaces &, (R",R™) sont des &) (R")-modules
(voir par exemple [37, 4.6.4]).

Proposition 38 Soit s > 0. Pour toute fonction [ appartenant ¢ C*°(R™) et s’annu-
lant en 0, Uopérateur Ty est borné sur & (R", R™).

Preuve. La démonstration résulte de [37, 5.3.4]. En effet il est possible de remplacer
C*>®(R) par C*°(R™), dans [16, prop. 1] a condition toutefois remplacer la formule de
Taylor pour les fonctions scalaires par la formule de Taylor pour les fonctions vecto-
rielles dans [37, lem. 1, p. 317] ou voir [37, th. 2, p. 368].

L’espace ®(&, (R",R™)) sera abrégé en @ si le contexte est clair.

Proposition 39 Soit s > 0. Alors l'espace ®(E; (R",R™)) est un espace de Fréchet
pour les semi-normes

ve(f) :==sup{[|fog

&5q®™) - lg &3 ,(R™ R™) <r} Vr €]0, +o00].
Preuve. Soit (f;)r>1 une suite de Cauchy dans ®. Par le théoréme 12, on a le plonge-
ment

O — WL(R™)p, (6.2.17)

qui signifie que (fi)r>1 admet une limite f dans WL (R™);,,., ce qui entraine que la
suite (fg)k>1 converge uniformément sur tout compact de R™. Supposons maintenant
que g € & (R™",R™), alors la suite (fy o g)g>1 converge vers f o g dans L. (R™), en
outre

sup || fr © gllez (&) < SUD Vjg|es  an m) (f&) < F00.
k>0 k>0 ’

Par le corollaire 1, on obtient fog € & (R") et le fait que I'opérateur Ty est borné.
En appliquant de nouveau la propriété de Fatou, on conclut que

kliml/T(fk—f):O Vr > 0.
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6.2.2 Une condition suffisante pour que 7 soit localement lip-
schitzienne

Si f de classe C'*'(R™), nous notons Ty I'opérateur de composition, défini par Ty (g) =
(alf ©4g;- amf © g)

Théoreme 17 Soit s > 0. St f : R™ — R est une fonction continue appartenant a
WHe(Es (R™,R™))), alors Uapplication Ty : £ (R*,R™) — £5 (R™) est lipschitzienne
sur tout borné de &5 (R", R™).

Preuve. Soient g, h deux fonctions dans &5 (R", R™). D’apres (6.2.17), f est de classe
C'. Grace la formule de Taylor avec reste intégral, il vient alors

(fo(g+h)—fog)(x)= /0 (Vfo(g+th))(x).h(x)dt ,VreR". (6.2.18)

Maintenant nous considérons u € D(R") avec ||ul|p, gn); g2 gn) = 1 (voir la proposi-
p,q

tion 6.1.11). Alors le théoréeme de Fubini nous donne

1
(Folg+h) = fogu)= [ (Vfolg+th).hu) dr
0
Puisque &) (R") est une algebre de Banach, on a

HVf O (g + th).hHg;s),q(R") S C”Vf o (g + th/)Hgls)’q(]RnJRm)Hh”gls),q(sz7R7n).
Par hypothese sur f, il vient

[fo(g+h)—fog

g5, (&) < cllh €3 (RR™) slup Vgll+1n1 (05 f) (6.2.19)
j= m

.....

qui signifie que T} est lipschitzienne sur toute boule de &5 (R",R™). |

Le théoreme 18 présente un résultat de trivialité pour s > 1/p.

Théoréme 18 Soient s > 1/p et f : R™ — R une fonction continue. On suppose que
pour toute boule B de R™, l"application

Ty : <D(]B%,]Rm)7 | — S;’q(Rn,Rmo — B;,OO(R")W
est uniformément continue. Alors f est une fonction affine.
Preuve. Fixons j et, a' := (ay,...,a; 1,041, ..., ay,) € R™ et définissons la fonction

fo(z) = flar, ..., a1, %, 4541, ..., @), Vr €R.

Considérons 'opérateur linéaire

U (DB), | - llsg ) = (DBR™), = g @z )
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défini par

T

@(u)(m) - (algp(g)’ T aj—lgo(?)? u(x), aj+190(§)7 ) am(ﬁ(g))

Par définition de ¢, on a ¢(5) = 1 si p(x) # 0. 11 vient donc

o(forou)=p(fo¥(u) Yue D).
De I'hypothese sur T}, on déduit immédiatement que Ty , est uniformément continue
de (D(B), || -
(voir [16, th. 6]). On obtient

g;q(Rn)) dans By  (R")ie, ce qui donne que fyr est une fonction affine

far(z5) = Aj(d') + Bj(a')x;, vied{l,..,m},

ot A; et B; sont des fonctions définies sur R™~1, d’olt existence de constantes ¢, telles
que

ae{0,1}m

Maintenant supposons qu'il existe a € {0,1}™ tel que a; = o, = 1 pour deux indices
Jj # k, tels ¢, # 0. Nous définissons la fonction

Gap(x) = (0,...,0, (az; + b)p(x),0,...,0, (azg + b)p(z),0, ...,0),
pour tout a,b € R et tout 5,k € {1,...,m} (j # k).
En évaluant I'opérateur T’ sur la fonction g,
T§(gap)(x) = co+ cr(az; + b)gp(x) + ca(azy + b)p(w) + cz(az; + b)(azy + b)¢*(w),

pour tout a,b € R et tout j,k € {1,...,m} (j # k). Par hypothese sur 7%, il existe
n > 0 tel que

1T (gap) — Tr(gap)l

On en déduit

B;),oc(Rn)loc S C Vb E [_7], 77]7 va’ e R

15¢(9a) = S5(ga,0)]
Posons () = (z; + xx)¢*(x), on obtient

Bs. @&y <c Vbe[-nmn, VaeR

1+ 2n]|¢?|

la| < B P EIP gmy p
- ¥l s . ®m) ’ ’
il vient
la| < ¢, VaeR,
ce qui est absurde. [ |
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6.2.3 Une condition nécessaire pour que 7 soit localement
lipschitzienne

Théoreme 19 Soient s > 0, m,n des entiers tels que 1 < m <n et f:R™ - R
une fonction continue. On suppose que pour toute boule B de R™ et tout compact K de

(D(]B%,]Rm), | — gg’q(Ran)) , Vapplication Ty - K — & (R") est lipschitzienne. Alors
[ appartient & ESHHR™)joc.

Preuve. Nous divisons notre preuve en deux étapes.

Etape 1. Supposons le support de f inclus dans la boule B,.(a,1). Soit u € D(R™) tel
que u(x) = 1 sur B,,(a,2) et u(x) =0 hors de B,,(a, 3). On obtient
Soit v une fonction non nulle dans D(R™™) et a support dans une boule B,,_,,,. Choisis-
sons g € D(R™,R™) de fagon que g(z1,...,x,) = (21,...,2,) pour tout (xq,...,2,) €
B,.(a,4) x B,_,,. Nous obtenons

(nf—=flev=(forung—fog) (u®v) vVt € B,,(0,1). (6.2.21)

Par I’hypothese sur f, T} lipschitzienne sur ’ensemble

{T(t,())g 1t e IB%m(O, 1)} .

Par les propositions 36 et 34, il vient alors ||7(.,0)9 —glles  rnrm) = O([t[) quand |¢] — 0.
La proposition 22 et I’égalité (6.2.21) donnent aussitot

|7 f — [l E5 ,(RM) = O([t]) t| — 0.

Puisque E; (R™) est le dual d'un E.B.D (voir la proposition 36), la proposition 34
donne 9;f € E; (R™) pour tout j = 1,...,m. En tenant compte de s > 0, il vient
0;f € L,(R™) pour tout j = 1,...,m. Puisque la fonction f est & support compact,
nous obtenons f € L,(R™). Par une propriété standard des espaces de Besov et de
Lizorkin-Triebel, on a

E} (R™) ={ve L,R™) : Vve E '(R™ R™)},
pour tout r > 0. Donc f € ES*H(R™).

Etape 2. Venons-en au cas général. On va vérifier que uf € E;i;l(Rm) pour tout u €
D(R™). Par la proposition 38 et le théoréeme 17, nous voyons que

Ty—u(0)=vu(0).idgm = Tu—u(©0) — Tvu(0).idgm »

est lipschitzienne sur tout borné de & (R",R™). Puisqu’il en est de méme pour
T5u(0).idgm » Tu—u(0) est lipschitzienne sur tout borné de Eg’q(R", R™). 1l vient alors

Tiuuons(9) = Tuu(9) Trg) Vg € DR R™). (6.2.22)
Par I'hypothese sur T, T(,—y(0)) est lipschitzienne sur tout compact de

(DER™), |- llgg, o))

pour toute boule B de R". Puisque Tyy = u(0)T + T(u—u(0))s, il en est de méme pour
T, et grace a l'étape 1, on conclut que uf € E;:;I(Rm). |
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6.2.4 Une condition suffisante pour que 7 soit régulier

Soit 7 € N. Par la proposition 38, toute fonction f € C*(R™) telle que 0*f(0) = 0
pour tout |a| <7, appartient a W7 (®(&; (R™,R™))).

Théoreme 20 Soient r € N et s > 0. St f : R™ — R est une fonction continue
appartenant @ clyr@(es e rm)) (C(R™) N WH(D(E, (R, R™)))), alors lapplication
Ty : & (R R™) — & (R™) est de classe C.

Preuve.
Considérons 'opérateur linéaire continu

M: & R"R"™) — L& (R"R™), & (R")) '

u — {v +— u.v}

Fixons g € &, ,(R", R™) et supposons que h appartient a &  (R",R™), avec [|hlles @&n rm) <
1.
Etape 1. Continuité de Ty :le cas f € C*(R™)NP. On a

Ty = Ty-v50).idsm + V f(0).idgs  mrm) -

Par la proposition 38, il vient f — Vf(0).idgm € W?!(®). On voit aisément que T}
continue grace au théoreme 17 appliqué a f — Vf(0).idgm.

Etape 2. Continuité de Ty : le cas général. Si f € clyr @) (C=(R™) NW"(®)), et £ > 0,
alors il existe f1 € C°(R™) N ® tel que

Vitlglley  unemy (f = f1) S €.

11 vient

[fo(g+h)—foyg

et suivant I’étape I appliquée a fi, on a alors la continuité de l'opérateur T7.

Etape 3 : Nous allons montrer par récurrence sur r que 7t est de classe C" si f €
clywr@ (C*(R™) N WT(®@)). Le cas r = 0 est déja prouvé par I'étape 2. Supposons
maintenant que la propriété est vraie pour r et prouvons-la pour r + 1. On suppose
que f appartient & clyr+1(g)(C®(R™) N W (D)), Puisque f est de classe C"H(R™),
on a

g, <26+ [ fio(g+h) = fiogle;, @,

(fo(g+h)—fog—(Vfog)hu) =
/1 (Vfo(g+th)—Vfog).hu)dt YueDR". (6.2.23)

Par I'étape 2, on obtient que Ty est continue sur & (R™ R™) dans lui méme. En
raisonnant comme a la fin de la preuve du théoreme 17, on déduit de la formule (6.2.23)
la différentiabilité de T, et I'égalité

de =Mo va

Puisque
@jf € Clwr((ps)(COO(Rm) N W?"(q)»?

88



pour tout j = 1,...,m, 'hypothese de récurrence montre que Ty est de classe C". On
conclut que dTy est de classe C7, de & (R",R™) dans L(E; (R",R™), & (R")), et
donc que T} est de classe C" . |

6.2.5 Une condition nécessaire pour que 7 soit régulier

On notera £ (R") la fermeture de D(R") dans E; (R").
Sil<p,qg<oo,ona

B, (R") = ES (R"), (6.2.24)
(voir par exemple [38, 2.3.3]).

Proposition 40 Soit s > 0. On suppose que q € [1,00[. Alors
(i) elgg ey (C(R") N B}, (B") = B}, (B"),
(ZZ) CIE;S;,q(Rn)loc (COO (Rn)) = E[S),q(]Rn)lOC

Preuve. Voir par exemple [16, prop. 7).

On dit que T a la propriété (P,) si Ty est de classe C” de
(D(Bva)’ || -

€5, (R R™) )
dans & (R™), pour toute boule B de R™.

Théoreme 21 Soient s > 0, r € N, m,n des entiers tels que 1 < m <n et f:R™ —
R une fonction continue. Si l'application Ty : €; (R",R™) — & (R") est de classe C".

Alors f appartient a (E5T" (R™))c-

Lemme 21 Si f : R™ — R est une fonction continue telle que Ty a la propriété (Pr),
alors f est continument différentiable et

dT;(g).h = (Vfog).h Vg, heDBO,R),R™), VR > 0. (6.2.25)
Preuve du lemme 21. Par la propriété (P;), nous avons

fo(g+th)—fog
t

dTs(g).h = lir% (6.2.26)

dans L. (R™). Alors par la continuité de f, on en déduit que d1%(g).h est continue, et

que
(dT3(g).h)(x) = lim flg(z) +th(z)) — flg(x))

t—0 t

En choisissant g(z1,...,2,) = (21,...,2m) et h(z) = e;, 7 = 1,...,m, sur B(0, R/2),
nous obtenons l'existence et la continuité de Vf sur B(0, R/2), donc sur tout R™.
En reprenant des fonctions g, h arbitraires, on conclut que I'identité (6.2.26) implique
I'égalité (6.2.25).
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Lemme 22 Une distribution f : R™ — R appartient a (E55' (R™))io. si et seulement
51

(i) fe (E{;,q (Rm))lom
(7’7’) Vf € (E;,q (RmaRm))loc-
Preuve du lemme 22. On a
(B3, (R™))je = { fEDR™) : lim 7. f = fdans B}, (R™) } . (6.2.27)
(voir la proposition 34). Par la propriété
By (R") = W' (E,,(R") VreN, (6.2.28)
par la proposition 33, nous avons EStH(R™) e = WH(ES (R™)56c) en tout qu’espace de
Fréchet. Alors f appartient a (E;:;l (R™))j0c si et seulement si lim, o7, f = f dans
E;fgl(Rm)loc, autrement dit : si et seulement si lim, o7, f = f et lim, o V(7.f) = V/,
dans B (R™)jec et E5 (R™, R™);0. respectivement. Puisque V(7. f) = 7.(V f), I'égalité
(6.2.28) permet de finir la preuve du lemme.
Preuve du théoreme 21. Nous allons raisonner par récurrence sur r.
Etape 1. Supposons que T a la propriété (Py).
Etape 1.1. Si le support de f est compact, alors I'égalité (6.2.21) conduit a

11_{% | 7ef — f]

E;,Q(Rm) = O (6229)

(¢}

Par la proposition 32 et (6.2.29), la compacité du support de f, il vient alors f €E
(R™) (voir [16, prop. 11]).

Etape 1.2. Si le support de f n’est pas compact, nous raisonnons comme dans la preuve
du théoreme 19. D’apres la proposition 38 et le théoreme 20, nous savons que T),_o)
est continu de & (R",R™) dans & (R"). Par I'égalité (6.2.22), et par la continuité
du produit dans Palgebre £ (R"), Ty —y(0y)y vérifie la propriété (Py). Puisque T,y =
{ﬁ;(o))f“_u(O)Tf, il en est de méme pour T,,5. Par I'étape 1.1. On conclut que uf €E;
Etape 2. Supposons que T a la propriété (P,;;). Fixons une boule B de R" et j =

1, ...,m. On considere une fonction h € D(R", R™) telle que h(z) = e; pour tout z € B.
En appliquant le lemme 21 a une boule incluant B et le support de h, on obtient

Toys-o,100/(9) = dTy(g).h — 0,§(0) Vg € DB,R™).
Par hypothese sur f, I'opérateur g — dT(g).h vérifie la propriété (P,), ce qui donne

9;f —0;f(0) € (Egt" (R™)),,,- Par le lemme 22, on conclut que f € (E3i™ (R™))

loc’
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6.3 Remarques et problemes ouverts

Pour s > 1, on a mis en évidence des conditions nécessaires qui ne sont généralement
pas suffisantes. C’est évidemment le cas de la condition de Lipschitz et, méme en lui
adjoignant 'appartenance locale a 5 (R™), on n’obtient pas pour autant une condition
suffisante (c’est notamment le cas pour 1 < s < 1+ (1/p) — voir [16, rem. 5]). Il se
pose donc la question suivante : si s > 1, comment caractériser les fonctions f qui
operent sur & (R™ R™)?

Au vu des résultats obtenus pour m = n = 1 et pour une large classe de parametres
s,p,q, par Bourdaud, Moussai, Sickel (voir [21], [22] et [23]), il est raisonnable de
formuler la conjecture suivante :

Conjecture 1 Soient s > 1+ (1/p), m < n. Une fonction f : R™ — R opére de
& (R R™) dans E5 (R™) si et seulement si elle satisfait les trois conditions suivantes :
- f(0)=0;

— f est localement lipschitzienne ;

— f appartient localement a E; (R™).

Pour m,n € N*, on notera Z,,, ,, g I'ensemble des triplets (s, p, ¢) pour lesquels la conjec-
ture est valide. Si (s,p,q) € Zynnp ¢t s > max(m/p, 1+ (1/p)), on peut montrer, exac-
tement comme le font Bourdaud et Lanza [16], que les théoremes 20 et 21 débouchent
sur une caractérisation des opérateurs de superposition de classe C". Le seul probleme
c’est qu’on ignore si Z,, ,, g est non vide pour m > 1.

Pour m > n, la caractérisation du calcul symbolique est largement ouverte, car on ne
connait pas encore les énoncés qui devraient remplacer les théoremes 15, 19 et 21.
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