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Abstract

We study the continuity of some pseudo-differential operators of order Z , with a
symbol 0(x&) that belongo to Hormander's class S1s , 0<8 <1 jon
generalized Triebel-Lizorkin space FpqoR™) generalized localized Triebel-Lizorkin
space (Fpg@®R™))er | generalized pointwise multipliers Triebel-Lizorkin space

MF, (R™) and M(FpeR"))ir) | These spaces FrqR™)  are defined from a

positive function Vi : [0,00) — ]0,90) satisfying the condition:

vu(s
sup £ sup u(s) < 4o
o<icl  0<sz1 Vu(25)

Key words:

Pseudo-differential operators, Triebel-Lizorkin spaces, Besov spaces, Sobolev spaces,
Holder spaces, Littlewood-Paley decomposition, elementary symbols.



Résumé

Nous étudions la continuité des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 72  avec un
symbole 0(x¢&) | qui appartiennent 2 la classe de Hormander Sts on 0<é<1 |
sur les espaces de Triebel-Lizorkin généralisé Fplg , (Fpldrr | M(Fplg) et
M((Fpirr) . Ces espaces sont définis par une fonction positive Vu * [0,00) — ]0,00)

qui vérifie

v (8)
sup F* sup —-
0<i<l 0<sz1 Vu(25)

< +00.

Mot-clés:

Opérateurs Pseudo-differentiels, espace de Triebel-Lizorkin, espace de Besov, espace de
Sobolev, espace de Holder, décomposition de Littlewood-Paley, symboles élémentaires.



Notations

e Tous les espaces dans cette thése sont définis sur R”.
olelf
0gq....0%x,

notée 9% f ou f(®)] si f une fonction de deux variables (,y), on note 9% f, o, [

e Pour o € N" on pose |a] = a1 + as + ... + ay, la dérivée partielle est
e Pour o, € N", § < a signifie §; < a; pour j =1,2,....,n
o a— (= (a1 —fBy,as — Py, ...,a, — (3,,) pour tout 5 < a.
o ol = aqlan!...al.
o a o an\ .
+(5) -GG () v
. (fg)(“) Zﬁ<a (3) (f )(ﬁ)( ).
o fxg(x fRn g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
o Af = Zz 1 est le laplacien de f.
o &= Z?:l x; - &; est le produit scalaire usuel dans R".
e Soit a € R, ay = max(0,a), a— = min(0, a).
e Si X un espace quasi-Banach, ||| sa quasi-norme.
e Pour A C R" : |A]| est la mesure de Lebesgue de A. B(z,r) est la boule ouverte de
centre x et de rayon 7. S"~! est la sphére unité de R, la variable générique de S™~! est

notée parfois /. £'... et la mesure canonique de S™! est notée dz’, d¢'...
b )

. f(x)dx = /000 (/Sn_l f(rx')da:') r"dr,

pour toute fonction intégrable f.

e On a

o !

R™) est 'espace des fonctions mesurables sur R", intégrables sur tout compact de
loc g

R™,
° Hpr désigne la norme de f dans LP(R™). Si 1 < p < oo, p’ est 'exposant conjugué

p/(p—1).



e D(R™) = C§°(R") est 'espace des fonctions C*°(R™) a support compact, D'(R") est le
dual de D(R™), appelé espace des distributions sur R™.
e S(R™) est I'espace des fonctions C*°(R") a décroissance rapide sur R” muni de la norme

classique

Sur(f) = sup sup (1+[z))"[0°f],  VfeSRM.

TER™ |a|<M
Le dual S'(R") est 'espace des distributions tempérées.

e W est l'espace de Sobolev tel que
Wy ={fesS®):oferr, lal<m}

e Si f:R" — C est une fonction, le support de f est suppf = {x € R": f(z) # 0} .

e Si f € S(R") sa transformée de Fourier est :

-~

ENO=FO = [ @

et sa transformée de Fourier inverse est :

(F ) @) = flo) = (20)" / e F(€) dE.

n

e Le spectre d’une distribution tempérée est le support de f
e Sio:R"xR" — (' est une fonction, on note par o(x, D) 'opérateur pseudo-différentiel

(0.ps.d) de symbole o est noté o(x, D) et défini, sur la classes S(R™), par :

-~

o(x, D) f(x) = (27)" / (e, ) fE)dE (V€ S).

n

e Soient v : [0,00) — ]0,00) et 0 < ¢ < oo, £7 désigne I'espace des suites {aj}jeN qui



vérifient
[Habsen lly = (32 7Y las)) " < 4o,
7=0
et

| {a;},

o =sup(v(277) |a;|) < 4oc.
Jj=0

e Soient v : [0,00) — ]0,00) et 0 < p,q < oo, 7 (LP) (resp., LP({;)) désigne I'espace des

suites {a;}, y qui vérifient

o0

oy = (2 @) gy, )* )" < oo
7=0

H {aj}jeN

- 1
(vesp, [ {5} jen [l oy = 10D (o %), < +o0).
7=0

e Si x € R, [z] est sa partie entiere.
e Pour m € N, CJ"(R") est 'espace des fonctions de classe C™(R™) dont toutes les dérivées

sont bornées et

1llep = 3 10°fll

lal<m

o O*(R"), 1 € RT \ N, est 'espace de Holder des fonctions f € CH(R") tels que

Iai‘f(l’) — 9, /()]

|u—[u]

||f”cu = HfHC“] + Z < +00

=[] y [z —y

e Si X et Y deux espaces de quasi-Banach, X < Y est 'injection continue i.e dc > 0
lzlly <cllzlly, VzeX.

e C, ¢, cy, ... désigneront des constantes strictements positives qui peuvent changer leurs

valeurs d’une ligne & une autre.



e Opérateur de différence :

Apf(z) = f(z+h)—f(2), x,h eR

AP f(z) = AP (AL (2), m € N*
Arf@) = Y (F) 0t i),

=
Il
o
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Introduction

Depuis les années 1970, plusieurs auteurs ont étudiés la continuité des opérateurs
pseudo-différentiels sur des espaces de fonctions, comme les espaces de Lebesgue L”, So-
bolev H*, Holder C*, Besov B, , et autres. Ceci a une grande utilit¢ dans le domaine des
équations aux dérivée partielles par exemple. Un opérateur pseudo-différentiel (o.ps.d)
n’est pas forcément continu sur L (méme pour p = 2). Ces problémes ont été étudiés par
Hormander, Vaillancourt, Calderén, Meyer, Stein, .... Hormander dans [16] a prouvé que

les 0.ps.d d’ordre m = 0, de symbole o(z,§) vérifiant
|0¢0)o(x,€)| < C(1 + [¢])m el (1)

pour 0 < § < p < 1, sont bornés sur L?, et il en est de méme pour § = p # 1. Dans
le cas 0 = p = 1, un contre-exemple de Ching [8] en 1972 montre que la continuité des
o.ps.d sur L? n’est pas assurée en général . En 1972, Calderén et Vaillancourt ont montré
la continuité L? des opérateurs ayant des symboles dans ST ou 0 < 6 < 1. Un autre
résultat die a Stein [32], qui démontre la continuité d’un tel opérateur sur les espaces de
Sobolev H® pour s strictement positif.

Dans cette thése on intéresse a des o.ps.d avec des symboles non réguliers, qui ac-
quiérent un intérét de plus en plus grand dans les vingt cinq derniéres années en raison de
leurs applications a la théorie des £ D P non linéaires, ainsi que des problémes applicatifs
de natures différentes : la théorie du signal, la quantification,... D’intérét particulier, nous
citons ici les ceuvres de Bourdaud [3] et de Nagase [25], [26]. Nous commengons en citant
les résultats de Bourdaud et Moussai [6] et [22] comme exemple de base, ils ont étudié la
continuité des 0.ps.d sur les espaces de Besov B? , ou la régularité du symbole par rapport

p,q’

a x est bornée dans les espaces de Besov et différentiables par rapport a la variable &,
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autrement-dit : on suppose que le symbole o de tel o.ps.d satisfait, V3 € N

<Cs(1+eh™, (veeRm). 2)

p,q

)

La condition (2) a été utilisée ensuite par Drihem et Moussai [11] pour obtenir la continuité
des o.ps.d sur les espaces de Triebel-Lizorkin F} . Notons que (2) a été remplacé par une

condition qui contient un module de continuité, c’est la condition suivante : Voo € N”
0fa(x+h.6) — Oa(x.O)] <Cw(h) (L+1)™,  (w&eRY),  (3)
ol w: RT — R* est une fonction croissante, concave avec w (0) = 0 et

([ G2

La condition (4) est une condition optimale et suffisante, pour la continuité des o.ps.d

utilisée par plusieurs auteurs.

Moussai dans [22] a changé la condition (3) par la suivante :
0800 (@ + &) — 800 (x,€)| < Cw(h| [€1")QARIEP) (L +[¢)™ = (5)

et la condition (4) par

([ woonr @)w <40 ©

t

pour obtenir la continuité des o.ps.d sur les espaces de Besov généralisés By, ou ) est

une fonction qui satisfait

1
Ve>1, JA. >0, V(t,s): -t <s<ct=Q(s) < AN(1),
c
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et
07 (t)
v

ql
27 (u) du < C,
uvt

t
(VU>O,EIC,,>O,Vt21):>/ :
1

Il est bien connu que si on prend v, (t) =t7°, ¢=2,6 =0, p=1, N = [s], alors (6)
impliquera que chaque opérateur avec un symbole satisfaisant (1) et (5) est continu de
Hy*™ dans Hj, voir [2]. Le méme résultat est obtenu pour v, (t) =¢7%, ¢ =2,0<6 <
1—-p<1, N €N, voir [22].

Dans cette thése, notre but est de donner une autre condition optimale et suffisante

[ee]

(Z (Uu (271@) 27(176)16Nw(27(176)k))‘1)1/q < 400, (7)

pour prouver la continuité des opérateurs pseudo-différentiels de symbole o satisfait les

deux conditions suivantes :
102000 (2,€)| < Cop(1 + |¢|)mle+oldl

et

(0200 (@ + D, €) = 020} (w, )| < Cagw(|h] €)1 + el

sur les espaces de Triebel-Lizorkin généralisés F, localisés (F,% ), espaces des multipli-
cateurs M (F,%) et espaces des multiplicateurs localisés M ((Fp4)e), qui sont défini par

une fonction positive v, : [0,00) — ]0, 00) satisfaisant

o<t<1 0<s<1 Uy, (t5)

< +00. (8)

Notons que (8) a été utilisée par Moussai pour démontrer la continuité sur les espaces de
2 * 2 UH .
Besov géneralisés Bp'y, voir [23].

Les principaux résultats de cette thése sont liés aux cinq chapitres suivants :
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Dans le premier chapitre on rappelle quelques propriétés sur les séries de Littlewood-
Paley, les espaces de Besov, de Triebel-Lizorkin et on termine par quelques inégalités qui
seront utilisés dans la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré a une préparation sur les o.ps.d, en particulier
certaines définitions (classe de Hérmander, module de continuité,...) et la décomposition
en symboles élémentaires, voir Coifman et Meyer [9].

Dans le troisiéme chapitre nous démontrons que la condition (7) est optimale et suffi-
sante pour la continuité des o.ps.d sur les espaces F}%.

Dans le quatriéme chapitre, une premiére partie commence par des rappels sur des
espaces localisables en norme ? et quelque résultats de Bourdaud [5], et dans la deuxiéme
partie on va démontrer que l'espace F}y est localisable en norme de ¢P(Z") (i.e. Fpy =
(F;’t})ﬁ) qui nous donnera la continuité des o.ps.d de (F£Z+m)gr dans (F;‘(})” pour r = p.
On termine ce chapitre par une généralisation de la continuité sur I'espace (F;’i]) ol
1 <r < oco. Parmi les travaux consacrés a cette direction, on a les travaux de Bourdaud
et Moussai [6].

Dans le cinquiéme chapitre, on va étudier les espaces des multiplicateurs ponctuels
dans les espace de Lebesgue, de Triebel-Lizorkin, et on va démontrer que pour r = oo
et © > % on a M (F;’i]) = (F;i})éoo, ce qui implique la continuité sur M (F;’g). Pour
O<pu< % on donne un contre exemple pour les 0.ps.d d’ordre m, ce sont des opérateurs
non bornés sur les espaces des multiplicateurs de F,’s. On termine ce chapitre par prouver
que les o0.ps.d d’ordre m sont continu sur M ((F;f‘ ) ZT) pour p > % et ils ne sont pas sur
M((Fp%),.) pour 0 < p < o

Finalement, on termine par une conclusion sur les résultats obtenus ainsi que les

perspectives de ce travail.



Chapitre 1

Préparations

Nous rappelons les notions essentielles et nécessaires pour la suite, en particulier l’es-
pace de Besov, 'espace de Triebel-Lizorkin, quelques propriétés principales. Nous rappe-

lons aussi quelques inégalités classiques de I’analyse harmonique.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

1.1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une dis-
tribution tempérée.
Soit ¢ € S(R™) telles que
i) suppe C (€€ R 21 < ¢ <2},
i) ¢(¢) > 0 pour 27! < [¢] < 2,
iil) Y.z 0(277€) =1 pour £ € R™\ {0}.
La construction de ¢ ne pose aucune difficulté voir par exemple [1, Section 4.2], [4, Section
4.2]. On pose p(&) =1 — 577, ¢(27%¢), on obtient une fonction ¢ € C*(R") telle que
suppp C { € R : [¢] < 2}

14
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Alors pour tout £ € R™ on a la partition de I'unité suivante :

+Z¢ ) =1. (1.1)

La relation (1.1) converge dans S(R").

A cette partition on associe une suite d’opérateurs de convolutions, notés
Sk:S'(R") = C*(R") et Q;:S'(R") — C®(R"),
telles que

(Skf) (@) = (FHe(277)) * f) (x)  pour k=1,2,...
Qi) (@) = (F 1 (p(27))* f) (x)  pourj=0,12,..

avec la notation Sy = Q).

Ecrivons la relation (1.1) au point 277¢, alors il vient

Z¢ 275¢) = 1.

k=j+1

En multipliant par fon obtient
Z 2R f = (1.2)
En appliquant I'application F~! sur (1.2), on obtient encore

Qif+ > Suf=f  (YjeN). (1.3)

k=j+1
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Pour j = 0, on obtient
F+Y @k f=7.
k=1
ie.
Qof + Y Suf =, (1.4)
k=1
alors
f=> St (1.5)
k=0

On remplagant f dans (1.3), on trouve

Q;f + Z Sef = Zskf+ Z Sif.

k=j+1 k=j+1

Donc

Qif =Y Skf.
k=0

Remarque 1.1 Par l'inégalité de Young, nous montrons facilement que les opérateurs

{S;};en et {Q;};en appartient & L(LP) avec 1 < p < oo.

1.1.2 Décomposition du produit f - g

Définition 1.2 Soient f et g deux fonctions dans S’ (R™). On définit le produit f-g par :

fg9= jlifglo(ij) (Qj9),

lorsque la limite existe dans S’ (R™).
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(Voir [29, Section 4.2]), alors en combinant (1.4) et (1.5) on trouve
frg = > Sf(Qg+ Y Su)
=0 k=j+1
oo 00 k—1
= ) _SifQig+> Skg(D_Sif),

=0 k=1 =0

donc
frg=> SifQig+> SkgQf (1.6)
k=1

J=0

ot suppF(S;fQ;g) C {€ € R™ : €] <~27}.

On a aussi

frg =Y Sf9
k=0
= D S(D_Sif Y Seg)
k=0  j=0 (=0
= ZZSk (ijség)
k=0 j=0 (=0

Calculons maintenant F (Si(S;fSg))

F(Sk(S;fSe9)) (&) = ¢ (27°€) [F(5;fSe9)](€)
= 0Q27)(F(S;f) * F(Seg)(€)

= ¢(27%¢) Rnf(ij)(S—n)f(Seg)(n)dn

= L. ¢(27°€)p(277 (& — m) (2~ MF(F)(E — n)F (g)(n)dn.
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Donc, il y a trois cas ot le support de F (Si(S;fSeg)) n'est pas vide :

(<k+1 et k—2<j<k+4,

j<k+1 et k—2<l<Fk+4,

g2k et |0 — k| < 1.
Alors
Si(f9) =3 Su(SifSeg) = (m) + 7 + 7 (f - 9),
=0
avec

wggl)(f-g) = Sk(gkakJrlg)a
7r,(f)(f'g) = Sk(QchfSng),

T g) = > Sk(SifS9), (1.7)
j=k

N k+4 . k
ou Sy =375 5 S et S =275, S

1.2 Définitions et quelques propriétés des espaces de

Besov et de Triebel-Lizorkin

Nous allons rappeler la définition des espaces de Besov généralisés By (R") et de
Triebel-Lizorkin généralisés F q(R”), ainsi que certaines propriétés, comme la coincidence
avec d’autres espaces, les inclusions des uns dans les autres,... ot toutes les démonstrations
dans le cas usuel se trouvent dans les livres de H. Triebel [35, 36] ; on pourra aussi voir le

livre de T. Runst et W. Sickel [29].
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1.2.1 Espace de Besov B,

Définition 1.3 Soit ;1 € R. Une fonction v, : [0,00) — ]0,00) est dite du type i, si elle
vérifie

sup ¢t sup v#_(s) < 4o00. (1.8)

0<t<1 0<s<1 Uy (1)

Remarque 1.4 La fonction v, & été utilisée par plusieurs auteurs, voir par exemple les
travaux de Hartzstein et de Viviani [14, 15|, W. Farkas et H.-g. Leopold [12], et le livre

de Triebel [37, p. 53 and p. 108].

Remarque 1.5 Quelques exemples sur les fonctions v, de type p.

o v, (t) = t:“, pour t > 0.

1, pour t > 1,
® Uy (t) =
[logt|", pour 0 <t <1,
\
(
1 >,
e v, (t) =
log [logt|", 0 <t < 1.
\
o v, (t)=t""1+ (logt);).

e v, (t) =max(t? t7") avec B < p.

Définition 1.6 Soient p € R , 0 < p,q < oo et v, une fonction de type p. L’espace de

Besov généralisé By'y(R™) est 'ensemble des fonctions f € S'(R™) telles que

50 )" <+ (19)

Bl (i (U“ (27) ‘

J=0

|4

Dans le cas ot q = +o0o, l’expression (1.9) doit s’interpréter comme

4

= sup (0, (27) 5,71, ).

v
Byl J
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Proposition 1.7 (i) B, est un espace de Banach si min(p,q) > 1.

(ii) Soient u € R, p, qo, q1 € ]0,00) tels que 0 < qo, 1 < 00 et e > 0, alors

S s Blte < BUr <y §

p,q0 D,q1

et si0<q<q <00 ona

BV <, BV

P,q0 20

(i1i) Soient py < p et p — =, alors

Vu oy RUa
BPO#Z BP#]'

(iv) W] < Byly pour tout entier m > .

Définition 1.8 On dit qu’un espace vectoriel E est une algébre si il existe une constante

C > 0 telle que

1 -9lle < Clfllgllglle

pour toutes f et g appartiennent o E.
Remarque 1.9 Cette définition signifie que si f,g € E alors f-¢g € E au sens de norme.

Proposition 1.10 Soient 1 € R, 0 < p,q < oo et v, une fonction de type pu. Alors les
trois propriétés suivantes sont équivalentes

(i) Byl est une algébre,

(ii) Byly— L™,

(iii) p>2oup="=et0<qg<1

Remarque 1.11 Si v, (t) =t 7. Alors By = B est 'espace de Besov usuel.
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1.2.2 Espace de Triebel-Lizorkin F],

L’espace de Lizorkin-Triebel est une généralisation des espaces de potentiel de Bessel,

on donne une rappel sur ces espaces et leur propriétés.

Définition 1.12 Soient p € R, 0 < p < 00 et 0 < ¢ < 00. Soit v, une fonction de type fi.

L’espace de Triebel-Lizorkin généralisé F,%(R™) est Iensemble des fonctions f € S (R™)

))"

Dans le cas ot ¢ = +oo, l'expression (1.10) doit s’interpréter comme

telles que

Sif()

o H (i (U‘* (27)

|/

< +o00. (1.10)
p

&

= sup <vﬂ (277) S]f()D

Bl j>0

Proposition 1.13 (i) F,% est un espace de Banach si min(p,q) > 1.

ii) Soient p € R, p, qo, ¢1 € ]0,00) tels que 0 < qo, q1 < 00 et € > 0, alors
S Bl = Bl =S

ets10<qg<qr <0 ona

Foe oy R

p,q0 Pq1°

i11)  Soient pg < p et u— s =a— 2, alors

Fv — F

po,q p,q°

) W — Fyk pour tout entier m > p.

v) Soient p € R, 0 < p < o0, et q,t,v € [1,00]. Alors
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B

oy — It — Bk <= 0 <t <min(p,q) et max(p,q) <v < oo.

pv

vi) Soient 0 <py<p<p <00, u€R. Onposeoz—pﬂo:u— :B—pﬁl, alors

n
p

B;’g’t<—>F;’f;1<—>BZf75<:>0<t§p§sgoo.

vii) Soient 0 < p < p; < oo et pp— o =a— >, alors
UV Vo
Fplqg = Bylp-

Proposition 1.14 Soient p € R, 0 < p < 00, 0 < ¢ < o0 et v, une fonction de type ji.
Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes

(i) FE,4 est une algébre,

(i) By L™,

(i11) p>2otp==2et0<p<L

Remarque 1.15 Si v, (t) = t*. Alors F,} = Fl. est Tespace de Triebel-Lizorkin

usuelle.

1.2.3 Interpolation

L’interpolation sert comme outil fort pour I’étude de la continuité d’'un opérateur
linéaire. Nous rappelons les résultats connus sur 'interpolation des espaces des Besov et

Triebel-Lizorkin d’aprés les livres de Bergh [1], Peetre [28] et Triebel [35, 36, 37].

Définition 1.16 Soient Ay, A; deux espaces des Banach, 0 < 6 < 1. On dit que a €
Ajg = (AO,A1)9 si et seulement s’il existe f = f(z), z € C, tel que

i) f(z) est analytique sur la bonde {z € C:0 < Rez <1} et a valeur dans Ay + Ai,
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continue et bornée sur la bonde {z € C:0 < Rez < 1}.
ii) f(j+it) (ouj=0,1) continu sur A; tel que tend vert 0 si |t| — oo.
iii) a= f(0).

On muni Ajg par la norme

lallig = inf max(sup |/ ()]l 4, - sup /(L +)l4,)-

Remarque 1.17 Apy est dit un espace d’interpolation de I’exposent 0.
Théoréme 1.18 Ay est un espace de Banach.

Théoréme 1.19 Soient A;, B; (j = 0,1) quatre espaces de Banach et T un opérateur

envoie Ay dans By et de Ay dans By. Alors T' envoie Ajg dans B et

1-0 0
1T a5 < N1 g0 1T WA, 5,

6], Ble

ou

HTHA]-,Bj = sup HT(JC)HB]- :
1f1l4,=1

Théoréme 1.20 (Riesz-Thorin) Soient (X, u), (Y,v) deux espaces mesurés et po, p1,
qo, 1 € [1,00] avec py # p1, g0 # q1. On suppose que T est un opérateur qui envoi
LPo(X, ) dans Lo (Y,v) et LP*(X, ) dans L9 (Y,v) tel que, pour toute fonction simple
f:

s

o SCGillf

(i=0,1).

pi

Alors T renvoie (L”O,Lpl)9 = L? dans (LQO,L‘“)G = L9 tels que % = 1p—_09 + pil et % =

1q;06+(%, (0 <0 <1) de plus

ITfll, < Co~"C AL -
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Proposition 1.21 Pour 0 < 0 <1, (s,t) € R, 1 < p1,ps < 00 et 1 < q1,q2 < 00 tels

mel= B4 =Bl il = s (1 0). Al

(B Eo ), = Fo

P0,90° © P1,91 pq

1.3 Inégalités de base

1.3.1 Inégalités classiques

Les propositions suivantes sont vraiment classiques, elle présentent un moyen néces-

saire pour la suite de ce travail. Nous donnerons les preuves de quelques unes.

Proposition 1.22 (Inégalité de Holder) Soient f; € L (R") avec 1 < p; < o0 on

(1=1,2). Alors

fiofo€ L' et Ifi- flly S UAl, ISl (R+2=1).

Proposition 1.23 (Inégalité de Minskovski) Pour tout 1 < p < ¢ < oo, et X un
élément dans (P(07), alors

15 agery < N1 X ena)

Proposition 1.24 (Inégalité de Young) Soient 1 < p,q,r < 0o, tel que 1+ = +%.

Alors pour toute fonction f € L (R™) et g € LY(R"), on a

frgeL"(R) et |[fxgl, <Ifll,llgll,-
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Preuve. On fixe g € L7 (R") et on considére opérateur T'f = g * f,

Tf(e) = [ gla=u)f )y

et comme |[g (- —y)||, = [lg/l, alors on a

11y < llglly 11l -

D’autre part, 'inégalité de Holder donne aussitot

Tf ()] < llglly 1f1l -
Par interpolation el vient

T: L'R") — LI(R")
LY (R") — L*®(R").

Alors

1 1 1
T:LP(R") — L"(R"), avec —+1=—+ —.
r p q

Proposition 1.25 Soient 0 < b <1 et 0 < g < 0o. Pour toute suite réelle a termes posi-
. . k fk—7q [e') i—k .
tifs {e;},cn dans 1(N), les suites {Z]’:O b Jsj}keN et {Z]‘:k v q}keN appartiennent

a (1(N). De plus, il existe une constante C' = C(a,q) > 0 telle que

(1.11)

{3 e}

Jj=0

AHE v,

o S

s

La valeur existe de C' est : (1%17)
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Preuve. Pour 1 < ¢ < o0, on a

k k
Z B, = Z pk=i/ag p—i/d
§=0 J=0

Par I'inégalité de Holder, on trouve

< i bk—jgj>q < ( i b(k—j)€?> < i b(k—j)>q/q,‘
=0 g 2

Donc pour tout N € N on a

N k . N o s N N
(X ) < () (e
k=0  j=0 i=0 j=0  k=j
S (E(E)
i=0 j=0
Donc
k
v, < ool
, keNlla keNlla
7=0
Pour 0 < g <1, o0na
k k
(L) < 3 oty
§=0 J=0
ce qui implique
N k . N N
3 (3 1) = (L)
k=0 ~ j=0 j=0  k=j

par conséquent

I = C(l—lb‘Z)l/q

e

@

I3 ). .

De méme pour {Z;’;k bj_ksj} ce qui prouve (1.11).
keN
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1.3.2 Inégalités maximales

Nous rappelons d’abord la définition de la fonction maximale :

Définition 1.26 A toute fonction localement intégrable f sur R™, on associe sa fonction

mazximale définie par

1
Mf(x) =sup ———
) r>0 ‘B(.Z',T)’ B(z,r)

|f ()| dy,

ot B (z,r) est la boule ouverte de centre x et de rayon r.

Les propositions suivantes concernent des estimations des suites et séries de fonctions

dans les espaces LP(¢7), (1(LP),...etc.

Proposition 1.27 Soit 1 <p <oo et 1 < q < oco. Alors

(i) Sif € L' et g€ Lk, on a
\(t‘”&(é)) xg(2)| < [0 Mg(z),  (Vt>0, Vo € R"),
(ii) 1l existe une constante ¢ = ¢ (n,p) > 0 telle que pour tout g € LP on a
Mgl < ¢llgll, -

(ii1) 1l existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante
13 g I, < e 1 1as1) ™),
j=0 J=0

est vérifiée, pour toute suite des fonctions de distributions {g; }j cn localement Lebesgue-

intégrables.
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Preuve. Voir par exemple [34, p. 55-57] et [29, p. 21] ou [36, p. 89]. ]

Proposition 1.28 Soient0 < r,b < oo et [ une fonction telle que Suppr {£eR™: €| <b}.

Alors pour tout x € R™, on a

If =yl W
sup L <c(MIf]" (z))".

Preuve. Voir [33, Théoréeme 1.3.1]. |

Définition 1.29 Soient f € S" et a > 0. On définit les opérateurs mazimaux associés
aux Sy et Q. par :

|S]f($ - y)‘ et Q;’af(l') = sup |ij<{£ - y)|

S3f(x) = sup A : .
()= s A2y e AT

J

Proposition 1.30 Soient 4 € R, 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, @ > n/min(p,q) et v, une

fonctions de type p. Alors

1577} jen | ogeamy < €l /]

Uy .
Fp,q

Preuve. La preuve de cette proposition n’est pas compliqué. Il suffit de prendre ¢ >
0 tel que a > (n/t) > (n/q), la proposition 1.28 donne 'existence d’une constante c,

indépendante de j, telle que
Sytg (x) < ;"' () < e(M(|S;g]") ()",

On peut majorer la norme 4" du S; “g par

1/ 1/t

Uy
Zq/t

= o (Si9)

(3 (v 27) (1599

J=0
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on applique la proposition 1.27/(ii), on obtient

l/t

1579} e

e < el {08591} e
D’ou
H {S?ag}jeN HLP(z;“) < H {Sjg}jeN HLP(ZZ“)‘

Ceci termine la preuve de la proposition. [

1.3.3 Estimations du type de Littlewood-Paley

La proposition suivante est du "folklore" de ’analyse harmonique. Sa démonstration
dans le cas usuel, existe dans plusieurs références, comme par exemple [21, Théoréme
1.3.1] pour le cas de Besov, [18, Théoréeme 1.3.1] et [39, Théoréme 1.3.1] pour le cas de

Triebel-Lizorkin.

Proposition 1.31 Soient v > 1, p € R et v, une fonction de type pu. Alors

(i) Il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante

13" gl < el (32 (0 (27) 19D, (1.12)
j=0 Jj=0

est vérifiée, pour toute suite des distributions tempérées {g;} jeN vérifiant supp Fg; C
{£eRr 9712 < J¢] <927}
(ii) Il existe une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante

(wu @) gD, < e sup 0 ) gl (1.13)

o] <14[n/2]

T

Il
o

I

J

est vérifiée, pour toute suite des distributions tempérées {gj}jeN, définie par g; =
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0(277D)g, ot g € S et 6 € CF° de support dans la couronne v~1 < |¢] < .
(iii) Sotent 0 < v, < 79 < 27,. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que l’inégalité

suwvante
o0
1" (0 27 1N ™, < HZQJHF
7=0

est vérifiée, pour toute suite des distributions tempérées {g;} jeN vérifiant supp Fg; C
{€ eR" 7,27 < [¢] < 7,27}
(iv) Sip > 0, on peut dans (i) remplacer les couronnes vy~ *27 < |&| < ~27 par les boules

€] < ~27.

Preuve. (i) On remarque que
Srg; =0 si j>k+L ou j<k—L, (L=2+4[logy/log2]). (1.14)

Alors par définition on a

00 o) k+L Y
1> 9illmn = 1> | (27%) Segsl ) 1,
j=0 k=0 j=k—L

On fait la décomposition de Sig;(z) en I (x) + I3 (x) telle que
W) =2 [ () g
|z—y|<27F

B =2 [ () o
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Clairement du proposition 1.27/(i), nous avons |I;(z)| < ¢ Mg;(x), ou ¢ est indépendant

de j et k. En outre nous avons

L) < 2% / 5 (2% (2 — 1) 95 (v)] dy

Z>O k+£<|x,y‘§27k+é+1

¢ 2’“”2/ (142 =)™ |g; () dy

£>0 k+l<‘z y|<2 k4641

Qkn
2 olk—t= 1)n/ () d
Y T i 19;(y)| dy

>0

cs Mg;(x) 22_(

>0
ca Mg;(x).

IN

IN

IN

IN

Maintenant selon le signe de p, nous séparons les cas. En effet en utilisant (1.8) nous

obtenons

v, (27F) < c2vlEiy, (279). (1.15)

D’ot, dans le cas 1 > 0, nous aurons alors

k+L
Z U (27’6) [Segil < 2k#z2 "10,(277) | Sk 941
j=k—L
< ey 2M Z 27y, (27 Mg, .
j=k
Dans le cas p < 0, nous obtenons
k+L
Z Up (271{) 1Skgil < e 2kuz2 wvu ’Sk 95|
j=k—L
k
< o 2’““22*‘“1@ (275) Myg; .

=0
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Maintenant, il suffit de calculer la LP(¢?)-norme et appliquer successivement la proposition
1.25 et la proposition 1.27/(iii).

Si u = 0, nous obtenons

k4L k+L ’
Z vo (27%) [Skgsl < @ Z vo (277) My;
j=k—L j=k—L
k+L
< o (2L+ 1)1/q’( Z (Uo (Q—j) M j)q)l/q
j=k—L
Ce qui implique
00 9] A k+L T
12 gl < esll(D (w0 (279) Mgy)" D> 1),
j=0 j=0 Jj=k-L

(]
—~
4
o
~~
[}
4
SN—
<
~—
<
~—
—
~
=
’E.

< el

<
Il
o

Pour (ii) en utilisant (1.14), on observe que
J+L

5= S = 30 PIE ) Sl
k=0

k=j—L

Par (1.8) a nouveau, proposition 1.27/(i) et 'inégalité suivante

(K = [n/2) + 1),

)

o

Hf_lGHl < ¢ sup Hé’(o‘)
la|<K

nous avons
L .
v, (277) |gjl < casup HH( ) %v# (27%) M Sy
|| <K o0 k:jfL/U/“L( )
j+L
< ¢z sup HG(‘X) Z 20_’“)“% (2_’“) MSq.
|a|§K o0 k=j—L
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Finalement, il suffit de calculer la LP(¢?)-norme et appliquer comme avant et successive-
ment la proposition 1.25 et la proposition 1.27/(iii).
Pour (iii) il suffit de prendre a et b tels que 7/2 < a < 7, < 75 < b < 27, et une fonction

A €S telle que A(€) = 1si vy < [€] < vy et AM€) = 0si |¢] < aou €] > b.

Nous avons )‘(2 1)g=0sij #ket /\(2 7.)g; = g;, alors par (1.13) on a
102 @ s, = 102 G @) @A) +a) D),
= I (e Py @ = (2 ),
< el il

Pour la preuve de (iv) on raisonne de la méme facon qu’en (i). Nous émiettons les détailles

Proposition 1.32 Soit 0 < p < oo. Soit {f;},y C S’ (R") une suite de fonctions telle

que le support de ]?J est dans la boule {£ € R™ : [¢] < ¢ 27}. Alors

1/p
()| < 270 ( [+ |y—z|)‘L”|fj<z>|pdz) L0,

Preuve. Si 1 < p < o0, en appliquant I'inégalité de Holder.

Pour 0 < p < 1, on pose
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Soit ¢ € S tel que suppFp = 1 sur le support de E Donc

-~

fi=Fo(27) ]
et
L@ = 2% (@) + £ ()
< o [ 2 -y) V5wl dy
On sait que
Q2 z—y) <@+ 2 z—2) 1+ e —y)) ",
d’ou
T < 2 [ ) sl
= 2 [l o) @I )P b
Donc

FY@ < 2 [ (2 -y 0 0y
< 2 [ @2 le= o) I 1 dy
< / 1+2] e —yl)” Ifj(y)|> T2 e —) )P dy
< (5Y@) " [ a2 ) 5w dy
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ce qui donne

(5% @) <2m [ 2o - )™ 15w dy

mais

donc le résultat. ]

Proposition 1.33 Soient 0 < p < oo ety > 0. Pour toute suite { f; }]EN cS R")NLP,

telle que suppf;- C{eR": | <~2}, ona
1S f5ll, < 297D £

avec j = k,k+1, ... et ¢ = max(0, % —n). La constante ¢ dépend uniquement de n, p et ~y.

Preuve. On a

Sl <e2m [ (1420 = ol) )] dy

Si 1l < p < oo, en appliquant 'inégalité de Holder, on a

) ) L 1/p
megwm(/u+WW—4)pmuwm) Lo

Donc

1/p

sl < 20 a2t e - )™ (a2 y- ) Tinera)

okntin/p (/ (/ (142 z—2)) P (142 |y —2)) ()P dz) . dy>

p/p
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On sait que 1 < 1/p, la derniére formule est majorée par

o ([ ([ (st —a)™ ey i) o)
gkmtin/y (/ 1) (1428 |z —2) 7 (/ (1+2y—z)" dy)pdz> v

, N 1/p
< okntiln/p—n) (/|fj(z)|p (1+2k|$—z|) pdz) .

Donc

1/p
1Skfill, < okn-+j(n/p=n) (//|f](z)|p (142" |z — z|)_N dzda:)

< glk=i)(n=n/p) Hfij .



Chapitre 2

Généralités sur les opérateurs

pseudo-diftérentiels

Ce chapitre est consacré & une préparation sur les opérateurs pseudo-différentiels,
en particulier certaines définitions (classe de Hérmander, module de continuité,...) et la
décomposition en symboles élémentaires introduite par Coifman et Meyer dans les années

1978 (voir [9]).

2.1 Une classe de Hormander

L'étude de Popérateur linéaire f —— Tf(z) = (27) ™" [p. €0 (2, &) f(€)dE sur LP (R)
par exemple nécessite de supposer une ou plusieurs conditions sur la fonction C* (R™ x R™),
(2,&) — o(x,&). A cet effet il est trés naturel de considérer (au moins) la condition de

Hormander, i.e

08070 (2,6)] < Cap(1+ [g))m 7o, (2.1)

Passer a d’autre espaces (Sobolev par exemple) nous aurons besoin que o(z, ) vérifie, en

plus de (2.1), d’autres conditions. C’est pourquoi on fait appel & un module de continuité.

37
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On a la définition suivante :

Définition 2.1 Nous appellerons module de continuité toute fonction w : RT — R qui

est continue, croissante, concave et telle que lim; g+ w(t) = 0.

Example 2.2 Quelques exemples sur les fonctions w.
e wh)="r, si0<d<l.

e w(h)=(~og:)™ 0<d, pour0<h<3.

Remarque 2.3 Le module de continuité w permettra de mesurer la régularité minimale

en x d’'un symbole o(z,§).

Définition 2.4 On appelle S7's(w, N), pour N € N, la classe des symboles o € C*° (R" x R")
pour tout v et 5 dans N", tels que |B| < N de degré m et de type (1,8), définie par les

inégalités suivantes. Ils existent C1 = Co 3 > 0 et Cy = Cy 3 > 0 tels que :
|0¢ 0o (2, )] < Cr(1+[g])m oM, (2.2)

0000 (2 + h, &) — 0800 (, )] < Cow(|B] [€]°)(1 + [¢])rIP, (2.3)
o0 <d <1, m>0 et w un module de continuité.

Example 2.5 Si 9(¢) est une fonction C* sur R™\{0}, homogéne de degré m (i.e.
9 (A'z) = A9 (x) pour toute A > 0), et si o € CP(R") vaut 1 autour de 0. Alors
(1 —@(&))V(&) est un symbole de degré m du type (1,0).

En effet par la formule de Leibniz, on a

PN = 3 (1~ ()

S M=)
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la fonction & — (1 — p(£))0(§) est C sur R™\ {0}, pour & = 0 elle est définie car

©(0) = 1, donc I’homogénéité de ¥ donne
ATleTlgeTry (N a) = A0 (2)

par conséquent, on a

01— 00O = (1 I or (1= ) )
m-lal ¢ 191 — arg(_ 5
< (1™ sup (151D 70— g0 )
< Q1= TN+ )™

Il suffit donc de poser ¢ = o ((1 — @(5))0(@))

Définition 2.6 Soit o € S7%(w, N). L opérateur pseudo-différentiel de symbole o est noté

o(x, D), tel que pour toute f € S on a

o(x, D) f(x) = (27)" / 6o (. €) F(€)dE

n

L’ensemble des opérateurs pseudo-différentiels d’ordre m, associé & la classe S7%(w, N)

sera noté OPls(w, N).

Remarque 2.7 L’espace des symboles vérifiant (2.2) est un espace de Fréchet pour les

semis normes suivantes :

T (O’) = sup |agafo-(xa§)|
“r eern g<r (1 + |E])m—lel+olBl”
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Il en est de méme pour 'espace des symboles vérifiant (2.3) avec les semis normes :

Tar (0) =

|0¢ 0o (@ + h.€) — 0o (x,¢)|
sup 5 ]
eern i< w(|h|€]°)(1 + |€])m—lel+ol8]

2.2 Reéduction aux symboles élémentaires.

Comme ’étude d’un tel opérateur pseudo-différentiels o(z, D) dépend des propriétés
de son symbole o(z, &), il est trés naturel que toute simplification sera porté sur o(x,§),
en particulier la séparation entre les variables z et £. Ce qui nous ramene a la réduction

aux symboles élémentaires & variables séparées.

Définition 2.8 Soit a > 0. Soit w module de continuité. L’espace C** est [’ensemble des

fonctions f € S'(R") telle que

wa)(. Y h) — f(ﬁ)Hoo

+ su < 400.
o EM wo (A

|4

=4

Ca,w

Remarque 2.9 Si w(t) = t*7l9 alors C* coincide avec I'espace de Holder C°.

Définition 2.10 Nous dirons que o € Sﬁ;(w, N) est un symbole élémentaire, s’il existe
une fonction 6 € D(R™) portée par la couronne 271 < |£] < 2 et wune suite {Mj}jeN de

fonctions dans C*™% telle que

o0

o(2,6) = 3 027 M, (22)0(27€). (2.4)

j=0

La proposition suivante reprend une méthode due a Coifman et Meyer (][9], proposition

5,p.146), elle consiste & décomposer tout symbole de la classe S1's sous forme ¢élémentaire.
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Proposition 2.11 Soient i € R et v, une fonction de type j1. Pour tout entier pair L >

n+ 1, tout élément o de S{'fé(w, N) peut s’écrire sous la forme

o &) =12, + [ L+l oo, (25

ot o, est un symbole élémentaire de Sy's(w, N), i.e.
ou(2,€) = D vu(27) M; (2 2)0,(27E), (26)
=0

avec {iju}jeN une suite de fonctions continues sur R"™, convergant uniformément (en

u € R") dans C*¥, et 0, € C$° une fonction vérifiant l'inégalité
sup H(‘??QUHOO <c¢ pour |a/<L—-—n-—1, (2.7)
u€R”

et

r(2,6) =0 pour |¢]>1 (2.8)

et que

Ha?’i'(',f)HCé\, <cmpan(o) et H@?T( +h, &) — 8?7(-,§)Hcév <, N(@w(|R]). (2.9)

Preuve. Nous décomposons o(x, &) a 'aide d'une fonction ¢ € D(R™) qui vaut 1 si

€] <271 et 0 en dehors de €] <1, 0n a

o(z,8) = p(x,§) + 7(x,8),

ou

p, &) = (1= (§))o(x,€) et 7(x,8) = d(&)o(x, ).
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Etape 1. Nous étudions le premier terme p(z,§) :
On part d'une fonction § € D(R") réelle portée par 271 < [£] < 2, telle que pour |£] > 271,

et vérifiant :

DO | —

PRIy =1,  Ve:l¢ >
j=0

( Pour la construction de 6, voir par exemple [1], lemme 6.1.7). On pose
0(2,€) = (v, (277")TH0(€) p(2 Y, 2°€),

et

oj(z,§) = (277)_”/ (1 + |u|2)_%/\/lj,u(:c)du (2.10)

n

ou

L
2

M (x) = / e (1 — A¢)2oj(z, §)dE.
2-1<g1<2

Nous allons vérifier que {M,,,}. . C C*“. Soit € N avec |5| < N, alors

jeN
PM;.(z) = / e (1 — Ag)%afoj(x, €)de¢.
2-1<|g)<2

On observe que (1 — Ag)éafaj(:v, €) est une combinaison linéaire finie de termes

201003, (27711)) 1O €)LD p(2Va, 27€) avee | +]a] = L.
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Par I'inégalité (1.8) nous avons (v, (279™/#))~1 < ¢27™ alors I'inégalité (2.2) donne

02M;u(@)] < a2yt Y olel=olshs

[yl+lel=L

x / 0 (E)] (27 + el e
2-1<|g|<2

< Cgﬂ\a|,L<U) Z /21<|§|<2

Iyl+lel=L

0 (©)] (277 -+ lely g,

L’estimation est évident si m — |a|+ 4 |5| > 0 d’une part. D’autre part si m —|a| 40 |5] =
—n < 0 nous introduisons un entier N tel que n + N > 7. Nous avons ‘9(")(5)‘ <

c(1+ [¢])™", par conséquent on trouve |07 M. (x)||_ < ¢. De méme pour I'estimation

M+ =M )] < eFune) [ o)

hl+lal=L

w(lh] (1427 |€") (277 + ¢yt dg

< amjaL(0)w(|h]) / 07 (¢
|w|+|za| L /27 sks2 )
X (279 4 [¢])m el tOBl (1 2% |¢]°)dg
< cw(lhl),

par conséquent |[0Z M, (- + h) — 35./\/1”()“00 < cw(|h]).

Revenons a la construction de o, (x,&) : Par les différentes égalités (2.10), on a

p(z,§) = i 0(277¢))? a:5)=ivu(Q—fm/M)e(z—jg)aj(2%,2—jg)
j=0 j=0

O ) e

7=0

= en [ Ay

xe? T wEQ(27TE) M, (2 1) }du.
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On pose, enfin

n4+1-L

0.(€) = (2m) 7" (L + [ul*) = ™40 (¢),

et

ou(z,§) = Zv#(Z*jm/“)/\/lj,u(25%)9”(2*]{).

Jj=0

Pour terminer, il reste & vérifier les estimations (2.7) :

wiiL !
020.(6) = 2m) (L +[ul’) "= e™E Y ﬁ(iuw(aw(é),

0<y<a

pour tous u € R™, on a |u|™ (1 + |[u[*)*™ " <1 deés que || < L —n — 1, donc

sup H@?HUHOO <C pour |a<L—-n-—1.
u€R”
Etape 2. En suite, nous étudions le second terme 7(z, &) : On écrit 7(x, &) sous la forme

T(z, &) = /n(l + [u]?) e ay, () du (2.11)

ou

ay(r) = (277)_”/ e (1 — Ag)? 7 (w, £)dE. (2.12)

n

Il est facile d’obtenir les estimations suivantes

1027¢. ) < eTjagn(0) (2.13)

et

[087( + 1.8) = 37(. &)l < . (@)((B]). (2.14)
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Si |8 < N, les inégalités (2.13) et (2.14) impliquent les deux inégalités suivantes

Pa(e) = |@o) [ e - AT r(x, E)de

l€1<1

< cmnn(0)
et

9au(a+ ) — Pau(s)] < aFamn(o) /K _ enllerag
<1

IN

e (o)w([h]) / (1+ |y de

l€1<1

IA

csw(|h]),

ou les constants c,...,c3 sont indépendants de u. Alors nous obtenons

sup ||yl pne < +o00.
ucR”™



Chapitre 3

Continuité des o.ps.d d’ordre m sur

Y v
Pespace F)

3.1 Enoncé du théoréme principal

Le théoréme suivant concerne la continuité d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
m sur les I (R"). Il est a noter qu’on dispose de la continuité d'un tel o.ps.d sur LP(R"),
H3(R"), l'espace de B, (R") et de F; (R"), mais sur des espaces & caractéres général,
nous avons peu de travaux.
Théoréme 3.1 Soient 4t >0, 7 >0,1<p<o0,1<qg<o0,0<d<1etNeN. Soit
v, une fonction de type ji. St w est un module de continuité vérifiant

(D" (v, (27) 27O IRN (- (=D YT o o (3.1)
k=0

alors tout opérateur o(x, D) € OPs(w, N) est borné de i dans F2% . avec Upgm(t) =

0, ()0, (t™*) une fonction de type i+ m.

46
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3.2 Lemmes de préparation

Lemme 3.2 Soit N € N. Pour toute suite {M;ﬁ)}jeN de fonctions dans OV on a
Sk (M (27°)) ||, < esup M| o )29 Nw(27°7F) (), k € N).
£eN

Preuve. Par le développement de Taylor on a

B B rl
M;(x—y) = Z—(_By;) MP @)+ N> (_By') / 1 - MY (@ —ty) dt
Bl<N 7 B=n 70
Y
=X M @+ ).
Bl<N T

tel que

R;(z,y) =N Z (—ﬁyl)ﬁ /01 (1-— t)N_1 (M;ﬁ) (x —ty) — Méﬁ) (:r)) dt.

IB1=N

Par la concavité de w on obtient

|R; (z,9)] < Cly[M w (ly)).

Puisque 0 ¢ supp¢ on a

2 [ () 7 0) (249) dy = (276 0) =,
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donc

Sk (M; (%)) (2)] =

F () (y) R; (2°2,27° ) dy’

]Rn

= 01<S.1€1§!|Mjllcw,w)2(j5’“)N/R 1771 (0) )] lyl™ w (2% [y]) dy
] n

< 209 (@58 [ |E () @] Y 1+ ol d

< 200 RNy (2797F) (Vo e R").

Par conséquent nous obtenons le résultat. [

Proposition 3.3 Soient pt € R, n>0,1<p<o0,1<qg<00,0<d<1, NeNety,
une fonction de type p. Si w est un module de continuité vérifiant (3.1). Alors il existe

une constante ¢ > 0 telle que l'inégalité suivante

12 M@ fill o < el (D2 @215 ODD ],
§=0 7=0

est vérifié pour toute suite {./\/lgﬂ)}jeN de fonctions dans C™N“ et toute suite de fonctions

{fitjen C 8" vérifiant supp Ff; C {{ € R": [¢| < n27} .

Remarque 3.4 Si v, est croissante, alors (3.1) est une condition du type de Dini, i.e.

(3.1) est équivalent a

(/01 (t1=Ny, (t)w(t”))q> v < 4o0.

Preuve de la proposition 3.3. Par I’égalité (1.3) on obtient

M;=QiM;+ > SiM;,

k=j+1
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ce qui implique que

j=0
ou
o] [es) k—1
hi=Y_ [QiMG(27) et ha=) (D fiSk(Mj(27°))).
j=0 k=1 j=0

Pour l'estimation de hy, nous avons @;(M;(27°-)) est a spectre dans |£] < 277! et
|Q;(M; (2°))] < CHJ:_180H1$1€1§ Ml - (3.2)
j

Puisque

supp F (f;Q;(M; (27°))) C {€ e R™: [¢] < (n+2)2'}.

Alors D'estimation de h; en norme de Fj%, reléve du proposition 1.31/(iv), et I'inégalité

(3.2). Ce qui donne

1l e < CIH(Z(UM(Tj)lijj(Mj @)D,

IN

ca(sup [ My ew) [ (X (@) 1150) )97,
7=0

Pour I'estimation de hy en norme de Fy,% on a

supp ijsk (@) c {eermiig < (322}

7=0
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Alors par la proposition 1.31/(iii) et le lemme 3.2 on obtient
oo k-1

Inallpg, =1 22 D fiSiM (27) [y

k=1 5=0

all (3 (o ZHSk (27 L HODD I,
< CZH Z ZQ(JE kN, 2](5 k !f )‘) )1/qu‘

VAN

La croissance de w permet d’obtenir

NE

sl

k
(Uu(ka)zf(lfé)kN 9—(1-0)k Zi}fﬂ 1/qH
7=0

B
Il
—

Par l'inégalité de Holder et ’hypothése (3.1) on a

NE

lrllg < e 35 2Ot o om0l
< (I, wE A0,
< all(Cu@)LE0N) ],

Il
=)

J

Lemme 3.5 Sotentu>0,7>0, NeN,1<p<ooetl<qg<oo. Soitv, une fonction
de type p. Soit w un module de continuité vérifiant (3.1). Alors il existe une constante

c > 0 telle que

/-9

< cf|fllewollol
v v
Fply — f CNw g Fply

pour toute f € CN¥ et pour toute g € Fpl.



Chapitre 3. Continuité des o.ps.d d’ordre m sur I'espace I, 51

Preuve. Soient f € OV et g € F,%. Le produit f - g se décompose en :

Fr9=>Y (QiN(S9) + Y (Skf)(Qi-19)
=0 k=1

(Q;f)(S;9) ayant son spectre dans la boule |£] < 4-27 on peut donc (grace a 'hypothese

p > 0) appliquer (iv) de la proposition 1.31, ce qui donne

rs < ellf 1l llg]

!IZ Q;if)

Uy .
Fpaq

En utilisant le lemme 3.2 en changeant de f par M;, et nous procédons comme dans
I'évaluation de hs dans la preuve de la proposition 3.3. Par la proposition 1.31/(iv) (car

F((Sef)(Qr-19)) ayant son spectre dans la boule |¢| < 3-2%), on a

IN

1@l < @l (X G2 IS@a)) ],

< oY @ 0@ W) ol

sl

v
n
prq

IN

3.3 Preuve du théoréme principal

Etape 1. Suivant la proposition 2.11, le symbole o € ST%s(w, N) de o(x, D) se décom-

pose en

r@6) + [ W) g, o du
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voir (2.6) et (2.8). Pour 'opérateur associe au symbole élémentaire o,(x, &), on applique

la proposition 3.3 ce qui donne

HO’u(CL’,D)f}

= HZ (277 MW (270) FH0,(277) ()]

v
m
Fpaq

= | ZUN(Q*jm/“)Mj,u(T‘S-)fj('>| B

p7

< el (O (w2 w2y |5 ()
7=0

ou f;(z) = F 1 (0.,(277)f(-))(x). Et comme la suite f; est & spectre dans la boule |z| <

727, D’aprés la proposition 1.31/(ii) nous avons

Z (27 ]m/“)]f( )q)l/qHPSCQ( sup

|| <L, ueR™

6

it
j=0 ’

9(a) < ¢3, donc on a

oo

ot (L = [n/2]+ 1) et sup|y <, yern

D) f] Butm -
sup [l (- D) ||y < cal £l pyim

Etape 2. Nous prouvons la continuité de 1’o.ps.d associe au symbole 7(x,§). D’aprés

(2.11) et (2.12), on a

(2, D) f () = /n(1 )2 an(2) (& + u)du.

Alors le lemme 3.5, I'invariance de la norme de Fpy par translation et I'inégalité v, (277) <
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v, (277)v,(279™/*) donnent aussitot

|7(z,D)f|

i [ E e 0sC

er(sup oalow. ) ]

wdu
Fylg

VAN

IN

e (sup [l )| £]] oy
u€R™ p.q

Remarque 3.6 1) Si v,(f) = ¢t° on trouve I'espace de Triebel-Lizorkin usuelle F;
puis, si s € R\N, le Théoréme 3.1 donne une caractérisation compléte de la continuité
des 0.ps.d de symbole dans S7's(w, N) sur Fy .

2) Sivg(t) =t%, w(t) =t 0<6<1etq=2, nous retrouvons un théoréme de

Nagase [24].

3.4 Optimalité et remarques

Le théoréme 3.1 admet une optimalité, qui concerne la non continuité sur les espaces
de Triebel-Lizorkin des que (3.1) n’est pas vérifiée. Plus exactement, nous avons le résultat

suivant :

Théoréme 3.7 Soient 4t > 0,71 >0,1<p<o0,1<qg<o00,0<d<1etNeN. Soit

v, une fonction de type j1. On suppose que

(Z (’Uu (2*16) 2*(1*5)/6]\/'(’0(27(176)]@))(1) 1/q — 1o
k=0

Alors il existe un opérateur o(x, D) € OP[s(w, N) et une fonction h de Fir™ tel que

o(z,D)h & F,%. La fonction U, (t) est définie dans le théoréme 3.1.
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Preuve. On note par z = (x1,2’) € R x R""!. Nous considérons 1'opérateur o(z, D)

de symbole
o(z,§) = Z 2~ (1=03N (2= (=97 exp (127 21 ) €T (x,& € R™). (3.3)
=0

o(z, D) définit un opérateur de O P/’s(w, N). Pour prouver ceci, nous avons
w(2 ) lexp(i2/yr) — 1| < c2w(@V Jy]),  (Vy €R™). (34)

En effet, si 277 < |y|, par la monotonicité de w on obtient I'inégalité (3.4). Maintenant, si

27 Jy| < 1 alors la concavité de w donne
2 ] < 1w(@707) < cw(2 Jy)).

Posons

V; = 27 =0iN (27297 exp (i, ).

On multiplie o(x, ) par la partition de I'unité suivante
MO+ nr) =1, ((eRY,

k=0

avec A\, 1 € C5° et suppA C {£ € R": || <2} et suppny C {£ € R": 271 < [¢] <2}, ce

qui permet d’écrire o(x,§&) = 7(x,€) + p(x, &) on

[ee]

(2,6 = MOo(x,8) et p(x,8) =Y n(2*E)o(x,8).

k=0
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L’estimation de 9g977(x,&) et 9¢dlp(x, &) sont identiques. On choisit de prendre la

deuxieme. Il est possible d’écrire

Dans ( Zi:o + D kit )... on compte au maximum trois facteurs correspondant aux sup-
ports contenus dans la couronne 271+ < |¢| < 27T (1 = 0,1,2), alors k € L tels que
L a au plus trois éléments. D’autre part, dans Z;‘;O ... il existe au plus cinq facteurs cor-
respondant aux supports contenus dans la couronne 2971 < |¢] < 203+ (1 =0, ..., 4),
alors j € L tels que L a au plus cinq éléments. Puis, sur suppn™ (avec |y| < |a|), on a

€] ~ 2F et |€| ~ 27 simultanément, donc
2 < o1+ [ et |oREmERe) e+ ). (35)
En combinant (3.5) et (3.4), on a
‘85‘@(:5)‘ < A=DUBI=N) (1 4 |g])2lel

et

|02V (@ +y) = 07Vi(w)] < O 4 1)) Wleo (227 Jy)).

Pour |3] < N ; et le fait que 0 < § < 1 donne alors

Z 2 (=0 A-N) < max (5, (1 — 2—(1—6)(1\/—5—))*1).

jeL
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Par conséquent p(z, ) satisfait les conditions du type de Hérmander (2.2) et (2.3).

On considére g € S telle que
_ . 1
lol, =1 et swpgc{ecr <) (3.6)
On pose
h(E) =&"g() st €40, h(0)=0 ot gi(x) =exp(iPm)glx).  (3.7)

Clairement le support de la fonction £ — g;(&) = g;(&;, — 27,€) est contenu dans la

couronne 227 < [£| < 227, 11 vient par la proposition 1.31\(iii) que I'on a

o, DYl e = 177 (o R |
= H i 2_(1_6)jNW(2_(1_6)j)9(')HF;’,‘;
=0
> o3, (27) 2 (o)) “Ilsll,
~ boo

Remarque 3.8 Dans [23], Moussai a prouvé les Théorémes 3.1 et 3.7 sur l'espace de

4 2 o, v o . , .
Besov généralisé By, avec la condition de régularité

(3 (o (2 a2))) " < +os

J

ou ) une fonction de R™ dans R* satisfaisant les deux conditions suivantes :

1
Ve>1, 3A. >0, V(t,s): -t <s<ct=Q(s) <AN(L),
c
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et
07 (1)

du < C, .
tl/

£Q7 (u)
(VZ/ > 0, Ele > 07 Vt Z 1) = \/; U,DJ(FI

Si on note par A7’;(w, V) 'ensemble des symboles élémentaires (2.4) telles que {M;},  C

CNw  alors on a le résultat suivant :

Théoréme 3.9 Soient 4t > 0,71 >0,1<p<o0,1<qg<00,0<d<1etNeN. Soit
v, une fonctions de type ji. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

(i) w satisfait (3.1).

(ii) Alors tout opérateur o(x, D) de symbole o € AT's(w, N) est borné de i dans Fob.

La fonction v, est définie dans le théoréme 3.1.

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme 3.1 pour la condition suffisante. Cependant

le théoréme 3.7 nous fournit la nécessité de la condition (3.1). ]



Chapitre 4

Continuité des o.ps.d sur ’espace

( ﬁq)”

Nous allons étudie la continuité des o.ps.d sur les espaces de Triebel-Lizorkin F (R")
localisés en norme de ¢"(Z") pour r € [1,+00]. On démontera rapidement le cas r = p.
Le cas r # p est traité séparément dans un dernier paragraphe, car ce cas demande
I'utilisation des symboles élémentaires donnés dans le chapitre II, Section 2.2. Pour plus

de théorie sur la localisation on pourra consulter [5], [28] et [29].

4.1 Préparation

On commence par la construction d'une fonction ¢» € D (R"), portée par la boule

|z| < R, (R > \/n), telle que

Y d@—-k=1  (VzeR") (4.1)
kezr
En effet, soit g € D (R") une fonction positive qui vaut 1 sur le cube |z;| <271 (i =1,....,n).

o8
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Alors la fonction G (x) = ZkeZ” g (x — k) est C* sur R™, bornée et G () > 1, (puisque

pour tout z, il existe k € Z", tel que |z; — k| < % (pour tout i =1,...,n) et donc

1
g(x—k) =1). On a aussi G(r — k) = G (v), Vk € Z", Vo € R". La fonction 1]
est C'° sur R"™. Il suffit de poser
_ g(x)

On note par

A:{¢ep@ﬂ:§:¢@—mz1}. (4.2)

kezn
Définition 4.1 Soit E un sous-espace vectoriel de D' (R"). Si E est muni d'une norme
||| z telle que :
(i) L’injection canonique E — D' soit continue,
(it) (E,|||z) soit un espace de Banach,

on dit que (E,||-||z) est un espace de Banach de distributions, (E.B.D).

Remarque 4.2 Nous ferons sur F (E.B.D) les hypothéses suivantes :
e Invariance par translation : si on note 7, Uopérateur 7, f (t) = f (t — x), alors 7, est
une isométrie de E.

e Invariance par localisation, pour tout f € E et tout n € D(R™),onan- f € E.

Définition 4.3 Soient 1 < r < oo et E un espace de Banach de distributions. Soit ) € A.

L’espace (E),. est l'ensemble des fonctions f € S (R") telles que

r

yﬁ<+w. (4.3)

E

[, = (Z -1

Dans le cas ot r = +oo, l'expression (4.3) doit s’interpréter comme

[l = g2

(B) oo kezn

¢(—@ﬂt<+m. (4.4)
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Remarque 4.4 La norme (4.3) (aussi (4.4)) ne dépend pas du choix de la fonction

dans I’ensemble A ; voir (4.2) pour la définition de \A.

Définition 4.5 On dit que l’espace E est localisable en norme €7 (1 < r < 00), s’il existe une

fonction ¢ € A et ¢ > 1 telle que :

D =d,

(oo

A titre d’exemple des espaces localisable en norme ¢”, nous allons redonner le théoréme

suivant (voir [5] ou [28]).
Théoréme 4.6 Soit 1 < p < co. Alors l'espace LP est localisable en norme (P.

Preuve. Il suffit de montrer que I'opérateur

Ty fr—AN( = k) [}rezn

est un isomorphisme de L? (R™) sur un sous espace fermé de (L?),, pour une fonction

A € D bien choisie. Pour cela, on introduit 'opérateur

{fk}kgzﬂ Z 7/1 - k flm (4-5)

kezn

ol pour un choix convenable de ¢ € D, Sy, est un inverse de 7. Puisque A est a support

compact, il existe ¢ = ¢ (A) > 0 telle que, pour tout 2 € R™, on ait

Y -k <e

kezn
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Nous avons aussi

HTAfH(Ll)Zl = Z Az = k)| |f ()] dx.

kezn VR?
< cllflly- (4.6)
D’autre part nous avons
1Tl (py,e = sup Az —Fk) f(2)]
kEZn, TER™
< Mo 111l - (4.7)

D’apres (4.6) et (4.7) et en appliquant le théoréme de Riesz-Thorin, T, est continue de
L? dans (L?),,, (voir [28] pour cette application d’interpolation).

Autrement on a
(2 [ee=nrf] )" <ell,. 43)

la continuité de Sy de (L?),, dans L? se démontre de la méme maniére

156 ({fidez) |, < ZnHw('—k)le (Holder)
< MLl

ol N EAT (19

(Ll)el

et

> sup (Z | (x — > (4.10)

z€R™

st ({fr}rezn) H = (sup H {fidiezn

kezn
Jusqu’ici, A et 1) pouvaient étre des fonctions & supports compacts quelconques. Main-

tenant on suppose que A € A, et on choisit ¢ de facon que ¥ = 1 sur le support de A,
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alors

f="> A—-kFf

kezn

= D V(=K AC—R)f

kezn

= Sw ({A ( - 'If) : fk}keZn)

et la continuité de Sy, de (L*),, dans LP donne

|/

p§c<ZnH)\(._k)f Z)l/p. (4.11)

Les inégalités (4.8) et (4.11), impliquent la localisation de L” en norme de 7. |

4.2 Localisation des espaces F; .

Proposition 4.7 Pour tout R > 0 il existe une constante ¢ = c¢(n, R) telle que pour

toute famille { fy};.c,n des fonctions portées respectivement par les boules |v — k| < R, on

p\ 1/p
| 3 a, =e(X #]) ™
kezn P kezn P

Preuve. La preuve est immédiate si on remarque que

ait

Dofe=d U=k f =5 ({fileesn)

kezn kezr

ou ¢ € D(R™) est choisie de sort que ¢» = 1 sur la boule |z| < R, (voir (4.5) pour la

définition de 'opérateur Sy). n

Proposition 4.8 Si 6 € S ne s’annule pas sur le support de ¢ (voir (4.1) pour la défi-
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nition de v). Alors on a

)1/1)

Preuve. D’une part, on peut écrire ¢ = g - 0 ou g € D(R") et

[, ~ (X =01

o= 01, = ol | =07,

M(E)

voir plus loin, le début du chapitre 5 pour la définition de I’espace des multiplicateurs

ponctuels M (FE), donc

|1, < (X Jec-n)™

D’autre part

loc-mr| < /ZnHw(-—k’)N-—k)fHE (4.12)
< S pc-mcnl],, o

ou A € D(R™) et A = 1 sur le support de . Par un changement de variables, et le fait

que [|[| () est invariant par translation, on a

HA(-—k’)H(-—k)H _H)\ (k- &) eH . (4.13)

M(E) M(E)

En combinant (4.12), (4.13) et I'inégalité de Young discréte, on obtient le résultat. ]

Lemme 4.9 Soient 1 > 0,1 <p<ooetl <gq,r <oo. Soit v, une fonction de type ji.

Il existe ¢ = c¢(n) > 0, tel que pour tout QQ > 0 et toute famille { fi.},c;n de fonctions,
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portées respectivement par les boules |x — k| < Q, on ait

| 3 5] gy, = c@ (XI5
hezn (Fplg)er hezn

r ) 1/r
BL

Preuve. Posons m = 2[R+ @] + 1 € N. Pour tout k et k' dans Z", l'intersection

des boules |v — k| < Q et |z — k| < R est vide dés que |k — k'| > m, donc quelque soit

k'€ Z", on a
r 1/r
| 28]y, = (Z Jre-m3a].,)
kezn P.a/t k'ezn kezn P,q
r 1/r
- (Z X ve-mal,)"
k'ezZr  kezn P

On estime Zk ; Y (- — k') f en norme de F,, alors par I'inégalité de Holder on obtient
e n

| X vc-0a],, = X ve-mn

EH
P,q |k—k'|<m P
< ¥ fee-ma,
] vaq
|k—k'|<m
1/r , r 1r
< (Z )7 (X ee-0af,)" aw
Jk—k'|<m [k—k|<m "
et comie
K+m  K+m k'+m
o= 1Y 1Y 1=0m) - 2m) = 2m)",
kezZn |k—k'|<m k'—m k'-m k'—m (n fois)
donc

Y11= @2m+1)" < Q"

keZn |k—k'|<m
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On remplace dans la relation (4.14) il vient

r 1/r
fol > '

p.q

e (Y ee-mn

keZTu‘kfk' ]gm

| X ve-wn

kezn

e
FP»Q

Montrons qu’il existe C' > 0, tel que

=) £, <] 4.15
A M T -

Pour démontrer (4.15) il suffit de vérifier que
Bl — M(F") (4.16)

pour tout v, du type p. En effet la preuve du (4.16) se trouve dans le chapitre 5 qui suit,
en particulier le théoréme 5.6.

Revenons a la série Zk , fx, en utilisant (4.15) on obtient :
e n

/ r 1/r

< aQ( AN Iy
| 3 8, = a@”(X X Joe-ma],
kezn K €Zn |k—k'|<m

, r 1/r

< (S ¥ 1)
kezn P9 k—k'|<m
r 1/r

<« (X )"

kezn pa

le lemme 4.9 est entiérement démontré. ]

Remarque 4.10 La norme de (F,ﬁj ‘,}) ne dépend pas du choix de 1), ceci est une consé-

o

quence immédiate du lemme 4.9, en effet :

soit ¥, 15 dans D(R™) portées respectivement par les boules |z| < Ry, |z| < R telles que
1 2
LR [

les normes associées respectivement
(Eya)er (Eya)er P

Y, € A, ¢, € A, on note par |||
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de 1y, 1. Alors pour toute f on a

(1)
el
M, = 1506010,

keZn

IN

cR}

f|

(Fph) zr

deméme
1)

(Fpla)er

f

RTL
[0, <

Lemme 4.11 Pour tout vy, vérifiant 0 < v, < 1/2, il existe ¢ > 0 tel que pour toute suite

{fi}pezn d’éléments de E, portées respectivement par |xv — k| < v, on ait

(2 Al < ellfull

kezn™

Preuve. Soit v, un réel vérifiant 0 < v; < 75 < 2v,. Considérons la fonction 0 €

D(R™) portée par [—7,,7,)", telle que 6 = 1 sur [—7y,,7,]". Si f = ZkeZ" [k, alors

o =®)flly = Al
< X G =m8C =R,

k'eZn

< Z H>‘ (- — K)o HM(E)W

k'ezn

A1)

o A € D(R") et A = 1 sur le support de #. On utilise, ensuite, 'inégalité de Young dans

¢"(Z"™) on obtient exactement

(NI < el fillsy,.-

kezn™
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4.3 Théoréme de continuité, le cas r =p

Théoréme 4.12 Soient 1 > 0,17 >0,1<p<o0,1<qg<o00,0<d<1etNeN. Soit
v, une fonction de type p1. Pour tout w un module de continuité vérifiant (3.1), lopérateur
o(z,D) € OP/s(w, N) est borné de (F;f';*m)gp dans (F,l) ,,- La fonction Uy (t) est définit

dans le théoréeme 3.1.

Preuve. 1l suffit de montrer que I'espace F,% est localisable en norme ¢? et de appliquer
le théoréme 3.1.

Etape 1. Montrons que
(Fpﬁ;)@ U

Soit f € (Fp4),
(4.17)

10 = (3 (2151’ )

J=0

Remplagons dans (4.17) f par Z A(-—Fk)f,ona

kezn

||fHF,?f;

IN

H (i (X w0 =k 1) )q)l/q

H H {U“@i]’) 155 (A (- = k) f)|}k€Zn

p

aaqenllp

D’aprés 'inégalité de Minskovski, la proposition 4.7 et la proposition 4.8, on a

IN

HfHF;’f; k) f)|}kEZn

2918, =k nl))

P ) 1/p
Fph

e (ea)llp

[Ieu 185 ¢
(5 (o

keZm 7=0

p) 1/p
P

v

IN
VR
>
|
Z
=

A
_S
s
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Etape 2. Montrons que
Bl — (F”“)ép .

pq

Soit f € Fp%. Comme f = Z;io S; f, nous avons

) =2 HD ")

(2 |pe=ns

En se reportant au proposition 1.31, on trouve

) (ZH( - (e =msin))”

Fra kezZn

(Z pe-m (X (wesa))”

kezn

p\1/p

)
1/p

)

(X Jpe=ns

IN

D’apres la localisation de I’espace LP en norme (P on obtient

< c‘
[ —

Remarque 4.13 Le Théoréme 4.12, sous la version de [’espace de Besov généralisé, a

été démontrée par Moussai [23].
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4.4 Théoréme de continuité, le cas r # p
Le théoréme suivant est presque une condition suffisante et optimale.

Théoréme 4.14 Soient t>0,71>0,1<p<oo,1<qg<o0,1<r<oo0,0<d<1 et
N € N. Soit v, une fonction de type L.

i) Pour tout module de continuité w vérifiant (3.1), l'opérateur o(x, D) € OPys(w, N)
est borné de (Fpt™)er dans (Fp4) -

ii) Siw un module de continuité vérifiant

Z 2 (1-8)kN (2—(1—6)k))‘1)1/q — too,
k=0
alors il existe un opérateur o(x, D) € OP/s(w, N) et une fonction h de (F,i‘fm)p tels que

o(x,D)h & (Fpt4),.. La fonction Uy est définie dans le théoreme 3.1.

Preuve. i) Soit f =), ;. fr € ( pq)er ou fr = (- — k)f a support dans la boule

|z — k| < R. Alors par la formule (2.5) on a

7(w.D)f (1) = 3 e D)f @)+ [ @+ 3 00w, D)) du

kezm™ R kezn

On estime o(x, D) f en norme de (Fﬁi}) on trouve
e

—(n+1)

Z (Fp‘;)”

[SVAL

n

U:C,DfH , :H Ta:,DfH , +/ 1+|u
o@D .. 3 rw DA ] ()

Pour P'estimation de ), . ou (2, D) fi en norme de (F,:Z) : soit u € R™ fixé. Comme le
o

support de o, (z, D) fx est contenu dans la boule |z — k| < (R+ 1) (1 + |u|), on applique
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le lemme 4.9 ce qui donne

r 1/r
H Z 0. (x,D) ka(F”/") 1 (1 + Ju)” <Z ‘au x, D) fi UH) :
P.q)er

kezZn ezn Fria

Pour l'opérateur associe au symbole élémentaire o, (z, &), on applique la proposition 3.3

ce qui donne

o < eall (3 (@@ 11 1))
7=0

telle que f;(z) = F1(0,(277-) f(-))(x). Et comme les fonctions f; sont a spectres respec-

tifs dans les boules |z| < 727, alors d’aprés la proposition 1.31/(ii) nous avons

6\

Z v (270, (279 | f5 ()] )q)l/qHPSCQ( sup
7=0

lo|<L, ueR™

ot (L = [n/2] +1) et sup <, yern

S C3. D’ou
oo

sup Hau x D)fk’
ueRn

o S cal| fi

F, “*m

Enfin, puisque

_ntl
/(1+]u|)”(1+|u|2) > du < o0

on obtient

|18, <15,

kezn
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Voyons maintenant 'opérateur 7 (z, D) :

On a vu au chapitre 2 (proposition 2.11) que

n

7 (z, D) fr(z) :/ (1+ [ul?) "™ au (z) fi (z + u) du.

Le support de © — ay () fx (x + u) est contenu dans la boule |z — k| < R + |u|, donc
par le lemme 3.5, lemme 4.9, I'inégalité v, (277) < cv,(277)v,(277™/#) et I'invariance de la

v . LA
norme de [}, par translation on a aussitot

HT(LU’D)fHF;’j; < /Rn(l + |“|2)_2nH Z () fu(- + U)HF;,!{;d“

kezm
1/r

< alsw o) [l 1+ 1) au 3 )15

u€R™ kezn

r
v,L)
Fpq

IN

ar sup laullene )| f H(F,Zy’")er'

ii) Nous utilisons les mémes o(z,§), g et h de (3.3), (3.6) et (3.7) respectivement. Comme

h € S, alors par la proposition 1.31 et le lemme 4.11 nous obtenons

oo D, = (5512wt D0 )"
> Cl(ji_o; (v (Qj)Q(15)%(2(15”))(1)1@(% OTICRDl Wh
> Cz(jo_oo (v (2) 27O (27O ) g} = oo
.

Remarque 4.15 Bourdaud et Moussai ont montré le Théoréme 4.14 dans le cas des

espaces de Besov B usuelles voir [6].



Chapitre 5

Continuité des o.ps.d sur ’espace

des multiplicateurs M (F)

Dans ce dernier chapitre nous allons étudier les multiplicateurs ponctuels dans les
espaces de Lebesgue L? (R") et de Triebel-Lizorkin F (R"). Avant cette étude nous
rappelons quelques notions sur 1’espace de multiplicateurs M (F). Nous rappelons aussi,
que concernant la multiplication ponctuelle sur les espace de Triebel-Lizorkin classique
Fy  (R™), il existe une riche documentation sur ce type de théorie. Par exemple [10], [18],

[19] et [29].

5.1 Préparation

Dans ce paragraphe on va étudier le produit de la forme A;.A5, ou A; et A, sont des

espaces de Banach.

Définition 5.1 Soit E un espace de Banach de distributions (E.B.D). On dit que f €

D' (R™) est un multiplicateur ponctuel de E, s’il existe une constante C > 0, telle que

72
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pour toute p € C* N E, on a

If-ollg <Cléllg-

L’espace linéaire de multiplicateurs sera noté M (E) munie de la norme

1 1larey = sup{Ilf - dllg - Vo € CFNE et [|oflp <1}

Remarque 5.2 1. Si E contient C* N E comme un sous-espace dense, on dit tout

simplement, pour tout ¢ € D(R"), on a

froeE et |f-dlp<clolp

2. (M (E), ||-||M(E)> est un espace de Banach .

3. SiD(R™) C M (E) alors M (E) est une algebre
(ie.si f,ge M (E) = f-g€ M(E)).

On note par M, I'opérateur de multiplication ponctuelle par la fonction a : R® — C,
ie. M,: f—af.

Voici un exemple, sur les multiplicateurs de 'espace de Lebesgue LP(R™).

Théoréme 5.3 Pour 1 < p < oco. Alors
M (LP) = L.

Preuve. Voir [4] |
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5.2 Multiplicateurs de F; (R")

Proposition 5.4 Soient 1 <p < oo, 1 <g<oo, NeNet0<pu<N. Soit v, une

fonction de type jn. Posons

LAt

I, = 171, + 1 Cetsum a2 )75,

Alors ||| &

z - v
o et |- H( o, sont des normes équivalentes de Fpl .
p.a X

Preuve. Etape 1. Nous prouvons qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que

1
7l < 112, (5.1)

Le fait que ¢(0) = 0, alors

Sif0) = (F @) @) ) - (1) 7))
= [ B F ) @ - 0wy - () [ e o)

= [ F o) (—h)f(@+27h)dh— f(z) [ F () (—h)dh

R R7»

- FH (@) (=h)(f(x+277h) — f(x))dh

RTL

= | FHO(=h)Dsuf (x) dh. (5-2)

Rn

Nous combinons (5.2) avec ’égalité

A #(z) Nzl( > VALf (@4 (N—k—1)h),

k=0
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nous obtenons

Sif(x) + Ajn(z) = (1) [ F gl (—h) ALY, f (x) dh, (5.3)

Rn

ou Aj1 =0et pour N > 2

Ajn(z) = Z ( ) 1) . F e (=h) Dy, f (x+277 (N —k—1)h) dh.

Nous utilisons maintenant I'idée de Koch et Sickel [17, Prouve de la proposition 26|, mais
pas dans le sens de Nikol’skij (voir [27, 5.2.1] ou [35, Section 2.5.10/(13)]). Soit /o = [0, 1)
et soit I, = [25_1, 2£), ¢ € N. 1l s'ensuit que (5.3) devient

@) + Agn()| < /f/| 1tn {7 ) (-eh)

Yoo f (@) | atan

< 27 sup |ANf 5.4
Z S ()], (5.4)
ou L > 1 est un nombre naturel arbitraire. Nous obtenons
e a\ 1/q s > 1/
|2 (s [ss])) 7 < a 227 (30 (e @) s |])') ™
j=0 p —0 =0 \u|§2fﬂ‘ P
(5.5)

Il est clair que la derniére estimation est obtenue en utilisant 'inégalité du triangle pour

¢1. D’autre part, le premier terme dans (5.5) est borné par

)T"

ol Gomn)' 3, () o Jot T,

k={+1,.. =1 |u|<2¢-3

< oS [ (o amfocs) )"

Ju|<t P
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Le deuxiéme terme de la partie droite de (5.5) peut étre estimer de cette fagon, et il suffit
de choisir L > 2a.

Etape 2. Nous prouvons ’assertion inverse de (5.1). Nous avons

v (t) <27y, (279) (0<t<1, (eN),

alors nous obtenons

' N )2 dt (ot — N )? S -1
/ <v#(t)sup|Auf‘> — < (2“1}#(2 ) sup ’AufD / tTHRde
0 u|<t t = Ju|<2—¢ 2-¢
<a ) (w () sw (A1)
=0 Ju|<2-¢
Soit u € R™ tel que |u] <27% et j =0,..,¢ nous avons
sup |AY (Sif) (z)] < e min(1, 2079N) S f (2). (5.6)

lu|<2—¢

La preuve de (5.6) est donnée dans [35, 2.5.12/(8), p. 111]. Nous avons décomposé ALY f

en
l )

(Z+ ) )Af)’(ij):Aﬂng

=0  j=t+1
et nous estimons chacun des deux termes. Choisissons un nombre réel r tel que 0 < r <

p < N. Par (5.6), on obtient

I8, (ot el (B s )

(5.7)
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et
H(Z( By )q> ! CH(Z (200 37 9, (279) S;-"deq) !
£=0 =0 j=0+1 p
(5.8)
A partir de maintenant, nous appliquons la proposition 1.25 a (5.7) et (5.8). |

Proposition 5.5 Soient n > 0,1 <p < 00, 1 < q < o0, et v, une fonction de type j,

alors

i) () = F).

»q

i) M(Fps) = M(FY").

pq

i) M (Fph) — L™,

Preuve. Soient f € F,% et g € Fpl,/ ;},". Nous montrons d’abord le cas p > 0 : Nous

utilisons la décomposition

(f|g>:/nZij(3:)-ng(x)dx + /nZskf(x)-Qk_lg(x)dx (5.9)

ou f(z) = f(—x) et §(z) = g(—z). Par Dinégalité de Holder dans 4 et le fait que

(1/v,(279)) < ¢ (2#%,=9) Jy,(27%)), nous avons,

‘f]Rn >0 Sif () - Qig (z dx’ < fge H{”u (277)18;f (2)] }keNqu
< {27 i 2“’“@@9 @)} penll il
<

s 111l N oo
P ,q

La derniére estimation est obtenue par l'inégalité de Holder et la proposition 1.25. De
méme,

p 19l

ZSkf( Qk 1g dx‘ < C1 H
R k=1
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comme AhNJ?(x) = AN, f(x) et par la proposition 5.4 on obtient

| / > 5uf (@) Quaii () dal < eallF g Nl
R™ p—1

Nous prouvons le deuxiéme cas p < 0 : Comme en (5.9), nous utilisons la décomposition

(F19)= /RZQJ Sig(a dx+/nZQk1f 51 (2) da

alors nous avons

‘/RnZQJ z) dz| < cl|fll g gl A

Nous considérons maintenant le dernier cas u = 0 : Remarquons que, pour tout j et x, il

existe y;. € R™ tel que |z — y;.| < 277. Nous avons choisi d > (n/min(p, q)), d’ou

|/RnZij( - Qjg (z)dz| <
1S, ~ [Sg(@) o
/RWZ]S]f(xﬂ (Z d(l—i— (2 | ij]) ))dx (5.10)

im0 L+ (2% |z = yjal)

Comme vy (277) < cvg (27%), alors le dernier terme de (5.10) est borné par

(@)},

eI @S0 el 02

et nous terminons par I'inégalité de Holder. Ces cas impliquent que Fpl,{ o= (F *;,)’.
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Voyons maintenant 'inverse. Soit g € (F;f z)’ et on considére 'application f € Fp% —

g(f) = {f1g). Parle théoréme de Hahn-Banach et [35, Proposition 2.11.1/(%)], on obtient

(S (s 5eal)'

k=0

L~ gl

(ici ||g|| désigne la norme de I’application linéaire continue g), ce qui donne g € Fpl,{ ;),” . La

preuve de (i) est terminée.

Soient b € M (Fp4), f € Fl/v,” et g € Fp4. Le produit (bf 1 g) peut étre écrit comme :

/nZQ] ;5 (bg) ( dm+/nZQk1f - Spbg (2)dz (sip > 0),

et
/ ZS f(2) - Q; (bg) () da +/ Zskf(ﬂc) - Qp_abg (x)dz (sip < 0),
® =0 R k=1
ainsi que
[, 2070500 @ <

¢ /R Z (D217 msé’df (x))vo (277) [S;(bg)(x)|  (si p = 0, voir (5.10)).

Lestimation [(bf 1 g)| < ¢ || f[| /v [[bgl| pon peut étre obtenue de la méme maniére que (i).
Y '

Il s’ensuit que, (pour tout u € R),

16l < sup (5160 < €l Fll o
pq P,q

g vy =1
ol

et cela prouve que M (F;’;) — M (Fl/ v") Les inclusions inverses seront obtenus par la

méme technique. Nous omettons les détails ce qui termine la preuve de (ii).
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Soit b € M (F; ’ZI), on considére 'opérateur

TbZ S — S,
fr=0bf

on a Ty est borné de Fy% dans F,4 (car b € M(F,%)), et Ty, est borné de F;,{;)ﬂ dans F;,{;}f”

(car b € M(FM) = M(FY/"

r',q’

)). Donc par la proposition 1.21 on a (F33, leévo)l/Z = By% =
L? ce qui donne T}, est borné de L? dans L? c’est-a-dire b € M (L?) = L*.
Alors

M(F) < L.

Le théoréeme suivant dans sa version Besov est dit & Drihem et Moussai [10].

Théoréme 5.6 Soient 1 € R, 0 < p < 00, 0 < g < oo et v, une fonction de type p. Si

—%—&—max((),%”—n) <p < Alors

SAB

By N L® — M(F").

vn
Preuve. Soient f € F,% et g € Bk N L. D’aprés la décomposition de f - g, on

obtient

co 3

Frg=3 Y a"(f 9.

k=0 =1
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On calcule f - g en norme de F,%, et d’aprés la proposition 1.31 on trouve

o 3
gl = DD 7 (f-9)

k=0 =1

3 [eS]
< ZHZWS)(J‘ 9)
=1
3
< ClZH { (Z)(f'g)}keNHLp(gq)‘

i=1

On estime respectivement 7T)(€1) (f-9), 7r,(f) (f-g)et 7r 9 (f - g) en norme de LP(£y") (voir

(1.7) pour la définition des 7r§;)).

Estimation de 7T](€1) (f-9).

7O @) = |8k (Quiag if) ).

Fl (2%y) Sif (x — y) Qryrg (x — y) dy' :

_ 2kn

RTL

Alors

@O0 @] < 270 [ 1E )] [uf 0= )] 1Quns @ -l dy
< 2kmy,(27F) HQngHO@/Rn |(F "o (2%y))] ‘gz@f (x — y)) dy.

On pose

a > 0.

()=

Donc

0@ 7 (10 @)] £ 270,07 [Qungle GiP e) [ |(F 09| 1+ 24al") dy
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Puisque

@19l = || F 1o (27 D) % g

D’apres l'inégalité de Young , on a

1Qks19ll < [|[F 7]l 9l

alors

v 27 |7 (f - 9) (@)

IN

@) |F e, ol (5i0) @) [ 1 @) 1+ 1ol d
0,2 gl (51°0) (0).

IN

Donc

[{me (9}

| <elgll|[{re8ir}

keNIlyga

Yz

alors

[{ouem (101}

Choisissons a >

< cllgll |[{vu2)S; 1}

keNll L (ga) keNll Lo (ea)

wm(g lors par la proposition 1.30 on a

<c HfHF”“
LP(09)

[{mesier),,

ce qui donne

[{ouem (£ 9)}

<l S g

keNIILp(eq9)

Estimation de 7T,(€2)(f - g). Soit u tel que

max (p,n/(n/p—p)) < u < oo.
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Onpose%:;}—l—%,azu—%—i—% etﬁz,u—%—%%puisquew<palorspourtoutI{:ZO

et d’apres la proposition 1.33 on a

172Dl = [|Sk(@Qrrif - Se9)]|,,

|| @rsrf - Segl],,

IN

en appliquant I'inégalité de Holder ( puisque - = 1 + <), alors on a

|72 - 9)ll,, < cllSkall, | Qs £

Donc

(2) k+1 UU(Q k)
@M (F o), < alSll, Z—@m)(vﬁ es/ll,)

k+1

cz (v227)|[Sug] )sz 70 NISL)

VAN

en appliquant 'inégalité de Holder en norme de #P, alors

| {e-272 (s 9)}

keN

k+1
oy < csup (va@) [Bia] ) 12 22 (ot ) 1,71
=0

k>0

et d’apres la proposition 1.25 ( puisque p < % — 3 <0),ona

|{v-29m2(s- 9}

= B o8 - 5.11
keN ‘[P(Lw) =€ ||g||Bp,€o HfHBuﬂp ( )

Nous avons aussi

0o (L") — LP(6) et EY% < B,
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Alors, la relation (5.11) devient

[{we o2 9}

<cligll_wa [1Fllgpn -

keN ‘L p(£9) By %o

Estimation de 7r§f’)( f+g). En considérant le cas p > 2.

Soitttelquep<t<oo.0nposel:%—F%, (uZl),etn:u—%nL%,puisque

u

u < p, alors on a

£ (L) — LP(£g),

on pose 8 =y — TET == 3 — 2, alors par la proposition 1.13, on a Fp) — Bfi,

0,

et puisque u > 1 = (p = max(0, 2 — n) = 0), alors d’aprés la proposition 1.33

|9, = I suss-Sall,

j=k
< e |ISif-Sig)l, (5.12)

j=k

Par I'inégalité de Holder (1 = % + 1), on a
o) s (27 56+2) (0 (-3 IS -

27 [=2(f - 9)| < S nE e (022 [Sigl,) (s IS5 £11,) -
(5.13)

Alors

[H{en@ w29} Ny < 2|27 )22 ) (va @[Sl ) (0@ NS F],) s
. (5.14)

d’aprés la proposition 1.25 (puisque 3 + o> 0), la relation (5.14) devient

[ {o:@ 0G0}, Moy < eall {r2@Ssal, (s@ 5571 Nl
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et par I'inégalité de Holder on a

| {29}, Ny < cssup (v2(27)[S91],) ; vs(279)]|S£]1,)7) 7
< cSugnBv;,; 1150 (5.15)

Nous avons aussi

Fly— By et (P(LY) = LML),

Alors, on obtient

[{en@5=0(s - 0}

<cligll s [1fllggn -

kEN‘L( £9) Bp %

Considérons maintenant le cas p < 2. Soit [ tel que

p < f <n/max(0,n—n/p).

On pose % = % + %, (w<l)ety=p— % + = alors, d’apres la proposition 1.33, on a
|52 ¢-9, = I s (sir-Sia) |,
j=k
< D ISk (Sif-Sg) I,
j=k
< e 2| (8if S |,
j=k
avec p = & + 5 —n, donc

v, @) |7 (£.9) [, < e Y291 - S, (5.16)
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D’apres 'inégalité de Holder (£ =21+ 1) ona

1
B

SR

o, @)W (F-)ll, < e 20NETE S| IS,
j=k
< 2327 (0227 Sigll,) (w2851, (5:17)
j=k
ou
n n on
e=p——+n>0 et p=p——+ .
p p B
Alors, on a

{250 00 ey < o2 3025 (02 29[Sl ) (2 D71, N

7=k

D’apres la proposition 1.25, (puisque p > 0), on a

| {on@72 (-0} _ ooy < eall (037 [Siall, (22D 186115))

(5.18)

keN

Par I'inégalité de Holder on trouve

[{e@2 (- 9}, _ Mgy < o5 sup (02 27)[Sig]],) (fj (o2 )5571],) )

k>0 =

Alors
3
{ene e (- f')}keN I v (5.19)
P 1,00
Nous avons p = j — % + % = u— 2 =p— %, alors d’aprés la proposition 1.13 on a

U [N Yp
Fp,q Bﬁm



Chapitre 5. Continuité des o.ps.d sur I'espace des multiplicateurs M (E) 87

puisque v > p et w < p, alors on a
Gy (L") — LP (63“) :

Donc, la relation (5.19) devient

{2 (£-9)}

| <asllgll v Il

keNllLp(eay — Bp %o

Alors
1f - gl

S erlall oy 11y

Proposition 5.7 Soient p € R, 1 < p < o0, 1 < ¢ < oo et v, une fonction de type ji.
Alors
i) Sip>0,o0na

M(Fph) = (M(F}4))

p,q

i) Sip>1%, ona

Preuve. i) Montrons que M(F,4) C (M(Fp4)),. - Soit f € M(Fp%), alors

5D ([ (- = k) Fllarcrgyy < €W laarg 1/ Narcrgs -

Inversement montrons que (M (Fy%)) .. € M(Fyk). Soit f € (M(Fy4)),., alors pour tout

g€ Fytona

B =

1F gl < (Z (- - k>f-g|\§;z>

kezn
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v, . N
Car Fp); est localisable en norme de /7, d’ou

=

VAN

1f - gllg

c (Z 9=k e~ k)f~g||§;g>

kezn

¢ (Z 19 C = &) fI gy Nl (- = k>9”’};z)

kezn

3=

IN

Soit A € D (R"™) est identiquement 1 sur le support de v, alors

1 gl gom <csup 19 (= k) fllareen (Z A (= k) ngvu)

kezn

car Fp% est localisable en norme de 7, donc

1 - gllen < el lurcrmym gl

d’on 'inclusion.

ii) On démontre que

() oo © M(Fp) = (M(F31)) o © (Fpt) oo -

p,q p.q pq

Soit 11 > %, alors I C M (Fp4) , autrement dit, qu’il existe ¢ > 0 tel que

1 gllesn < cllflgpallglpen . (Vfig € En).

On a aussi (F;,)f(}) C (M(F;Z)) = M(Fp4).

£ £

Inversement, si f € M (FM) on a pour toute g € Fp4

19 ¢ = k) £~ gllgsn <710 ¢ =) Fllpon gl o

S =
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d’ou

16 = 1) sy < (s 1 = ) 1

m
Fp,q ’

donc

(M (F35)) e © (F3) -

pq p,q

5.3 Continuité des o0.ps.d sur les espaces des multipli-
cateurs ponctuels

Dans ce paragraphe on démontre que les opérateurs pseudo-différentiels sont bornés

sur I’espace des multiplicateurs de F,*% pour u > % et ne sont pas bornée pour 0 < p < %.

5.3.1 Théoréme de continuité sur I’espace de M (F} )

Proposition 5.8 Soient 1 < p,q < oo, m € N\ {0} et p > 0. Soit v, une fonction de

type 1. Posons

th>1/q

1
1 _ m “as
1153 = 10+ ([ (o 0 sm 1851, )G

Alors ||-|| gou et ||||5312u sont des normes équivalentes dans Byl .
’ P.q

Preuve. Etape 1. Nous prouvons qu'’il existe une constante ¢ > 0 telle que

/]

1
g < clFIG, (5.20)
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Soit S™! la sphére unité de R™, nous avons

n(@) = o / (e —1)™dh’  (meN,zeR"),
S =

et comme F(ATf)(&) = (%" — 1)™(Ff)(€) il est clair que

F (g Ff) <x>=@ AT () di

=1

et n(x) # 0 sl x € supp ¢ ou x € supp ¢, donc

Sif@) = 7

)(y) Fltm27) Ff) (e —y) dy
f'

B !Sjll /WH /R _1<ﬁg_j§) (y) A3 f (@ —y) dydh’.

Par conséquent

/ — ¢<2_j')
I5:61, < gy [, 1oz aflar [ F(CEST) W) a
< e sw Az,

u€R™, |u|<2—7

Maintenant parce que

v (277) < e2M v, (1) (t>0,j€eN),



Chapitre 5. Continuité des o.ps.d sur I'espace des multiplicateurs M (E) 91

par conséquent

([ (w0 o lazsl,)' )

0 ) 2—Jj+1 1/
C<Z <v# (277)  sup (A AT ) 2_“qt/ t_“q_ldt) !
]:O UGR" \u|<2 J 27
/
> ¢\l -
Etape 2. Nous prouvons 'assertion inverse de (5.20). Nous avons
v (t) <27t Py, (27F), (0<t<1, keN),
alors nous obtenons
! adt > 27
| (wswiars,)'§ < S (2 w2 sup 15111)) [ e
0 Ju| <t |u\<2 ¢ —k
nd q
</ < sup ||AMf )
Z:; MSH [FAVA|
Soit u € R™ tel que |u| < 27%, nous avons
. .
AT (U ) (@)] < 29068 sup BT EEDN gt geap ) (5.1)

wi<z—r 14|20yl

ot d > (n/min(p, q)). Nous avons décomposé Al f en
k 00
(Z + Y )Am S;f) = Ay + By,
J=0  j=k+1

et nous estimons chacun des deux termes (le nombre naturel m n’aura pas un role im-

portant ici). Choisissez deux nombres réels r et t tels que 0 < r < u < t, et en utilisant
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(5.21) ou l'on remplace d par r et ¢t dans l'estimation des Ay et By respectivement , on

obtient

si),))" 22

(32 (o ) 1l )7) < o 32 (-3 ot (279,

et
0o /q 0 (_)k o] _(_). . o q 1/q
(3 (o203l )) " < (30 (20 30 20, 2 153, ) )™
(5.23)
A partir de maintenant, nous appliquons (1.11) et I'estimation élémentaire Hs;fvd fll <
p
IS5 f1l, (d =7 out)a (5.22) et (5.23). .

Définition 5.9 Nous dirons qu’une distribution ¥ est homogéne de degré o € R, si
V(tz) =t (x), (Vt >0, z € R").

Lemme 5.10 Soient 1 < p < oo, 7 > —%, ¢ € D(R™) et ¥ une fonction homogéne de

degré 0, C* en dehors de l'origine. Alors la fonction

7 (7)o

n

T+
appartient ¢ By .

En outre, si1 < g < oo etu:[0,00) — R une fonction positive telle que

(i (zmwp)k (275 )q)l/q < +o0, (5.24)

k=0

alors la fonction |x|" 9 (x) ¢ (v) appartient a B
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Preuve. Etape 1 : Soit g (z) = |z|" ¥ (z) ¢ (z), pour prouver que g € B;:;f (R™) on
va montrer par récurrence sur m = —[—7 — 2] — 1, (m € N) que g e B;;fﬁm (R™) ou
la] < m.

1. Lecasm =0, 0 =71+ % <1, posons (Ang) (z) = g(z+h)—g(z), ona

1Angl? < ( [+ ) Bng (o) de
|z|<2|h| |z|>2|h|

dans la premiere intégrale, on majore |Ayg (x)| par |g (x + h)| + |g (z)| ce qui donne

/ Ay (@)Pde < 2 / 9 (@) da
|z|<2|h| |z|<3|h]

< c/ |z|™ dx
|| <3[R

C, ’h’ﬂ'p 7

IN

dans la deuxiéme intégrale, le théoréme des accroissements finis donne
[Ang (2)] < e|hf |z

d’ou

/ |Apg ()P do < c|h]p/ 27D da = ¢ | b7
|z|=2|R

|z|>2]|
ainsi [[Angll, < clh|”.

2. Lecasm =0, o0 = 1. Pour évaluer ||g|| 5., ’estimation porte sur la seconde différence
p,00

Afg(x)=g(x+h)—2g(x)+g(x—h).
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De maniére analogue au (1), on a

[ @la < v [ jra
|| <2(h| || <3]|h|

< clhf”,
et la formule de Taylor a I'ordre 2, permet d’obtenir
ARy (@)| < el e (pour |z >2]|h])

d’ou

/ A2 (2)[Pde < ¢ WP/ 2P do = ¢ [P
|z]>2|h|

|z|>2|h
2
finalement [|Agll, < c[h].
3. La récurrence sur m.
Fixons o dans N", tel que |a| < m, la fonction g(®) est une combinaison linéaire des

fonctions de la forme

g; (@) = a7 A (@)Y (2), (=0, ).

ot A est homogene de degré 0, C*° sur R"™\ 0 et ¢) € D. Onam < %—H’ entraine j < 7+ %,

donc

[ln@rar<e [ japea
TESUpp ¥

. N +_
ce qui prouve que g; € L. Il reste & montrer que pour |a| =m, g; € BT@O” "

e Si j # 0, ’hypothése de récurrence s’applique et donne

+%—j T+2—m

-
g.] € proo — Bpaoop
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° Siij,ona1§m<T+%<1+m,d’of1
T+2—
9; GWplc_’Bp@op "

., +o_ . +n
Alors toutes les dérivées de g, d’ordre o, (|a| < m), sont dans Byl , d’otl g € Byl .

s T2
Etape 2 : En utilisant (5.24) et comme B, — B}, alors on trouve le résultat. |

Théoréme 5.11 Soient t >0,17>0,1<p<o0,1<qg<o00,0<d<1etNeN. Soit
v, une fonction de type 1. Alors

i) Sip> 2, w un module de continuité vérifié (3.1), alors tout opérateur o(x,D) €
OP[s(w, N) est borné de M(Fi™ dans M(Fy%), ot la fonction Uptm est définie dans
le théoréme 3.1.

i) St p > =, w un module de continuité qui ne vérifie pas (3.1), alors il existe un
opérateur o(x, D) € OP/s(w, N) et une fonction h de M(E™) tels que o(x, D)h ¢
M(FE,%), ot la fonction U,y est définie dans le théoréme 3.1.

i) Siop < &, alors tout opérateur o(z,D) € OPl[ff;](l, 1), n’est pas borné de M(F},%)

dans M(F,%).

Preuve. i) et ii) Il Suffit d’appliquer la proposition 5.7 et le théoreme 4.14
iii) On suppose que o(x, D) € OPl[i];(l, N), est borné de M (F,%) dans M(FE,%).
Soit la fonction

T

g(@) =lz/Mo( )o@, (= (n/p)

]

ol ¥ est C™ sur la sphére unité S™~!, positive et & support contenu dans l'ouvert

1
V= {g: = (z1,2) €S im < —3 ]:C|}
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¢ € D(R™), positive et ¢ (z) = 1 sur la boule unité |z| < 1. Alors g € M (F,)) pour
0<pu< % puisque on a démontré dans le lemme 5.10 que g € Bp,?;o N L*>, et d’aprés le

théoreme 5.6, on a g € M (Fp4) . Soit o(z, D) un o.ps.d. d’ordre [s], de symbole

1+(s]

7(©) = (1-2©).

ou (£,€) € Rx R" 1 et A € D(R") qui vaut 1 ou voisinage de 0. Pour tout g €

D (R™), 'opérateur o(x, D) est défini par
o(x,D)g = Rig — c1(Ry * (ag[f’l]]:_l)\))g

ol R; est la transformation de Riez associée & la premiere composante définie par

1 — U

Rig (z) = lim 19 (v) dy.

=0 |z =yl
PR

Puisque R;g est borné sur L? (R™) (voir [34], p. 56 ou [9], p. 86) et g € L? (R™), on obtient
par Young
[(Ry* (951 F " N)g| o, < ez llglls [0 F 1A, -

De ce qui précede, il suffit de montrer que Rig ¢ L™ (R™) et par conséquent o(z, D)g ¢
M (Fpy).
En effet, Soit 'ouvert

1
U:{xGS”_1:1}1>§]az|},

alors, quelques soient x et y dans R™\ 0, tels que

£ Y

1
celU, =€V entraine T —y > = |l —yl,
|z vl 2
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pour tout z € R" tel que |x_| € U, alors on a I’égalité
x
5}4—[5} w}-ﬁ-[s}
[ e =c, /R e P (V6 €D®RY)  (5.25)

et comme x; — 1y, > % |z — y| on trouve

(xl - y1)1+[8] 1 s —n—|[s
/ |$_y|—n+1+2[8ﬂ (y)dy > (g)HH 2=y g (y) dy

lx—y|>e |lx—y|>e
par conséquent

1+]s]

. Ty —y
Rig(z) = lim / “—Mg(y)dy
s Tl

Ly / S (y>

—) e 27"y "I = ) dy

5) ™0 (2
lz|<]y|<1

A 191l L1 (gn-1y llog |[] -

v

v

Ce qui prouve que R;g n’appartient pas a Lo (R"). Alors o(z,D)g ¢ L* et puisque

M (F,ﬁi}) — L, ( d’apres le proposition 5.5) alors o(x, D)g ¢ M (F;’g) ce qui contredit

que l'opérateur o(z, D) est borné.

Maintenant on prouve I’égalité (5.25). Il suffit de voir que la fonction localement inté-

grable f (&) = &V/[€]° (pour k = 1,2, ... et 0 < s < n + 2k), est la transformée de Fourier

dans D' (R"), de la fonction F1f (z) = x%/ |«["*"* | (voir [33, ch. 3/(31) p. 73]). En

effet, depuis la fonction (i€, )" e2¢/é"¢t la transformée de Fourier de (t/27)2 8';1(6_%"'”'2),

alors

(27T>_% Hhts /n (_%xl)k e’%|”|2$<$) do = /Rn (Zfl)k e ailéP ¢ (&) d¢,
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s

pour tout ¢ € D (R"). Nous multiplions les deux cotés de cette égalité par t~172, nous

intégrons sur ¢ dans [0, 00) et en utilisant le fait que

0o
nap_1_—1Lz? _ 2kt(n—a)/2 n—a
\/0 12 62||dt—Wr(kJ+T),

o —1-5 _L|£|2 9 s
/O tTizemx N dt = &1 (5)

alors on obtient la conclusion désirée par le théoréme de Fubini. [

5.3.2 Théoréme de continuité sur M ((F} )e)

Nous prolongerons notre étude pour prouver, sur M ((E,%)¢ ), le méme résultat de [6]

cas de l'espace de Besov usuel.

Théoréme 5.12 Soient > 0,7 >0,1<p<oo,1<g<o0,1<r<oo,0<§<1,
N € N et v, une fonction de type ji. Alors

i) Sip > %, w un module de continuité vérifié (3.1), alors tout opérateur o(x, D) €
OP/s(w, N) est borné de M((FZZW)”) dans M((Fy%)er), ot la fonction v, est définie
dans le théoréme 3.1.

it) Siop > T woun module de continuité qui ne réalise pas (3.1), alors il existe un
opérateur o(x, D) € OP/s(w, N) et une fonction h de M((Fﬁym)w») tels que o(x, D)h ¢
M((Fp%)er). La fonction Uiy, est définie dans le théoreme 3.1.

ii) Sty < %, alors tout opérateur o(z, D) € OPI[’:S](I, 1), n’est pas borné de M ((Fy4)e)

dans M((Fp%)e).
Nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 5.13 Soient t € R, n >0, 1 <p< oo etl <r,qg<oo. Alors
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i) Ona

M(Fn) — M((Fy%)er) -

i) Sipu>0,o0na
M((E)pr) — Lo -

pq

Preuve. La preuve de (i) est évidente. Soit b € M ((F,%)¢) on considére 'opérateur

Tbi S — Sl
fr=0bf

on a Ty est borné de (F,%) ¢ dans (F%)e (car b € M((Fp4)er)), et Ty, est borné de (Fl/v,’")gr

P'\q
dans (FY")y (car b € M((F2%)p) = M((FY"),)). Donc par la proposition 1.21 et

P'\q r',q’

U Uy
comme F,% = (F,%)w on a

) v v 1/v v 1/v
L2 = Bty = (F)e = (Fyd)e, (F3S™)e)y = (i BE)) |

ce qui donne que Ty, est borné de L? dans L? c’est-a-dire b € M (L?) = L™. Alors
M((Fye)er) — L.

|
Preuve de Théoréme 5.12. Pour la preuve de (i) il suffit d’appliqué la proposition

5.13/(i) et le théoréme 4.14/(i) ce qui donne pour g € M (Fy%) que

s

N Y WY W =
M((Fplg)er) H ( ) (Fpfa)er M(Fply ( ) (Fpla)er
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Nous utilisons le méme o(x,&), g et h de (3.3), (3.6) et (3.7) respectivement. puisque

h € S nous obtenons

g - U(I»D)h“(F;’f;)” > C”gng(Z (v, (27) 2_(1—6)ij(2—(1—6)j))Q)l/q
=0

J
= 4+0.

Dans le cas p < % on utilise la proposition 5.13/(ii), puis le contre-exemple du théoréme
5.11/(iii). Autrement dit, il existe un o.ps.d. o(z, D) d’ordre [u] et une fonction h €

M ((Fpl)er) tels que oz, D)h ¢ M ((Fp)er)- n



Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la continuité des opérateurs pseudo-différentiels
sur les espaces de Triebel-Lizorkin généralisés F, espace (F,4)er, Vespace M(FyY) et

'espace M ((F,4)e) avec la condition de régularité

(Z (Uu (2716) 27(176)kNw(2—(1—6)k))Q)1/q < +oo0.
k=0

Cette étude nous a permet de généraliser certains resultats dt a M. Moussai [22] et [23]
et a Drihem-Moussai [11].

La globalité de ce travail c’est fructifier par des résultats apparues dans :

e Chapitre trois publié dans Analysis, 31 (2011), 13-29.

e Chapitre cinq publié¢ dans Mathematica Balkanica. New Series Vol. 23, 2009, Fasc.

1-2 2009. 145-161.

e Chapitre quatre peut former une publication en collaboration avec le directeur de

la thése.

QQuestions ouvertes

Pour p = %, est-ce que les opérateurs pseudo-différentiels (de la classe concernée dans

cette these) sont bornés sur L'espace M (F,%) 7 sur M ((Fplq)er) ?
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