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Notations

Ap inverse généralisé de A

Pg projection sur F

1* —inverse

G, —inverse

rg(A) rang de A

N(A) noyau de A

R(A) image de A

t A la matrice transposée de A
@ somme (topologique) directe

0;; symbole de Kronecker

||l.]| norme .
(,) produit s calaire

A(E, F) espace d’opérateurs linéaires définis de E dans F

A(E) espace d’opérateurs linéaires définis de E' dans E
B(E, F) espace d’opérateurs linéaires bornés définis de E dans F
A* matrice (opérateur ) adjoint(e)

y* transposé conjugué

A" inversede Moore-Penrose

tr(A) trace

A’ opérateur adjoint

E fermeture

D(A) domaine de déinition

Cp(A) support de A.

Ly [a, b] espace des fonctions & carré integrable

lo espace des suites & carrés sommable

ls espace des suites bornées

Cy espace des suites conv. vers 0

Cla,pjespace des fonctions continues sur [a, b]
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0.1

INTRODUCTION

L’inversibilité est 1’'une des disciplines les plus répandues en Mathématique, beacoup de prob-
lémes sont interpretés par une équation du type Az = y, ou A est une transformation donnée,
qui est dans notre situation un opérateur linéaire défini d’'un espace vectoriel E dans un autre

espace vectoriel F.

Pour que I'équation proposée admette une solution pour y dans F, il est nécessaire que A
posséde une transformation réciproque, ou bien trés précisement un inverse. et comme ce n’est
pas toujours le cas, par exemple si 'equation Az = y représente un systéme linéaire, pour que
A posseéde un inverse il faut que la matrice associée & A soit carrée réguliére, le manque de I'une
de ces conditions entraine la non inversibilité de A.

Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum de propriétés
dont 'inverse usuel réjouit, d’'une maniére que cet opérateur existe pour une classe plus large
d’opérateurs linéaires.

Si Ag est un opérateur linéaire vétrifiant AAgA = A et AgAAg= Ap, ces proprités, qui
sont celles de 'inverse ordinaire, rendent Ay aussi proche de I'inverse de A, ou autrement dit

on est proche d’obtenir AgA = Ig, l'identité dans FE.

Les opérateurs les plus proches de I'identité du point de vue proprietés, sont les projecteurs
(Papplication identique est une projection dont l'image est l’espace tout entier), pour cela,

cherchons Ay vérifiant I'une ou les deux équations
AgA = Pg

AAo = QF
P et @ étant des projecteurs vérifiant de plus AQ = A et (ou) AgP = Ay .

La question a été connue depuis longtemps; utilisée par Fredholm pour traiter les équations
integrales , aussi par Hurwitz, Hilbert, ..., et ainsi des définitions de ce genre d’opérateurs

apparaissent, donnant naissance & une terminologie variée, suivie de notations différentes, mais



possédant toutes un point commun, faisant apparaitre leurs proprietés proches de celles de
I'inverse usuel.

Parmi la terminologie éxistante, citons par exemple : inverse partiel, inverse intérieur,
inverse extérieur, quasi inverse, pseudo-inverse, inverse généralisé,.... D’autres inverses portent
les noms de leurs fondateurs, par exemple: l'inverse de Moore, I'inverse de Moore-Penrose,
Iinverse de Drazin, de Duffin,...

Les travaux, des quels notre théme est inspiré ont traité le systéme suivant:

(AAp)A=A
(AgA)Ap = Ao
Ou Ay est interprété comme (GG1— inverse de A.

Notre travail va dans le sens de généraliser les deux équations:

AA=T— Py,
AAog = Qpa)

Ou PR( Ao) désigne une projection sur le sous espace R(Ap).

Afin d’ étudier 'une o bien simultanément, les deux équations

(AgA)F =1 — Py
(A4o)F = Qpa)

Ou k est un entier > 2. Supposons A une matrice carrée, Ay une matrice carée telle que
AAy = —1 alors Ap n’est pas un inverse a droite pour A, il n’est méme pas un inverse généralisé

au sens du systéme, mais comme (AAg)2 =1 on obtient

(AAg)2A = A
(AgA)2Ag = Ay

Ag est appelé Ga—inverse de A, on verra qu’il posséde des proprités trés proches de celles

de l'inverse usuel.

On appelle, donc 1% —inverse de A tout opérateur Ag défini de F' dans E vérifiant (AAg)* A =

A et si Ag vérifie simultanément

(AAg)FA = A
(AgA)* Ay = Ag



alors Ag est dit G —inverse de A.

On remarque que cette notion d’inversion est liée aux racines d’ordre k de 'identité, qui
sont des opérateurs linéaires S tels que S¥ = I. Des paragraphes sont consacrés a ces racines
dans des éspaces différents.

L’inversion généralisée posséde un aspect pratique; on en trouve des applications dans des
domaines différents tels que les équations matricielles , équations a opérateurs, approximation,
etc...

Le travail est réparti sur quatre chapitre (parties), le premier chapitre, en plus de son car-
actére introductif, traite le cas de dimension finie, il donne les proprietées algébriques générales
des inverses généralisés, des constructions différentes de ces inverses, tout en signalant le role
des raines de la matrice identité.

Le deuxiéme chapitre se sert des proprietés des espaces normés pour présenter des proprietés
pratiques des inverses généralisés. On y intoduit 1’ inverse de Moore-Penrose, on montre la dis-
continuité de 'application associant & ’opérateur A son Moore-Penrose inverse. Un paragraphe
introductif est consacrée aux systémes linéaires Ax = b, on donne enfin une application des G —
inverses pour la résolution de I’équation f(x) = 0, en utilisant la méthode Newton-Raphson .

Le troisiéme chapitre étudie les proprietés algébriques des inverses généralisés, la liaison
des inverses généralisés avec les projections, tout cela dans le but de généraliser la théorie
de Nashed-Votruba. Une approche pour une classification des inverses généralisés trouve sa
place dans ce chapitre. On continue avec les équations a opérateurs linéaires, en donnant des
conséquences des résultats obtenus.

Le quatriéme chapitre et le dernier traite le cas de 'inversion généralisée dans des struc-
tures topologiques, les exemples les plus familiers sont les cas des espaces de Banach et de
Hilbert dont les proprités particuliéres sont d’intéret considérable, on s’intéresse en particulier
a 'approximation de la quantité ||Az — y||. On y trouve aussi les cas mixtes, ou I'un au plus
des espaces est muni d’une structure topologique.

La notion de racine de l'identité existe partout, car on y revient chaque fois en intrduisant

des propriétés spécifiques a chaque situation.



0.2

Chapitrel

Inversion généralisée d’opérateurs linéaires
dans les espaces de Dimension finie.

le premier chapitre, en plus de son caractére introductif, traite le cas général de dimen-
sion finie, les outils utilisés sont purement algébriques, on y trouve les propriétés générales
des inverses généralisées, On y trouve aussi la réponse a la question d’existence de l'inverse
généralisé d’une matrice quelconque, 'introduction en premier lieu de la racine d’ordre k de
I'identité comme étant un inverse généralisé de cette derniére, et en se servant du caractére
de ce domaine, on dégage aussi quelques proprietés algebriques de ces racines, la question de
calculer linverse généralisé d’une matrice a trouvé sa réponse en quelques méthodes basées
toutes sur les techniques du calcul matriciel. Le dernier paragraphe de ce chapitre est consacré
a l'étude de I’équation matricielle AX B = C ou 'on explicite la condition nécessaire et suff-
isante d’éxistence de solution, cette question sera traitée avec plus de détails dans le troisiéme
chapitre.

Les démonstrations sont basées généralement sur les techniques du calcul matriciel.

Soient F, F', deux espaces vectoriels sur le méme corps C, de dimensions finies m et n respec-
tivement , A:F — F un opérateur linéaire.Si (ey, ea, ..., €y,) est une base de E, (f1, f2,..., fn)
une base de F', A est bien détérming, si 'on connait I'image de la base (eq, g, ..., €,,) par A, soit

n

Aej = Y a;jfi,ce qui s’exprime par la matrice (a;;)i=1..m . A 'opérateur A on fait associer sa
i=1 Jj=1,..... n

matrice dans les bases mentionnées en la notant aussi A = (a;;) i=1...m , ou bien simplement, s'il
n

1=
G=1,...
n’y a pas de confusion a craindre A = (a;;).
Rappelons que R(A), 'image de A, est le sous espace de I engendré par la famille (Ae;)i=1,..m
, 7g(A) , le rang de A, est la dimension de R(A), c’est aussi le nombre de vecteurs colonne

linéairement indépendants constituant la matrice A. rg(A) < min(dim E, dim F').



1.1.1 Définittions:

Soient F, F', deux espaces vectoriels sur le corps des nombres complexes C, de dimensions
finies m et n respectivement , A:E — F un opérateur linéaire, (e, e, ..., €,,) une base de F,
(f1, f2y .-y fn) une base de F, alors,dans les bases précédentes A est de la forme:

n
Aej = ) a;jfi,ce qui s'exprime par la matrice (aij)i=1..m -

1=
i— J=1,

L’opér;tgur linéaire Ag : F — E est dit 1¥—inverse de A, si (A4g)* A=A , k e N*.

Si de plus A est 1¥—inverse de Ag, alors Ag est dit Gi—inverse de A,ou chacun est
G —inverse de 'autre.

Etant donné que A(FE, F'), 'espace d’opérateurs agissant de £ dans F, et M, ) l'espace
vectoriel des matrices de type (n,m), sont isomorphes, alors au lieu de 'opérateur A, on peut
considerer la matrice A.

La définition aura la forme suivante:

Soit A une matrice de type (n,m), une matrice Agde type (m,n) est dite 1¥—inverse de A,

si A(AgA)* = A, k € N* et si de plus A est 1¥— inverse de Ay, alors Ag est dite G —inverse de

A, ou bien A et Ag sont I'une G—inverse de I'autre.
1.1.2 Remarques:

1- Si A est une matrice inversible, inversible & gauche, inversible adroite, alors son inverse,
son inverse & gauche, son inverse a droite , respectivement, en est un 1% — inverse, il en est aussi
G —inverse.

Par exemple si Ag est un inverse a gauche de A, c’est & dire on a AgA = T , alors (AgA)¥ =T
et par conséquent A(AgA)* = A. L’ autre relation se déduit d’une maniére analogue.

2- Si Ag est un 1'—inverse, ( G;—inverse) de A, alors Ag est un 1¥— inverse, ( G —inverse)
de A.

La réciproque n’est pas vraie, car si Ay est un 1% — inverse de A; et

g€ C- {1} tel que ¥ = 1, alors A est un 1*— inverse de A qui n’est pas un 1'— inverse.

3-Si Ag est un 1¥—inverse, ( G —inverse); alors ‘Ag est un 1 — inverse, ( Gj—inverse) de
T,

En effet , la relation A(AgA)* = A nous conduit , par transposition, &

[(A(AoA)F) =" ((AgA)F ) TA = ((PA"Ag)* )P A =" A.



La relation vérifiant la G —inversiblité se déduit de la méme fagon.

1.1.3 Exemples:

1- Supposons A = I,,, la matrice identité d’odre n, si Ag est un 1¥— inverse de A, alors il
doit vérifier Aé{ = I, , donc Ag est une une involution d’ordre k. ou bien une racine d’ordre k
de l'identité.

Le cas particulier n = 2 nous fournit ’ensemble:

( pjp—1 P matrice carrée d’ordre 2 inversible
A=
a 0
J =
( 0 8
avec o] = |8 =1
10
2- Soit A=
0 0
alors
27
ekt O
Ay =
0 0

est un G—inverse de A.

3-Supposons

A O

Ajétant une matrice inversible d’ordre r = rg(A), r < min(m,n), on vérifie bien que



SATY 0
0 U

est un 1¥— inverse, de A, ou:

S étant une racine carrée d’ordre k de I, Al_lest I'inverse de A;; U une matrice quelconque
de type (m —r,n —r),

1
Donc pour A = ,

0

on peut choisir Ag = (¢,a) ; €F=1 o € C, comme 1% —inverse de A.

4-Considérons

1 0
01
A=
0 0
00
Alors
1 0 0O
tA:
01 00

est un 1¥—inverse de A.
on vérifie aussi que, pour
, 1 0 00
A
0100

! . . ! . .
tA" est aussi un 1¥—inverse de A', en conclusion, A et *A sont Gj—inverses 'un de I’autre.

5- Soit

10



01 0 .. 0

010
01 O
0 1 0

1 st j=i+1

aij =
0 st non
Cherchons Ay un 1!'—inverse de A.
SOit AO = (bij), AA() = (Cij)
cij = D Qikbrj = @iit1bit1; = bita;.
k=1
AAA = (3 ciwag;) = (32 bivikar;) = (bit1j-105-15.)
k=1 k=1

Pour avoir AApA = A on exige que bj11j-1aj—1; = a;;; alors

lsij=i+1
bit1j-1 =
0 si non

c’est & dire b;+1; = 1, tandisque le reste est contitué par des zéros, ce qui donne la transposée

de A, donc:

Ay = 'A.

1.1.4 Proposition:

11



Si A et B sont deur matrices équivalentes i.e. il existe deux matrices carrées inversibles P
et Q telles que A= P~'BQ, et si By est un 1*—inverse ( Gp—inverse)de A, alors

Ag = Q 'ByP est un 1¥—inverse ( Gr—inverse) de A respectivement.

Preuve:

Supposons By un 1*—inverse de B, alors,

A(AgA)* = (P7'BQQ'ByP)*PBQ

= P~Y(BBy)*PPBQ

=P 'BQ

=A

Donc Ag est un 1¥—inverse de A. Le cas o Ag est Gp—inverse de A, se fait de la méme

fagon.

1.2 Existence de  1F—inverse, Gj—inverse.

1.2.1 Proposition:
Toute matrice posséde unlF—inverse, (un Gy —inverse).
Preuve:

Considérons le cas général ou A est une matrice de type (m,n). Supposons que rgA =r <
A 0
0 O

min(m,n), alors A est équivalente & une matrice B =

Ajétant une matrice carrée inversible d’ordre r.

Il existe deux matrices P et @ inversibles telles que A = P~'BQ, soit Ag = Q 'ByP,

ou

SATY 0
0 U

12



S est une racine de 'unité d’ordre k ;(S% = I,.),
U une matrice quelconque de type (m —r,n —r). Alors By est un 1¥—inverse de B, d’aprés
ex (1.1.3) .En se servant de la proposition (1.1.4 ) alors Ag = Q' ByP est un 1¥—inverse de A.

Pour montrer l'existence du G g —inverse, on reprend la méme construction avec

SAT 0
0 0

1.2.2 Remarques:

On remarque que la construction ainsi faite, permet d’obtenir des 1¥—inverses et des G, —inverses
de A. L’intervention de la matrice arbitraire U conduit certainement & un changement du rang
de Ap, on montre donc qu’ il est possible de trouver des 1¥—inverses qui ne sont pas des

Gj,—inverses de A, pour cela considérons ’exemple suivant:

Soit
0 1
A =
0 0
On remarque que:
a b
Ag =
1 ¢

ol a,b,c € C, est un 12—inverse de A,
0 1

1 0

est un 12—inverse de A qui n’en est pas Ga—inverse.

tandis que

13



On peut énoncer:
1.2.4 Prpoposition:
Pour que Ay, unl®—inverse de A, soit G, —inverses de A, il faut et il suffit que
rg A=rg Ap.
Preuve:

Supposons A et Ay, Gp—inverses I'un de Iautre, du fait que le rang du produit ne dépasse
pas le rang de n’importe quel facteur, on obtient

rg A=rg Ag.Si Ag est unl¥—inverse de A tel que rg A = rg Ao, alors

rg (AgA)F =rg Ag, or R(AgA)* C R(Ap), I’ image de Ao,

donc R(AgA)* = R(Ap), il éxiste alors B : R(AgA)* — R(Ap), vérifiant (4gA)*B = Ag. On
multiplie & gauche par (AgA)*, on obtient

(AgA)F (AgA)*B = (AgA)*B = (AgA)k Ay = Ay.

Donc Agest un G —inverse de A.

On pourrait remarquer que (AgA)*(AgA)* = (AgA)* | cest le sujet de la proposition suiv-
ante.

Revenons a 'exemple précédent, on a

Ag =

est un Go—inverse de A.

1.2.5 Proposition:
Si Ag unl®—inverse de A, alors (AgA)¥ et (AAg)¥ sont des idempotents.

Preuve:

Considérons le cas ou

14



Ajétant une matrice inversible, comme dans (1.1.3), alors

SATY 0
Ag =
0 U

Considérons par exemple (AAg)*

On calcule

et

Donc (AAg)? = (AAg)~.

On peut bien se servir de (1.1.4) pour traiter le cas ou A = P~1A'Q

Ay = Q TAP

N / 2z
Ou A est donné sous la forme:

(A49)* = (PTrA'Q.Q A, P)*
= P YA A)*P
= P YA AP

= (AAo)".

15



1.3 Gi—inverse d’un bloc de Jordan

Dans ce qui suit on construit les inverses généralisée d’un bloc de Jordan, considéré comme
forme simple d’une matrice carrée, cette construction peut servir comme moyen de démonstra-
tion d’existence d’1*¥—inverse, ou de Gj—inverse.

Supposons A matrice carrée, ayant pour valeurs propres distinctes A1, Ag, ..., Ap, sa réduite

de Jordan a la forme suivante:

A
As

Ou chaque A; 1 < ¢ < p posséde soit une forme diagonale, soit la forme:

On remarque que :

16



SlAl_l
SQA;]'

Jo =

SpAL

Ou

S; ©=1,...,p sont des racines d’ordre k de I'identité, et qui sont de méme ordre que A, L
et
A7 osiN#£0
A, siN =0

(3

AT =

C’est a dire, A;l est I'inverse de A; si \; # 0. Pour \; = 0, alors A L=t A, comme dans
(1.1.3).
Alors Jy est un 1¥—inverse, ( Gy—inverse) de J.

Pour obtenir un 1¥—inverses qui n’est pas Gj—inverse on procéde comme dans (1.2.1).
1.3.1 Calcul de A;*

Considérons

ou A # 0.

17



Pour

0 1
0
A=
1
0
Ona A=\, + A= \I,+\"1A), alors,
A= XN (1, + AA) !
k
= X (=1)PAxTPAP
p=1
=1, - N TAFNTZA? ¢ (—1)maT AL
On remarque que A" = 0. (1.5).
La forme générale de A~! est de la forme:
D L=

D LT S R et

AL a2

1.4. Calcul d’inveses généralisés

La proposition (1.2.1 ) asure I'existence de 1’ 1¥— inverse , mais pour la détérmination

de cet 1¥— inverse , on devait se servir de la proposition ( 1.2.4 ), qui utilise deux produits
maticiels et deux inversions directes. Dans ce paragraphe on éxpose une méthode contenant

plus d’opérations, mais des opérations plus simples que celles décrites par la proposition ( 1.2.1

18



1.4.1 Proposition:

Soit A une matrice de type (m,n), et de rang r =m ou r =n
-Si r=m alors:

Ag =t AS(A*A)7L est un Gy— inverse de A , et

-Si r=mn ,alors:

Ag = (PAA)"LS! A est un Gy— inverse de A , ot S est une racine de l'unité d’ordre k.
Preuve

Sir =m , alors A'A est une matrice carrée d’ordre m = r, et de rang r,
donc c’est une matrice inversible, on calcule
(AAg)FA = APAS(A'A) "L A AS(ATA) L. ATAS(AA) LA

k fois

= A'ASF(ATA)TA
= A

D’une fagon analogue on montre que

(AgA)k Ay = Ay.

On a montré donc que Ay =! AS(A*A)~! est un Gy— inverse de A.

Si r = n alors ‘AA est une matrice carrée d’ordre n = r et de rang r , donc inversible, on
vérifie bien que:

(AAg)FA = A(ApA)*

= A(PAA)IS'AA(PAA)TISTAA.(LAA)TLS!

k fois

=A
La formule (AgA)* Ay = Ag peut etre obtenue de la meme fagon, ainsi Ag = (*AA)~1S*A

19



est un G — inverse de A.

Gréace a la proposition suivante, qui se sert de la possibilité de factorisation d’une matrice
en produit de deux matrices préservant le rang, il est possible de de calculer les Gi— inverses

d’une matrice ayant un rang différent de ses dimensions :

1.4.2 Proposition:

Pour toute matrice A de type (m,n) et de rang v , v # m et r # n ; alors il existe une

matrice B de type (m,r) et de rang r ; et une matrice C de type (r,n) et de rang r , telles que

A= BC et

Ay = CySBy =t C(Ct'C)"*S(!BB) B, est un Gy — inverse de A.
Ici Cy =t C(C*'C)LS et By = (*BB)"YB , S est une racine d’ordre k de l'unité.

Preuve:

Comme rg(A) = r, une base de R(A) peut étre constituée des vecteurs colonnes de A , soit
B la matrice (extraite de A ) ayant exactement r colonnes linéairement indépendants, alors
I’équation A = BX nous fournit C désiré.

On se sert de 'assocativité du produit pour calculer

(AAg)*A = A((ApA)F = Bo(*C(C*'C)~1S(*BB)~1*BBC)*.

= B(C'c(cte) ts('BB) " BBC!C(C'C) ' S(*BB)"¥BBC)....C(C'C)'S(*BB) " BBC)

= BSkC
= A

Les autres opérations s’éffectuent de la méme facon.

1.4.3 Exemple:

Considérons la matrice suivante:
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101 1
A=|01 2 1
11 3 2

Cette matrice est de rang égal a 2 ; une base de R(A) peut étre formée des vecteurs colonnes

£(1,0,1) et ¥(0,1,1), la matrice B décrite dans la proposition précédente, peut avoir la forme:

10
B=| 01
11

Le choix de B est fait, il nous reste & détérminer la matrice C' sous la forme:
T11 T12 T13 T4

C pu—
To1 T2 T23 T4

le produit BC nous conduit &

1 011
01 2 1
On calcule Ay = CoSBy =t C(C'C)~1S(!BB)~!B pour
10
0 1

On cherche d’abord un 1!'— inverse de A, on obtient

5 —4 1

- 0
Ao =1/9

-1 2 1

2 -1 1

10
Pour S =

0 —1

un 12— inverse est de la forme

21



, 1 -1 -2
1 -2 -1
2 -1 1

1.5 . Sur les racines de ’unité:

L’exemple (1.1.3) nous met en contact avec des matrices dont la k*™¢ puissance est la
matrice unité; ce sont donc des racines d’ordre k de 'unité.

Dans ce qui suit on va déterminer la forme générale de la réduite de Jordan d’une racine
de I'unité , autrement dit, cherchons les matrices J , bloc Jordanien telle que J* = I,,.

1.5.1 Proposition:

Pour que le bloc de Jordan soit racine de l'unité , il faut et il suffit qu’elle soit diagonale

, et que les éléments diagonauz soient constitués des racines d’ordre k de 1 (de la forme e%.)

Preuve:

Considérons a priori la matrice

Etant donné que A = (a;;), avec
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lsit=75+1

ai]’ =
0sii=j
Déterminons A2
n
2
A = (bij), bij = kglaikakj alors,
1sij=1t+2
bz'j =
0 si non.
Par réccurence, on obtient:
A™ = (ci5),
avec
lsig=1+m
Cz‘j =
0 si non.

Donc A™, pour m > 2 est déterminé de fagon & translater de m colonnes le 1, en le

remplagant par des 0, en particulier A™ = 0, ce qui fait de A une matrice nilpotente d’ordre n.

A=A+ A,

Comme A et I, commutent, on a:

k
AF = (A+ A\L)F = zlcﬁmnfp.
p:

Comme
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Ay

On conclue pour que J* = I,,, il est nécessaire, et il suffit que J soit diagonale, et que les
éléments diagonaux soient constitués de racines d’ordre k de 1, (aucun ordre pour cela n’est

suggéré). Par exemple, n =2, k =3

1 0 1 0 a; 0
0 1 0 o 0 o

de telle fagon que o} = a3 = 1; on obtient donc 3% matrices diagonales racines d’ordre 2 de

Is.

Dans ce qui suivera on cherche les autres racines de I'unité.

1.5.2 Proposition:

S est une racine d’ordre k de l'unité, si et seulement s’il éxistent: une matrice inversible
P, J diagonale; racine d’ordre k de l'unité, telles que

S =p-ljp.

Preuve:

Si J est diagonale telle que J* = I,,, alors
Sk = (PLJP)¥

=ptypptjp.. P tJP
k fois

= p-ljkp
= plr.P
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= I,.

Réciproquement, si J est la réduite de Jordan de S, alors S = P~LJP, pour une certaine P
inversible, on a donc J = PSP~!, et J* = I,,, on sait bien que J est diagonale (1.5.1)

Désignons par 5 I’ensemble des racines d’ordre k de 'unité; définissons surﬁ la relation :

ST eU; SrT <= ST =TS «> § =TST

r est une relation d’équivalence, en éffet elle est reflexive, symetrique, et si ST = TS et
TQ = QT, alors

S=T71ST =QT Q18T

Donc

SQ ' =T71Q ST =Q 'S

D’ou

SQ = @QS. Donc r est bien transitive.

Pour S € 5 notons [S] la classe d’équivalence de S, si S = P~1.JP; avec J diagonale, alors

[S] contient aussi les matrices de la forme Q = P~1.J; P; ot J; est diagonale.
1.5.3 Proposition:
Toute classe [S] est un sous groupe du groupe linéaire GL,(E).

Preuve:

Supposons S et S* € [S]; alors

(88" = Sks"k =T,

(7est donc stable pour le produit.

Si Q est tel que QS = SQ alors Q = SQS~! d’ou
ST1Q =05 et ST e ]9].

1.5.4 Proposition:

Si A est une matrice réguliére, alors
U=AUA!

Preuve:
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Soit V' € U ; alors si A est inversible AV A~ test un élément de U, d’aprés (1.1.4)
Réciproquement, si V' € 5 , cherchons T' € (N] telle que V = ATA™,

du fait que V € 5 , on déduit I'éxistence de J € (7 diagonale, P inversible ,
telles que V = PJP~1, alors;

V =ATA™

T=QJQ ' HonQ=A'P

1.6. Equations matricielles:

Dans ce paragraphe on va se pencher sur un domaine d’application des inverses généralisés,
c’est celui des équations matricielles.
Considérons ’équation AX = C.

1.6.1 Proposition:

Soient A une matrice de type (m,n), C une matrice de type (m,q), on cherche les matrices

X de type (n,p) telles que:
AX =C ....(1)

Si Ag est un 1¥—inverse de A, alors une condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation

(1) posséde une solution est que:
(AAFC =C ....(2)
Si cette condition est satisfaite, I’équation (1) posséde la solution générale:

X = Ag(AA)F e+ U - (44,))FU.

Ou U est une matrice quelconge de type (n,p).
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Preuve:

. A 0 . . . ATlS 0
Soit A = , A1 inversible d’ordre r = rg(A), on choisit A = ,
0 0 0 0
ou SK =1,
» 0
alors (AAg)k =
0 O
X1 X Cn C
Posons X — 11 12 ; o 11 Ci2 7
X21 XQQ 021 022

Alors I’équation (1) aura la forme:

A1 X1 A1 Xqo Cii Cr2

0 0 0 0
Pour que cette équation posséde une solution, il faut que Co; = Cag = 0, ce qui se traduit

par (AAp)*C = C. La condition est donc nécéssaire. Une fois la condition est satisfaite; AXq =
(AAp)kC = C.
En ce qui concerne la solution générale, posons Y = X — Xy, de (1) on tire AY =0,

Yiu Yio ) . . .
pour Y = , ce qui se traduit par A1Y11 = A1Y12 = 0, or Ay est inversible,
Yor Yoo

donc Y11 = Y12 = 0, de telles matrices sont données par Y = U — (AA)*U.

Considérons maintenant ’équation AXB = C.

1.6.2 Proposition:

Soient A une matrice de type (m,n), B une matrice de type (p,q), C' une matrice de type

(m,q), déterminons les matrices X de type (n,p) telles que:

AXB=C ...(1')

Si Ag est un 1¥—inverse de A, alors une condition nécéssaire et suffisante pour que l’équation
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(1) posséde une solution est que:
(AAg)FC(ByB)r =C ....(2")

Si cette condition est satisfaite,alors I’équation (1') posséde la solution générale:
X = Ag(AA)F 1 C(B,B) '+ U — (AA)"U(BB,)".

Ou U est une matrice quelconge de type (n,p).

Preuve:

On reprend la démonstration comme le cas AXB = C,

B 0 B'S" 0
pour B = ;
0 0 0 0

/
on remarque que (1) aura la forme:

o
I

ATISX11 Byt 0 Ci Ciz
0 0 Co1 Ca

Il est nécéssaire que Cpg = Co; = O = 0, ce qui s’exprime par (AA4¢)*C(ByB)* = C,
pour la solution générale,

alors Y = X — X telle que AY B = 0, doit vérifier A1Y118B1 =0,

Aq; By étant inversibles, ce qui donne Y71-0. De telles matrices sont données par

Y = U — (AAy)kU(BBy)*.

Ou U est une matrice quelconge de type (n,p).

Une généralisation de cette propsition sera donnée dans chapitre 3.
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0.3

Chapitre2

Inversion généralisée d’opérateurs linéaires
dans les espaces normés de Dimension finie

Introduction:

Dans ce chapitre, on se sert des proprietés des espaces normés (pré-Hilberiens en particulier)
pour présenter des proprietés pratiques des inverses généralisés.

On commense par introduire des espaces pré-Hilberiens en premier lieu ou ’adjoint et la
projection orthogonale sur R(A) jouent un réle important . On commence donc ,par construire
un G1— inverse par deux méthodes différentes, la premiére est donnée dans (2.1.1) , la seconde
fait intervenir des proprietés de l'opérateur A*A, ces constructions sont aussi introductives a
I’ inverse de Moore-Penrose, on montre la discontinuité de I'application associant & I’opérateur
A son Moore-Penrose inverse. Une attention est donnée aux systémes linéaires Az = b, on
montre que parmi les 1¥— invrses seuls ceux qui font de (AAg)k une projection orthogonale
donnent une meilleure approximation au systéme linéaire. On donne enfin une application des
G— inverses pour la solution de ’équation f(z) = 0, en utilisant la méthode Newton .

Rappelons que F, F',sont deux espaces vectoriels sur le méme corps C ou R.de dimensions
finies m et n respectivement .

L’espace vectoriel E est dit pré-Hilbrtien s’il est muni d’un produit scalaire (.,.)

pour z,y de E , = (2;)i=1..m} ¥ = (Yi)i=1...m notons

m
(z,y) =xy* = lez@z
1=
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L’espace pré-Hilbrtien est dit Euclidien si le corps des scalaires est R; il est appelé unitaire
si le corps est C

Deux vecteurs de E sont dits hortogonaux si (z,y) =0

Une base (e, €3, ..., €n,) est dite orthonormée si

1 sii=j

0 siij

(ei,e5) = 0ij =

A:E — F un opérateur linéaire.Supposons que (e1, e, ...,en) et, (f1, f2,..., fn) sont des
bases orthonormées de E et F, respectivement. A est détérminé par la donnée de Ae; =

n
> a;j fi,ce qui s’exprime par la matrice (a;);=1..m . A opérateur A on fait associer sa matrice

1=
- =1,
21;1113 les bases mentionnées en notant de méjme A= (aij)i=1..m-
x € E, x # 0 est dit vecteur propre de A associé a]la yvaleur propre A € C si Ax = Ax.
L’ensemble des valeurs propres de A est donné par ’équation: det(A — AI) = 0.
A* Padjoint de A, est caractérisé par le fait que (Az,y) = (x, A*y) pourtousx € E,y € F,

on a aussi R(A*) = N(A)*. A est dit auto-adjoint ou Hermitien si A* = A.

La matrice carrée A est dite symétrique si ‘A = A, auto-adjointe , si A* = A.

Une matrice U est dite orthogonale , unitaire si ’espace est Hermitien si UU* = U*U =1
, les matrices orthogonales symetriques (unitaires auto-adjointes ) sont des racines d’ordre 2
de T'unité.

L’image d’une base orthonormée par un opérateur orthogonal (unitaire) est une base or-
thonormeée.

L’opérateur P : E — E est dit idempotent ou projecteur si P2 = Po P = P.

Pour P idempotent on a la décomposition en somme dirécte:

E = N(P) ® R(P), réciproquement, s’il existent Ejet Es tels que E = E; @ Es , alors il
existe un projecteur P unique tel que By = R(P) et Ea = N(P).

x € F est dit orthogonal a un sous ensemble de F, s’il est orthogonal & chaque élément de
cet ensemble.

F1 et Exdeux sous espaces de F sont dits orthogonaux, notés E7 1 Fs si tout élément de 'un

est orthogonal & l'autre.
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Si 1L FEs, sont tels que E = E; @ F», alors ils sont dits supplémentaire horthogonal 1'un
de l'autre, on note par exemple F = E%-

Pour tout sous espace Ey de F/, on a E = FEy & Eé-.

La projection sur Ey parallelement a EOL est appelée projection orthogonale sur Ey, elle est
caractérisée par le fait d’étre Hermitienne (symetrique ou auto-adjointe).

Siz € E, tel que x ¢ Ey, notons Pz la projection orthogonale de x sur Ep,ona E = Ej @Eé-,
et du fait que + = Pz + (z — Pz), Pz € Ey et (v — Px) € Ey, alors Px est caractérisé par:

|z — Px| < ||z — y| pour tout y € Ey

ce qui se traduit aussi par
— Pz| = inf — .
|lz = Pl = inf [lz -yl

2.1 Inversion généralisée dans les espaces pré-Hilbertiens:

commencons d’abord par citer quelques proprietés concernant les espaces pré-Hilbertiens
(euclidiens espaces sur R | ou unitaires; comme espaces sur C) .

Soient E et F' deux espaces pré-Hilbertiens de dimensions finies n et m respectivement,
A : E — F un opérateur linéaire, si m # n 'opérateur A ne peut pas avoir d’inverse au sens
propre; c’est a dire ; on a ou bien N(A) # {0}, ce qui se traduit par le fait que N(A) n’est
pas un sous espace trivial, ou bien R(A) # F'; autrement dit 'equation Az = y n’admet pas de
solution pour un certain y € F.

Le cas o m = n nous conduit aux mémes alternatives si A n’est pas inversible.

Notons A* : F' — E , 'opérateur adjoint de A, rappelons que I'on a R(A*) = N(A)*, donc
A est inversible si et seulement si R(A*) = E et R(A) = F.

2.1.1 Proposition:

Soit A : E — F un opérateur linéaire, E et F' deux espaces pré-Hilbertiens de dimensions
finies m et m respectivement, alors A posséde un G1— inverse, (et par conséquent un Gj—

inverse pour tout k).

Preuve:
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Si A* est I'adjoint de A, on a donc E = N(A)® N(A)t = N(A)® R(A*), notons A; la
rstriction de A & R(A*), alors A; considéré comme opérateur de R(A*) dans R(A) est bijectif
, donc inversible, son inverse noté par Afl, est défini sur R(A) C F; on definit une application
Ay : F — E , dont la restriction sur R(A) est Afl, pour cela définissons une projection
P:F — R(A); alors Ag = A{'P. Pourz € E ,on a

(AAgA)z = (AA['PA)x = (AATYPAx = A(AT'A)z = Ax; du fait que Az € R(A) =
R(P); et de la définition de A;'. Donc AAgA = A, I'autre relation se déduit de la méme

manieére.

2.2 Proprietés de opérateur A*A :

Citons quelques propriétés concernant L’opérateur A*A :
2.2.1 Lemme:

Lopérateur A*A est tel que:
a) L'opérateur A*A est auto-adjoint , positif, et vérifie

N(A*A) = N(A) et R(A*A) = R(A")

b) Si x est un vecteur propre de A*A associé & la valeur propre A # 0, alors Ax est un
vecteur propre de AA* associé & la méme valeur propre.

c) Si 1, ..., xp sont des vecteurs propres de A* A, linéairement indépendants , alors Axy, ..., Az,
sont des vecteurs proppres linéairement indépendants de A*A.

d) 1l existe dans E une base orthogonale, constituée de vecteurs propres de A*A, autrement
dit, A*A posséde une matrice diagonalisable.

e) Pour tout o = 0, Uopérateur A*A +al,  est inversible; (I étant lidentité de E).

Les preuves de ces proprietés sont données dans I'annexe

Matrice de A dans des bases singuliéres:

2.2.3 Proposition:

Pour toute matrice A de type (m,n) et de rg =r dans un espace pré-Hilbertien , il existe

deux bases orthonormées dans lesquelles la matrice de A est de la forme
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D, 0
0 O

D=

ot D, est une matrice diagonale d’ordre r (et de rang r), autrement dit, il existe deux

matrices orthogonales U et V telles que:

A=UDYV.

Un G1— inverse, (et par conséquent un Gp— inverse pour tout k) est donné par
Ag = V*DoU*

Ou Dg est un G1— inverse de D.
Preuve:

En se servant des propriétés de I'opérateur A*A, dont la matrice est carrée, non réguliére
en général, on cherche une forme simple de la matrice de A dans des bases spécifiques de E et

de F' dites bases singuliéres , partant du fait que la matrice de A*A est diagonalisable.

Supposons que rgA = r, considérons les valeurs propres de A*A, ordonnées en suite crois-
sante A1 > Ao > .. A, , ona\ >0, pouri=1.r et Ay =..2, =0.

Si (e, €2, .....,) est une base orthonormée, formée de vecteurs propres de A*A | dans FE,
on a

(Ae;, Aej) = (A*Aej, e5) = Ni(ei, e5)

Donc (Ae;) sont deux a deux orthogonaux et || Ae;|| = v/A;. Les nombres o;; = v/; s’appellent
nombres singuliers de A. on remarque que {oz;lAei} est un systéme orthonormé dans F'; on
peut le compléter afin d’obtenir une base orthonormée de F' .

On appelle premiére base singuliere de A, une base orthonormée de la forme (e, eg, .....ep)
, constituée des vecteurs propres de A*A.

On appelle seconde base singuliére de A , une base orthonormée dont les r premiers vecteurs
sont de la forme {ozi_lAei}i:L_r, notons cette base (f1,..., fry fra1s ey frm)-

Dans les bases singulieres de A, Ae; s’exprime de la fagon suivante:
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aia;lAei = q;f; i=1,..,r

0 1=

Donc la matrice de A dans les bases singulieres est de la forme:

o 0

o 0 0

oq 0

0 Q.

Comme le passage d’une base orthonormée a une base orthonormée s’effectue par matrice
orthogonale (unitaire dans le cas d’espaces Hermitiens), alors on déduit 1’existence de U et V

orthogonales (unitaires) telles que A = UDV.

Etant donné que a;...a, , sont non nuls , on propose

~1
o 0

<
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comme 1¥ — inverse (Gj—inverse)de D.

2.3 Détermination du G;y— inverse par passage a la limite:

Les hypothéses sont celles de ce paragraphe, c’est & dire F et F' sont deux espaces pré-
Hilbrtiens de dimensions finies n et m respectivement, A linéaire défini de E' dans F' . Supposons
aussi que rgA = r < min(m,n).

Soit A(E, F') I'espace vectoriel des opérateurs linéaires définis sur E et a valeurs dans F,
on munit A(E, F) par une norme qui conserve la norme par changement de bases, c’est par

exemple , considérons

Al = tr(44) = (3 x>

Les \; étant les valeurs propres de A*A, ce sont aussi celles de AA*.

Il s’agit bien d’'une norme. Si A = UDV ou U et V sont orthogonales (unitaires),
alors |[UDV || = tr(V*D*U*UDV) = tr(V*D*DV) = tr(D*D)

or tr(D*D) = tr(A*A), donc on a bien ||A| = ||[UDV||.

Définissons dans A(F, F') une convergence comme suit:

Soit ¢ un nombre réel B(t) un élément de A(E, F), on dit que B est limite de B(t)
quand t — s siVe > 0,30 =0, telsque 0 < |[t —s| < d = ||B(t) — B < e.
2.3.1 Proposition:

Soit A une matrice de type (m,n) et de rg = r représentant un opérateur défini de E
dans F' ,tous deux pré-Hilbrtiens, alors

lim (A*A+ al) tA*  est un G—inverse de A.

a—04

Preuve:

Rappelons que pour a > 0,'opérateur (A*A + af) est inversible d’apres lemme(2.2.1).
Rapportons les espaces F et F' aus bases singuliéres . Dans ces bases la matrice de (A*A +

al)~! est donnée sous la forme:
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(af +a)!

o +a) !
(A*A+al) ™t = (or +0)
a1
a1
d’ou en effectuant la multiplication a droite par A*
ai(af +a)”!
ap(a? + o)t
(AA* + al) 1A% = (a7 +a)
0
0

En passant a la limite quand o — 0 on obtient:

Ozlfl

lim (A*A + al)tA* =
a—0 0

0

Donc  lim(A*A 4 al)~1A* = Ay est en effet, 1¥ — inverse (Gp—inverse)de A.

a—0

2.4 L’inverse de Moore-Penrose:

On appelle inverse de Moore-Penrose d’une matrice A de type (m,n) tout G;—inverse de
A, noté AT vérifiant:
(AAT)* = AAT et (ATA)* = AT A
En rappelant que AAT et AT A sont idempotents , les définir auto-adjoints, c’est dire qu’elles
sont des projections orthogonales, autrement dit, I'inverse de Moore-Penrose d’une matrice est

un G1—inverse tel que AA™T et AT A soient des projections orthogonales,
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On montre dans ce qui suit 'existence de 'inverse de Moore-Penrose:
2.4.1 Proposition:

Dans un espace pré-Hilbrtien toute matrice de type (m,n) posséde un inverse de Moore-

Penrose.

Preuve:

Pour k£ = 1, la proposition (2.1.1 ) nous assure l’existence de Gj—inverse; revenons a la
preuve de cette assertion, et supposons que la projection P ainsi définie soit orthogonale de F
sur R(A) et définissons : At = PAT! (A; est la restriction de A sur N(A)1). On a

A*A=P A['A=P donc (ATA =P =P=A"A

D’autre part , on se sert de la relation A*AAT = A*

(‘en effet, pour y € F, A*A A['Py = A*A A7'y = A%y | y € R(A) or
y—1y =y — Py € R(A)T = N(A*) et par la suite A"y’ = A*y).

La relation duale nous donne (AT)*A*A = A, donc

(AAT)* = (AT)*A*AA*T = AA*.

Remarque:
Dans 2.2.3 on vérifie bien que Dy est bien I'inverse de Moore-Penrose de D, notons le D or

pour A = UDV, alors AT = V*DTU* I'inverse de Moore-Penrose de A, en effet

AAT =UDDTU*
ATA=V*DTDU

sont auto-adjoints.

2.5 Unicité de I’'inverse de Moore-Penrose:

L’une des proprietés de I'inverse de Moore-Penrose est son unicité; en effet si X est un

autre nverse de Moore-Penrose de A , on a alors
Proposition:

L’inverse de Moore-Penrose est unique.
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Preuve:

Si X est un autre inverse au sens de Moore-Penrose, on a

([ AAtA=A .. (1)
ATAAT = AT .. (2)
(AAT)* = AAT.. (3)
(ATA)* = ATA .. (4)

Si X est un autre Moore-Penrose inverse, alors
X = XAX

= A'X*X (3)

= A" (AT A'X*X . (D

= A*(AT)" XAX . (4

= A*(AT)' X (2

= ATAX e (4)

= ATAATAX ... (2)

= AT(ATATXTAT L (3)

= AT(AT)*A* L (2)F
= ATAAT . (4
= At o (2)

2.6 Discontinuité de ’inverse de Moore-Penrose:

On sait que dans l'algébre normée des opérateurs linéaires borné que l'application qui a

chaque opérateur linéaire inersible fait associer son inverse usuel, est continue. on montre que
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ce n’est pas le cas pour 'inverse de Moore-Penrose.
Munissons 'espace des opérateurs linéaires sur I’espace pré-Hilbrtien pour la norme
1
[A]l = tr(A*A) = (32 Ai)2

ou A; sont les valeurs propres de A.

10
Considérons pour n € IN* la suite A, =
0 3
10 10
Alors A, — noté¢ Ag= limA, =
00 " 00
10
Or Aj =
00
Tandis que
10
Al = ne converge pas ; par conséquent ’application inversion généralisée
0 n

n’est pas continue .

Dans ce qui suit , on montre la continuité de l'inversion , imposant la condition de la

conservation de la norme , remarquée par Penrose dans [11]; c’est aussi I'une des applications

des proprietés de A*A.
2.6.1 Proposition:

Soit (Ay) une suite de matrices de type (m,n) , si A, — A, alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
1)rg A, =rg A
2) Ab — A.

Preuve:
1) =2)

Considérons un polyndéme annulateur de A*A | c’est & dire un polyndéme de la forme
LA A+ co(A*A)? + ..+ (AT AP =

Soit ¢; le premier coefficient non nul dans ce polynéme , on a
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cj(A*AY + cj 1 (A*AYHL 4 i a(ATAYH2 L+ cp(A*AP =0
et

—c; (ejral + ¢j2AT A+ o+ cp (AT AP (AT A)ITL = (A A))
Posons

B =—c; (cjral +cjpaA*A+ ...+ ¢y (AT AP~
on a B(A*A)/Tl = (A*A)I
Compte tenu du fait que R(A) = R(A*A) = ... = R(A*A)/, la relation B(A*A)+! =
(A*A)J entraine B(A*A)? = (A*A).
Montrons que BA*A est un idempotent
BA*A.BA*A = BA*A.A*AB = BA*A , du fait que B et A*A

commmutent.

Les remarques faites sur R(A*), R(AA*), R(AA*) et R(A), R(A*A), R(A*A)’, la projec-
tion BA* A vérfie
ABA*A=A
BA*ABA* = BA*
On remarque aussi que BA*A est auto-adjoint, en conclusion AT = BA* est un Moore-

Penrose inverse de A.

2)=1)
Du fait que
[An Ay — AAT| < [[An Ay — Ap AT + [|Ap AT — AAT|
< [Anll 147 — AT+ [AT][[[An — A
alors AnA;LF — AAT, orrg A, =g AnA;f = tT‘PR(A) — trPR(A) =rg A

Donc rg A, =rg A.

2.7 Proprietés approximantes dans les espaces Euclidiens:

Les espaces pré-Hilbrtiens jouent un réle important dans les problémes d’approximation, car
dans ces espaces on peut considérer les projections orthogonales .Rappelons que les projections
orthogonales jouissent de propriétés approximantes, dans le sens ou Px ”est le plus proche de

x dans R(P)”, c’est a dire , vérifient:
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— Pz|| = inf -yl
lz = Pzl = nf o=yl

Considérons le systéme:
Ax =b
ce systéme est compatible si et seulement si b € R(A), on rappelle la condition de compati-

bilité d’un systeme.
2.7.1 Proposition:

Le systéeme Ax = b est compatible si et seulement si toute solution de l’equation homogéne

adjointe A*y =0, vérifie y*b = 0.
Preuve:

Le systéme est compatible si et seulement si b € R(A) = N(A*)L; c’est a dire si et seulement
siy*b=0.
Dans le cas ou le systéme Ax = b est incompatible , Ax — b # 0, pour tout € E. Dans ce

cas on cherche xg qui, pour lesquels
|[Azo — b|| soit aussi proche de la valeur nulle, de telles z( vérifient certainement || Azg — b|| <

||Az — b|| pour tout = € E. Elles sont appelées meilleures approximation pour le systéme Az = b.
2.7.2 Proposition:

x est une meilleure approrimation pour le systéme
Ax = b, si et seulement si A*Ax = A*b.

(Cette équation est dite l’equation normale du systéme )
Preuve:

Notons P la projection orthogonale sur R(A), alors

Ar —b=Ax— Pb+Pb—»

Or Az — Pb € R(A), Pb—b= —(I — P)b € R(A)*

donc

1Az — bl|* = || Az — Pb||* + [|Pb — b||*

z est une meilleure approximation si et seulement Az — b € R(A)T = N(A*), cest a dire

A*Ax — A*b = 0.
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2.7.3 Proposition:
Le systéme Ax = b posséde au moins une meilleure approzimation.
preuve:

Vu la proposition précédente , I’énoncé se traduit par le fait que le systéme A*Ax = A*b est
compatible; en éffet si y est tel que (A*A)*y = A*Ay = 0, alors y* A*Ay = (Ay)* Ay = 0, donc
Ay = 0; ce qui donne (Ay)*b = y*(Ab) = 0.

Le systéme est donc compatible.

Dans ce qui suivera, on va caractériser la meilleur approximation, dont I’existence est assurée

par la proposition précédente.
2.7.4 Proposition:

xg est une meilleur approximation pour Le systéme Ax = b, si et seulement si

xo = Ag(AAg)* b on Ay est un 1¥— inverse de A et tel que (AAg)* soit Hermitien.
Preuve:

Si P désigne la projection orthogonale sur R(A), alors

Ar — b= Az — Pb+ Pb—b;

Ou Az — Pbe€ R(A),et Pb—b=—(I — P)b € R(A)*

on obtient donc:

1Az = b* = || Az — Pb||* + [|Pb — b

| Az — b|| atteint son minimum si et seulement si Az = Pb = A(AgA)*~1Agb, ce qui donne
P = (AAQF, et zg = (AgA)F~1 Agb.

Réciproquement, si Ag est tel que ||Az — b|| atteint son minimum pour tout b en xg on a

bien Axg = Pb, c’est a dire (AAg)* = P, donc (AA4g)*A = A, et Ag est un 1¥— inverse de A.
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2.8 Méthode de Newton pour I’équation f(z) = 0:

L’une des applications possibles des inverses généralisés dans les espaces normés est la

méthode de Newton utilisée pour détérminer les racines d’une fonction.

Introduction:

Soit f une fonction & une variable réelle, dérivable sur un intervalle de la droite réelle. on
s’intéresse a l'équation  f(z) = 0,

Considérons la suite

zig1 =i — (f ()7 f ()

(f () est la dérivée de f au point z; .

Sous des conditions concernant f, ’approximation initiale z, la suite (z;) converge vers une

solution de I’équation proposée.
On utilise souvent la méthode modifiée de Newton , qui se traduit par la fixation de
(f (x0))~".

Soit & considérer I’équation: f(z) =0

Si f représente un systéme de m équations & n varibles :

fl(l‘l, Ty eeny xn) =0

| fm(21, 22,0 20) =0
Le systéme n’est pas forcément linéaire, on a f(z) = 0, ou

f=(f1, farrs fm); €t © = (21,22, ..., 7p)

! 3 . Pa 7z . 7 . .
f (i) , dérivée en z; est déterminée par la matrice Jacobienne
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ofh ... of

GETE Oxq
, . .
f@i) =
o .. Ofp
ox1 Oxq

Comme f n’est pas toujours inversible, du fait qu’elle soit rectangulaire, ou bien carrée

singuliére; il est nécessaire de faire appel a la notion d’inverse généralisé.

2.8.1 Proposition:

Soient E, F' deux espaces normés sur C | de dimensions finies m,n respectivement
Soit xg € E; r)0; f: B(xo,r) — F, une fonction non nécéssairement linéaire;
A: E — F un opérateur linéaire , Ag un Gp—inverse de A.
Soit € )0; 6 )0; deux réels tels que
i) | f(u) = f(v) — A(u —v)|| <€ |lu—2]| ; pour tous u,v € B(zg,r)
i) € || Aol =0 (1
i41) || Aol [[f (wo)[| { (L —&)r
Alors la suite
xiv1 = x; — Ao f(x;) est telle que
[zip1 — @il < 6°(1 = 8)r,

et elle converge vers un point x. € B(xo,r), vérifiant Aof(x.) = 0.
Remarque:

Si f est une application différentiable, alors il est préférable de faire le choix A = f | la

matrice Jacobienne vérifie bien 7).
Preuve:

Montrons d’abord que
i1 — il| < 8°(1—d)r
Par réccurence,

1 = zoll = [[Aof (o) | < [[Aol[ I f (zo)|| < (1 —&)r
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Supposons la proprieté vraie pour tout rang inferieur & ¢ — 1, alors
Tit1 — x; = —Aof(zi)

= —Aof(@i1) — Ao(f(zi) — f(zi-1))

= —Ao(w; — mi—1) — Ao(f(z:) — f(wi-1))

= Ao(A(zi — mi1) = (f (i) — f(zi1))

D’ou

Jwis1 — zill < ol 1 (z) — Flwi1) — Alws — wi1)]

= [[Aoll € [lzi — il

<O || — wioa| (667 (1= 0)r =81 - )r

d’ou la formule.

Montrons que a:z € B(zg,r); pour i = 1,.

-1 )
[[; — @ol| < ZO 241 — a4l < (1 = d)r 205’ =(@1=d)(r
j_
Il reste a montrer que la suite (x;);en est de Cauchy, pour p quelconque;
p—1

lzitp — :E@||< Z zj+1 — ;]
j=t
i+p—1

S .
(=0 & 5 < (- ry st 0
j=i
car la série Z 6771 est convergente, son reste doit tendre vers 0.
2.8.2 Exemple:

Considérons le systéme d’équations:

22+ 120103 —2=0

129 + 2190 — 23 =0

On a pour x = (x1,z2,23) la fonction f(z) est donnée par:

fl(l‘) = 1‘% + 122123 — 2

fa(x) = w129 + 229 — 23
f = (f1, f2) étant différentiable, et
/ P
f(z)= (&ip) =1
g=1

2
3
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2x1 4+ 12z3 0O 1224

T9 r1+2 -1
Notons A = f'(z), alors
0 0
_ 1
Ag = 1221 (21+2) 1 1224
z1+2 0

est un G1 — inverse de A.

Pour xg = (1,0,0) on a

f(@o) = (fi(xo), fa(xo)) = (=1,1) et

I f(zo)|| = 1 pour la norme de l.
0 0
Ao(1,0,0)=| & 1
g 0
[ 40(1,0,0)[| = 3

Conformément a la proposition ,ona §=e5 (1 et (1—8)r) &

on peut donc choisir r ) 1.
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0.4 Chapitre 3

Proprietés algebriques de 'inversion généralisée des
opérateurs linéaires dans le cas général

Dans ce chapitre on traite le cas de dimension non nécéssairement finie, on y montre
Iexistence de I'inverse généralisé; les démonstrtions sont inspirées du cas de dimension finie.

L’étude vise en effet les proprietés algébriques des inverses généralisés, la liaison des inverses
généralisés avec les projections, tout cela dans le but de généraliser la théorie de Nashed-
Votruba. Une approche pour une classification des inverses généralisés trouve sa place dans ce
chapitre.

Ce chapitre est términé par un paragraphe consacré aux équations & opérateurs linéaires et
a leurs conséquences, citons par exemple la détérmination de ’ensemble de tous les 1¥— inverses
d’un opérateur linéaire, connaissant I'un d’eux.

3.1 Cas algébrique général:

Soient E, F' deux espaces vectoriels sur C. FE et F ne sont pas supposés de dimensions
finies, notons par A(E, F') 'espace vectoriel d’opérateurs linéaires définis de E dans F.

Si A€ A(E, F), notons

N(A) ={x € E; Az =0}, le noyau de A.

R(A)={y € F; y= Ax, pour z € E}, 'image de A.

S'il éxiste Ag € A(F, E) tel que A(AAg)F = A, k € N*, alors Ag est dit 1¥—inverse de A, si
de plus A est unl®—inverse de Ag; alors A et Ag sont dits G, —inverses, 'un de 1’autre.

Notons Ip , ou bien tout simplement I quand la notation ne pose pas d’ambiguité,
I’application identique de E. On définie d’une fagon analogue & celle du cas de dimension
finie la racine d’ordre k de I'application identique, c’est en effet toute S € A(E, E) telle que
Sk = Ip.
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On appelle idempotent ou projecteur ”algebrique”, tout opérateur P : E — E; tel que
P? = P. On remarque aussi que le orojecteur est son propre G, —inverse.

On propose dans ce qui suit quelques proprietés des projecteurs.

3.1.1 Proposition:

Soient E un espace vectoriel sur C, Ey un sous espace vectoriel de E,

P : E — Ey un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes sont equivalentes:

1) (I-P)=(I-P)

2) P2=P

3) Pz = x pour tout x € R(P)

4) R(I - P) = N(P), R(P) = N(I - P)

5) E=R(P)® N(P).

Pour la démonstration de ces proprietés on peut consulter I’annexe.

3.1.2 Exemples:

1- Si A est inversible, inversible & gauche, inversible adroite, alors son inverse, son inverse a
gauche, son inverse a droite , respectivement, en est un 1¥— inverse, il en est aussi Gj—inverse.

En effet, si Ag est un inverse a droite de A, c’est a dire on a AAg = I , alors (AAg)* = I et
par conséquent (AAg)¥A = A. L’autre relation se déduit de la méme facon.

2- Si A est inversible, alors tout 1¥— inverse de A en est Gj—inverse, car si (AA4g)*A = A
alors on a (AAg)* = I, d’ou Ag (AAg)F = (AgA)* Ay = Ay.

3- S est P sont deux éléments de A(E), ou S est une racine d’ordre k de l'identité; P un
idempotent quelconque, si S et P commutent, alors S est un 1% — inverse de P, car

(PS)Fp = pktighk = p

On remarque que P ainsi défini n’est pas un Gp—inverse de S.

4- Considérons ’espace [l des suites a carrés sommables , définssons

A: (.’L‘o,.’L‘l, ) — A(xo, x1, ) = (/\oxo, /\1.%'1, )

ol A, € R pour tout n € N, avec sup |\,,| < +00, alors opérateur

A() . (1’0,35‘1,...) — A0($U,$1, ) = ()\3$0,)\>{$1, )
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avec

Ag est un 1¥— inverse de A.

3.1.3 Proposition:

Soient A € A(E,F), Agun 1¥—inverse de A , alors (AAg)* et (AgA)* sont des idempotents
tels que:

N(Ao) C N((AAo)")

R((AAo)*) = R(A)

R((AgA)¥) C R(A)

N((AgA)¥) = N(A)

Preuve:

Considérons par exemple (AAO)% ,
(Adg)” = (A4o)* (A4p)*
= (AAg)" AAg (AAg)* " = AAg (AAg)*!
= (AAo)"*
N(Ag) C N((AAp)F) et R((AgA)*) C R(A) sont évidentes.
R(A) =R ((AAO)k A) CR ((AAO)k) C R(A)
dot R(A) =R ((AAo)k) .
On raisone de la méme fagon pour prouver que N((AgA)F) = N(A).

3.1.4 Corollaire:

Si Ag est un 1¥"—inverse de A , alors

E = N(A) @ R(AgA)k, et F = R(A) @ N(AAy)F
Preuve:

Comme (AgA)"et (AAg)* sont des priecteurs sur E et F' respectivement, on a les décompo-

sitions suivantes:
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E=N(4A)"® R (AA)F = N (4) ® R(4,A)*
F = N (AAo)" & R(AA)* = N(AA)* & R(A).

3.1.5 Proposition:

Supposons Ay € A(F, E), alors les propositions suivantes sont équivalentes:
1) Ag est un 1% —inverse de A.

2) (AgA)* est un idempotent et R (A) N N(AgA)*~1Ay) = {0}

Preuve:

Si y = Az pour un certain = € E; et si y € N(AgA)* 1Ay, alors

(Ag A=t Agy = (AgA)F~1AgAz = (AgA)Fz = 0.

La derniére relation montre que x € N((AgA)*) = N(A), donc Az =y = 0.

En ce qui concerne I'implication 2)= 1) , considérons A(AgA)*z — Az = y pour z € E
quelconque, on a d’'une part y € R(A), et d’autre part

(AgA)* 1 Agy = (AgA)F 1 Ag(A(AgA)rx — Ax) = 0, donc y € N(AgA)*~1Ag) , donc y = 0,
ce qui conduit & A(AgA)*z = Az.

Le cas particulier £ = 1, simplifie bien la deuxiéme condition, la proposition aura la forme

suivante:

3.1.6 Corollaire:

Supposons Ag € A(F, E), alors les propositions suivantes sont équivalentes:
1) Ag est un 1'—inverse de A.

2) (ApA) est un idempotent et R(A) N N(Ap) = {0}

La formule R (A) N N(Ap) = {0} , nous conduit & se poser la question suivante: a-t-on
toujours pour Ag un 1'— inverse de A la somme directe

F=R(A)® N(Ag) ?

La réponse est en effet négative, considérons ’exemple suivant:

Définissons

AR - R3
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A(x7 Y, Z) = (y7 €, 0)

alors,

Ap:R?P > R3

A(z,y,2) = (y, 7, 2)

est tel que AApA(x,y,z) = AAo(y,x,0) = A(z,y,0) = (y,2,0) = A(z,y, 2)

donc Ag est un 1'— inverse de A.

on vérifie que N(Ag) = {0}, on n’a pas R(A) = R3, et par conséquent, dans ce cas F #
R(A) ® N(Ap). (Dans ce cas on a N(Ag) C N(AAg) ={(0,0,a);a € R}

et que 'inclusion est stricte).

Si de plus Ag est un G —inverse de A, les autres relations se déduisent des précédentes, du
fait que A est un 1¥-inverse de Ag, Et comme (ApA)Fet (AAp)* sont des prjecteurs sur E et
F' respectivement:

E =N (AA)* &R (44)" = N (A) ® R (A)

F=N(AA)" @& R(AA))* = N (A4g) ® R(A).

3.1.7 Proposition:

Soient A € A(E,F), Apun Gp—inverse de A , alors (AAg)* et (AgA)* sont des idempotents

tels que:

E = N(A) @ R(A)
F=R(A)& N(4,)

ol & désigne la somme directe.
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Preuve:

La proposition est une conséquence directe de (3.1.3), car Ag est un 1% — inverse de A.
Remarque:

Si A est inversible, alors son 1¥—inverse peut ne pas étre inversible (ex.3.1.2), par contre son
G —inverse est inversible, et ce du fait que , de E = R(Ap) , F = R(A) et N(A) = N(Ap) = {0}
1l s’agit bien de 'inverse usuel pour un G;—inverse et de  SA~! o S est une racine d’ordre

k définie sur F.

3.1.8 Proposition:

Tout 1'—inverse (G1_inverse) est un 1¥—inverse (Gj,_inverse) , respectivement pour k > 1.
Preuve:

Si Ag est un 1'—inverse de A, c’est & dire que A(AgA) = A, alors
A(AgA)F = A(AgA)(AgA)F—1 = A(AgA)FT

= A(AgA)2 = ... = A(ApA)

= A.

Le cas ol A est un Gi_inverse de A se fait de la méme maniére.

3 .2 Existence de 1*—inverse;G;—inverse.

On va montrer 'existence de 1*-inverse, et en conséquence du Gj-inverse pour un opérateur

donné.

3.2.1 Proposition:

Tout A € A(E,F) posséde un 1*—inverse (Gj—inverse), pour k > 1.

Preuve:

Soient A : E — F| Ey un supplémentaire de N (A) dans F, A la restriction de A a Ey, alors
A : Ey — R(A) est bijectif, notons son inverse A~1. Considérons S : R(A) — R(A), avec
Sk - IR(A)'
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Soit Fp un supplémentaire de R (A) dans F,

définissons Ag tel que N (Ag) = Fy, Ag = A71S sur R(A)
pour z € E, x = x1129 € N (A) ® Ey, alors
(AAo)¥ Az = (AAg)" Azy + (AAg)* Azy = (AAp)" Axy, or

(AAg)F Azy = AAGAAy...AAg
N———
s s k foisNN
Azg = AA'SAATIS.  AAT S Awy = Sk Ao = Azs.
k fois
Donc (AAg)* Az = Az, et Ag est un 1¥—inverse de A.

D’autre part si y = y1 + y2 € Fo ® R(A) = F;
on a (AgA)F Agy = (Ao A)F Agy1 + (AgA)* Agys
or (AOA)kAon = A[)A.A()A...AoAAOyQ

k fois
= A 'SAA ' SAA TS AA Sy, =
" k}gis
= A8y, = Aoy .

On a montré que (AOA)k Agy = Ay pour tout y € F, donc Ag est bien un Gi—inverse de
A.

3.2.2 Proposition:

Si Ay est un 1F-inverse de A, alors Ay = Al(AAl)k est un Gp-inverse de A.

Preuve:

(AAg)F A = (AAL(AADF)EA = ((AA)FAALFA = (AAFA = A
Donc Ag est un 1¥—inverse de A.

(AgA)*F Ag = ((A1(AA1)FA))F A1 (AAL)*

— (AL AF(ALAR AL = (A A AL

Donc Ag est un G —inverse de A.

En conclusion si A posséde un 1*-inverse, il doit posséder un Gj-inverse.
3.2.3 Proposition:

Soit A € A(E, F), alors les propositions suivantes sont équivalentes:
i) A posséde un 1'—inverse.

i) A posséde un 1*—inverse.
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iii) A posséde un Gy—inverse.
Preuve:

i) = ii) car tout 1'—inverse est 1¥—inverse.
i1) = ii1) si Ag est un 1¥—inverse , alors (AgA)¥Ag est un Gj—inverse d’aprés(3.1.8).

iii) = 1) si Ag est un Gp—inverse de A, alors (AgA)* 1Ay est un 1'—inverse.
3.2.4 Remarque:

La notion de racine d’ordre k£ de l'identité est toujours présente, on peut se servir de la
simplicité d’obtention de telles racines dans le cas de dimension finie, si R(A) est de dimension
infinie, on peut chercher Fy, Fy avec R(A) = F1® F et dim F} < +o0.

Il est possible de choisir S sur R(A) de la fagon suivante:

S Sp sur Fy, St =1Ip
Ip, (I'identité sur Fy) sur Fy

S ainsi défini est une racine d’ordre k de 'identité.

3.3 Relation entre 1*—inverses et projections et classification:

Supposons que

E=N(A)a® E,

F=RA) o F~

Soit P le projecteur correspondant a la décomposition de F tel que

R(P) = N(A), N(P) = E1.; Q le projecteur sur F tel que R(Q) = R(A), et
N(Q) = Fi,on a

3.3.1 Prposition:

1l existe un G1— inverse unique tel que

R(P) = N(A), et R(Q) = R(A).

Preuve:
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Notons i : £y — E, j: R(A) — F les applications identiques , reprenons la construction
(3.2.1) avec S = Ip(a); notons Apg = iAl_lQ, alors Ap g verifie les équations

AXA=A

XAX =X
AX = jQ
XA=i(I-P)

En ce qui concerne 'unicité

Si X7 est une autr solution du systéme précédent, alors

X1 =X14X,

=il — P)X;

= XAX;

=XjQ

= XAX

=X.

Si I'on considére P; et () comme opérateurs définis sur E et F respectivement, on peut

omettre 7 et j, dans ce cas Ap verifie le systéme suivant
(

AXA=A
XAX = X
XA=I-P
AX = Q.

3.3.2 Corollaire:

L’application (Fy, Fy) «— (P, Q)
ot FEy est supplémentaire de N(A); Fy supplémentaire de R(A),

est une bijection.
3.3.3 Remarque:

Le cas de G —inverse différe, étant donné P, Q des projecteurs vérifiant les conditions précé-
dentes; on n’en a pas unicité de G—inverse dés que k > 2, il est possible de dégager une certaine
classification de ’ensemble des G —inverses d’un opérateur A.

Définissons la relation p sur 'ensemble des G —inverses de A,
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si Ag, A1 sont des G —inverses de A, on note
(ApA)F = (A4, A)F
Agp AL & < et

(AAp)F = (AAF
on vérifie que p est une relation d’équivalence sur ’ensemble des Gp—inverses de A; une

classe d’équivalence notée par exemple [Apg]| est constituée des G—inverses de A vérifiant:
[ A(XAF = A

X(AX)F =X

(XA =1-P

| (Ax)f =@,
On rappelle que P et @ sont tels que R(P) = N(A), et R(Q) = R(A).

Une classification analogue des 1¥-inverses d’un opérateur donné est possible, en considérant

la relation d’équivalence suivante:
Ap P A& (AOA)k = (AlA)k

Un autre type de classification des 1¥— inverses s’obtient par

3.3.4 Proposition:

Si k,p et n sont des entiers tels que k = pn , alors tout 1°— inverse de A est aussi un 1%—

inverse de A.

Preuve:

Si Ag est unlP?— inverse de A , alors

(AAg)FA = (AAg)™A = (AAg) "~ DP(AAy)P A
= (AAg)"~VrA

= (AAO)(nﬂ)pA

=A.

La réciproque n’est pas vraie , car pour A =
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alors

D
..

ol

o

Ag =

[an
[an}

est un 16 — inverse de A, qui n’est ni 1 — inverse ni 12 — inverse de A.

Une réciproque peut étre formulée comme suit:

3.3.5 Proposition:

Supposons que Ag est un 1*-inverse de A, si Ag est aussi 1P-inverse de A , pour p < k, et

que Ag n’est pas 17-inverse de A pour j { p , alors k est multiple de p.

Preuve:

Formons la division Euclidienne de k par p , il existe g et n tels que k =np + ¢ et
(AAQ)FA = (AAQ)"PTIA = (AAY)"P(AAg)IA
= (AAg)npAAo(AAo)qilA

= (AAp)7A
= A

Donc Ag est un 19—invrse de A contrairement & I’hypothése , en conclusion ¢ = 0.
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3.4 Sur la théorie de Nashed-Votruba

Supposons E, F deux espaces vectoriels sur le méme corps C, la définition de 1*-inverse
détermine une paire de projection (P, Q) o

P=1- (AgA), Q = (AAp)¥ tels que N(A) = R(P) et R(A) = R(Q).

Réciproquement; étant donné deux projections P, Q telles que R(P) = N(A), R(A) =
R(Q), peut-on trouver Ay un 1*-inverse de A avec

P=1- (AgA)Fet Q = (AA)*?

On a la généralisation suivante:
3.4.1 Lemme :

Soient E, F deuz espaces vectoriels, A € A(E, F). Si P,Q sont deux projections telles que
R(P) = N(A), R(Q) = R(A), alors il existe Ag un 1¥-inverse de A tel que I — P = (AgA)¥ et
Q = (AA)F.

Preuve:

Notons Fy = {P € A(E,E) | P2=Pet R(P) =V}
et
Ay ={BeA(E,E)/ R(B)CV C N(B)}
Fy est une variété affine ayant pour plan parallele Ay [7] . Soit Q un projecteur tel que
R(Q) = R(A), cherchons Ay un 1*-inverse tel que Q = (AAp)*.
Soit Ajun 1*-inverse et Q; = (AA1)*. Puisque r = Q — Q1 € AR(a), il est possible de
chercher Ay sous la forme A; + C. Dans ce cas, on a: (A;{vo)”C = (AA; + AO)k = QF.
On prend AA; + AC = Q.
Donc, Q — Q, = AA; + AC — (AA)F =r.
Et comme r = Qqr, alors
AC = A(AL AT Apr+ A(AL AT A — AA;L
Choisissons

C = (AlA)k_lAlT + A(AlA)k_lAl — A

Ay = Ay +C = (A4, A)F14, (Q — (A A + 1) (1)
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D’une maniére analogue Ag est un 1*-inverse tel que ( AgA)* =TI — P.
Posons (A1 A)F =1 — P;.
Et, comme S = P — P € Ayn(a),
on cherche Ag sous la forme de A; + C. Ce qui donne
(AgA)k = (A1 A+ CAF = (I — P)*.
On prend:
AlA+CA=1-P=1-P —-S=
=1—-—P —S({I—P) (car SP, =0)
= (A1 A)F — (P — (A1 A)F) (A1 A)F = (A1 A)F — P(A1A)F.
Par suite
CA = (A1A)FTAA - P(AA)F 1A A — A A
Donc, on peut choisir

C = (AlA)k_lAl(I — P) — Aet

Ag= Ay +C = (AL A4 (T - P) (2)

De (1) et (2), on peut choisir
Ag = (AlA)k_lAl(I — P)(AlA)k_lAl(Q — (AAl)k + I) |

3.5. Equation a opérateurs

Dans ce paragraphe E et F' sont simplement des espaces vectoriels (algébriques) sur le méme
corps C , A: E — F un opérateur linéaire , supposons Ag un 1¥— invrese de A , considérons
I’equation Az = y, on cherche un opérateur linéaire X : F' — FE tel que x = Xy, on a donc
AXAx = AXy = Ax et cela pour tout x € E, donc X est un 1¥—inverse de A. Dans ce qui

suivera on va étudier ’equation Az =y

3.5.1 Proposition:

Si Ay un est 1% — invrese de A, alors (I — (AgA)*)u, u € E quelconque, est une solution

de l’equation homogéne Ax = 0.

Preuve:
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On vérifie bien que A(I — (AgA)*) est 'opérateur nul sur E.
3.5.2 Proposition :

Considérons [’équation & operateurs:

AXB=C (1)

ot A, B € A(E, F) possédent des 1¥—inverses Aq et By respectivement.
Une condition nécessaire et suffisante pour que l’équation (1) admette une solution est que
(AAg)*C(ByB)* = C (2)

Les solutions de (1) sont données par

X = Ag(AA))F 1 C(ByB) *Bo+ U — (4,4)" U(BB,)* (3)

ot U € A(F, E) arbitraire

Preuve:

Si X est une solution de (1) alors:

C = AXB=(AAy)*AXB(ByB)*

= (AAy)*C(ByB)*.

La condition est donc nécessaire.

Réciproquement, si (2) est vérifiée alors Xo = Ag(AAg)*1C(ByB)*~1 By est une solution de
(1).

Supposons que la relation (2) est satisfaite, alors il est clair que tout X vérifiant (3) est solution
de (1). Réciproquement, si X; est une solution de (1) alors X7 — X est une solution de I’équation
A(X1 — Xo)B = 0, qui peut étre mise sous la forme X; — Xg = U — (A4gA)*U(BBy)*, o
UeA(F,E). 1
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3.5.3 Corollaire:

Soit A € A(E,F), si Ag est un 1*—inverse de A, alors ’ensemble des 1¥—inverse de A est
donné par:

X = (AgA)F1Ag + U — (AgA)*U(BBy)*, ot U € A(F, E) arbitraire.
Preuve:

Remarquons d’abord que les 1¥—inverses vérifient équation AXA = A dont la condition

necessaire et suffisante: (AgA)*A(AgA)* = A(AgA)* = A est réalisée, la formule est directe.
3.5.4 Corollaire:

Soient Egest un sous espace vectoriel de E, Py un projecteur de E sur Ey alors
1) Tout projecteur S de E sur Ey est un Gy—inverse de Py.
2) Si X est un 1¥—inverse de Py, alors PyX est un projecteur de E sur Ejy.

3) L’ensemble des projecteurs de E sur Ey est donné par:

P = Py+PoU(I — PO)
ou U € A(E).
Preuve:

1) Notons II ’ensemble des projecteurs de E sur Ey, si Py et S sont des éléments de II on
a alors PpS =S et SPy = Py . Donc P, et S sont G —inverses 'un de 'autre.
2) est directe.
3) De la premiére assertion, on remarque que si X € II, alors X vérifie I’équation
PoXPy=PFy

dont les solutions sont en effet, des 1¥— inverses de Py; formant I’ensemble décrit par:

X=PFR+U-PRUR

UeA(E).

Or, d’apres 2) les éléments de la forme
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Py X =Py+ PoU — PhbUPy = Py + PoU(I — P)

sont des éléments de II.

Il reste & montre que c’est bien la forme générale d’un élément de II; en effet si S € 11, alors S
est un 1¥— inverses de Py; vérifiant aussi PyS = S; donc S est bien de la forme Py+ PyU (I — Py);
ou U € A(E).

3.5.5 Corollaire:

Si Ag est un 1¥—inverse de A € A(E, F), alors les opérateurs X = AO(AAO)—i—(I — (AOA)k) W, W e
A(F,E) sont des 1¥—inverses de A.

Preuve :

Remarquons que tout 1'—inverse de A est un 1*—inverse de A mais nous cherchons les

1¥—inverses en les considérant comme solution du systéme:

YA=A
(AX)F =Y.

L’equation YA = A est résoluble si et seulement si A(AgA)* = A, ce qui est vérifié, donc
Y = (AAo)* + U (I — (AoA)*), U € A(F, E) .L’equation (AX)* =Y sera traitée de la fagon
suivante: AX =V, et VF =Y, équation AX = V est résoluble si et seulement si (AAg)*V =V
vérifiee pour Y = (AAg)¥, on peut choisir V = AA,.
Les solutions sont donc:

X = Ag(AAQ)FV + W — (AAg)*W = Ag(AAg)*AAg + (I — (AgA)F)W

= AgAAg+ (I — (AgA)F)W ou W € A(F, E).
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Chapitre 4

0.4.1

Inversion généralisée d’opérateurs linéaires dans les espaces
topologiques

Introduction

Ce chapitre est consacré a 'inversion généralisée d’opérateurs linéaires définis sur des espaces
dont 'un au moins est muni d’une topologie, on considére en premier lieu le cas des espaces de
Banach et de Hilbert, le cas nécéssite le travail sur des opérateurs bornés définis sur ’espace tout
entier, on revient souvent aux proprietés algebriques citées dans le chapitre 3, un retour trés
intense sur les racines de l'identité est remarqué dans ce chapitre, on montre leur continuité
et on dégage aussi quelques proprietés topologiques globales concernant ces opérateurs dont
I'intérét pour l'inversion généralisée est trés visible. La question d’approximation ayant pour
tendance a minimiser la quantité || Az — yo|| trouve dans la notion d’inversion généralisée un
outil bien puissant, en effet on montre une liaison directe de la meilleure approximation, de la
meilleure approximation de norme minimale aux projections relatives a I’inversion, mais pourvu
qu’elles soient de norme 1, ou autrement dit, des projections contractantes, on vient de prouver
une relation directe avec 'inverse généralisé.

On termine ce chapitre par considérer des cas mixtes, c’est a dire que I'un des espaces est
topologique, 'autre étant algebrique, on essaie de se servir de la théorie de Nashed - Votruba
en exigeant la continuité de la projection relative & I’espace topologique.

Le deuxiéme cas traite des situations mixtes, c’est a dire I'un des espaces est algébrique on

k

met en considération la continuité des projections (AAg)* et (AgA)* dans les cas envisagés.

4.1. E et F espaces de Banach
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E, F é¢tant deux espaces de Banach sur C, 5(E, F') désigne I'espace de Banach des opérateurs
linéaires bornés définis sur E et a valeurs dans F. Soit A € S(FE, F) sl existe Ay € B(F, E)
tel que (AAg)FA = A,k € N*, alors Ay est dit 1%-inverse de A. Si de plus A est 1*-inverse de
Ay, alors A et Ap sont dits Gi-inverses I'un de l'autre. N(A), R(A) désignent respectivement

le noyau et I'image de A.

Si F'; E' désignent les espaces duals de F' et E respectivement (ce sont les espaces vectoriels
des fonctionnelles continues définies sur F' et F). on appelle conjugué de A, 'opératuer A’ :
F' — FE’, défini comme suit

A'f(z) = f(Az) pour toute fonctionnelle f € F.

On a A’ € B(F', E') de fagon que || 4] = ||4/]|.

L’image de A et le noyau de A’ sont liés par la relation suivante:

R(A) = N(A)*

Si M est un partie de E’, on appelle orthogonal de M noté M=+

M+ ={z € E, f(z) = 0 pour tout f € M}

Si N C E, alors on définie d’une facon analogue N+

Nt ={f e F, f(x) =0 pour tout z € N}

Si E et F sont des espaces de Hilbert, on apelle adjoint de A Popérateur A* tel que

(Az,y) = (z, A*y) pour tout = € E et y € F.

4.1.1 Proposition :

Soient E, F deuzespaces de Banach sur C, Ay un 1*-inverse de A,

alors ( AAg)* et I—( AgA)* sont des projections sur R(A) et N(A) respectivement, tels
que

R((Ado)¥) = R(A) et N(A) = N((ApA)¥).
Preuve

On vérifie bien que (AAg)*); (AgA)¥ sont des idempotents et que R(A) = R((AAg)*A) C
R((AAp)®) € R(A) ,donc R(A) = R((AAp)F);et (AAg)Fest une projection sur R(A).De méme
R(I—( ApgA)*) = N( AgA)*,

ona N(A) C N( AgA)ret si x est tel que ( AgA)*z = 0, alors

Al AgA)fz = Az =0
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donc N(A) = N((AgA)*).
En conclusion, on a montré que si A € 3(E, F') posséde un 1¥-inverse , alors N(A)et R(A)

sont fermés,admettent des supplémentaires topologiques dans E et Frespectivement.
4.1.2 Proposition :

Soit A€ B(E,F), Ay un Gp—inverse de A, alors
R(A) = R((AAy)"*

R(Ay) = R((4,

N(A) = N(4,4)"

N(4y) = N((A4,)"

Et E=N(A)® R(Ay), F = R(A) ® N(Ap)

A

ot @ désigne la somme directe topologique.
Preuve

C’est une conséquence de la proposition précédente, on peut consulter (3.2.1).
4.1.3 Proposition :

Pour que .A € B(E, F) posséde un 1*-inverse, il faut et il suffit que R(A) et N(A) posseédent

des supplémentaires topologiques dans E et F' respectivement.
Preuve

D’apres la proposition (4.1.1) , la condition est nécéssaire. Soient

A: E — F, Ey un supplémentaire de N(A) dans F, A 1a restriction de A a Ey, alors A
Ep— R(A) est une bijection, notons son inverse Z*I.D’aprés le théoréme de I'isomorphisme de
Banach A~ lest borné .Considérons S € f3 (R(A)) tel que S =1 R(4)-S0it Fy un supplémentaire
de R(A) dans F , définissons Ay € B(F,E) tel que N( Ag) = Fy, Ag = A~1S surR(A). Pour
v € E;x=gx1,29 ot 21 € N(A), 15 € Ep, on vérifie alors que (AAg)¥ Az = Ax. Donc Ag est
bien un 1*-inverse de A.

Cette construction nous prmet de montrer que Ag ainsi défini est aussi un Gj—inverse de

A.

4.1.4 Exemples:
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1) Supposons que A € B(E,F), si F' est de dimension finie, ou A de rang fini, alors A
posséde un 1*-inverse.

La derniére assertion est une conséquence directe du lemme (4.2.2).

2) Si E et F sont des espaces de Hilbert, et A € B(E, F), alors A posséde un 1*-inverse, car

tout sous espace d’un Hilbert posséde toujours un supplémentaire topologique.

4.2 Inverses de ®—opérateurs:

On va considérer dans cette section un exemple d’opérateurs, dont on va montrer la posses-
sion de 1*-inverses, ce sont les opérateurs de Fredholm :

A € B(E, F) est dit de Fredholm ou, ®— opérateur si

1- dim N(A){ +oo

2- dim N(A"){ 400

3- R(A) est fermé.

Un exemple de tel opérateur est donné par I — K ol K est un opérateur compact.

4.2.1 Proposition:

Tout ®— opérateur posséde un 1%— inverse.

Preuve:

La démonstration de la proposition est fondée sur le lemme suivant et son corollaire dont
la démonstration figure dans 'annexe.:

4.2.2 Lemme:

Tout sous éspace de dimension finie d’un éspace de Banach posséde un supplémentaire

topologique.

4.2.3 Corollaire:

Si E1 est un sous espace d’un espace de Banach, tel que By = M+, ou M C E/, le dual de
E, et que dim M (+o00; alors Ey posséde un supplémentaire topologique.

Comme dim N(A) < 400, et suite au lemme 4.2.2 | alors N(A) posséde un supplémentaire

topologique.
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Le sous espace R(A) est fermé, or R(A) = R(A) = N(A)*, et comme dim N(A’) < +oo,

alors le sous espace R(A) posséde un supplémentaire topologique d’apres le corollaire du lemme.
4.3 Sur les racines de ’identité:

On va étudier quelques proprietés concernant les racines de ’application identique dans un
espace normé dans le cas général.

Avant d’aborder la question de continuité de la racine de l'identité, il est nécessaire de
rappeler cetaines proprietés des opérareurs algebriques dont ces racines font part.

Un opérateurA € A(F) est dit algebrique, s’il existe un polynome

T p(t) = ant™ + ap1t" ' + ... + ait + ag, ot a; , i = 0,1, ..n sont des nombres complexes,
de fagon a ce que p(A) = 0. On peut supposer a1 = 1, Popérateur algébrique A est dit d’ordre
n s’il n’existe pas de polynome ¢(t) de degré inferieur a n tel que g(A) = 0. Si cette condition
est satisfaite, p(t) est appelé polynome caractéristique de A . Dans le cas de dimension finie ce
polynome est donné par det(A — AI), les valeurs propres de A sont les solutions de I’équation

det(A — \I) =0.
4.3.1 Lemme:

Si A € A(FE), alors les proprietés suivantes sont équivalentes:
i) A est un opérateur algébrique de polynome caractéristique
n

p(t) = H (t_ )\m)rm’ d’OTd?”e r=7"r _|_7"2 + +Tn-

m=1

i1) E est la somme directe de n sous espaces principaux E; correspondant auz valeurs propres
;i de multiplicité r; , c’est a dire

E=FE®F:®...0 FE,

Avec E; = N (A — N\I)™.

iii) 1l existe n projecteurs Py, Py, ..., P, € A(E) tels que

PP— b, Psii=j ;

0 sinon.

ZPZ =1. et (A—)\Z[)T””PZ =0.1= 1,...,77,.
=1

67



La démonstration du lemme se trouve dans ’annexe.

4.3.2 Corollaire:

Si S € A(E) est une racine d’ordre k de lidentité, alors:

i) Le polynome caractéristique de S est de la forme
n

p(t) = T1 (= &n)™ & = exp mmt

Cest dma?z're que les valeurs propres de S sont les racines complexes d’ordre k de ['unité.
ii) Si (€1,82,--,§,) » p < n sont les valeurs propres de S, alors :
E=E6&E&..¢E) avec E;=N (S-&I)" ,i=1,..,p.

Le corollaire est une conséquence immédiate du lemme, car de la relation S¥ = I | on déduit

que S est algebrique, et que ses valeurs propres sont des solutions de I’équation algebrique

b —1=0.
4.3.3 Proposition:

Les racines de lidentité définies sur un espace normé (Banach en particulier) sont bornées,

de norme égale a 1.
Preuve:

Supposons S une racine d’ordre k de l'identité, définie sur un espace normé FE,
sie1,€2,...6p , p < k sont les valeurs propres de S, alors d’apres ( ..
E=FE0FE®d.0E;ouk;=N(S-§0)",i=1,...,p

et si x € F, il existe z1, 2, ..., 7, tel que

r=x1+ 22+ ...+ xp

alors

St =e1x1 + €222 + ... +epyp

et

1Szl = lexl [[zall + [ea| 22l + ... + [ep] |z,

<zl + llzall + -+ llzpll

< pllzll.

Ce qui montre que S est bornée.

On a pour une racine d’ordre k de 'unité S
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1= L) = ||S*] < S]1*, on obtient ||S|| > 1, d’autre part les valeurs propres de S ont

toutes de module égal & 1, donc il existe z # 0 tel que ||Sz| = ||z, donc ||S|| = 1.
4.3.4 Lemme:
Soient S, T' deuz opérateurs linéaires bornés tels que ||S|| = ||T|| =1, on a

[SP =TP| <p|S—TI, pour p>1.
Preuve:

Montrons le par réccurence;

Pour p =2

S?2 -T2 =(S-T)S+T(S—-T)

Ilest clair que H52 - T2H <2|S -1

Supposons la formule vraie pour tout n( p

SP—TP = (S —-T)SP~ L+ TP~ 1(S —T)+ TSP~ —TP-18
=(S—T)SP~L +TP~Y(S —T)+TS(SP~2 — TP—2)

Donc

57 = 77| < (S = ) ISIP + TIPS — 7)) + TS| || (572 — T7-2)|
<2S-T|+ (-2 IS~ T]

=plS-T1].

4.3.5 Lemme:
Si Sp — S (la covergence est supposée en norme), et ||S,|| =1, alors ||S|| = 1.

Preuve:

On a

IS < {15 = Snll + [Snll; donc [|S]| <1

D’autre part pour € )0, on peut trouver un rang ng tel que pour n > ng on aurait
[Snll = ISII < 1S5 = Sall

D’ou

IS > 1 —e.

4.3.6 Proposition:
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L’ensemble des racines d’ordre k de l'identité est fermé.
Preuve:

Si (Sy,) est une suite de racines d’ordre k , et S, — S (en norme), et
[ISn]| = 1, alors ||S]| =1 et

| 5% — SE|| < kIS — Sl ; dapres (4.3.4)

Donc S* — Sk =1

Ce qui montre que S est une racine d’ordre k de l'identité.
4.3.7. Proposition:

Soit S une racine d’ordre k de l’identité définie sur E, alors

1) Tout 1% —inverse de S en est G}, — inverse.

2) Si Ao est un Gy — inverse de S , alors il existe Sy une racine d’ordre k de l'identité
telle que Ag = SF~18,

Réciproquement, tout opérateur de la forme Ag = S*~18y est un G}, — inverse de S.

3) Toute racine d’ordre k de l'identité commatant avec S, est Gj — inverse de S.

4) A chaque Gy —inverse de S corréspond un sous ensemble connexe de la sphére unité de
B(E)
Preuve:

1) est une conséquence de (3.1.2).

2) Si Ag est un G}, — inverse de S, on a (SAg)kS =S d'ou (SAg)* =1, ce qui s’exprime
par I’xistence de Sy une racine d’ordre k de Iidentité telle que SAg = Sy ou bien Ay = S~19j.

4) Soit Sy une racine d’ordre k de 'identité commutant avec S, c’est un Gy — inverse de S,
d’apres 3), considérons 'application :

ws [051] = B(E)

t — exp it Sy exp —it

u(t) est une une racine d’ordre k de l'identité , car

u(t)* = (expit Spexp —it)F = w(t)

On vérifie aussi que u(t) commute avec S, donc c’est un Gp— inverse de S, pour tout ¢

ainsi défini, Papplication u étant continue , donc son image {u(t)} est un connexe tel que
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|lu(t)|| = || Sol| = 1 pour tout ¢ € [0;1], donc wu(t) est dans la spheére centrée a l'origine, de rayon
1.

4.4 Approximation dans les espaces de Hilbert

E et F sont supposés deux espaces de Hilbert sur C, A € B8(E, F).

Considérons I'équation Az = yg, dans le cas ou cette équation ne posséde pas de solution,
on est dans l'obligation de chercher une minimisation de la quantité || Az — yo|.

La valeur xy qui réalise la minimisation de la quantité précédente s’appelle meilleure ap-
proximation.

On montrera que la meilleure approximation est liée & I’existence de projection contractive,

qui dépend elle méme du choix de Ag.

4.4.1 Proposition

Soient E et F deux espaces de Hilbert, A € B(E, F), Ay un 1¥ —inverse de A. Considérons
Uéquation : Az = yo, alors xo = Ag(AAg)*Lyo est une meilleure approzimation pour I’équation

précédente, si et seulement si || I — (AAg)* || = 1.

Preuve :

Montrons d’abord que si
|| I — (AAp)* ||=1, alors :
[l 'yo — (A40)*yo || < || (I — (AAo)*)yo + Az’ || pour tout 2’ € E.
Pour cela , soit Q = (AAp)*, Az’ € N(I — Q)
Et puisque (I — Q)yo € R(I — Q), alors
(= Q)yo [1=I1 (I = @)%yo + (I — Q) A2’ ||<
T =Q I (I - Q)yo+ Az’ ||
C’est & dire, pour : 2’ = Ag(AAg)*1yo — x et = € E quelconque, on a :
[l yo — Azo [|=I] yo — (Ado)*yo ||<
|| (I — (AAo)*)yo + A[Ao(AAg)*1yo — 2] ||
=[lyo— Az || .
Réciproquement, si 2o = Ag(AAg)*~1yg est une meilleure approximation, alors :
|l yo — Azo [|<[| yo — Az [|,Vz € E.

Donc
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I 9o — Azo [[= || (T = (A40)*)yo [I<] yo ||
d’ou || I — (AAp)¥ ||< 1 et puisque I — (AAg)¥ est un projecteur, alors
| 1 (AA)* [|=1.

Remarque :
En se servant de la relation :

I—(AAQ)F = (I—AA)(IT+AAg+......+(AAg)*~1) la proposition (4.4.1) peut s’enoncer comme
suit :
4.4.2 Proposition :

Soient E et F deux espaces de Hilbert A € B(E,F), Ag un 1¥ — inverse de A ,soit v =||
AAg || # 1. Léquation Ax = yo posséde une meilleure approzimation xo = Ag(AAg)*yo, si

et seulement si

| I —AAp||<

1—r
1—rk

4.4.3 Proposition

Soient E et F deux espaces de Hilbert dont F est strictement convexe, A € B(FE,F), Ao
un Gy — inverse de A. Considérons [’équation : Ax = yg, alors xg = AO(AAO)k*1y0 est une

meilleure approximation de norme minimale pour I’équation précédente, si et seulement si

17— (Ado)* [I=Il (Ao A)* [|= 1.

Preuve:

Remarquons d’abord que si F' est strictement convexe; et si g est une meileure approxima-
tion alors les autres meilleure approximations sont donneés par z = xo + N (A). Comme A
est un Gi—inverse de A, alors E = N (A) + R (Ap) . Pour zp meilleure approximation, il existe

By € N (A) tel que zo = By + Ay (AAO)kfl 10, supposons xg de norme minimale.

H(AOA)kxOH - H(AOA)’“(AO (AAo)k_lyo—l—Bo)H
st

< |40 (440Y " g + Bo|| = ol
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Donc H(AOA)kH = 1.
Réciproquement, SiH(AoA)kH 1, alors HAO AAO yOH H AoAkon < lzo|l =
|40 (440) 1y

, B € N(A). Donc Ag(AAg)*yo est une meilleure approximation
de norme minimale.

Sous les conditions de la proposition (4.4.3), comme A et Ap sont bornés, donc AgA est
borné, par conséquent H(AOA)kH < ||(AoA)||*. On peut donc remplacer H(AOA)kH = 1 par

|(ApA)|| <1, on aura alors:
4.4.4 Proposition :

Soient E et F deux espaces de Hilbert dont F' est strictement convexe, A € B(E,F), Ao
un Gy, — inverse de A.Considérons l'équation : Ax = yo, alors xo = Ag(AAg)* 1y est une
meilleure appmm'mation de norme minimale pour [’éguation précédente , si et seulement si:

11— Ado 1< 270, r = |(AA0)]| # 1, et [(AoA)] < 1

Comme les prOJectlons (non nulles) sont des opérateurs de norme > 1, ainsi les projections
de norme 1 sont des contractions; or les conditions d’éxistence de meilleure approximation sont
lites au fait que R(A) soit le noyau d’une contraction; & savoir I — (A4p)¥, et que N(A)
doit etre le noyau de la contraction (AgA)¥ si 'on veut minimiser la norme de la meilleure

approximation; ce qui éxige un choix préalable de Ag.
4.5 Cas mixtes; algebrique et topologique

Dans ce qui suit, on considére des espaces vectoriels dont 'un, au moins, est muni d’une
structure topologique,il s’agira donc de 1*-inverse topologique. Or la structure topologique
nécessite la continuité des projecteurs en question, pour cela on distinguera deux cas principaux:

FE algebrique-F' topologique et F' algebrique-E topologique. Une nouvelle notation doit
intervenir pour distinguer ces cas, notons 1’} — inwverse pour mentioner que l’espace F' est
topologique, de la méme fagon 1%—2’721}67“36 montre que F est topologique. Le cas ot F et F

sont topologiques est simplement mensioné.

4.5.1. E algébrique-F topologique

4.5.1 Proposition
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Soit A : E — F, avec E algébrique et F topologique. Si R(A) (fermeture considerée
dans F ) posséde un supplémentaire topologique dans F, alors A posséde un 1’}“7 — tnverse (

topologique ).

Preuve:

Soit H un supplémentaire topologique de R(A) et @ le projecteur sur R(A) parallélement
a H. Soit Fy = R(A) @ N(Q) (somme algébrique) qui est considéré comme espace algébrique
et, puisque A € A(E, Fy) alors, d’aprés le lemme (3.4.1), il existe Ag un 1¥ — inverse de A sur
Fy tel que (AAg)* = Q (sur Fy), on a alors (AA4g)*A = QA = A.

Si F est Hilbertien, alors tout opérateur A : E — F posséde un 1% — inverse, car R(A)

posséde un supplémentaire dans F.

4.5.2 E topologique-F algébrique:

Ce cas est un peu compliqué, car le fait que N(A) posseéde un supplémentaire topologique

dans F n’assure pas l'existence de I’ 1%—inverse topologique de A.

4.5.3 Exemple:

dz
dt’
D(A) = C1[0,1] € E, N(A) est constitué des fonctions constantes sur [0,1], N(A) posséde

Soient F = F = L5[0,1] qui est un Hilbert. Pour z(¢) € E définissons Ax (t) =

€1

un supplémentaire topologique dans Lg [0, 1], N(A)~ (en particulier). Considérons Agy(t) =

d
fg y(s)ds, on obtient AgAx(t) = fg d—ids = x(t) —z(0) et AAgAxz(t) = Az(t) pour z(t) € D(A),

nt alors

mais AgA ne peut étre projecteur car il n’est pas continu, en effet: soit z,(t) = e~
7,(t) — 0 tandis que AgAm,(t) = e™™ — 1 ne converge pas vers 0. Donc Ag est unl!—inverse
algebrique et non l}g—inverse topologique. On remarque que Ag ainsi défini est un 1’1%—inverse

topologique de A.
4.6.Décomposition suivant une projection :

On aura besoin de la notion de décomposabilité suivante:
A est dit décomposable suivant le projecteur (continu) P : E +—— E,

Si N(A) C R(P) et si Px € N(A) pour tout x € D(A) (domaine de définition de A).
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L’ensemble Cp(A) = D(A) N N(P)

est appelé support de A suivant le projecteur P.

On peut citer d’autres variantes de décomposabilité:

2- A est dit de domaine décomposable (décomposable) suivant le projecteur P,

Si N(A) C R(P) et si Px € N(A) pour tout x € D(A), et que

D(A) N N(P) est dense dans N(P).

On a aussi

Cp(A) =D(A)NN(P)

3- Si D(A) C H un espace de Hilbert, ou simplement un espace euclidien,

A est dit de domaine décomposable si

D(A) = N(A) @ (D(A) N N(A)L)

Dans ce cas

C(A)=D(A)NN(A)*L

s’appelle le support de A.

On remarque que cette définition montre que A est décomposable suivant le

projecteur orthogonal sur N(A) , avec N(P) = N(A)*.

Des définitions citées, on remarque qu’on a tendence & décomposer le domaine de A de facon
a dégager une variété (un sous espace) sur lequel A est injectif, a savoir Cp(A).

On remarque aussi que A peut étre décomposable suivant un projecteur, mais non décom-
posable suivant I'autre.

On reprend l'exemple suivant:[23]

Soient Hi un espace pré-Hilbertien, non complet, H son complété, supposé séparable;

(én)n=1,.. un systéme orthonormé dans H tel que e; € H \ Hy; e, € Hy pour tout n > 2.

On fait approcher e; par g; € Hy; alors on a g = iaiei.

Soit 'opérateur A tel que D(A) = Hyset N(A) = (Ze_gl,eig,..) le sous espace engendré par la
famille (ey,)n=2,...

alors N(A)L = (e1), et comme e; ¢ D(A); alors D(A) N N(A)+ = C(A) = {0}.

A n’est pas décomposable suivant le projecteur orthogonal sur W , selon la deuxiéme
version de décomposabilité.

Considérons maintenant
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Pr=x— a%(el,x)gl; reH

alors P est un projecteur, pour cela il suffit de remarquer que Pg; = 0, on vérifie bien que
siz € N(A), alors Px =z,

de plus pour tout z € D(A) = H; on a APx = 0, en conclusion :

A est décomposable suivant I'opérateur P (selon la 2°™¢version) et non décomposable suivant
le projecteur orthogonal sur N(A).

Soient D(A) C Eet A € A(D(A), F), si Ag est un 1¥—inverse de A tel que (4gA)* = I—P sur

D(A) et P : E +— E porjecteur (continu), tel que N(A) C R(P), alors Ag est dit 1% — inverse

topologique de A.

4.6.1 Lemme :

Si Ag est 1773 — inverse topologique de A : E — F, alors A est décomposable suivant P et

D(A) = N(A) @ Cp(A).
Preuve :

Siz € N(A), alors (AgA)*z = (I — P)x = 0. Ce qui donne N(A) C R(P). Six € D(A),alors
APz = A(I — (AgA)*)z = 0. Ce qui donne Pz € N(A).
Donc on a, pour tout # € D(A) x = (I — (AgA)¥)z + (AgA)rz; (I — (AgA)¥)z € N(A),
(AgA)kFx € N(P). Donc (AgA)*z € Cp(A). On montre que N(A) N Cp(A) = {0}. ®

4.6.2 Proposition:
Si A est décomposable suivant P : E —— E, alors A posséde un lg—inverse topologique.

Preuve :

Considérons A comme élément de A(D(A), F), soit Ag un 1¥—inverse de A tel que (AgA)* =
I — P sur D(A); or N(A) € N(A) C R(P). Donc Ag est bien un 1% —inverse topologique de
A N

4.7. E topologique - F topologique

En se servant des propositions (4.5.1) et (4.6.1), on a le résultat suivant dans le cas ou E

et F' sont deux espaces vectoriels topologiques.
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4.7.1 Proposition
Soit A€ AN(E,F), E et F étant des espaces vectoriels topologiques. Si A est décomposable

suivant un projecteur P, et s’il existe un projecteur Q défini sur F tel que R(Q) = R(A), alors

A posséde un Gj—inverse AT vérifiant:
D(AT) = R(4) ® N(Q)
R(A*) = C p(4)
N(A%) = N(Q)
(AATF =Q sur D(AT)
)i=I1—-P sur D(A).

(ATA)*
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0.5

Conclusion

Dans la littérature des inverses généralisés, I’étude a été faite sur des systémes du type:
ApA = Pg
AAo=Qr

ou Pr et Qr sont simplement des projections sur F et F' respectivement, 1'idée est de

1-

remplacer 'application identique par une projection, quand il n’est pas possible d’avoir le

systeme :
ApA = Ig
AAg = 1Ip
Notre travail a considéré le systéme du type:
. AgA =Py
AAo = Qo

ou Py et @Yy sont des racines d’ordre k de projections définies sur F et F' respectivement,
cette considération généralise bien ’étude déja faite en revenant au cas k = 1, mais on peut
bien considérer aussi des cas qui ne vérifient pas le systéme (1), mais vérifient (1)’.

En introduisant cette notion d’inversion, on remarque que la racine d’ordre k de l'identité

joue un role fondamental dans la détermination des inverses généralisés d’un opérateur linéaire

Cette considération a enrichi ’ensemble des inverses généralisés d’un opérateur linéaire par
des classes différentes, ou il devient possible d’introduire des inverses généralisés d’un opérateur
inversible, cela d’une part, et d’autre part , vu la richesse de ces classes, il est possible de choisir
des inverses généralisés possédant des proprietés particuliéres ou bien vérifiant des conditions
imposées comme dans les questions de résolution des équations & opérateurs linéaires, ou bien

des équation de la forme f(x) =0, ou f est non forcément linéaire.
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Annexe

La numérotation de ’annexe est celle rencontrée dans le texte de la thése.

2.2.1 Lemme:

L opérateur A*A est tel que:

a) Lopérateur A*A est auto-adjoint , positif, et vérifie

N(A*A) = N(A) et R(A*A) = R(A")

b) Si x est un vecteur propre de A*A associé & la valeur propre A # 0, alors Ax est un
vecteur propre de AA* associé a la méme valeur propre.

c) St x1, ..., xp sont des vecteurs propres de A* A, linéairement indépendants , alors Axy, ..., Az
sont des vecteurs proppres linéairement indépendants de A*A.

d) 1l existe dans E une base orthogonale, constituée de vecteurs propres de A*A, autrement
dit, A*A posséde une matrice diagonalisable.

e) Pour tout a > 0, l'opérateur A*A +al, est inversible; (I étant l'identité de E)
Preuve:

a) En effet, il est clair que A*A est auto-adjoint, de (A*Az,x) = (Az, Az) > 0, donc
I'opérateur est positif.

En ce qui concerne les relations mentionnées, il est clair que N(A) C N(A*A), or si x est
tel que A*Ax = 0, alors (A*Az,z) = (Az, Ax) = 0, donc Az = 0 et N(A*A) C N(A), cette
derniére relation montre aussi que rg(A*A) = rg(A*) et de R(A*A) C R(A), on a donc égaliteé.

b) Si A*Ax = Az, alors A A*Ax = M\Ax, si A # 0, alors A*Ax # 0 donc Az # 0.

c) Supposons i, ...,z, sont des vecteurs propres de A*A associés aus valeurs propres
AL, ..., Ap, linéairement indépendants , alors Azq,..., Az, sont des vecteurs proppres de A*A
associés aus valeurs propres respectives, et si aq, ..., a, ne sont pas tous nuls

a1Azx1+ ... tapAzp = 0= a1 A* Az + ... + apA*Azp =0

= a1 Ar1+....+aprzp =0

on obtient donc oy = ag = ... = a;, = 0.

d) C’est une propriété des opérateurs auto-adjpints.
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e) Si a > 0, alors pour z € E, z # 0 on a

(A*A+ al)z,z) = (A*Az,z) + a(z,z) = 0

car A*A est positif et a(x,z) > 0. Donc (A*A + al) est inversible.

3.1.1 Proposition:

Soient E un espace vectoriel sur C, Ey un sous espace vectoriel de E,

P : E — Ey un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes sont equivalentes:
1) (I P)?=(I—P)

2) P2P=P

3) Px =z pour tout x € R(P)

4) R(I— P) = N(P), R(P) = N(I - P)

5) E=R(P)® N(P)

Preuve:

1) = 2) directe.
Supposons P? = P et montrons que 2) = 3)
Si z = Py, alors Pz = P2y = Py = x, donc 2) = 3).
Siz = (I — P)y, alors Pz = 0.
Et si Px =0, alors x — Px = (I — P)z =z, donc 3) = 4).
Pour tout z € F/, on a
x = Px +x — Px; or Px € R(P), et xt — Px € N(P); donc
E =R(P)+ N(P); et siz € R(P)NN(P), alors x = Px =0
donc 4) = 5).
Pour tout € E, on a x = Px + (I — P)x; or Px € R(P),
et (I —P)x € N(P),on a
(I-P)z=P(I—P)z+(I—-P)3z

= (I — P)%x.
Donc 5) = 1).
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4.2.2 Lemme:

Tout sous éspace de dimension finie d’un espace de Banach posséde un supplémentaire

topologique.
Preuve:

Supposons F; un sous espace de dimension n de E qui est de Banach, si (eq, eg, ..., €,) est
une base de Fp, d’aprés Hahn-Banach, il existe (f1, fo, ..., fn), n fonctionnelles bornées définies
sur F telles que:

Osii#j

1 sinon.

filej) = bij =

On montre que Fy = {x; fi(z) =0, i = 1,...,n} est un supplémentaire topologique de Fj.
Or Fy = iﬁl N(fi), il est donc fermé.

Pour tout = € E, posons ¥ = x1 + 2,00 T1 = él fi(x)e;, 1 € Eq, or

Tog = T — é}l fi(z)e;, vérifie fi(z2) = 0, ¢ = 1,...,n donc zg € Fs. Il reste & montrer que
Ei1 N Ey = {0}, en éffet si x € E1 N Ey, alors x = 1'%1 cie;, cela d'une part et fi(z) = ¢; = 0,

i =1,...,n, de autre part, donc x = 0.

4.2.3 Corollaire:

Si B est un sous espace d’un espace de Banach, tel que By = M+, ot M C E/, le dual de

E, et que dim M (+o0; alors Ey posséde un supplémentaire topologique.

Preuve:

Supposons dim M = n, et que (f1, f2, ..., fn) une base de M, (constituée de fonctionnelles
continues sur E).
Définissons sur E ’ensemble (eq,ea, ..., €,) de fagon que
0sii#j
lsii=j

filej) = bij =

On montre que 'ensemble (e, e, ..., €,) est libre , posons

Ey = (e1,e2,...,ep); le sous espace engendre par (ej,eg,...,e,), il est férmé; on montre
comme dans le lemme qu’il est supplémentaire a Fj.

Démontrons maintenant la proposition
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Comme dim N(A) < +o0, et suite au lemme 4.2.2 | alors N(A) posséde un supplémentaire
topologique.
Le sous espace R(A) est fermé, or R(A) = R(A) = N(A)*, et comme dim N(A") < +o0,

alors le sous espace R(A) posséde un supplémentaire topologique d’aprés le corollaire du lemme.
4.3.1 Lemme:

Si A € A(FE), alors les proprietés suivantes sont équivalentes:
i) A est un opérateur algébrique de polynéme caractéristique
n

p(t) = I (t = An)™, d’ordre r =11 + 1o+ ... + 1.

m=1

i1) E est la somme directe de n sous espaces principaux E; correspondant auzx valeurs propres
;i de multiplicité r; , c’est a dire

E=FE0F:®...0 FE,

Avec E; = N (A — N\I)™.

iii) 1l existe n projecteurs Py, Py, ..., P, € A(E) tels que

PP— b, Psii=j ;

0 sinon.

n
SP=1 et (A-NI)P=0.i=1..n
1=1

Preuve:
On le montre par réccurence sur n.

2
Considérons p(t) = [[ (t — Am)™ = p1(t).p2(t).
m=1
Comme pj(t) , p2(t) sont premiers entre eux, il existe deux polynomes u;(t), uz(t) tels que

ug(t)p2(t) +ur(t)pr(t) = 1

ce qui se traduit en termes d’opérateurs par
uz(A)p2(A) + ur(A)p1(A) =1

Pour tout z € F, on a x = x1 4+ x5 ou

pi(A)zi = pi(A)u;(A)p;(A)x
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= u(A)pi(A)p;(A)x

= 0.

Donc z; € N(pi(A)) = E;.

E1 N Ey = {0} résulte du fait que p;1(¢) et pa2(t) sont premiers entre eux.
Donc F = F1 @ Es.

Supposons la propriété vraie pour n — 1,

n—1 n—1

p(t)= ] (t—An)"™ = ] pm(t), polynomes premiers entre eux.
m=1 m=1

Considérons

n n—1
p(t) = IT pm() = II am(?)
m=1 m=1

avec q1(t) = p1(1)p2(t), et g;(t) = p;(t) pour j =3,...,n

D’aprés ’hypothése de reccurence on a

E=F®FE;d...0E,

E; = N(pi(t)), F = N(q1(t)) or q1(t) est un produit de deux polynoémes premiers entre eux,
le raisonnement fait pour n = 2 nous conduit a la conclusion F = Fq @ Ey

Donc

EFE=FE10FE®.0E,

avec By = N (A — N\I)".

Comme tout = € F peut étre mis d’une fagon unique sous la forme

r=x1+x9+ ... +x,

Posons P;(x) = z; alors
F)Z?:R;,B.Pj:(sl'j: lsit=y

0 sinon
et Y P=1
Et de plus (A — \I)" " Pix = (A — N\ I)"x; = 0.
iii) = 1)
Comme (A — N\I)"x; = 0, alors p(t) = ﬁ (t — Am)™™ est un annulateur de A, c’est a dire

m=1

p(A) = 0. Le polynome caractéristique doit diviser p(t).
4.3.2 Corollaire:

Si S € A(FE) est une racine d’ordre k de l'identité, alors:
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i) Le polynome caractéristique de S est de la forme
n

p(t) = T (t = &)™ €y = exp 25

Cest dmd:z;“e que les valeurs propres de S sont les racines complexes d’ordre k de l'unité.
ii) Si (§1,€2,--,§p) » p < n sont les valeurs propres de S , alors :
E=FE®FE®..®FE); avec E;=N (S-&I)" ,i=1,...,p.

Le corollaire est une conséquence immeédiate du lemme, car de la relation S* = I , on déduit

que S est algebrique, et que ses valeurs propres sont des solutions de I’équation algebrique

2 —1=0.
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Résumé:
Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps des nombres complexes [ ;

A . E — Fun operateur linéaire ,le théme traite la question d’inversion d’'un opérateur
linéaire, alors I' équation Ax=y posséde une solution pour tout xeE et pour tout yeF si
et seulement si 4 est inversible, ce qui n'est pas toujours possible, on essaye donc de
trouver un operateur B ayant des properties aussi proches de celles de l'inverse usuel.
SiBest!l inverse de 4, on adonc 4B=I,. et BA=I,, et comme les projections sont les
opérateurs les plus proches de I'application identique du point de vue proprietés, on
peut considérer les équations suivantes B4A=0 et 4B=Pou Pet Q sont des projecteurs
sur E et F respectivement. On traite dans ce travail Pet 0 comme racines d’ordre &
de projections.

L’ opérator linéaire B:F—E est appelé 1%-inversede 4, si 4 (B 4 )k =A4, ke IN*,
etsi 4 estaussi 1°-inverse de B, alors B est appelé G, -inverse de 4.

Ce travail donne les proprités essentiels de I'inverse généralisé, des applications , parmi
lesquelles citons la résolution des équations matricilles, équations a opérateurs
linéaires, la résolution de I'équation de la forme f(x)=0 par la méthode de Newton, on
étudie aussi qulques proprités approximantes et extremales des inverses generalisés
dans des espaces normes .

Mots clé :

Opérateur linéaire, projection, 1"—inverse, G -inverse, racine de I’ identité.
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