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Introduction générale

Le but des travaux de cette these est ’analyse limite de certaines familles
de fonctionnelles intégrales en terme de mesures de Young et de mesures
de "varifold”. Cette étude a pour origine la relaxation de la fonctionnelle
intégrale

Flu) = [ 1(Vu(@)ds, 1)
dont le probleme de minimisation associé est
inf {F(u) : uweWyP(QR™}, (2)

Q) étant un ouvert borné de RV,

En élasticité, ) représente la configuration de référence occupée par un
matériau élastique et F' I'énergie élastique associée au matériau. Si F' n’est
pas semi-continue inférieurement, en général le probleme (2) n’admet pas
de solutions. On relaxe donc la fonctionnelle (1) relativement a la topolo-
gie faible de W,*(€;R™). Autrement dit, on associe & F la fonctionnelle
semi-continue inférieure

Flu) = / QFf (Vu(z)) de,

ou @ f est la quasiconvexifié de f, dans le sens ot les solutions du probleme de
minimisation associé a F' sont des points d’adhérence des suites minimisantes

du probleme (2) (cf.[13]).

Tres récemment les mesures de Young et particulierement les mesures de
Young générées par des gradients ont été exploitées dans plusieurs domaines.
Ces mesures furent introduites par L.C. Young comme solution généralisée de
problemes de surfaces minimales (cf. [41]) et L. Tartar est le premier a avoir
utilisé les mesures de Young dans ’étude d’équations aux dérivées partielles
(cf. [35, 36]). On trouve des applications pour les microstructures observées
dans les transformations de phase solide/solide dans [8].

En s’inspirant des travaux de [20, 21, 32, 34|, nous développons une autre

>



Introduction générale

approche de relaxation de (1) en terme de mesures de Young. L’idée est
de prolonger l'espace des fonctions admissibles VVO1 P(Q;R™) & lespace de
mesures de Young, et on relaxe donc la fonctionnelle (1) en terme de ces
mesures. Cette approche nous permet de décrire la limite faible du gradient
de la suite minimisante du probleme de départ. De plus, on ne quasiconvexifie
pas l'intégrande dans le probleme relaxé.

Dans une deuxiéme approche, en utilisant les mesures de ”varifold” introduite
récemment dans [19], on relaxe (1) en terme de mesures de Young-varifold.
On retrouve ainsi une nouvelle relaxée de (1) dépendante de la fonction de
récession f* de l'intégrande f. Ceci, nous permet de prendre en compte les
effets d’oscillation et de concentration du gradient de la suite minimisante.
L’idée de base est de réécrire la fonction F' en terme de mesures de type
(5%@) ® |Vul|P dz et d’utiliser le fait que f*(Vu) = foo(%(:c)ﬂVuP dx,
puisque f* est p-homogene.

Si la fonctionnelle (1) dépend d’'un parametre € > 0, destiné a tendre vers
zéro, on emploi le terme analyse limite plutot que relaxation. Dans ce cas, on
s’'intéressera au comportement limite de la famille de fonctionnelles associée

en utilisant la I"-convergence.

Cette these est composée de trois chapitres. Dans le premier chapitre,
on commence par rappeler quelques outils mathématiques tels que : la re-
laxation des fonctionnelles relatives aux problemes de calcul des variations,
la définition et la propriété variationnelle de la I'-convergence, les mesures
de Young et les mesures de Young-varifold. Dans la derniere partie de ce
chapitre, on établira deux résultats préléminaires de relaxation d’une fonc-
tionnelle de type (1) en terme de mesures de Young, et en terme de mesures
de Young-varifold.

Dans le second chapitre, en s’inspirant des deux approches de relaxation
du chapitre précédent, on étudie le comportement limite d’une famille de
fonctionnelles associée a une structure mince de type

F(w):= | f(Vu)dz,

et olt . = wx]0, [ est un ouvert de R3, au sens d’une convergence varia-
tionnelle en terme de mesures de Young et de Young-varifold. On introduit la
I'y-convergence relativement a la convergence étroite des mesures de Young et
la I"'yy-convergence relativement a la convergence faible des mesures de ”var-
ifold” ; on obtient ainsi deux nouvelles formulations de 1’énergie associées a
une membrane dans 1’espace des mesures de VVO1 P_Young et dans 'espace des
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mesures W, P-Young-varifold comme limite des énergies tridimensionnelles
associées a la structure mince. Les deux formulations sont différentes de la
formulation classique obtenue dans [23].

Le chapitre trois est consacré a ’analyse limite de certaines fonctionnelles
intégrales non périodiques et dépendantes du temps de ty

A A R 3)

ot u € WHP(]0,T[; LP(?)) et f.(x,-) appartient & une classe de fonctions
convexes et satisfaisant des conditions de croissance et de coercitivité. On
établit alors la I'-convergence de (3), relativement a la topologie faible de
WhP(]0, T[; LP(2)), ou la I'-limite est caractérisée en utilisant les techniques
de mesures de Young.

Ce travail a fait I'objet d’une publication dans une revue internationale,
en collaboration avec G. Michaille (Professeur a I’Université de MontpellierII)
et C. Licht (Directeur de recherche au CNRS, Laboratoire de Mécanique et
de Génie Civil), lors de mon séjour a I’Université MontpellierIl.



Chapitre 1

Notions de base et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, on commencera par présenter quelques outils de base
sur la relaxation en calcul des variations, et nous rappelons tres brievement la
définition et la propriété fondamentale de I'-convergence, qui est une conver-
gence variationnelle introduite par E. De Giorgi en 1975 et élaborée succes-
sivement par de nombreux auteurs. Puis, apres un rappel sur les mesures de
Young et de ”varifold”, on terminera ce chapitre en établissant deux résultats
préliminaires de relaxation de fonctionnelles intégrales en terme de mesures
de Young et de mesures de Young-varifold.

1.1 Meéthode directe et Relaxation

Dans ce paragraphe, on considere X un espace de Banach (ou sa norme
est notée || . ||) et { F,,, F : X —]—o00,+00] : n € N} une famille de fonctions.

Définition 1.1.1 On dit que F est semi-continue inférieurement ' (en abrégé
s.c.i.) au point u € X si, et seulement si, pour toute suite (u,) convergeant
vers u dans X

F(u) < liminf F(u,),

n—-+0o

autrement dit

F(u) = inf { liminf F(u,) : v = lim u,}.

n—-+o0o n—-+o0o

F est dite s.c.i. sur X, si elle est s.c.i. en tout point de X.

1Si X est munit de sa topologie faible, on parle de s.c.i. séquentielle.



1.1. METHODE DIRECTE ET RELAXATION

Définition 1.1.2 F' est coercitive sur X si, pour tout t > 0 il existe un
compact Ky dans X tel que {u € X : F(u) <t} C K;.

Si X est réflexif muni de sa topologie faible (ou si X est le dual d’un espace
de Banach séparable muni de sa topologie faible-étoile), on dit que

(a) F est coercitive sur X si | |}im F(u) = +oo.
u||——+00

(b) F, est equi-coercitive sur X si, pour tout n € NH ‘Pm Fo(u) = +00.
ul|—+00

La méthode directe pour prouver l'existence de solutions en calcul des
variations est basée sur le théoreme de Weierstrass suivant :

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Weierstrass, cf. [11, 13, 14])
Si Fest s.c.i et coercitive alors F' admet un point minimum dans X, c’est
a dire, qu’il existe ug € X tel que pour tout u € X

F(ug) < F(u).

En effet, en pratique on remarque qu’il faut choisir une topologie appropriée
pour garantir a la fois la coercitivité et la s.c.i. afin d’appliquer le théoreme
de Weierstrass.

Définition 1.1.3 (relazée et relaxation)

(a) On dit que F : X —] — 00, +00] est la relaxée ou la régularisée s.c.i. de
F si, F est la plus grande fonction s.c.i. minorant F.On peut décrire
F par
F(u) = inf { liminf F(u,) : u= lim wu,}.

n—-4o00 n—-—4oo

(b) La relazation d’une fonctionnelle F est le calcul de sa relaxée F.

La caractérisation et les propriétés de la relaxée F sont données par les
deux propositions suivantes (cf. [11, 13, 14])

Proposition 1.1.1 Soit F': X —] — oo, +00] une fonction. Alors F est la
relaxée de ' dans X si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont
vérifiées :

(i) Pour tout u € X et pour toute suite (u,) convergeant vers u dans X,

F(u) < liminf F(u,),

n—-+o0o
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(ii) pour tout u € X, il existe une suite (u,) convergeant vers u dans X,
telle que B
F (u) > limsupF (uy,) .

n—+0oo

Proposition 1.1.2 Si F est coercitive, alors sa relaxée F vérifie les pro-
priétés suivantes :

(i) F est coercitive et s.c.i.

(ii) F admet un point minimum,

iii) inf F(u) = min F(u
(i) inf F(u) = min F(u),
(iv) Si (uy) est une suite minimisante de F', c’est a dire

1
F(u,) < inf F -,
(un) < Inf Flu) +

alors toute valeur d’adhérence w de (u,) est un point minimum de F,
et on a o o
lim F(u,) = inf F(u) = F(u) = minF(u).

n—-—oo ueX ueX

1.2 TI'-convergence

La notion de I'-convergence a été introduite par E. De Giorgi et T.
Franzoni en 1975 dans [15], et depuis elle s’est développée en liens avec les
problemes de calcul des variations et en particulier 'analyse limite de fonc-
tionnelles intégrales. On en trouve une étude plus générale et approfondie de
cette notion dans les ouvrages de H. Attouch [6] et G. Dal Maso [14]. On
présente ici la définition et la propriété variationnelle de la I'-convergence.

On considere X un espace de Banach et {Fn, Foo : X =] —00,40], n € N}
une famille de fonctions.

Définition 1.2.1 On dit que la suite (F,,) I'-converge vers F, en u € X si,
et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour toute suite (u,) convergeant vers u dans X,

liminf F,,(u,) > Fuo(u),

n—+00
(ii) il existe une suite (u,) convergeant vers u dans X, telle que

limsup F), (u,) < F (u) .

n—-+00

10



1.2. T-CONVERGENCE

Si cette propriété est satisfaite pour tout u € X, on dit que (F,) I'-converge
vers Fiy, et on écrit Foy = I'(X)-lim F,.

n—-+00
Si on a une famille de fonctionnelles {F.}, ot € est un paramétre positif
destiné a tendre vers 0, alors
F =T(X)-lim F.

e—0

si, et seulement si, pour toute suite (), convergeant vers 0 quand n — +00,

F=I(X)-lim F,.

n—-4o0o

L’intéréet pratique de cette notion réside dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1 (Propriété variationnelle)

Soient Fyo = T'(X)- lir}rﬂ F, et (uy,) une suite vérifiant

n

1
F, < inf F, —.
n(tn) < ung () + n

Si (uy) est relativement compacte dans X, alors toute valeur d’adhérence @
de (uy,) est un point minimum de F et on a

lim inf F = Fo(u) = min F; :
0 S ) = o) = i Fecl)

Remarque 1.2.1
1. Si Foo =T(X)- lim F,, alors F, est s.c.i. sur X.

n—-+oo
2. Si F,=F, c’est a dire que la suite (F,,) est indépendante de n, alors

F=T(X)-lim F,

n—-+o00

ot F est la relazée de F.
3. 81 Fow =T(X)- lim F, et L: X — R est continue dans X, alors

n—-4oo

F<X)}LETOO(F” +L)=F,+L.

4. Puisque dans les résultats qui suivent (cf. chap 2 et chap. 3), X est
muni de sa topologie faible, il faut noter que si X est réflexif muni de
sa topologie faible (ou si X est le dual d’un espace de Banach séparable
muni de sa topologie faible-étoile) et tel que la suite (F),) est équi-
coercitive, alors la définition de la T'- convergence de (F,) vers F rela-
tivement a la topologie faible ( ou faible-étoile) est caractérisée par (i)

et (ii) de la définition 1.2.1 (cf. [14]).

11



1.3. RAPPELS DE THEORIE DE LA MESURE

1.3 Rappels de théorie de la mesure

Soient Q un ouvert de RY, L|q est la mesure de Lebesgue restreinte a (2
et B(2) la tribu borélienne de Q2. Notons par M™*(£2) 'ensemble des mesures
positives finies sur 2. On désigne par C.(€2) I'ensemble des fonctions continues
a support compact sur €2 et Co(€2) 'ensemble des fonctions continues nulles
a U'infini (nulles sur le bord 92 si 2 est borné). On notera par LP(Q, u; R™)
I'espace des fonctions p-ieme sommable (p > 1) sur Q dans R™ relativement
a la mesure p.

Définition 1.3.1 On dit que la suite (p,) C MT(Q) converge faiblement
vers une mesure u € MT(Q), et on écrit p, — u, si pour tout ¢ € Co(£2)

im_ /Q 6(x) dptn = /Q o(x) du.

On a le théoreme de compacité des mesures bornées suivant :

Théoréme 1.3.1 Toute suite (u,) bornée dans M™(Q), c’est a dire,
sup 1, () < 400, posséde une sous-suite faiblement convergente.

Théoréme 1.3.2 (Théoreme d’Alexandroff)
Soit {pin, pp = n € N} une famille de M*(Q) telle que () converge faible-
ment vers p. Alors pour tout ouvert U et tout compact K de 2,

liminf 0, (U) > p(U) et lim sup g, (K) < p(K).

n—+o0 n—-+o0

De plus, on en déduit que pour tout borélien B relativement compact dans )
tel que u(0B) =0, on a

lim p,(B) = p(B).

n—-+o0o

Etant donné (X,B, 1) un espace mesuré (ou j est une mesure positive
finie), (Y,%) un espace mesurable et H : £ — F une application (8, %)-
mesurable.

Définition 1.3.2 L’image de p par f est la mesure v sur (Y, %), dite mesure
image, définie pour tout B € T par

v(B) = po H'(B) = p(H(B)),

ot H=1 est une application de T dans B.

12



1.3. RAPPELS DE THEORIE DE LA MESURE

Remarque 1.3.1 Si ¢ : F' — R est v-intégrable, on a

/gpduz/gpoHd,u.
F E

Soit 4 une mesure vectorielle sur B(2) (u € M(€;R™)). On définit pour
tout borélien B € B(£2) la mesure scalaire positive, notée |u|, par

+o00
1l(B) = sup {Z wB)l = B= Bz} ,
i=1 ieN
ou la borne supérieure est prise sur 'ensemble des partitions (B;) de B.

Définition 1.3.3 La mesure |u| est appelée la variation totale de u, et 'ap-
plication p— |u|(Q) est une norme sur M(€; R™).

Avant de rappeler le théoreme de Radon-Nikodym, donnons quelques
définitions.

Définition 1.3.4 Soient p € MT(Q) et v € M(Q;R™). On dit que v est
absolument continue par rapport a u, et on écrit v < u, si v(B) = 0 pour
tout B € B(Q) tel que p(B) = 0.
On dit que v est singuliére par rapport a u, s’il existe A € B(Q) tel que pour
tout B € B(Q2), on a

u(A) =0 et v(B) =0,

avec AN B =@ (on dit alors que v est concentrée sur A).

Théoréme 1.3.3 (Décomposition de Radon-Nikodym)

Soient p € MT(Q) et v € M(Q;R™). Alors, il existe une fonction g €
LYQ, pi; R™) et une mesure v*, singulicre par rapport a p, tels que

v=gp+r,

ot la mesure gu € M(;R™) est définie par

gu(B) = /Bg dp,

pour tout B € B(S)). g est appelée densité de la mesure de v par rapport d .

13



1.4. MESURES DE YOUNG

Remarque 1.3.2 Pouru € L*(Q;R™), on définit la mesure ul € M(Q;R™)
par

wL(B) = /Bu(x) dz,

pour tout B € B(Y). On a u L < |u|L et de plus |u L] = |ul|L.

Puisque v L < |ulL, en vertu du théoréme de Radon-Nikodym il existe une
fonction h € LY(Q, |u|L;R™) tel que uw L = hlu|L et |h(x)| = 1. De plus on a
h(z) = i(x) pour |u|L-p.p. tout x € Q.

Jul

1.4 Mesures de Young

Dans ce paragraphe, sont rassemblés la plupart des résultats préliminaires
concernant I’espace des mesures de Young et qui seront utilisés ultérieurement
a plusieurs reprises. On trouvera un bon nombre de référence dans [32, 39, 40].
Dans tout ce qui suit, §2 est un ouvert borné de RY, Lo est la mesure de
Lebesgue restreinte a 2, B(Q2) la tribu Borélienne de 2, E = R™*¥ identifié
isomorphiquement a I’ensemble des matrices réelles m x N muni de sa norme
|.| et B(E) la o-algebre sur E. On notera par MT(Q x E) I'ensemble de
mesures positives finies sur 2 x E et Pq la projection sur €2, c’est a dire
Pao: QA xE— Q.

Définition 1.4.1 On dit que n € MT(Q2 x E) est une mesure de Young sur
QX E si Lig=poPq", et on obtient pour tout borélien B de B(<2)

L1(B) = (B x E).

On notera par Y(€2; E) 'ensemble des mesures de Young sur 2 x E.

On considere Cth®(€2; E) I'ensemble des intégrandes de Caratheodory 2 bornées,
c’est a dire pour tout ¢ € Cth®(;E) on a :

(i) Pour tout x € Q : ¢(x,.) est bornée et continue sur E,

(ii) = — [[¥(z,.)|s est L o-intégrable.

2Une intégrande de Carathéodory est une fonction B(2) ® B(E)-mesurable en (x,)\) et
continue en \.

14



1.4. MESURES DE YOUNG

On munit Y(;E) de la topologie étroite (le terme en anglais corre-
spendant est "narrow topology” ), c’est la topologie qui rend les applications

[ ¥ du continue pour tout ¢ dans Cth®(€;E). On est donc conduit
QOxE
a la définition suivante :

Définition 1.4.2 FEtant donné {p,;p : n € N} une famzlle de V(I E).
On dit que p, converge étroitement vers j, et on écrit fu, RaN W, st pour toul
Y € Cth* (L E),

lim W(x, A) dpg (2, A) = (x, ) du(x, N).

n—+00 OQOxE QxE

Remarque 1.4.1

1. Dans la définition de la topologie étroite sur Y(£2;E) on peut tester
avec les fonctions ¢ = 1g¢ pour tout borélien B € B(Q2) (ou 1p est
la fonction caractéristique de B) et ¢ € Cyo(E), l'espace des fonctions
continues bornées sur E, (cf [39]).

2. L’espace de mesures de Young V(S E) est étroitement fermé dans
MT(Q x E). En effet, si u, € Y(2;E) converge étroitement vers une
mesure p, il suffit de prendre 1 = 15 1g pour tout borélien B € B(f).

On rappel ici le théoreme de désintégration d’une mesure de Young, qui
peut étre vu comme une généralisation du théoreme de Fubini.

Théoréme 1.4.1 (Désintégration, cf. [18, 7]) Si p € V(4 E), alors pour
p.p. x € ) il existe une mesure de probabilité u, sur E, telle que pour toute

fonction f dans Co(2 x R™) on a

(i) z+— /f(x,)\) dpiz(N) est Lio-mesurable.
E

G) [ N duen) = [ ([ ey du)de

On écrit alors p = p, @ da3.

3Afin d’alléger les notations, on notera par dz la mesure de Lebesgue restreinte & tout
ouvert borné de R™.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Remarque 1.4.2

1. Le théoréeme reste wvalable si on remplace l'espace E par un espace
séparable métrisable et localement compact (cf. [39] th. Al).

2. St au lieuw de la mesure de Young j, on considére v une mesure positive
finie sur E tel que sa projection sur ) est une mesure o (c’est a dire
o(B) = v(B x E) pour tout borélien B de B(2)), alors v peut s’écrire
sous la forme v = v, ® o avec {v,}, une famille de probabilités sur E

(cf. [39], p. 182).

Soient u : {2 — E une fonction mesurable et G' 'application graphe de u,
c’est a dire
G:Q— QxE

Alors la mesure image f1 := L 0 G~ est une mesure de Young, et en vertu
de la remarque 1.3.1, on en déduit que pour tout ¢ u-intégrable

b, N (e, N) = / (e, u(z)) de

- / /w:md(s (A ))da:.

oll dy(z) est la mesure de Dirac au point u(x). Par conséquent, d’apres le
theoreme 1.4.1, on a pt = dy(y) @ dz.

OxE

Définition 1.4.3 La mesure u est appelée mesure* de Young associée a la
fonction u.

Le lien entre la convergence en mesure est la convegence étroite des
mesures de Young associées a des fonctions est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 1.4.1 (cf. [40]) Soit {u,, u : Q@ — E, n € N} une famille de
fonctions mesurables. Alors (u,,) converge en mesure vers u si, et seulement
si la suite de mesures de Young associée a (u,) converge étroitement vers la
mesure de Young associée a u, autrement dit

Up = U = [y = Oy () @ dT = p1 = Sy @ do,

0U u, — u, si pour tout e >0 on alim L{z € U |u,(z) —u(z)| >} = 0.

4(’est une mesure portée par le graphe de u.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Si la suite de mesures de Young associée a une suite de fonctions mesurables
i = Oy, (z) ®dx converge étroitement vers une mesure de Young x, en général
la mesure p n’est pas associée a une fonction mesurable.

Exemple 1.4.1 Soit Q =|0,1] et u(z) = sin(2rz). On prolonge u par
périodicité sur R et on pose un(x) = u(nw). Si p, = Oy, (z) ® dx, alors
en utilisant un résultat de [25] (cf. p. 40, th. 2) on obtient que pour tout ¢
continue bornée sur R

lim () dpp(z,A) = lim /Q¢(un(9c))da:

n—-+o00 QxR n—-4o00

_ / [ ot dyar

D’autre part, par un changement de variable
¢(u(y)) dy = ¢(sin(2my) dy
10,1] 10,1]

- / o(sin(2my) dy + / ¢(sin(27y) dy
10,1/4]

J1/4,3/4]

+ / o(sin(2my) dy
13/4,1]

dx
N /1’1[¢(x) ™V 1-— 272 .

On en déduit alors que 1, = p dans y(]o, 1;]-1, 1[) et tel que la désintégrée

de i est pi, = ——=dx|]_1,1| qui n’est pas un Dirac.

TV 1 — 22

1.4.1 Compacité

On présente ici la notion de tension pour les mesures de Young, afin de

donner la version du théoréme du Prokhorov paramétrique °.

Définition 1.4.4 Une suite de mesures de Young (p,) est tendue, si pour
tout n > 0, il existe un compact K,, de E tel que sup py, (Q x (E\ Kn)) <n.

®Dans la version classique du théoreme de Prokhorov sans parametre, la définition de
la tension differe en considérant le K, dans la définition 1.4.4 un compact dans 2 x E.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Dans le cas ou (u,) est associée a une suite de fonctions mesurables
u, : 2 — E, il est assez naturel de poser la définition suivante :

Définition 1.4.5 La suite () est tendue si pour tout n > 0, il existe un
compact K,, de E tel que sup L{z € Q : u,(z) € (E\ K,)} <.

Théoréeme 1.4.2 (Version paramétrique du théoréme de Prokhorov, cf. [39])
Soit (w,) une suite de mesures de Young tendue. Alors, il existe une suite
extraite (fin, )i convergeant étroitement dans Y(S4;E).

Une conséquence immédiate du théoreme de Prokhorov est le corollaire
suivant, qui sera utilisé ultérieurement a plusieurs reprises.

Corollaire 1.4.1 Si (u,) est une suite bornée dans L'(C; ), alors la suite
(un 1= Oup(a) ® dx) associée a (uy,) est étroitement relativement compacte.

DEMONSTRATION. I suffit d’appliquer I'inégalité
1
L{zeQ: |uu(z)] > R}) < E/ |up(x)|dx, ou R > 0.
Q

Remarque 1.4.3

1. Le théoréme 1.4.2 et le corollaire 1.4.1 reste valable si au lieu de ’espace
E, on prend S un espace séparable métrisable et localement compact (cf.
[40])-

2. En utilisant 'inégalité de Holder, on en déduit facilement que le théoréeme
reste valable si (uy) est bornée dans LP();E) avec p > 1.

On présente ici le théoreme fondamental des mesures de Young qui nous
permet de passer a la limite en prenant comme fonctions test des fonctions de
Carathéodory. Pour cela nous rappelons au préalable la définition d’uniforme
intégrabilité pour une suite de fonctions mesurables f, : 2 — R.

Définition 1.4.6 La suite (f,,) est dite uniformément intégrable (en abrégé

U.l) si
lim (Sup/ | fnl dm) = 0.
fimteo \on J(pl>R)

Soient S un espace localement compact métrisable séparable et u,, : Q2 — §
une suite de fonctions mesurables. Si la suite de mesures de Young associée
a (u,) converge étroitement vers p, on a

18



1.4. MESURES DE YOUNG

Théoréme 1.4.3 (Théoréme fondamental des mesures de Young, cf. [39,
40])
(i) Sip: QxS — R est mesurable en (x,)\) et s.c.i. en X (Y est dite

intégrande normale) tel que la suite des parties négatives ® (¢~ (-, un()))n
est U.I dans L*(2;RT), alors

U(z, N)dp < 11m1nf/¢ T, Up(x
QOxE n—too
(i) Sitp: QxS — R est une intégrande de Carathéodory telle que (Y(-, un(-))),
est U.1, alors

lim /w(x,un(:c))dx— g Ew(:v,)\)du

n—-+00 Q

1.4.2 Effets d’oscillation

Soit (u,,) une suite dans LP(Q2) qui converge faiblement vers u (u, — u).
Alors d’apres la remarque 1.4.3 du corollaire 1.4.1 la suite de mesures de
Young p, = 6,, ® dz associée a (u,) converge étroitement (& une sous-suite
pres) vers u (f, — i).

On se pose la question suivante : Qu’elle est le lien entre p et u? La réponse
est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.4.2 Si (u,) une suite qui converge faiblement vers u dans
LP(Q), et (un) la mesure de Young associée a (uy). Alors, pour une sous-
suite extraite, que 'on ne réindexera pas, on a

o — et u(m):/)\dux(/\), x € Qp.p.
R

DEMONSTRATION. Il suffit d’appliquer le corollaire 1.4.1 et prendre 1(x, \) =
e(x)X\ avec ¢ € C.(€2). Ainsi en vertu du théoreme 1.4.3 et théoreme 1.4.1,
on obtient que pour tout ¢ € C.(Q)

lim o)A dpy(z,A) = lim o(x)u, () dx

n—-+o00 QxR n—-+o00 Q

_ é@(z)(/ﬂ{)\duz(kw da.

6La partie négative de 1 est définie par 1~ (x, \) = max(0, —v(x, \)) pour tout (z,\) €
Q x E.
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1.4. MESURES DE YOUNG

D’autre part
lim o(x)u,(x) de = / o(z)u(x) dx.

n—-+o0o Q Q

Par identification on trouve le résultat. La proposition est ainsi établie.

En général une des causes qui fait que la convergence faible n’implique
pas la convergence forte, c’est la présence d’éventuelles fluctuations de la
suite de fonctions (u,). Les mesures de Young donnent plus d’informations
sur ce comportement, qu’on appellera effets d’oscillation.

1.4.3 Mesures de Young générées par des gradients

Dans cette partie, on va s’intéresser aux mesures de Young obtenues
comme limite de suite de mesures de Young associées a des gradients, dites
mesures de Young générées par des gradients (cf. [32, 33, 34]). Les propriétés
essentielles de ce type de mesures sont données par le théoreme ci-dessous.
Notons par W1P(Q; R™) I'espace de Sobolev usuel avec p €|1,+oo| et, par
abus de langage, on définit VVO1 P(Q; R™) comme I'ensemble des fonctions de
WP qui s’annulent sur le bord 99. C°(Q2) désignera 1'ensemble des fonctions
indéfiniment différentiables & support compact sur 2.

Définition 1.4.7 On dira que p € Y(E) est une WhP-mesure de Young
s’il existe une suite (u,) bornée dans W'P(Q;R™) telle que

Hn = 5Vun(:c) ® dx = M,
autrement dit, . est générée par la suite des gradients (Vuy,).

On rappelle ici un lemme technique qui sera utile par la suite. Pour la
preuve voir [7, 19, 32].

Lemme 1.4.1 (Lemme de décomposition) Soit (u,) une WhP-mesure de

Young générée par les gradients d’une suite (u,) convergeant faiblement vers
u dans WHP(Q;R™). Alors il existe une suite (v,) dans W'P(Q; R™) satis-
faisant

(i) v, —u € Wy (Q;R™),
(ii) (|Vun|P) est uniformément intégrable,

(iii) v, — u, = 0 et Vv, — Vu, - 0.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Comme conséquence de (iii) et de la proposition 1.4.1, la suite (v,) génere
la méme mesure de Young que (u,).

Rappelons également la notion de quasiconvexité introduite dans [30].

Définition 1.4.8 La fonction continue f : E — R est dite quasiconvexe si

1
1) < 77 [ 10+ V@) ds
A
pour tout A € E, et tout A C R™ ouvert borné et tout p € C°(£2).

Si f:E — R est quelconque, on peut définir son enveloppe quasiconvexe
Qf :E— R par

Qf = sup{h <f:h:E—Rest quasiconvexe}7
autrement dit, c’est la plus grande fonction quasiconvexe minorant f.

Nous allons maintenant énoncer le théoreme de caractérisation pour les
mesures de Young générées par des gradients établie dans [20, 22]

Théoréme 1.4.4 p € V(4 E) est une WhP-mesure de Young si, et seule-
ment si, les trois conditions suivantes sont vérifiées

(i) 4l existe u € W'P(Q;R™) tel que
Vu(z) = / Adpug(N), x € Qpp.,
E

(ii) pour toute ¢ quasiconveze, vérifiant 0 < ¢(N) < B(1 + |A[P) pour un
B3>0 et pour tout \EE, ona 7

B(Vu(z)) < / 6N d(N), € Qpp.

(iii) IAPdp(z, \) < 400.
QxE

"C’est I'inégalité de Jensen.
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1.4.4 Effets de concentration

On a vu que les mesures de Young apportent plus d’informations sur
les oscillations d’une suite (u,) qui converge faiblement vers u dans LP({2)
(cf. proposition 1.4.2). D’autre part, si on sait que la suite (u,) converge en
mesure vers u, les oscillations de (u,) peuvent étre exclues et on ne peut
toujours pas déduire la convergence forte dans LP(2), et dans ce cas les
mesures de Young n’apportent aucune information sur ce comportement,
puisque a une sous-suite pres on a fi, 1= dy,,(z) @ dx BN du(z) ® dz. Ce fait est
appelé effets de concentration, et afin d’illustrer ce comportement, prenons
I’exemple suivant :

Exemple 1.4.2 Soit la suite de fonctions (u,(z)) définie sur Q =] — %, 1]
par
1 1
() = \/ﬁsz——nng%
0 sinon

Il est facile de voir que u, — 0 dans L*(Q) et u, — 0. Donc, j, =
Ou,, ® dx 5 5y @ dx alors que la masse totale 6, = \un|>dz =1 et donc 0 est
concentrée sur 0.

Exemple 1.4.3 (cf. Exemple 1.4.1) Sion reprend l'ezemple 1.4.1, on mon-
tre par un calcul similaire que la suite de fonctions v, = sin(4dnmx) génére la
méme mesure de Young que celle de (u,,) . On en déduit alors que les mesures
de Young ne tient pas compte de la localisation des oscillations. On dit alors
qu’il y’a une possibilité de concentration.

Plusieurs tentatives pour comprendre les effets de concentration ont été
abordées par plusieurs auteurs, particulieremnt dans I’homogénéisation des
équations aux dérivées partielles (cf. [16, 36]). Une autre alternative est d’u-
tiliser les mesures de ”varifold” (cf.[19]), et c’est 'approche qu’on adaptera
par la suite.

1.5 Notion de mesures de ”varifold”

Dans ce paragraphe on introduit la notion de mesure de ”varifold” et on
s’'intéressera aux mesures de varifold générées par des gradients. On considere
toujours W1P(Q; R™) espace de Sobolev usuel avec p €]1, +00], et on notera

={A € E : |\ =1} la sphere unité de E.
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1.5. NOTION DE MESURES DE "VARIFOLD”

Pour tout v € LP(Q;E) on lui associe la mesure image 6 de |v|PL par
I’application
T:Q0— QxS

ol xr — |Zj—|(x) est la densité de la mesure vL par rapport a la mesure |v|L.
On obtient alors que

V(p S Co(Q X S), /

QxS

o, \) dB(z, ) = / ol () o

o vl

Il faut noter qu’en utilisant le théoreme de désintégration 1.4.1, on a

Définition 1.5.1 La mesure § € MT(2 X S), est appelée mesure de "vari-
fold” (ou mesure de Young généralisée) associée a la fonction v.

1.5.1 Mesures de ”varifold” générées par des gradients

Puisque dans la suite on va s’intéresser aux suites de gradients, on con-
sidere dans la définition 1.5.1 v = Vu pour v € WH(;R™). Si on munit
MT(Q2xS) de sa topologie faible, on est donc conduit & la définition suivante :

Définition 1.5.2 On dira que § € MT(Q x S) est une W'P-mesure de var-
ifold s’il existe une suite (u,) bornée dans W'P(Q;R™) telle que la mesure
de "varifold” associée 0, == § vuy () ® |Vu,|Pdx converge faiblement vers 0,

c’est a dire pour tout ¢ € Co(€2 x S),

/Q ) o(z,\)df(z,\) = lim o(x,\) db, (z, \)

n—=+00 Joxs

. Vu,
V|

(2)) [Vu,|? dz.

n—-+o00

= lim o
Q

On dira que 6 est une mesure de "varifold” générée par la suite des gradients

(Vuy,) bornée dans LP(); E).

1.5.2 W'P-mesures de Young-varifold

Soit I'epace produit YV(;E;S) := Y(GE) x MT(Q x S) muni de la
topologie produit étroite-faible. On pose donc la définition suivante :

23



1.5. NOTION DE MESURES DE "VARIFOLD”

Définition 1.5.3 On dira que le couple (11,0) € YV(E;S) est une WP-
mesure de Young-varifold s’il existe une suite (u,) bornée dans W1P(Q; R™)
telle que

[ = Ogun (@) @ dr = p et 0, := 5%(@ ® |Vuy,|P de—6

Autrement dit, le couple de mesure (1, 0) est généré par la suite des gradients

(Vuy,).

Remarque 1.5.1 En utilisant le théoreme de désintégration 1.4.1, on en
déduit que pour tout (p,0) WlP-mesure de Young-varifold, la mesure 0 se
décompose de la forme 8 = 0, @ ™ ou 7 est la mesure projection de 6 sur )
et {0, }req est une famille de mesures de probabilités sur S.

Nous rappelons maintenant le théoreme de caractérisation pour les mesures
de Young-varifold générées par des gradients établie dans [19].

Théoréme 1.5.1 Soit p > 1. Alors le couple (u,0) est une WiP-mesure de
Young-varifold si, et seulement si, les trois assertions suivantes sont vérifiées

(i) il existeu € WHP(Q; R™) telle que Vu(x) = /)\ dpz(N), © € QL—p.p.,
E

(ii) pour tout ¢ : E — R quasiconveze, vérifiant 0 < ¢p(A) < B(1 + [A|P)
pour un 3 > 0 et pour tout A € E, on a

d(Vu(x)) < /IEQS()\) dpg(N), x€QL—pp.,

(iii) pour tout ¢ : E — R p-homogéne® et continue telle que Q(0) = 0, ot
QY est la quasiconvexifié de 1, on a

Lo dna) < Fia@) [v00a0, 0, v e 0L =po.

7
o T est la densité de la mesure ™ par rapport a Lq,
x

(iv) pour toute fonction 1) : E — R p-homogéne et continue telle que Qi(0) =
0, on a
PY(N)dO,(N) >0, =€ Qmg—p.p.
QxS
ou 7, désigne la partie singuliere de 7 par rapport a Liq.

8C’est & dire pour tout A € E et pour tout ¢ > 0, on a ¥(t\) = tPy(N).
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Remarque 1.5.2
1. En prenant dans (iii) ¥(X) = |A|P, on obtient

/ AP dp < +00.
QxE

On déduit alors de (i), (ii) et (iii) le théoréme de caractérisation des
mesures de Young (cf. th. 1.4.4).

2. L’assertion (iii) donne la relation entre la mesure de Young et la par-
tie absolument continue de la mesure de “varifold”, par contre (iv)
représente la restriction des "varifold” sur la partie ou la mesure sin-
quliere est concentrée.

1.6 Relaxation en terme de mesures de Young

Dans cette partie, nous étudions, en terme de mesures de Young, le
probléeme de minimisation suivant :

m := inf {F(u) = /Qf(Vu(x))da: Cu € Wol’p(Q;Rm)}, (1.1)

oup>1let f:E — [0,+00] est continue et vérifie les conditions de coerci-
tivitée et de croissance, c’est a dire pour tout A

alA\P < f(A) <81+ A7) (1.2)

pour 0 < a < 3 deux constantes données.

On sait que la semicontinuité inférieure de F' est crucial pour la recherche

de minimiseur dans les problemes variationnelles. Pour des problemes de type
(1.1), la condition qui assure la semicontinuité séquentielle de F' relativement
a la topologie faible de W1P(Q;R™) est la quasiconvexité de l'intégrande
f(convexité dans le cas scalaire)(cf. [1]).
Pour la modélisation de matériaux a transition de phase solide/solide en
élasticité non linéaire, la densité d’énergie f n’est pas quasiconvexe (non
convexe dans le cas scalaire). Dans ces conditions, le minimum de I’énergie
n’est atteint qu’en un sens généralisé et ceci est due aux oscillations de la
suite minimisante associée au probleme (1.1). Pour illustrer la nature des
oscillations de la suite minimisante, on présente I’exemple connu en dimension
un suivant :
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Exemple 1.6.1 (Probleme de Bolza) On considére le probléme de min-
imisation de la fonctionnelle intégrale®

inf {F(u) = /01 (v (z)) + u(z)?dr : ue WP (0, 1)}

ou ®(N\) = (A —1)2.
Alors le probleme n’admet pas de solution. En effet, si on considére la suite
de fonctions (vy,) définie par

() 1= ~u(n),

o )
T st 0< <=

— = =73

v(x)_{l—x siégxgl,

étendue par périodicité de [0,1] a R. Alors, par construction on a

n—-+oo n—-+oo ’I’L2

1
lim F(v,) = lim —/ v?(nx) dx = 0.
0

Par conséquent inf F(u) = 0. Cependant, il n'existe pas de fonction u qui
satisfait F(u) = 0, puisque on deverait avoir

u=0 et [v|=1, p.psur ]0,1],

ce qui est en contradiction pour toute fonction dans W44(0,1). Donc le
probleme n’admet pas de solution.

Classiquement, pour surmonter le probleme d’existence de solutions, on
relaxe le probléeme initiale et on applique (iii) de la proposition 1.1.2 avec
les modifications nécessaires. En effet, dans le cas du probleme (1.1), sous
I’hypothese de continuité et (1.2), la relaxée de F relativement a la topologie
faible de W1P(Q2;R™) est donnée par (cf. [13])

Flu) = / QF (Vu(x))dz,

ou Qf est la quasiconvexifié de f. Par conséquent, le probleme relaxé n’est
autre que le probleme suivant :

M := min {F(u) D u e Wy P(Q; Rm)}, (1.3)

9A remarquer que ® n’est pas convexe.

26
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et on a de plus m =m.
Si on reprend le probléeme de I’exemple 1.6.1, on obtient le probleme relaxé

min { F(u) = /Q @ (Vu(a))d : ue WE(0.1)}, (1.4)

tel que
kK _ (AQ - 1)2 Sl€ Z ]-a
V) = { 0 si€ <1,

avec ®** = sup{h < ® : h:R — R est convexe}. Par conséquent la fonction
nulle v = 0 est solution du probleme relaxé (1.4).

Dans la relaxation précédente, le probleme relaxé ne donne aucune infor-
mation sur le comportement de la limite faible (comportement oscillatoire) de
la suite minimisante. L’autre approche est la relaxation en terme de mesures
de Young. Ceci, nous conduit a introduire la relaxation du probleme (1.1)
en terme de mesures de Young relativement a la topologie étroite, et établir
certains résultats relatif a cette relaxation. D’un point de vue différent, L.C.
Young [41] est le premier avoir traité des problemes de calcul des variations,
ou il a introduit la notion de solution généralisée pour des courbes de sur-
faces, et étudia I'existence de la trajectoire associée a un probléeme de controle
optimale (voir aussi [9]).

En premier, nous noterons par VY(Q;E) Pensemble de W, ”-mesures
de Young telles que définies dans 1.4.7, en substituant W1'P({;R™) par
Wy P(€; R™). Le probleme (1.1) peut s’écrire alors, en terme de mesures
de Young, en considérant la fonctionnelle intégrale F : Y(;E) — [0, 4+00]
définie par

fN) du(z,N) sipeEVY(LE),
Fp) = QxE

+00 sinon,

ou EVY(LE) = {u € V(LE) ¢ pp = dvu) avecu € Wol’p(Q;Rm)} est un
sous ensemble de VY (S E).

A partir de cette écriture, on voit facilement que dans le domaine de la
fonctionnelle F on a

Flu) = / f(Vu(z)) de = F(u)

pour tout u € W, *(Q, R™).
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Le premier résultat principal de ce chapitre est alors

Théoréme 1.6.1 Avec les notations ci-dessus et sous ’hypothése (1.2), on
obtient que la relazée de F, relativement a la topologie étroite dans V(€% E),
est F: Y(E) — [0, +00] définie par

N du(z, \) sip e VY(QE),
o | S [V (N si € VH(OE)

+00 sinon.

DEMONSTRATION. 1l suffit de vérifier (i) et (i¢) de la propositionl.1.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout u et (u,) dans Y(Q,E)
tels que f, = p on a o
F(n) < lim inf F ().
Sans perdre de généralité, on peut supposer que
[ = liminf F(p,) < +oo.

n—-+00
Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer hI_P F(pn) =1, et donc
sup F(u,) < +00. On en déduit alors que p,, € EVY(Q; E), c’est a dire qu'il
existe u,, € Wol’p(Q; R™) tel que jtn, = vy, (z) @ dz, et on a

Flun) = / F (Tt ()

La condition de coercitivité (1.2) implique que la suite (u,) est bornée dans
VVO1 P(Q;R™), et donc p est générée par une suite bornée, autrement dit p €
VY(Q; E) (cf. définition 1.4.7). Grace au théoreme fondamental des mesures
de Young (cf. th. 1.4.3) on obtient

lim inf F(s,) > fON) dp = F(p).

n—+o0 QOxE

Vérification de (ii). Soit p € Y(;E), montrons qu'il existe p, €
V(4 E) telle que g, = p et

F (i) > limsup F ().

n—-+00
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1.6. RELAXATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG

Supposons que F(u) < +oo, sinon il n'y a rien a démontrer. On a alors
p € VY(Q;E) et par définition 1.4.7, il existe une suite (u,) bornée dans
W, P(Q;E) telle que dyy, @) @ dr = p. En vertu du lemme de décomposition
1.4.1, il existe une suite (v,) telle que (|v,|P) est uniformément intégrable et
génere la méme mesure de Young p. Par conséquent, en utilisant les condi-
tions de croissance et le théoreme 1.4.3 il vient que

n—-+00

lim /Qf(an(x))dx— QX]Ef()\)du.

Ceci acheve la démonstration du théoreme.

La relation entre le probleme classique et le probleme en terme de mesures
de Young est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.1 On a
m=m=inf {F(p) : p € Y(LE} =min{F(n) : pe€IQE}.

De plus si (p,) est une suite minimisante, c’est a dire
, 1
F(uy) < inf F + —.
u n

Alors () est étroitement relativement compact et toute valeur d’adhérence
I est solution du probléeme

min {F(u) : p € Y(QE)].
et vérifiant
Vi(z) = / N\ . zEQpp,
E

ou u est solution du probleme classique

m = min {F(u) : ue WyP(QR™)}.

DEMONSTRATION. On a m = m (cf. [13]). Soit (u,) une suite minimisante
de m, c’est & dire que lim F(u,) = inf F(u). Donc p, := 0y, @ do = u,

n—+0o00
et on a
limJirnf F(u,) = liminf]—“(,un) > inf F. (1.5)
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1.7. RELAXATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG-VARIFOLD

D’autre part, si 7 est solution de inf F, alors il existe (u,) bornée dans
WyP (2 R™) telle que dy,, @ dr = 7. En vertu du lemme de décomposition
1.4.1, il existe (v,) dans WHP(Q; R™) tel que (Jv,|P) est U.I. On obtient donc

m = inf FF < lim / f(Vv,)dz = F(fi) = min F. (1.6)
Q

n—-+0o00

Comme inf F = inf F, on en déduit de (1.5) et (1.6) 'égalité inf F' = inf F.
En utilisant le théoreme de caractérisation 1.4.4 et l'inégalité de quasicon-
vexité le reste de la démonstration en découle immédiatement.

1.7 Relaxation en terme de mesures de Young-
varifold

Dans cette section, dans I'intention de capter les oscillations et prendre en
compte les effets de concentration de la suite des gradients minimiseurs, on
relaxe le probléme (1.1) en terme de mesures de Young-varifold introduites
dans [19].

Notations. Avant de commencer, nous allons préciser quelques nota-
tions. On notera par VYV(£2; E; S) 'ensemble des (p, 0) € YV (4 E;S), qu'on
appellera W, ? - mesure de Young-varifold (cf. Définition 1.5.3), généré par
une suite (u,) bornée dans W, (€, R™), c’est & dire on a

fin = Ovyp () @ dx = et 0, = 5‘%,;'(35) ® |Vu,|Pde — 0.

Nous désignerons par EVYV(Q; E; S) le sous-espace de VYV (2 E; S) de tout
les couples (i, 60) € YV(QE;S) associés & des fonctions de W, (Q,R™), et
qu’on appelera espace élémentaire, c’est a dire qu’il existe u € I/VO1 PO, R™)
tel que

(1, 0) = <5WI) ® dz 6 g ) @ |Vu|p).

Puisque les effets de concentration peuvent apparaitre au bord d€2, pour
des raisons techniques, on considere un ouvert borné €2 tel que Q C €, et
pour toute fonction u € I/VO1 P(€;R™) on notera par @ sa prolongée par zéro
hors de €. B B B
On définera alors respectivement YV(Q; E; S), VIV(QE; S) et EVYV (O E; S)
telles que sont définies, ci-dessus, les espaces YV((; E;S), VIV(E;S) et
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1.7. RELAXATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG-VARIFOLD

EVIYV(LE;S), ou on remplace respectivement € et u par Q et U et les
mesures de Young-varifold sont générées par (u,) au lieu de (uy,).

Ceci dit, nous allons maintenant donner deux lemmes préliminaires qui
seront utilisés dans la démonstration du théoreme de relaxation en terme
de mesures de Young-varifold. Le premier lemme précise la relation entre
les deux espaces VYV( E;S) et VYV (Q; E; S), le deuxieme peut avoir son
intéret propre.

Lemme 1.7.1 Soit (u,0) € V;VV(@;E;S). Alors

1= [oxE T do ® ﬁL(ﬁ\Q) et 0= QI_QXS + QL(Q\Q)XS )
ot (MLQXE , HLQXg) € VyV(Q;E; S) et HL(Q\Q)xS est concentrée sur 0§ X S.

DEMONSTRATION. ~ Soit (u,) une suite bornée dans W, #(Q; R™) telle que

un |

P = OV, (2) @ do Spet 6, = (5|vgn @) ® [Vu,|Pde — 0=0,®m,

ou #, est la désintégrée de 0 et m est la projection de 6 sur Q.

Comme L(09) = 0, alors pour ¢ € Cth? (ﬁ, E), on a

D, N dp(z, ) = lim [ /Q D@, Vun(z)) da + w(x,())dx}

QxE n—+00 N0

= Y(x, A) dpjaxe + [ /]Ew(x,)\)ddo()\)d:c.

QxE Q\Q

Si @ € Co(Q2 x S), alors

/ o(z, ) df(z,\) = lim [/ <p(:c,)\)d9n+/ o(z,\) do,
QxS n—=+too L Joxs O\QxS
+/ oz, \) d@n]
INxS

Puisque 0,, := 5|gun‘(x) ® [Vup[Pde — 0 ouf =0, ®mgq et m(0Q) =0, on
en déduit que le SlfppOl”t de GL(Q\Q)xS est concentrée sur J€2 x S.
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Lemme 1.7.2 Soit (v,) une suite bornée dans LP(;E) avec (p > 1), et
h:E — R une fonction continue telle que

h(A)

A—oo [A|P

Alors la suite h(v,(.)) est uniformément intégrable.

DEMONSTRATION. 1l suffit d’utiliser la définition de la limite et le fait que
f est continue.

Le probleme (1.1) peut s’écrire, en terme de mesures de Young-varifold, en
considérant la fonctionnelle intégrale § : Y(Q; E) x MT(Q2 x S) — [0, +o0]
définie par

/ [f = RN du+ | £ do si(i,0) € EVIV(OLE;S),
OQOxE QxS

S(p,0) ==

+00 sinon,

ou f*:E — [0,+00[ est p-homogene, telle que

TG el GV Y (1.7)

pym—— | AP

Comme f*(0) = 0, il est facile de voir que, dans le domaine de la fonction-
nelle § on a

§(0.6) = [ F(Vula))dz = Flu).
Q
pour u € W, ?(Q; R™).
A partir de I'hypothese (1.7), on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.7.1

(1) La fonction f* est la fonction de récession de f, p-homogéne, définie

par
20 = tim 1

t—+oco tP
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1.7. RELAXATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG-VARIFOLD

(ii) Si (u,) est une suite bornée dans WHP(Q;R™), alors ([f — [ (Vun))n
est uniformement intégrable.

DEMONSTRATION.  Un calcul élémentaire nous permet d’obtenir (i). Pour
(ii), il suffit d’utiliser le lemme 1.7.2.

Le deuxieme résultat principal de ce chapitre est le théoreme suivant :

Théoréme 1.7.1 Avec les notations ci-dessus et sous les hypothéses (1.2)
et (1.7), on obtient que la relaxée de §, relativement a la topologie produit

étroite par faible dans yV(Q;E;S), est § ))V(Q;IE;S) — [0, 400] définie

par

[ = rimans [ m0yde i) e Iv(@ES)
QOxE QxS

F(p,0) =

+0o0 sinon.

DEMONSTRATION. Il suffit de vérifier (i) et (i7) de la propositionl.1.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout (i, ) et (u,,0,) dans
))V(Q;IE;S) tels que g, — pet 6, — 6 on a

T, 0) < liminf%(un, 0,).
Sans perdre de généralité, on peut supposer que

lim inf § (g, 0,) < +00.

n—-+o0o

Quitte & extraire une sous-suite, on a lim §(p,, 0,) = [, et donc sup §(u,) <
n——+o00 n

+00. On en déduit que (pn,0,) € EVIV(QLE:S), cest a dire qu'il existe
u, € Wy (Q,R™) telle que j1,, = dva, @) @ da, et 0, = 5%@) ® |VulPdz. De
Vau

plus, la condition de coecitivité sur f implique que la suite (u,) est bornée
dans W, P(Q,R™), d’ott (1, 0) € VIV(; E;S).
En utilisant (i7) de la proposition 1.7.1 et théoreme 1.4.3 on obtient
liminf §(pn, 0,) > liminf/[f—foo](Vun( da:+hm1nf/f°° (Vu,(z

Q

n—-4o00 n——4o00 n—-—+oo

> [ -0 du+hmmf/f°° V“"

)|V (2) P da
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Ainsi par le lemme 1.7.1 et proposition 1.7.1

lim inf §(1,,6,) > / 1= £ dr +

n—-4o00

F2(N) do + / F(N) do

QxS o00xS

=/ o O dpde+ [ 0 o
OxE QxS

= 30%9)

La preuve de (i) est donc achevée.

Vérification de (ii). Nous allons montrer que pour tout (u,0) €
VYV(E;S), il existe (fin, 0,) € YV(QE;S) telle que g, = 1, 6, — 6 et

S (1, 0) > limsup §(fin, ).

n—-+0o

Supposons que F(u,0) < +oo, sinon il n’y a rien & démontrer. Alors
pw € VIYV(Q; E;0) et par définition 1.5.3, il existe une suite (u,,) bornée dans
Wy (QE) telle que

fhn i= Ovy,(z) ® dz = g dans V()
0, = (5%(@ ® |VaPdz — 0 dans M(Q x S).
Par ailleurs, le lemme 1.7.1 et théoreme 1.4.3 nous conduisent a
fim [ (= NN = [ 1= IO d (18)
=T JOXE OxE

D’autre part, par continuité de f* et la convergence faible 6, — 6 on en
déduit que f°0 — f>°0 dans M(Q x S). D’ou, en vertu du théoréme 1.3.2,
il vient que

limsup f*°0,(Q xS) = limsup f(N) db,

n—-+oo n—+o0o JOxS

< [ f(A)dd
QxS

~ lim /ﬁ (Vi) da. (1.9)

n—-4oo

Ainsi, de (1.8) et (1.9) il en résulte

lim sup (4, 0,) < F (1, 0).

n—-+o00

La démonstration du théoreme est achevée.
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Chapitre 2

Formulation d’un modele non
linéaire de membrane en terme
de mesures de Young-varifold
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’étudier le comportement limite d’une

structure élastique mince en terme de mesures de Young et de ”varifold”.
On établit deux nouvelles formulations du probleme limite associees a une
membrane, I'une dans 'espace des mesures de Young générées par des gra-
dients er(,)p (2; R3)-Young et I'autre dans l’espace des mesures de ”varifold”
générées par des gradients W;gp (2; R3)-Young-varifold. En effet, la fonction-
nelle énergie associée a ces deux formulations est obtenue comme limite de
la formulation tridimentionnelle de la structure mince via une convergence
variationnelle associée a la convergence étroite des mesures de Young et la
convergence faible des ”varifolds”. Cette formulation est différente a celle
établie dans [23], bien adaptée pour avoir plus d’informations sur le com-
portement des oscillations du gradient de la suite minimisante et prend en
compte les effets de concentration. On en trouve une autre approche varia-
tionnelle pour les structures élastiques minces dans [3, 4, 10].
Dans une premiere partie, on reformule le probléeme classique de la structure
élastique mince en terme de mesures de Young, et on montre que la famille
des énergies associées I'y-converge vers 1’énergie de membrane formulée dans
I’espace des mesures de Young. Dans la deuxieme partie, dans 'intention d’-
analyser les oscillations et de prendre en compte les effets de concentration
du gradient de la suite minimisante, on reformule le probleme classique en
terme de mesures de Young-varifold. On obtient ainsi une I'yy-convergence
des énergies associées vers une nouvelle formulation de 1’énergie de membrane
en terme de mesures de Young-varifold.

2.2 Position du probleme

On note M*? I'espace des matrices réelles 3 x 3 muni de la norme eucli-
dienne usuelle |A| = \/tr(AtA) et M?*? lespace des matrices réelles & trois
lignes et deux colonnes.

Soit w un ouvert borné de R? de frontiere dw. On considere Q. = wx]0, [ la
configuration de référence d’un corps hyperélastique, ot € > 0 est ’épaisseur
de la structure mince.

On suppose que le corps est encastré sur le bord I'g. = 70x]0, [, ol o est
une partie de dw de mesure superficielle strictement positive. Dans la suite,
un élément x = (z1, 9, z3) de R? sera noté (7, z3) avec T € R2.

L’énergie potentielle élastique associée a la déformation u : Q. — R? est
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donnée par la famille de fonctionnelles intégrales F. : LP(2.,R?) —]0, +o0]
définie par

1
—/ f(Vu)dx siue€ er(’)p (Q.; R3),
F.(u) =14 € Ja. -

+00 sinon,

ott Wi (Q;R?) est I'espace des fonctions de WP(Q.,R?) de trace nulle sur
Lo et f est la densité d’énergie élastique satisfaisant

VA € MM, a|AP < f(A) < B(1+ |AP), (2.1)

VA, B € M, |f(A) - f(B)| < LIB = A|(1L+ AP~ + b)), (2.2)

pour 0 < a < et L > 0 des constantes données.

La structure est soumise & des densités de forces volumiques g, : Q. — R3
ot on suppose qu’il existe g : Q = wx|0,1[— R3, g € LI(Q,R3)(ou q est
I'exposant conjugué de p) et vérifiant £¢.(Z,cx3) = g(x). On note alors la
charge extérieure par

L.(u) ::/ ge.u dz.

L’équilibre du systeme de configuration est atteint pour une déformation .,
solutions du probleme :

inf { F.(u) — Le(u) 1 u € LP(Q,R%)}.

En ’absence d’hypothese de quasiconvexité sur f, ce probleme n’admet pas
de solution en général. On procede alors de la maniere suivante : on étudie
le comportement asymptotique du corps élastique par I'-convergence quand
I’épaisseur ¢ tend vers zéro.

Comme dans [23], afin de se ramener a un ouvert = wx]|0, 1[ indépendant
de ¢, on fait le changement de variable (Z, z3) = (¥, ex}). On obtient donc le
probleme de minimisation équivalent :

inf { FL(v) — /Qg.v da v € LP(Q,R%)}, (2.3)
ou
Py o f Vv 573 Jdx si v € W;&p(Q,R:*),
+00 sinon,
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Lo =70x%]0, 1] et Vo = (37”;)1-:172,37 j=12 est le gradient tangentiel de v.
Dans [23], on montre que la famille de fonctionnelles réechellonées F. I-

converge, relativement & la topologie faible de WP (Q, R3), vers la fonction-
nelle F': LP(Q; R3) — [0, +00| définie par

ov

—~ =0
Y ax:)) Y

/QQfo(ﬁv) dr si ve WEP(Q;R3)(Q)
F(v) =

+00 sinon,

ou @ fy est la quasiconvexifié de f, donnée par

fo(\) = inf{f(\,€), € € R®}.

De plus, toute suite de déformations minimisante converge, a une sous-suite
pres, vers v solution du probleme limite

inf {F(v) — L(v) : v € LP(Q;R®)}, (2.4)

ou F' peut étre considérée comme un modele de I'énergie de membrane et la
fonctionnelle L, associée a la densité de forces volumiques, est définie par

T(v) = /w Gudi. §E) = /0 o(E.s) ds.

Le probleme limite ci-dessus ne donne aucune information sur le com-
portement de la limite faible du gradient de la suite minimisante du (2.3).
Une méthode alternative est d’élargir ’espace des déformations W;gp (5 R3)
en reformulant le probleme (2.3) dans 'espace des mesures de Ybung, et
de calculer la I'-limite en terme de mesures de Young. Ceci, nous permet
de décrire le comportement oscillatoire du gradient de la suite minimisante.
Puisque les mesures de Young ne prennent pas en cosidération les effets de
concentration, en reformule le probleme classique en terme de mesures de
"varifold”.

2.3 Formulation en terme de mesures de Young
Nous allons préciser quelques notations et définitions de mesures de Young

paramétrées sur €2 et w associées respectivement a la configuration de référence
de la structure mince et de la membrane.
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On désigne par Y(€; M®*3) I'espace des mesures de Young paramétrées sur
Q a valeur dans M3*3, c’est & dire

1€ V(LMY <= pe MY Qx M) et L1g=poPy,

ou Pq est la projection sur 2. En vertu du théoreme de désintégration (cf.
chap. 1, théoreme 1.4.1) on a u = p, @ dz', avec {j,}req une famille de
mesures de probabilités sur M?*3. On munit Y(Q;M?3*3) de sa topologie
étroite (cf. chap. 1, sect. 4).

On notera par VY(€; M3*3) I'espace de WI}(’)p -mesures de Young telles que
définies dans le chapitre 1, définition 1.4.7, en remplagant W1P(Q; R™) par
WEP(Q;R?). On définit alors le sous-espace VY(Q; MP*20) ¢ VY(Q; M>*3)

0
qu’on utilisera dans la formulation du probleme de membrane non linéaire :

I(uz)=0 bornée dans Wi (Q; R?) t.q.
OVu.(z) @ dx =,

03 (a) @ dx = [i,

Mz = ﬁx ® 50a

p € VY(Q;M**20) «— (2.5)

ou 56%(;’:) ® dr = [ est une convergence étroite dans I'espace des mesures
de Young Y(€2; M3*2) paramétrées sur 2 & valeur dans M>*? et {/i, },eq est
une famille de mesures de probabilités sur M*2? obtenue par désintégration
de la mesure de Young fz € Y(Q; M?*?). On écrit u = 1 ® &.

On note par Y(w; M>*?) I'espace des mesures de Young paramétrées sur
w & valeur dans M*2, autrement

v € Y(w; M%) <= p e Mt (wx M*?) et EALW = poPt,

olt £ est la mesure de Lebesgue sur w et P, est la projection sur w.

En vertu du théoréme de désintégration, on a pu = pz ® dz?, avec {z}acw
une famille de mesures de probabilités sur M®*?. On munit Y (w; M**?) de sa
topologie étroite

On désignera par V)Y (w; M>*?) Iespace de Wvl(;p—mesures de Young telles que
définies dans le chapitre 1, définition 1.4.7, en remplagant W1P(Q; R™) par
WoP(w;R?), c'est & dire

1€ VY(w; M**?) <= J(u.) bornée dans W, (w,R?) ; dgy(z) ® dZ = pu.

LAfin d’alléger les notations, on notera par dr la mesure de Lebesgue restreinte & .
2Afin d’alléger les notations, on notera par dz la mesure de Lebesgue restreinte & w.
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Le passage de I'espace VY (Q; M3*%0) & Pespace VY(w; M3*?) est donné
par 'opérateur © définie par :

O : VY(Q; MB3*20) — Y(w; M3*2)
1
P90 O = ot i [ i ds
0
On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 L’image de ’espace VY (2; M>*2%) par 'opérateur © est
Uespace VY (w; M3*?).

DEMONSTRATION. Pour la preuve de cette proposition voir [24].

2.3.1 Formulation de I’énergie associée a la structure
élastique mince en terme de mesures de Young

Afin de reformuler le probleme (2.3) en terme de mesures de Young, on
définit F. : Y(Q; M3*3) —]0, +00] I'énergie potentielle élastique associée a la
structure élastique mince par

~ 1
/ TS =X3)du(x, \) si p € EVY(Q;M3*3),
QxM3x3 9
Fe(p) =

+00 sinon,
ot EVY(2; M3*3) est un sous ensemble de VY(Q; M?3*3) définie par

p€EVY(QM>™®) «—= Juc WFISP(Q;R?’), p= Ovy(z) ® dz,

Pour tout p € VY(Q; M3*3) on définit le barycentre Eu de p par

Eu :/ Adjig.
M3x3

Alors V™'Eu est bien définie dans WI}(’)p (2, R3). Les forces volumiques dans
la formulation en terme de mesures de Young est donnée par :
£:Y(M*3) - RU{ + oo}
/ﬁ.VlEp do sip € EVY(Q; M3*3),

Q

+00 sinon.

L(p) =
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A partir de cette formulation, il est facile de voir que pour tout u € EVY(2; M>*3)

Jfa(,u) - 2(“) = ﬁa(u) - L(u)
ot u=V'Eu.

La formulation du probleme (2.3) en terme de mesures de Young est

inf { F.(p) — /Qg.V_lEudx L€ Y(Q; M%)} (2.6)
Le probleme limite est donc donnée par

inf {F(v) — /Qg.V_lEV dz : v € Y(w; M*?)},

ot F : Y(w; M>**?) —]0, +00] est 1'énergie potentielle élastique associée a la
membrane dans la formulation en terme de mesures de Young, définie par

/ FoN) dv(Z,N) siv € VY (w; M3*2),
wXM3><2

+00 sinon,

Fv):=

et £: V(w; M3*?) — RU{+OO} est associée a la densité des forces volumiques
définie par

(y) o /?.V—lEy dr siv € Vy(w;Mmz)’

+00 sinon.

£

2.3.2 I'y-convergence dans la formulation en terme de
mesures de Young

Dans cette partie, on introduit une convergence variationnelle afin de
justifier le passage limite de la formulation précédente. En premier, on intro-
duit une notion de convergence étroite entre les éléments des deux espaces

V(Q; M*3) et Y(w; M3*?).

Définition 2.3.1 Soient une famille (j1.)e0 de Y(; MP*3) et v dans Y (w; MP*?).
On dit que (pe) converge étroitement au sens des membranes vers v , et on
écrit

He — U,
si, et seulemnt si, il existe p dans VY (Q; M3*20) telle que

fe = p et v=0(u).
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Il est a remarquer, qu’en vertu de la proposition 2.3.1, la mesure limite v
appartient & VY (w; M3*?).

On considere les deux familles de fonctionnelles

H, : Y(Q;M>3) —] — 00, +00]
H: Y(w; M3*2) —] — 0o, +00].

La définition suivante de la I'y-convergence est similaire a la I'-convergence
(cf. chapitre 1, définition 1.2.1).

Définition 2.3.2 On dit que la famille H. I'y-converge vers H au sens de
la formulation en terme de mesures de Young et on écrit

H D

si, et seulement si, pour tout v in Y (w; M3*?) les deux assertions suivantes
sont vérifiées :

(@) Ve € V(4 MP?)) telle que p. "Xv, H(v) < limiglng(,us) :

(17) 30. € V(4 M>*%), telle que 0. " v,  H(v) > limsup H.(6.).

e—0

Remarque 2.3.1 Les deux fonctionnelles I'y-lim inf H, et I'y-lim sup H. définies
de Y(w; M3*2) dans | — oo, +00| par

['y-liminf H.(v) = inf { liminf, o He(pe) @ e = y}
Ly-limsup M. (v) = inf { limsup, o He(pe) : pe = v}

sont s.c.i sur Y(w; M3*?) et H. N si, et seulement si, on a pour tout v
dans Y (w; M>*?)

I'y-limsup He(v) < H(v) < T'y-liminf H.(v).

La propriété variationnelle de la I'y-convergence est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 2.3.2 Supposons que la famille (H:)e>o ['y-converge vers H et
que p. € V(2 M>*3) vérifie

He(pe) <inf{ He(p) - p € Y(OMPP) } 4 e
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Si (ue) est relativement compact relativement a la convergence étroite au sens
des membranes, alors toute valeur d’adhérence v est un minimum de 'H dans
V(w; MB3*2) et on a

lim inf { He(p) : p € V(M) } =H(v).

e—0

DEMONSTRATION. Soit v € Y(w; M3*?) telle que pu. “* v. D’apres (i) de la
définition 2.3.2, on a
H(v) < lim iglf He(pe). (2.7)

D’autre part, grace a (ii) de la définition 2.3.2, pour tout o dans ) (w; M>*?)
il existe (0.) dans Y(; M3*3) telle que

limsup H. (o) < H(o). (2.8)

e—0

De (2.7) et (2.8), on obtient

H(v) < limioane(,ua) = limiglf inf{ H.(p) : p € Y(Q;M*>*3)}
< limsup H.(o.) < H(o),

e—0

d’otr alors v est un minimum de H dans Y(w; M3*?). Et I'égalité

lim inf{ H.(u) : p € Y(M>?) } = H(v)

e—0

découle, en remplacant dans I'inégalité ci-dessus o par v. [ ]

2.3.3 Résultat principal dans la formulation en terme
de mesures de Young
On note les deux énergies totales formulées en terme de mesures de Young

par B
He=F.— £ et H:=F—-L
Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant :
Théoréme 2.3.1 Soit {H.,H ;e > 0} la famille de fonctionnelles intégrales
définie ci-dessus. On a
(i) Compacité : Si sup H.(p.) < o0, alors (pe) est étroitement relative-

e>0
ment compact au sens des membranes.
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(ii) I'y-Convergence : La famille (H.)->0 I'y-converge vers H.

DEMONSTRATION.

Vérification de (i). Comme {H.(u.)}es0 est équibornée, alors de (2.1)
on obtient aisément

(

He = 5Vug(x) & £,

~  10u.
Ha(:ua) - /Qf(VUay 58_333) dr — /Qg‘ua de‘,
(Vue)eso bornée dans LP(€, M3*3),

(@ug)oo bornée dans LP (), M3*2),

1 Ju,
(

\ 28—553)90 bornée dans LP(Q;R3)~

Puisque (Vu.).so est bornée dans LP(Q, M?*3), la suite (pe)eso est tendue.
Par conséquent, il existe p € Y(Q; M>*3) et une suite extraite de (u.), que
I’on ne réindexera pas, vérifiant

e = g in Y(Q; MP*3),

Par ailleurs, comme (V. ).-o est bornée dans LP(Q2, M3*2), pour une suite
extraite associée a (pue)e0, la suite (fic)eso (oil e = 5@%@) ®d§) est tendue.

Par suite il existe i € %y(@; M3*2) telles que & une sous suite pres

fi. = 11 dans Y(; MP*%).

Enfin, comme e L 0in LP (2, R?), on en déduit que
I3

(5%(@ ® dr > 5y ® L dans Y(Q, R?),

ox3

ce qui entraine que
Mg = ,ax ® 50a
et donc p € VY(; M**20%). En posant v = O(u), on obtient que

mem

Me

D’ou (p.) est étroitement relativement compact au sens des membranes.
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Vérification de (ii). 1l suffit de vérifier les deux assertions de la
définition 2.3.2.
(a) Montrons que pour tout p. € Y(Q;M>*3) et v € Y(w; M**?) tels que
fe — v, on a

H(v) < lim iglf He(pe).

Supposons que lim iglf H-(pe) < 400, sinon il n’y a rien & démonter. Dol
e—

sup. He(u.) < +oo. Par suite, p. € EVY(;M3*3)] c’est a dire qu'il existe
une suite dans W;&p (2, R3) qui est bornée par (2.1). D’autre part, puisque

mem

pe "2 v il existe p€ VY(Q; M3*20) tel que pe — pet v =0(u) = i (cf.
définition 2.3.1). En vertu de la proposition 2.3.1, v € VY(w; M?*2). 11 vient
ainsi,

1
liminf M, (1) = hminf( / FO, =Ns) dpe(, \) — / G dx)
e—0 QxM3x3 € Q

e—0

> liminf (/ Fo(A) dpe(, ) — / §-Ue dx).
e=0 QxMB3x3 )

En utilisant le théoreme fondamental des mesures de Young (cf. chap.1, th.
1.4.3), on obtient

liminf H.(p.) > / fo(X) du(:v,)\)—/g.udx
e=0 QxM3x3 Q

= / ( fo\) dﬁx@)éo) d:r:—/g.u dx
Q MB%3 Q

- [ 8 didi- [ 99 B i
w X M3 X

= H(v).

(b) Soit v € Y(w; M*2). Montrons que
I'y-limsup F.(v) < F(v).

Afin d’alléger la démonstration, on ne prend pas en considération 1’énergie
des forces extérieures.
On suppose que F(v) < +o0. Alors v € VY(w; M?*?) et en vertu du lemme
de décomposition (cf. chap.1, lemme. 1.4.1), il existe v, € W.P(w,R?) telle
que

dgu, @) ®dT = v dans  Y(w; M**?),

(|Vvy|P)pso est UL sur w.
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Par conséquent
F(v) = 1irr[1) fo(Vu,(Z)) dz. (2.9)
n—0 J,

Soit £ € C5°(w,R?). On définit alors (u.,) € W;(’)p(Q,]R?’) et sa mesure de
Young associée par

Ue (1) = 0g(T) + ex3€(2),

e = Ovu,, (2) ® dx.

Il est aisé de vérifier que

IU“E,T] nﬂn 1/77 = 5%1]”(&:\) ® d,CL",

quand € — 0. D’autre part

lim 7 (1e,) = [ £(V0,(2),£(2) .
On a donc
I'y-limsup F.(v,) < /f(an(/f),f(ff)) dz.

En prenant Pinfinimum sur £ € C5°(w,R?) dans I'inégalité de droite, on
obtient

I'y-lim sup F. (vy) S/fo(an@))d’x\.

Par semicontinuité de T'y lim sup F. sur Y(w; M?*2), en faisant tendre n — 0,
et grace a (2.9) il résulte que

I'y-limsup F.(v) < F(v).
Finalement, de (a) et (b), on obtient que pour tout v € Y(w; M?>*?)
I'y-limsup . (v) < F(v) < I'yliminf F,(v),

autrement dit
'y

F. — F.

La démonstration du théoréme est donc achevé.
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Le corollaire suivant donne la propriété variationnelle de cette formulation
et sa relation avec le probleme classique.

Corollaire 2.3.1
(1) Soit p. € EVY(Q;M>*3) associée a u. € WP (4 R?) vérifiant

Ho(ps) < inf H.te.
e = 5 i THe ¥ €

Alors toute valeur d’adhérence v de (ji.)e=o, relativement a la conver-
gence étroite au sens des membranes (cf. (i) du théoréme 3.3.1), est
solution du probléeme

min  H(o).
o€V (w;MB%2)

De plus, (u:) converge faiblement dans WFI(’)Z’(Q;R3), et sa limite u €
Wvlc;p(w,]Rg’) est solution de la formulation classique

min {ﬁ(u) —L(u):ue WP (w,R%) },
vérifiant

V(@) - / Ndvs(3) | Fewpp.
M3X2

(ii) Siv est solution de  min H, alors
V(w;MB3*2)

/ Xdvs(V) = Vi),
M3><2
ou u est solution du probléme classique

min {F(u) —L(u):ue WP (w, R}

DEMONSTRATION. (i) est une conséquence de la proposition 2.4.2.
Montrons alors (ii). Supposons que v est solution de

min { H(0) : 0 € Y(w; M**?)}.

Comme v appartient & VY (w; M3*?), en vertu du théoreme 1.5.1, il existe
u € WiP(w,R?) tel que

Vu(®@) = / Ndvs(\) , Tewpp..
MSXQ
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D’autre part I'inégalité de quasiconvexité entraine que

Jan@uandi= [on( [ Raw®) < [ [ Qni i

< / [ () da
= F(v).

Par conséquent

F(u) — L(u) < H(v) = min{H(0):0 € Y(w;M>**)}
= min{F(v) — L(v) : v € WP (w,R?)},

ou la derniere égalité résulte du corollaire 1.6.1 (cf. chap. 1, sect. 6).

2.4 Formulation en terme de mesures de Young-
varifold

Dans la suite de cette section on suppose que I' = dwx]0, 1[.
On note repectivement par S**3 et S3*? les spheéres unités de M>*3 et
M3*2 et on définit I'espace de mesures Young-varifold YV (£2; M3*3; §3%3)

paramétrées sur € & valeur dans M?*3 par
yV(Q;MBXB;SBXB) — y(Q;M3X3> % M+(Q % 83><3)7
muni de la topologie produit étroite-faible.

Pour tout (u,0) € YV(Q;M3*3;83%3) il existe en vertu du théoreme de
désintégration (cf. chap. 1, théoreme 1.4.1) une famille de mesures de prob-
abilités {f fzeq sur M3*3 et une famille de mesures de probabilités {0, }.cq
sur 833 telles que

p= iy @ dx

0=0,®m,

ourm = 0oFy ! est 'image de 6 par la projection Pg sur Q. Par la décomposition
de Radon-Nikodym de la mesure 7, on a

dm
™= Eﬁ—l—ﬂ's,

ou 7, est la partie singuliere de 7.
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On notera par VYV(Q; M3*3; §3%3) Pespace des Wol’p—mesures de Young-
varifold telles que définies dans le chapitre 1, définition 1.5.3, en remplacant
WhP(Q; R™) par W, (Q; R?).

On définit alors le sous-espace VYV (§2; M3*20; §3%20) © VY P(Q; M3*3; §3%3)
qu’on utilisera dans la formulation du probleme de membrane non linéaire,
comme suit

(3 (ue) vérifiant (2.5)

[Vuel

(1,0) € VIV(QMP20G 820 el G @ Vulpde =8 (2.10)

[Vue|

foPyl=0oPy =7

( 0, =0, cH 'zeQmpyp

ol 6 g, @ IVu.|PL — 6 est une convergence faible dans M* (€ x §3*2),

i ()
(Qx)x‘evg ‘est une famille de mesures de probabilités sur la sphere S3*3 de
M3 et (f,)pcq est une familles de mesures de probabilités sur la sphére
unitée S3*2 de M3*2, obtenues respectivement par désintégration de 6 et 0
par rapport a m. La mesure projection 7w n’est autre que la limite faible de

|Vu|P dx et 'application H est 'extension définie par

H - 83><2 N S3><3
X— H(\) = (X,0).

D’une maniere similaire, on définit YV (w; M3*%; §3%2) 'espace des mesures
de Young-varifold paramétrées sur w a valeurs dans M?3*? par

IV (w; M2, §37%2) = Y(w; MP*2) x M (w x 8.

qu’on munit de sa topologie produit étroite-faible.

On désignera par VYV (w; M3*%; 8§3%2) Pespace des Wol’p—mesures de Young-
varifold telles que définies dans le chapitre 1, définition 1.5.3, en remplacant
WLP(Q; R™) par W, " (w; R?), autrement dit

3 (u.) bornée dans W, ”(w; R?)
(1.0) € VIV(w;M>% 8%2) o= { Ovue ®dT = v
0 vue (3 @ [VulP dz — 0

Vue
[Vuel
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Le passage de 'espace VY V(§; M3*20; §3%20) 3 Pespace VYV (w; M3*2; §3%2)
est donné par l'opérateur = définie par :

= . V;)JV(Q;M?’“’O;S?’“’O) N ))V(w;M3X2;S3X2)
(11,0) — (71,0) .

1 _ 1 _ _
ou ,L/Zx = / ﬁ@s ds et 05 = / 95775 dﬂ@(t), 0=0; 2"
0 0

Les mesures /i et 8 sont définies par (2.5) et (2.10), et (m2)se. est une famille
de mesures de probabilités sur |0, 1| obtenue par désintégration de la mesure
7 par rapport a sa projection 7 sur w, c¢’est a dire

T=m@7, ou ¥ =moP,h
Comme dans la section précédente, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 (cf. [24], proposition 1)
L’image de l'espace VYV(Q; MB3*20; §3%20) par opérateur = est I'espace
VIV (w; M3%2; §3%2),

2.4.1 Effets d’oscillation et de concentration : Formu-
lation de I’énergie associée a la structure mince
en terme de mesures Young-varifold

Puisque la formulation des foces volumiques extérieures est la méme que
celle de la section précédente, on se restreint a la formulation de 1’énergie
potentielle associée a la structure mince.

Dans l'intention de prendre en compte les effets d’oscillation et de concentra-
tion du gradient de la suite minimisante en utilisant les ”varifold”, on refor-
mule 'énergie potentielle associée a la structure mince en terme de mesures
de Young-varifold. Pour des raisons techniques, on considere un ouvert borné
Q = ©x]0,1[ ot @ est un ouvert borné arbitraire de R? tel que w C @ C @.
Pour tout u € Wol’p(Q, R3), on notera par & sa prolongée par zéro sur Q \ Q.
On utilisera les mémes notations dz et dz, pour désigner respectivement la
mesure de Lebesgue restreinte a §2 (ou §2) et w (ou ).

On définira respectivement yV(Q;M?’X?’;SSX?’), VJJV((Z;M‘Q’X?’; 83X3),
VYV(Q; MPX20; §3%20) yp (@5; MP*2; §3%2) et VYV (@; MP*2; $3%2) telles que
sont définies les espaces YV(Q; M3, §3%3) Y YV(Q; M3*3; §3%3)

VIV(Q; MB3x20: §3%2.0) " YY) (; M3*2; §3%2) et VYV (w; M3*2; §3%2) | ol on
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remplacera respectivement {2, w et u par @, w et u et les mesures de Young-
varifold sont générées par (u.) au lieu de (u.).

Ceci dit, nous allons maintenant donner un lemme précisant la relation en-
tre les deux espaces VYV (w; M3*%; §3%2) et VYV (w; M?*?; §3%2). La preuve
est similaire a celle du lemme 1.7.1 (cf. chap. 1).

Lemme 2.4.1 Soit (v,m) € VYV (w; M3**?,8%2). Alors

{ V= V|yxm3xz + 0o ® EL(@\U}%
M = M|yx83x2 T M| (H\w)xS3%2;
0t (V|wxx2, Miwxssxz2) appartient a VYV (w; MP*?; §3%2) et m|(g\w)xssx2 est

concentrée sur Ow x S3*2.

I est a noter que puisque le support de la mesure mg\.)xs3x2 est inclu dans
Ow x 832,

meX83X2 + mL(@\w)XS3X2 = mths3><2 —|— mtawxg3><2.

On en déduit alors que cette décomposition ne dépend pas du choix de I'ex-
tension w de w.

2.4.2 Formulation en terme de mesures de Young-varifold
de ’énergie associée a la structure élastique mince

Pour reformuler le probleme (3.3) en terme de mesures de Young-varifold,
on définit F. : YV (Q; M3**3; §3%) —]0, +-00] I'énergie potentielle élastique
associée a la structure élastique mince par

1 N
3.01.0) / Jey g)\s) du(x, \) si(u,d) € é'VyV(Q; M3><3;S3><3)
€ :LLJ — QxM3%x3

+o0 sinon

ou EVYV (Q, M3*3; S3X3) est un sous ensemble de V)V (ﬁ, M3*3; S3X3) définie
par

Ju € WyP(Q;R?) tel que :

(v,m) € 5V37V(§NZ; M3X3;S3X3) — v = dviu() @ dz,

[Vul
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A partir de cette formulation, on voit facilement que pour (u,6) dans le
domaine de la fonctionnelle §. on a

Sa(/% 9) = FE<U)>

pour u € W, 7(Q,R?) associée a (1, 0).

Soit f§° : M**2 — [0, +o0[ la fonction de récession de la densité fy (cf.
chap. 1, sect. 7), p-homogene et vérifiant I'hypotheése suivante :
N) — fo(A
lim oM — I _ (2.11)
[A|=+o0 |)\|p

L’énergie potentielle élastique § associée au probleme limite dans la for-
mulation en terme de mesures de Young-varifold est donnée par

F - YV (w; M2 83%) —]0, 4-00],

(
[ h- s a
wxMBx2
§(v,m)= + x> foo(A)dm si(v,m) € vyv(@;M?)xz;ngg)?
00 sinon.

2.4.3 TI'yy-convergence dans la formulation en terme
de mesures de Young-varifold

Dans cette partie, on introduit une convergence variationnelle afin de
justifier le passage limite de la formulation précédente. On commence par in-
troduire une notion de convergence faible entre les éléments des deux espaces

yV(ﬁ;M3X3;S?’X3) ot yV(@;M3X2;83X2).

Définition 2.4.1 Soient une famille (pe,0.)es0 de yV(ﬁ;M?’X?’;S?’X?’) et
(v,m) dans YV (@; M¥>*%,83*2). On dit (., 0.) converge faiblement au sens
des membranes vers (v,m), et on écrit

(Nm 0:) = (v,m)

si, et seulement si, il existe (p,0) dans VyV(Q;M3X2’O;33X2’O) telle que
(e, 0:) — (1, 0) et (v,m) =Z(u,0).

52



2.4. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE
YOUNG-VARIFOLD

Il est a remarquer, qu’en vertu de la proposition2.4.1, la mesure limite faible
au sens des membranes (v, m) appartient & VYV (w; M?*%; §3x2).

On consdere les deux familles de fonctionnelles
H. : yV(ﬁ;M3X3;83X3) —] — 00, +00]
H : yV<cNu;M3X2;S3X2) —] — 00, +00].

Définition 2.4.2 On dit que la famille H. I'yy-converge vers H au sens de
la formulation en terme de mesures de Young-varifold et on écrit

H. %y

si, et seulement si, pour tout (v, m) € YV(w; M3**?;, 832)  les deux assertions
suivantes sont vérifiées :

(e, 0:) € YV (M3 83) | tel que (ue, 0:) ™2 (v,m),

H(v,m) < lim %’If He(pte, 02).

I(pte, 0:) € YV(QMPD . 8¥9) tel que (e, 0.) ™2 (v,m) et

H(v,m) > limsup H.(ue, 0:).

e—0

Le méme principe de démonstration de la proposition 3.3.2 s’adapte pour
montrer la propriété variationnelle suivante :

Proposition 2.4.2 Soient la famille (H:)eso 'yyp-convergeant vers H et
{(pte, 0:)}es0 une famille de YV (Q; M**3; §33) vérifiant

Hs(ﬂsaee) < mf{ H€<u,€) : (/’[’7 0) c yv(ﬁ;M?’X?);SSXB) } +oe

Si { (e, 0:) }es0 est relativement compact pour la convergence faible au sens

des membranes, alors toute valeur d’adhérence (v, m) est un minimum de H
dans yV(CD;M“Z;S?’X?) et on a

1% inf { H.(p,0) : (,0) € yV(KNZ;M3X3;83X3) }=H(v,m).
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2.4.4 Résultat principal dans la formulation en terme
de mesures de Young-varifold

Le résulat principal dans la formulation en terme de mesures de Young-
varifold est le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1 Soit {F.,§;e > 0} la famille de fonctionnelles intégrales
associées a la formulation en terme de mesures de Young-varifold (cf. sect.

3.4.2). On a alors

(i) Compacité : Sisup F.(pe,0:) < 400, alors {(je, b-}e>0 est relativement
e>0
compact pour la convergence faible au sens des membranes.

(ii) I'yy-Convergence : La famille (F:). ['yy-converge vers §.

DEMONSTRATION.

Vérification de (i). D’apres (i) du théoreme 2.3.1, il existe a une sous-suite

prés (pe) et p € VVsx00(Q2) telle que p. = p.
D’autre part

0.(Q x §33) = / V. |P dz < 400 , pour u. € WyP(; R?).
Q

D’oti, & une sous-suite pres, il existe 6 € M*(ﬁ x 8§3%3) tel que 0. — 0, et
donc € = 0, ® 7. Le méme raisonnement s’adapte pour établir que

o~

8\5:6@&

Fue] @)

® |Vue|? do

converge faiblement, & une sous-suite pres, vers f dans /\/l+(§ x 8§3%%) de
plusonaf=0,T7.

Comme g% — 0 dans LP(Q;R3) on en déduit que # = 7. Montrons que
3

0, = @\x o H .
Soit ¢ € Co(Q2) et choisissons ¢ € C(S3*3) tel que ¥(A) = ¥(A,0). La
convergence faible de 6, et 6. implique d'une part que

lim [ o(2)d(Va.) dr = /Q ola)] [ vBo@]a@, @)

e—0 Q
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ou QZ est la prolongée p-homogene de . D’autre part, si on pose ¢(X) =
(A, 0) on obtient

~

ti [ e@dFude = [ @] [ oR)di®] dx
_ / o] [ o(0)dB(3) dr. (213)
Q S3x2
De (2.12) et (2.13), on obtient pour m-presque = € 2

DA dO,(N) = [ »(X,0)dB,(\) [ o HN)db(N).

S3%3 S§3x2 S3%2

D'ot, 0, = 0, 0 H™, et donc d’apres (2.10) (11,0) € VYV(Q; M3*20; §3x2.0)
En posant =Z(u, §) = (v,m), on obtient que

(1, 0) = (v, m),

autrement dit, (1., 6.) est faiblement relativement compact au sens des mem-
branes.

Vérification de (ii). Il suffit de vérifier les deux assertions de la
définition 3.4.2.

(a) Montrons que pour tout (y,6.) € YV(Q;M>*3;833) et (v,m) €
yV(@;MB’XQ;S:s“) tels que (pe, 6.) = (v,m), on a

S(v,m) < lim iglf Selfte, 0c).

mem

On suppose que lim iglf Se(pe, 0:) < +o00. Puisque (pie, 0.) =
(1, 8) € VYV(Q: M3*20; §3x20) te] que

(v, m), il existe

(be; 0c) = (1, 0) et (v,m) = E(p, 0).
En vertu de la proposition 2.4.1, (v,m) € VyV((TJ;I\\/JIB’XQ;S?’“).
D’autre part, en supposant que sup§e(u.,0.) < +oo, il existe (u.) dans
Wy (4 R?) tel que (1, 0) € VyV(g;OI\\/JI?’XQ’O;S?’XQ’O) est généré par (u.). Plus
précisément,
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2.4. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE
YOUNG-VARIFOLD

fhe i = Ovi.(2) ® dx = L,
083, () ® dz = [,

Pz = Fig @ O,

0. =0 g () ®|ViilPde — 0,

® |Vi|Pdz — 9,
|Vu |( z)

Le fait que f§°(0) = 0, entraine
lim iglf&-(,ua,ga) > l1m 1nf/ fol Vua
= liminf (/[fo — [ (Vue) d + / F (Vi) dx)
e—0 Q a

> hmlnf [fo — 1 ](Vue)

—l—hmmf/fo YUE‘)|V [P dx.

En utilisant a la fois, dans la derniere inégalité, le théoreme fondamentale
des mesures de Young (cf. chapl, th. 1.4.3), le théoreme de désintégration
(cf. chap 1, th.1.4.1) et le lemme 3.4.1, on obtient

it 5.e0) = [ (- Rt [ gE()ad

QOx8S3x2

= [ (] = £ ) aa
+ /ﬁ ( Smf&"(i)d@;)dw,

et a l'aide du théoreme de Fubini et la désintégration 7 = 7 ® 7, nous
pouvons écrire
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lnint 5.0 = [ - R0 [ @
= F(v,m).

ou (v,m) = Z(u, #). La premiere assertion est donc établie.

(b) Soit (v,m) € YV (w; M*>*%; §3*?). Montrons
Cyy — limsup §.(v,m) < F(v,m).
On peut supposer que §(v,m) < +00. Soit alors v. € Wy (w;R?) telle que

= 6Vv5 (@) X dz S 14
=9 8.4 » @ |V [Pdz —m

ot la projection 7, = |V, [PdZ — 7% = mo P .

En vertu du lemme 1.7.2, on en déduit de (2.11) que = +— 1,(Z)(fo —
15°)(V0.(Z) est uniformément intégrable. Ainsi par le théoreme fondamental
des mesures de Young

[ = 0t = [ (= Ve a5 (219

D’autre part, puisque la mesure m. converge faiblement vers la mesure m
dans M (@ x 8%2), il résulte , par continuité de A — f°(X), que la mesure
15° my, converge faiblement vers la mesure f§°m dans M(@ x §3*2). Ainsi,
par le fait que @ x §3*2 est compact de @ x §3*2, le théoréme d’ Alexandrov
donne

[ g5 Gm = i [ gvn
= li_rg/wfgo(VvE) dz. (2.15)
De (2.14) et (2.15), on obtient
S(v,m) > iii%/wfo(V'un) dz.

L’assertion en découle en adaptant le raisonnement de (ii), (b) du théoréeme
2.3.1.

Le théoreéme est ainsi démontré.
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2.4. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE
YOUNG-VARIFOLD

Le corollaire suivant est une conséquence du theoreme 2.4.1, et sa démonstration
est une simple adaptation de celle du corollaire 2.3.1.

Corollaire 2.4.1
(i) Soit (ue,6.) associée o u. € W,P(Q,R?) vérifiant

Sa(ﬂmea) < inf 354*8.

1
yV(Q;M3X3;S3X3)

Alors toute valeur d’adhérence (v,m) de {(pe, 0:) }eso, relativement a la
convergence faible au sens des membranes (cf. (i) du théoréme 3.3.1),
est un minimum du probléeme

min {§(o,n) ; (0,n) € YV(@;M>*%87)},
et (uz) converge faiblement dans Wy (Q, R®) vers le minimum T de
min { F(u) ; u€ WyP(Q,R?)}

vérifiant
Vu(z) = / Ndvs.
§3x2

De plus la mesure m = mz @ m générée par (u.), prend en compte les
effets de concentration de (Vu.).~o dans le sens que la projection 7
sur @ est la projection sur w de la limite faible de la mesure |Vu.|P dz
dans M(2).

(ii) Si(v,m) est un minimum dumin {F(o,n); (o,n) € YV(0;M**?;8¥?)}
alors le barycentre

T h) dvz
M3x2

est le gradient de la solution du probleme classique

min { F(u) : u € Wy (w,R?)}.
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Chapitre 3

Homogénéisation d’une suite de
fonctionnelles intégrales
dépendante du temps.
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’étudier ’analyse limite d'une famille de
fonctionnelles de type

F.(u) ::/0 /Qfa(x, augt’x))dxdt, (3.1)

ott ]0, T[x est un ouvert borné de R x RY ¢ > 0 un parametre destiné a
tendre vers zéro, u € WH(]0,T[; L*(Q)) (p > 1), et f. : R"XR — [0, 00|
vérifiant les deux hypotheses :

(H1) Pour tout a € R, f.(-,a) est mesurable et f.(x,-) convexe pour tout
x € p.p.

(H2) Il existe 0 < a < 3 tels que
alaf” < fo(z,a) < B(1 + |af”),

pour tout x € € p.p. et pour tout a € R.

Ce type de probleme apparait dans I’étude des problemes d’evolution non
périodique a coefficient oscillant. Ce travail est une tentative de généralisation
d’un résultat étudié dans [26, 38|, pour une famille de fonctionnelles

1 T T
F.(u) = 5/ / ' + acul” d dt—/ /(u’—l—aw)f dzdt , u € Hy(0,T; LP(Q))
o Ja 0 Jo
associée a 1’équation linéaire
{ Oyus(t, x) + a.(t, v)uc(t,x) = f(t,z)  in )0, T[xQ,

u:(0, ) = up(x),

ou, afin d’alléger I’écriture, 0;u désignera la dérivée partielle a—?

On utilisera les techniques de mesures de Young pour caractériser la I'-
limite, en adaptant une méthode similaire a celle utilisée dans [29]. Une autre
approche, est d’utiliser une généralisation de la convergence a double échelle
au cas non périodique introduite dans [27]. Dans le cas de 'homogénéisation
classique, ot I'intégrande est de la forme f(%, Vu(z)), un résultat en terme
de mesures de Young est obtenu récemment (cf. [5]).
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3.2. POSITION DU PROBLEME

3.2 Position du probleme

Considérons l’espace
WP(0,T; LP(Q)) = {u € L]0, T[x9Q) : 2—7: € Lp(]O,T[xQ)}.

Et on note par Wy le sous-espace de W1»(0,T; L?(€2)) défini par
Wy = {ueW"(0,T;L’(Q)) : u(0,2)=0 z€ Qpp.},
muni de la topologie faible induite par W'(0,T; LP(Q)).

Pour tout 0 < a < 8 < 400 définissons I’ensemble X’ par

X={g:R—R:gest conveze et Va € R : afa’ < g(a) < B(1+ [af”)}.

Remarque 3.2.1

1. 1l est facile de voir que si g € X, alors g est localement lipschitzienne,
c’est a dire qu’il existe M > 0 telle que pour tout (a,b) € R? on a

l9(a) — g(0)] < Mla —b(1 + |a’~" + [b]"").
Dans le cas de RY (N > 1), on raisonne par composante (cf [15]).

2. Puisque X C C(R,R), l’espace des fonctions continues, on le munit de
la topologie de convergence uniforme sur des parties compactes. Ainsi
par construction d’une distance appropriée, par exemple st d : X — R
définie pour tout f,g € X par

9= 2 T T — gl

ou || f—=gllor = sup |f(x)—g(z)|. Alors (X, d) est un espace métrique,
z€[0,k]

de plus X est fermé borné. En vertu du 1 de la remarque 3.2.1, X est
équicontinu. Grace au théoréme d’Ascoli, on en déduit que (X,d) est
compact.

Soit la fonction mesurable x —— f.(x,-) de 2 dans X. On considere alors
F.: Wy — [0, +oo[ définie par

Fu(u) = /0 ' /Q £ (2, Ot 2))dadt,

Associons la mesure de Young p. € Y(€2; X) a la fonction x — f.(z, ).
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Autrement dit, c’est 'image de la mesure de Lebesgue sur €2 par

G. 1 Q — OQx X
r — (x, f(x,)).

En utilisant la remarque 3.2.1, on en déduit que la suite () est tendue.
Ainsi, on peut extraire une sous-suite, que ’on ne réindexera pas, telle que
(ue) converge étroitement. Notons alors p € Y(; X) sa limite.

3.3 Résultat principal

Nous présentons ici le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.3.1 Soit (u.) convergeant étroitement vers p dans Y(€; X).
Alors la famille { F. }.~o I'-converge, relativement a la topologie faible de W,
vers F' donnée par

F(u)—inf{/ / A(%U(t,x,A))du(x,A)dt:

0 OQxX

Uew, /U(t,x,A) du(A) = u(t,z), L —p.p.} (3.2)

ot
W= {U e W0, T[; LL,(Q2 x X) / U(0,2,A) =0, (2,A) e Q x X p— p.p.}

et {iizteeq est une famille de mesures de probabilités sur X, obtenue par
désintégration de p par rapport a la mesure de Lebesgue L|q.

DEMONSTRATION. I suffit de vérifier les deux assertions (i) et (i7) de la
définition 1.2.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout u. — u dans Wy on a

F(u) < liminf F(u.).

e—0

Si le second membre de I'inégalité ci-dessus vaut +oo, le résultat est trivial.
Sinon, en extrayant une sous-suite, on se ramene au cas ou

lir% F(u.) < +o0.
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Soit v, € y<]0,T[><Q; X xR x ]R) associée &

10,T[xQ — X xR?
(t,x) +— (felz, ), u(t, ), Ouc(t,)).

Alors pour tout ¢» mesurable et positive sur |0, T[xQ x X x R? on a

T
/ Y du, :/ /w(t,x,fg(x,~),u€(t,x),8tu€(t,x)) dz dt,
10, T[xQ2x X xR2 0 Q

et on a donc v, = (5(f€(x7.)7u5(tvxwt%(t’m)) ® Lj0,7[x0

Puisque la suite (f.(z,-)) est bornée dans X’ et par construction les suites
(uz) et (Owu.) sont bornées, grace a la remarque 1.4.3, on en déduit que
(v.) est tendue. On peut finalement, compte tenu du théoreme de compacité
1.4.2, extraire une sous-suite de v., que l'on ne réindexera pas, convergeant
étroitement vers v € Y (]O,T[XQ;X X R2). En appliquant le théoreme de
continuité 1.4.3 pour 1 particuliere définie sur ]0, T[x2 x X x R? par
W(t,x, A, s,8) = A(€), on obtient

e—0

T
liminf F.(u.) = liminf / / Wit f(2, ), ue(t, 7). Opue (b, 7)) da dt
0 Q

= liminf / W(t,x, A, s, &) dve

e—0

10,T[xQx X xR2

A)dv(t,x, A, s,§).

10, T[xQ2x X xR2

v

Il est facile de vérifier que la projection de v sur |0, T[xQ x X est dt ® p,
et donc sa désintégrée sur le produit (|0, T[xQ x X) x R? par rapport & dt @ i1
est (V(w,0)) (t,0,0)cl0,T[xxx- Par ailleurs I'inégalité de Jensen entraine que

liminf F.(u.) > / ( /R QA(g)dy(t,x,A)(s,go dp(z, A) dt

e—0
10,T[xQxX

> / A( /R 2§dy(t,z7A)(s,§)) du(z, A)dt. (3.3)

10,T[xQ2xX
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Soit ¢ € C§°(]0, T[x) et considrons (t,z, A, s,&) = ¢(t,x)s. Alors par
(#7) du théoreme 1.4.3, on a d’une part

e—0
10,T[xQx X xR2

_ / ot ) / ( / ) (5,€) ) dp(A) dr di.

10,T[xQ X R2

T T
lir%//gougdacdt = //gpu dx dt.
0 Q 0 Q

Par identification, on obtient pour Lo rxo-presque tout (t,x) €0, T[x€2,

T
lin%//@usdxdt = lim / Vdve(t,z, A, s, )
0 Q

d’autre part,

u(t,z) = /U(t,x,A) dpa (M),

ot U(t,z,A) = /sdy(m,,\)(s,f). Montrons alors que U(t,z,A) € W. En

R2
effet, par définition

T
T
/0 ]U|’£5(9M)dt:/éL\U(t,x,A)|pdux(A)dxdt.
0

Par convexité de la fonction = — |z|P et en appliquant () du théoreme 1.4.3
avec Y(t, x, A, s,&) = |s|P, il vient ainsi

T T
/0 |U|iﬁ(ng) dt < liIen_glf/O /Q luc(t,x)|P dx dt < +o0,
d’ou U(t,x,A) € LP((0,T) x Q x X). Enfin pour terminer la preuve, il suffit

de montrer que

8,U € LP(]0, T[xQ x X) (3.4)
et

U0,2,A) =0, (z,A) € Qx X ;pup.p.. (3.5)
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Soient ¢; € CL([0,T]) et o € C3°(£2). On considere tout d’abord (t, z, A, s,&) =
©1(t)p2(x)€. Puisque lasuite (¥(-, -, fo(z, ), ue (-, -), Opue(, )))E est uniformément
intégrable, en vertu du théoreme 1.4.3, nous avons d’une part

iy [ [ oo toydede = v [ vdn(tr s

e—0 e—0
10,T[xQx X xR2

_ / o) (€ du(t, 2, A, 5,6)

10, T[xQ2x X xR?

T
= / o /gpl V(t,x,A)dtdu, (3.6)
0

QOxX

ou V(t,z,\) / §dvian (s, €). D’autre part, en intégrant par partie et

en raisonnant d’une maniere semblable & ci-dessus, pour ¥(t,x, A, s,§) =
©1(t)p2(2)s nous pouvons écrire

lir%//gol o) Opuc(t, x)dxdt = —hm//atgal wo(x)uc(t, z)dxdt

T

—— [ @ | [ | [ sdvian(s.0) | dt| dute.)

QxX 0 2

= / /@gpl U(t,z,N)dt| du(x,N). (3.7)
QXX
De (3.6) et (3.7) on obtient que pour p—presque tout (x,A)
T
- / o1 (DU (E, 2, A) dedp(, A) — / oy OV (A dt dp.
0

En intégrant par partie une fois encore, on a par conséquent

8tU(t7 Z, A) = V(t> Z, )‘) = \/gdy(t,x,/\) (87 5) (38)
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Si, on reprend les mémes étapes utilisées précédemment pour vérifier que
U € LP(]0,T[xQ x X), en consédérant V & la place de U, £ a la place de s
et dyu. au lieu de u., on obtient que 9,U € LP(]0, T[x x X), et donc (3.4)
est vérifiée.
Pour (3.5), il suffit de prendre ¥(t,z,A,s,&) = @1(t)pa(z,A) &, on p; €
CL([0,T[) et s € C(Q2 x X). On obtient

’
/ Wtz 5, €)dve :0/

/801 wo(x, fo(x,-))Opuc(t, x) dx dt

10, T[xQ2x X xR2 Q0
’ d
-~/ / 2 (ol . )1, 0) d
0

En passant a la limite, on a d’une part en vertu théoreme 1.4.3

lim / v, :/ o1 (D) pa(w, NEdv(t, z, A, 5, €)
10, T[xQ2x X xR2

e—0
10, T[xQ2x X xR2

_ /QXXSDZ(I,A) /OT% V(@ A)dt] du(, A)
_ /QXX@(Q:,A) /OT% th)dt} du(z, A)
_ /szxxw(x’A)/ dgpl U(t,x,\)dt

~U(0,2,M)¢1(0)] di. (3.9)

D’autre part, pour ¢(t,x, A, s,&) = ¢1(t)pa(x, A) s, on a

lim / Ydv. = —/QXXXR2 djtl( Hpo(z, N)sdr(t,x, A\, s, &)

e—0
Td
=~ [ an) [ D] [ s dtdutzn)
0 R2

10, T[xQx X xR?
QxX

_ /¢2<x,A)[/OT—%(t)U(t,x,A)dt} du. (3.10)

QxX

66



3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Par identification de (3.9) et (3.10), I'égalité
U(0,z,A) =0,

pour p-presque tout (z,A) € Q x X, en résulte immédiatement.
Enfin, de (3.3) et (3.8) on en déduit

liminf F.(u.) > /T/ AQU(t,x,N)) du(z, A) dt
0 QxX
> F(u).

e—0

La preuve de la premiere assertion est donc achevée.

Vérification de (ii). Soit u € Wy,. La preuve consiste a construire une
suite (u.) convergeant faiblement vers u dans Wy telle que

F(u) > limsup F'(u,).
e—0

En effet, pour n > 0 fixé on choisit W, € W une suite minimisante de (3.2),
c’est a dire

/T/ AOW,(t, z, N) du(z, A) dt < F(u)+n. (3.11)

Par densité de C' ([0, T]; C(Qx X)) dans W'#(]0, T[; LE(Q x X)) (cf. [27, 38]),
il existe Wn € CY[0,T);C(2 x X)) telle que

T —~
/ / )Wn o Wn
0 OxX
T
/0 /QXX

—~

Posons w.,(t,z) := W,(t,z, f-(x,-)), par conséquence u., € W,. En util-
isant I'hypothese (H2) et théoreme de continuité 1.4.3, pour (¢, x, A, s,&) =
A(OW,(t,z,A\)), on a

" dulx, A)dt <

(3.12)
a,W, — atwn‘p dp(z, ) dt < 1.

e—0 e—0

T
lim F.(u.,) = lim Folz, W, (t, x, f-(x,)) dz dt
1 n
0 Q

~ lim /T / AT, (t, 2, A)) dp (a, A) dt

e—0
0 OxX

_ i / A@, (1,2, A)) dpa(a, A)dt.

0 OxX
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

De (3.11) on obtient

//A(ath(t,x,A))du(x,A)dtgF(u)+n+[n

0 OxX

ot I, = / / M@, (1,2, A) = M@, (t, 2, A))| (e A)

0 QxX
Puisque A est localement lipschitzienne, il vient grace a (3.12)

lim sup lim sup F'(u.,) < F(u).
n—0 e—0

Il reste & montrer que u., — u quand e,n — 0 dans Wy. Pour cela, il suffit
de prendre ¥(t,x, A, s,£) = p(t, x)W (t,z,A) avec ¢ € Li(]0,T[x) (ou g
est 'exposant conjugué de p). On obtient alors, en vertu du théoréme 1.4.3,
que

T T
lir%//goua77 dedt = lir%//gpwn(t,x,A) dpe(z, ) dt
0 Q 0 Q

T

= //ngV77 (t,x, A)dp(z, A)dt + J,
0 Q

I
St~

/gpudmdt—i—J77
Q

:/T/¢ ot )= Wy (6, 0)] dp(, A) d.

Par passage a la limite quand n — 0, le résultat en découle immédiatement.
En appliquant le raisonnement précédent, en consédérant 9, a la place de

W,

» > on obtient

T T
lir% lir% / / © Opue, dx dt = / / p Oyudx dt.
! 0 Q 0 Q
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3.3. RESULTAT PRINCIPAL

Finalement par un argument de diagonalisation (cf. [6], corollaire 1.16), il

existe une application croissante € — 7(e) telle que n(e) tends vers 0 quand

e tends vers 0, et
U p(e) — u dans Wy,

lim sup Fy(te () < F(u).

e—0

La démonstration du théoréme est donc achevée.
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Résumé. Cette these est consacrée a 1’étude du comportement limite de
certaines familles de fonctionnelles intégrales en terme de mesures de Young
et de mesures de "varifold”. On établit deux nouvelles formulations d'une
membrane, I'une dans 'espace des mesures de Young générées par des gra-
dients VVO1 P_Young et lautre dans I'espace des mesures de Young-varifold
générées par des gradients VVO1 P_Young-varifold. La fonctionnelle énergie as-
sociée a ces deux formulations est obtenue comme limite de la formulation
tridimentionnelle de la structure mince via une convergence variationnelle as-
sociée a la convergence étroite des mesures de Young et la convergence faible
des "varifold”. La premiere formulation permet de capter les oscillations de
la suite des gradients minimiseurs de la formulation classique. La deuxieme
formulation prend en compte les effets de concentration. En utilisant les
mesures de Young asssociées a des fonctions mesurables, on démontre un
résultat d’homogénéisation par I'-convergence d’une famille de fonctionnelles
intégrales dépendante du temps, ou la I'-limite est caractérisée par les tech-
niques de ces mesures.

Mots-clés : T'-convergence, relaxation, mesures de Young, mesures de ”var-
ifold”, probleme de membrane, homogénéisation.

Abstract. In this thesis, we study the behavior of family of integral
functionals in terms of Young measures and varifold. We establish two new
formulations of the membrane problem by working in the space of VVO1 P
Young measures and I/VO1 P_Young-varifold. The energy functional related to
these formulations is obtained as a limit of the three-dimentional formulation
of the thin layer via a suitable variational convergence associated to the nar-
row convergence of Young measures and to some weak convergence of varifold.
The interest of the first formulation is to capture the oscillation informations
on the gradients minimizing sequences related to the classical formulation.
The second formulation allows to moreover account for concentration effects.
By using the Young measures associated to measurable functions, we prove
a homogenization result by I'-convergence of family of functionals integrals
with time dependent, where the I'-limit is characterize by techniques of this
measures.

Key words : I'-convergence, relaxation, Young measures, varifold measures,
membrane problem, homogenization.



