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Z . Mohdeb Professeur Université de Constantine
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Introduction générale

Le but des travaux de cette thèse est l’analyse limite de certaines familles
de fonctionnelles intégrales en terme de mesures de Young et de mesures
de ”varifold”. Cette étude a pour origine la relaxation de la fonctionnelle
intégrale

F (u) :=

∫
Ω

f(∇u(x)) dx, (1)

dont le problème de minimisation associé est

inf
{
F (u) : u ∈ W 1,p

0 (Ω; Rm)
}
, (2)

Ω étant un ouvert borné de R
N .

En élasticité, Ω représente la configuration de référence occupée par un
matériau élastique et F l’énergie élastique associée au matériau. Si F n’est
pas semi-continue inférieurement, en général le problème (2) n’admet pas
de solutions. On relaxe donc la fonctionnelle (1) relativement à la topolo-
gie faible de W 1,p

0 (Ω; Rm). Autrement dit, on associe à F la fonctionnelle
semi-continue inférieure

F (u) :=

∫
Ω

Qf(∇u(x)) dx,

où Qf est la quasiconvexifié de f , dans le sens où les solutions du problème de
minimisation associé à F sont des points d’adhérence des suites minimisantes
du problème (2) (cf.[13]).

Très récemment les mesures de Young et particulièrement les mesures de
Young générées par des gradients ont été exploitées dans plusieurs domaines.
Ces mesures furent introduites par L.C. Young comme solution généralisée de
problèmes de surfaces minimales (cf. [41]) et L. Tartar est le premier à avoir
utilisé les mesures de Young dans l’étude d’équations aux dérivées partielles
(cf. [35, 36]). On trouve des applications pour les microstructures observées
dans les transformations de phase solide/solide dans [8].
En s’inspirant des travaux de [20, 21, 32, 34], nous développons une autre
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Introduction générale

approche de relaxation de (1) en terme de mesures de Young. L’idée est
de prolonger l’espace des fonctions admissibles W 1,p

0 (Ω; Rm) à l’espace de
mesures de Young, et on relaxe donc la fonctionnelle (1) en terme de ces
mesures. Cette approche nous permet de décrire la limite faible du gradient
de la suite minimisante du problème de départ. De plus, on ne quasiconvexifie
pas l’intégrande dans le problème relaxé.
Dans une deuxième approche, en utilisant les mesures de ”varifold” introduite
récemment dans [19], on relaxe (1) en terme de mesures de Young-varifold.
On retrouve ainsi une nouvelle relaxée de (1) dépendante de la fonction de
récession f∞ de l’intégrande f . Ceci, nous permet de prendre en compte les
effets d’oscillation et de concentration du gradient de la suite minimisante.
L’idée de base est de réécrire la fonction F en terme de mesures de type
δ ∇u

|∇u|
(x) ⊗ |∇u|p dx et d’utiliser le fait que f∞(∇u) = f∞( ∇u

|∇u|(x))|∇u|p dx,
puisque f∞ est p-homogène.
Si la fonctionnelle (1) dépend d’un paramètre ε > 0, destiné à tendre vers
zéro, on emploi le terme analyse limite plutôt que relaxation. Dans ce cas, on
s’intéressera au comportement limite de la famille de fonctionnelles associée
en utilisant la Γ-convergence.

Cette thèse est composée de trois chapitres. Dans le premier chapitre,
on commence par rappeler quelques outils mathématiques tels que : la re-
laxation des fonctionnelles relatives aux problèmes de calcul des variations,
la définition et la propriété variationnelle de la Γ-convergence, les mesures
de Young et les mesures de Young-varifold. Dans la dernière partie de ce
chapitre, on établira deux résultats préléminaires de relaxation d’une fonc-
tionnelle de type (1) en terme de mesures de Young, et en terme de mesures
de Young-varifold.

Dans le second chapitre, en s’inspirant des deux approches de relaxation
du chapitre précédent, on étudie le comportement limite d’une famille de
fonctionnelles associée à une structure mince de type

Fε(u) :=

∫
Ωε

f(∇u) dx,

et où Ωε = ω×]0, ε[ est un ouvert de R
3, au sens d’une convergence varia-

tionnelle en terme de mesures de Young et de Young-varifold. On introduit la
ΓY-convergence relativement à la convergence étroite des mesures de Young et
la ΓYV-convergence relativement à la convergence faible des mesures de ”var-
ifold” ; on obtient ainsi deux nouvelles formulations de l’énergie associées à
une membrane dans l’espace des mesures de W 1,p

0 -Young et dans l’espace des
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Introduction générale

mesures W 1,p
0 -Young-varifold comme limite des énergies tridimensionnelles

associées à la structure mince. Les deux formulations sont différentes de la
formulation classique obtenue dans [23].

Le chapitre trois est consacré à l’analyse limite de certaines fonctionnelles
intégrales non périodiques et dépendantes du temps de ty

Fε(u) :=

∫ T

0

∫
Ω

fε(x,
∂u(t, x)

∂t
) dt dx, (3)

où u ∈ W 1,p(]0, T [;Lp(Ω)) et fε(x, ·) appartient à une classe de fonctions
convexes et satisfaisant des conditions de croissance et de coercitivité. On
établit alors la Γ-convergence de (3), relativement à la topologie faible de
W 1,p(]0, T [;Lp(Ω)), où la Γ-limite est caractérisée en utilisant les techniques
de mesures de Young.

Ce travail a fait l’objet d’une publication dans une revue internationale,
en collaboration avec G. Michaille (Professeur à l’Université de MontpellierII)
et C. Licht (Directeur de recherche au CNRS, Laboratoire de Mécanique et
de Génie Civil), lors de mon séjour à l’Université MontpellierII.
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Chapitre 1

Notions de base et résultats
préliminaires

Dans ce chapitre, on commencera par présenter quelques outils de base
sur la relaxation en calcul des variations, et nous rappelons très brièvement la
définition et la propriété fondamentale de Γ-convergence, qui est une conver-
gence variationnelle introduite par E. De Giorgi en 1975 et élaborée succes-
sivement par de nombreux auteurs. Puis, après un rappel sur les mesures de
Young et de ”varifold”, on terminera ce chapitre en établissant deux résultats
préliminaires de relaxation de fonctionnelles intégrales en terme de mesures
de Young et de mesures de Young-varifold.

1.1 Méthode directe et Relaxation

Dans ce paragraphe, on considère X un espace de Banach (où sa norme
est notée ‖ . ‖) et

{
Fn, F : X →]−∞,+∞] : n ∈ N} une famille de fonctions.

Définition 1.1.1 On dit que F est semi-continue inférieurement 1 (en abrégé
s.c.i.) au point u ∈ X si, et seulement si, pour toute suite (un) convergeant
vers u dans X

F (u) ≤ lim inf
n→+∞

F (un),

autrement dit

F (u) = inf
{

lim inf
n→+∞

F (un) : u = lim
n→+∞

un

}
.

F est dite s.c.i. sur X, si elle est s.c.i. en tout point de X.

1Si X est munit de sa topologie faible, on parle de s.c.i. séquentielle.
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1.1. MÉTHODE DIRECTE ET RELAXATION

Définition 1.1.2 F est coercitive sur X si, pour tout t > 0 il existe un
compact Kt dans X tel que {u ∈ X : F (u) ≤ t} ⊂ Kt.
Si X est réflexif muni de sa topologie faible (ou si X est le dual d’un espace
de Banach séparable muni de sa topologie faible-étoile), on dit que

(a) F est coercitive sur X si lim
‖u‖→+∞

F (u) = +∞.

(b) Fn est equi-coercitive sur X si, pour tout n ∈ N lim
‖u‖→+∞

Fn(u) = +∞.

La méthode directe pour prouver l’existence de solutions en calcul des
variations est basée sur le théorème de Weierstrass suivant :

Théorème 1.1.1 (Théorème de Weierstrass, cf. [11, 13, 14])
Si F est s.c.i et coercitive alors F admet un point minimum dans X, c’est

à dire, qu’il existe u0 ∈ X tel que pour tout u ∈ X

F (u0) ≤ F (u).

En effet, en pratique on remarque qu’il faut choisir une topologie appropriée
pour garantir à la fois la coercitivité et la s.c.i. afin d’appliquer le théorème
de Weierstrass.

Définition 1.1.3 (relaxée et relaxation)

(a) On dit que F : X →] −∞,+∞] est la relaxée ou la régularisée s.c.i. de
F si, F est la plus grande fonction s.c.i. minorant F .On peut décrire
F par

F (u) = inf
{

lim inf
n→+∞

F (un) : u = lim
n→+∞

un

}
.

(b) La relaxation d’une fonctionnelle F est le calcul de sa relaxée F .

La caractérisation et les propriétés de la relaxée F sont données par les
deux propositions suivantes (cf. [11, 13, 14])

Proposition 1.1.1 Soit F : X →] −∞,+∞] une fonction. Alors F est la
relaxée de F dans X si, et seulement si, les deux assertions suivantes sont
vérifiées :

(i) Pour tout u ∈ X et pour toute suite (un) convergeant vers u dans X,

F (u) ≤ lim inf
n→+∞

F (un),
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1.2. Γ-CONVERGENCE

(ii) pour tout u ∈ X, il existe une suite (un) convergeant vers u dans X,
telle que

F (u) ≥ lim sup
n→+∞

F (un) .

Proposition 1.1.2 Si F est coercitive, alors sa relaxée F vérifie les pro-
priétés suivantes :

(i) F est coercitive et s.c.i. ,

(ii) F admet un point minimum,

(iii) inf
u∈X

F (u) = min
u∈X

F (u),

(iv) Si (un) est une suite minimisante de F , c’est à dire

F (un) ≤ inf
u∈X

F (u) +
1

n
,

alors toute valeur d’adhérence u de (un) est un point minimum de F ,
et on a

lim
n→+∞

F (un) = inf
u∈X

F (u) = F (u) = min
u∈X

F (u).

1.2 Γ-convergence

La notion de Γ-convergence a été introduite par E. De Giorgi et T.
Franzoni en 1975 dans [15], et depuis elle s’est développée en liens avec les
problèmes de calcul des variations et en particulier l’analyse limite de fonc-
tionnelles intégrales. On en trouve une étude plus générale et approfondie de
cette notion dans les ouvrages de H. Attouch [6] et G. Dal Maso [14]. On
présente ici la définition et la propriété variationnelle de la Γ-convergence.

On considère X un espace de Banach et
{
Fn, F∞ : X →]−∞,+∞], n ∈ N

}
une famille de fonctions.

Définition 1.2.1 On dit que la suite (Fn) Γ-converge vers F∞ en u ∈ X si,
et seulement si, les deux assertions suivantes sont vérifiées :

(i) Pour toute suite (un) convergeant vers u dans X,

lim inf
n→+∞

Fn(un) ≥ F∞(u),

(ii) il existe une suite (un) convergeant vers u dans X, telle que

lim sup
n→+∞

Fn (un) ≤ F∞ (u) .
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1.2. Γ-CONVERGENCE

Si cette propriété est satisfaite pour tout u ∈ X, on dit que (Fn) Γ-converge
vers F∞ et on écrit F∞ = Γ(X)- lim

n→+∞
Fn.

Si on a une famille de fonctionnelles {Fε}, où ε est un paramètre positif
destiné à tendre vers 0, alors

F = Γ(X)- lim
ε→0

Fε

si, et seulement si, pour toute suite (εn)n convergeant vers 0 quand n→ +∞,

F = Γ(X)- lim
n→+∞

Fεn .

L’intérêt pratique de cette notion réside dans la proposition suivante :

Proposition 1.2.1 (Propriété variationnelle)

Soient F∞ = Γ(X)- lim
n→+∞

Fn et (un) une suite vérifiant

Fn(un) ≤ inf
u∈X

Fn(u) +
1

n
.

Si (un) est relativement compacte dans X, alors toute valeur d’adhérence u
de (un) est un point minimum de F et on a

lim
n→+∞

inf
u∈X

Fn(u) = F∞(u) = min
u∈X

F∞(u).

Remarque 1.2.1

1. Si F∞ = Γ(X)- lim
n→+∞

Fn, alors F∞ est s.c.i. sur X.

2. Si Fn = F , c’est à dire que la suite (Fn) est indépendante de n, alors

F = Γ(X)- lim
n→+∞

Fn

où F est la relaxée de F .

3. Si F∞ = Γ(X)- lim
n→+∞

Fn et L : X → R est continue dans X, alors

Γ(X)- lim
n→+∞

(Fn + L) = F∞ + L.

4. Puisque dans les résultats qui suivent (cf. chap 2 et chap. 3), X est
muni de sa topologie faible, il faut noter que si X est réflexif muni de
sa topologie faible (ou si X est le dual d’un espace de Banach séparable
muni de sa topologie faible-étoile) et tel que la suite (Fn) est équi-
coercitive, alors la définition de la Γ- convergence de (Fn) vers F rela-
tivement à la topologie faible ( ou faible-étoile) est caractérisée par (i)
et (ii) de la définition 1.2.1 (cf. [14]).
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1.3. RAPPELS DE THÉORIE DE LA MESURE

1.3 Rappels de théorie de la mesure

Soient Ω un ouvert de R
N , L�Ω est la mesure de Lebesgue restreinte à Ω

et B(Ω) la tribu borélienne de Ω. Notons par M+(Ω) l’ensemble des mesures
positives finies sur Ω. On désigne par Cc(Ω) l’ensemble des fonctions continues
à support compact sur Ω et C0(Ω) l’ensemble des fonctions continues nulles
à l’infini (nulles sur le bord ∂Ω si Ω est borné). On notera par Lp(Ω, µ; Rm)
l’espace des fonctions p-ième sommable (p ≥ 1) sur Ω dans R

m relativement
à la mesure µ.

Définition 1.3.1 On dit que la suite (µn) ⊂ M+(Ω) converge faiblement
vers une mesure µ ∈ M+(Ω), et on écrit µn ⇀ µ, si pour tout φ ∈ C0(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω

φ(x) dµn =

∫
Ω

φ(x) dµ.

On a le théorème de compacité des mesures bornées suivant :

Théorème 1.3.1 Toute suite (µn) bornée dans M+(Ω), c’est à dire,
sup

n
µn(Ω) < +∞, possède une sous-suite faiblement convergente.

Théorème 1.3.2 (Théorème d’Alexandroff)
Soit {µn, µ : n ∈ N} une famille de M+(Ω) telle que (µn) converge faible-
ment vers µ. Alors pour tout ouvert U et tout compact K de Ω,

lim inf
n→+∞

µn(U) ≥ µ(U) et lim sup
n→+∞

µn(K) ≤ µ(K).

De plus, on en déduit que pour tout borélien B relativement compact dans Ω
tel que µ(∂B) = 0, on a

lim
n→+∞

µn(B) = µ(B).

Etant donné (X,B, µ) un espace mesuré (où µ est une mesure positive
finie), (Y,T) un espace mesurable et H : E → F une application (B,T)-
mesurable.

Définition 1.3.2 L’image de µ par f est la mesure ν sur (Y,T), dite mesure
image, définie pour tout B ∈ T par

ν(B) := µ ◦H−1(B) = µ
(
H−1(B)

)
,

où H−1 est une application de T dans B.
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1.3. RAPPELS DE THÉORIE DE LA MESURE

Remarque 1.3.1 Si ϕ : F → R est ν-intégrable, on a∫
F

ϕdν =

∫
E

ϕ ◦H dµ.

Soit µ une mesure vectorielle sur B(Ω) (µ ∈ M(Ω; Rm)). On définit pour
tout borélien B ∈ B(Ω) la mesure scalaire positive, notée |µ|, par

|µ|(B) := sup

{
+∞∑
i=1

|µ(Bi)| : B =
⋃
i∈N

Bi

}
,

où la borne supérieure est prise sur l’ensemble des partitions (Bi) de B.

Définition 1.3.3 La mesure |µ| est appelée la variation totale de µ, et l’ap-
plication µ �→ |µ|(Ω) est une norme sur M(Ω; Rm).

Avant de rappeler le théorème de Radon-Nikodym, donnons quelques
définitions.

Définition 1.3.4 Soient µ ∈ M+(Ω) et ν ∈ M(Ω; Rm). On dit que ν est
absolument continue par rapport à µ, et on écrit ν � µ, si ν(B) = 0 pour
tout B ∈ B(Ω) tel que µ(B) = 0.
On dit que ν est singulière par rapport à µ, s’il existe A ∈ B(Ω) tel que pour
tout B ∈ B(Ω), on a

µ(A) = 0 et ν(B) = 0,

avec A ∩B = ∅ (on dit alors que ν est concentrée sur A).

Théorème 1.3.3 (Décomposition de Radon-Nikodym)

Soient µ ∈ M+(Ω) et ν ∈ M(Ω; Rm). Alors, il existe une fonction g ∈
L1(Ω, µ; Rm) et une mesure νs, singulière par rapport à µ, tels que

ν = gµ+ νs,

où la mesure gµ ∈ M(Ω; Rm) est définie par

gµ(B) :=

∫
B

g dµ,

pour tout B ∈ B(Ω). g est appelée densité de la mesure de ν par rapport à µ.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Remarque 1.3.2 Pour u ∈ L1(Ω; Rm), on définit la mesure uL ∈ M(Ω; Rm)
par

uL(B) :=

∫
B

u(x) dx,

pour tout B ∈ B(Ω). On a uL � |u|L et de plus |uL| = |u|L.
Puisque uL � |u|L, en vertu du théorème de Radon-Nikodym il existe une
fonction h ∈ L1(Ω, |u|L; Rm) tel que uL = h|u|L et |h(x)| = 1. De plus on a

h(x) =
u

|u|(x) pour |u|L-p.p. tout x ∈ Ω.

1.4 Mesures de Young

Dans ce paragraphe, sont rassemblés la plupart des résultats préliminaires
concernant l’espace des mesures de Young et qui seront utilisés ultérieurement
à plusieurs reprises. On trouvera un bon nombre de référence dans [32, 39, 40].
Dans tout ce qui suit, Ω est un ouvert borné de R

N , L�Ω est la mesure de
Lebesgue restreinte à Ω, B(Ω) la tribu Borélienne de Ω, E = R

m×N identifié
isomorphiquement à l’ensemble des matrices réelles m×N muni de sa norme
| . | et B(E) la σ-algèbre sur E. On notera par M+(Ω × E) l’ensemble de
mesures positives finies sur Ω × E et PΩ la projection sur Ω, c’est à dire
PΩ : Ω × E → Ω.

Définition 1.4.1 On dit que µ ∈ M+(Ω×E) est une mesure de Young sur
Ω × E si L�Ω = µ ◦ P−1

Ω , et on obtient pour tout borélien B de B(Ω)

L�Ω(B) = µ(B × E).

On notera par Y(Ω; E) l’ensemble des mesures de Young sur Ω × E.

On considère Cthb(Ω; E) l’ensemble des intégrandes de Caratheodory 2 bornées,
c’est à dire pour tout ψ ∈ Cthb(Ω; E) on a :

(i) Pour tout x ∈ Ω : ψ(x, .) est bornée et continue sur E,

(ii) x �→ ‖ψ(x, .)‖∞ est L�Ω-intégrable.

2Une intégrande de Carathéodory est une fonction B(Ω) ⊗B(E)-mesurable en (x,λ) et
continue en λ.
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1.4. MESURES DE YOUNG

On munit Y(Ω; E) de la topologie étroite (le terme en anglais corre-
spendant est ”narrow topology”), c’est la topologie qui rend les applications

µ �→
∫

Ω×E

ψ dµ continue pour tout ψ dans Cthb(Ω; E). On est donc conduit

à la définition suivante :

Définition 1.4.2 Etant donné {µn;µ : n ∈ N} une famille de Y(Ω; E).
On dit que µn converge étroitement vers µ, et on écrit µn

e
⇀ µ, si pour tout

ψ ∈ Cthb(Ω; E),

lim
n→+∞

∫
Ω×E

ψ(x, λ) dµn(x, λ) =

∫
Ω×E

ψ(x, λ) dµ(x, λ).

Remarque 1.4.1

1. Dans la définition de la topologie étroite sur Y(Ω; E) on peut tester
avec les fonctions ψ = 1Bφ pour tout borélien B ∈ B(Ω) (où 1B est
la fonction caractéristique de B) et φ ∈ Cb(E), l’espace des fonctions
continues bornées sur E, (cf [39]).

2. L’espace de mesures de Young Y(Ω; E) est étroitement fermé dans
M+(Ω × E). En effet, si µn ∈ Y(Ω; E) converge étroitement vers une
mesure µ, il suffit de prendre ψ = 1B 1E pour tout borélien B ∈ B(Ω).

On rappel ici le théorème de désintégration d’une mesure de Young, qui
peut être vu comme une généralisation du théorème de Fubini.

Théorème 1.4.1 (Désintégration, cf. [18, 7]) Si µ ∈ Y(Ω; E), alors pour
p.p. x ∈ Ω il existe une mesure de probabilité µx sur E, telle que pour toute
fonction f dans C0(Ω × R

m) on a

(i) x �→
∫

E

f(x, λ) dµx(λ) est L�Ω-mesurable.

(ii)

∫
Ω×E

f(x, λ) dµ(x, λ) =

∫
Ω

(∫
E

f(x, λ) dµx(λ)
)
dx.

On écrit alors µ = µx ⊗ dx3.

3Afin d’alléger les notations, on notera par dx la mesure de Lebesgue restreinte à tout
ouvert borné de R

n.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Remarque 1.4.2

1. Le théorème reste valable si on remplace l’espace E par un espace
séparable métrisable et localement compact (cf. [39] th. A1).

2. Si au lieu de la mesure de Young µ, on considère ν une mesure positive
finie sur E tel que sa projection sur Ω est une mesure σ (c’est à dire
σ(B) = ν(B × E) pour tout borélien B de B(Ω)), alors ν peut s’écrire
sous la forme ν = νx ⊗ σ avec {νx}x une famille de probabilités sur E

(cf. [39], p. 182).

Soient u : Ω → E une fonction mesurable et G l’application graphe de u,
c’est à dire

G : Ω −→ Ω × E

x �−→ (x, u(x)).

Alors la mesure image µ := L�Ω ◦G−1 est une mesure de Young, et en vertu
de la remarque 1.3.1, on en déduit que pour tout ψ µ-intégrable∫

Ω×E

ψ(x, λ) dµ(x, λ) =

∫
Ω

ψ(x, u(x)) dx

=

∫
Ω

(∫
E

ψ(x, λ) dδu(x)(λ)
)
dx.

où δu(x) est la mesure de Dirac au point u(x). Par conséquent, d’après le
théorème 1.4.1, on a µ = δu(x) ⊗ dx.

Définition 1.4.3 La mesure µ est appelée mesure 4 de Young associée à la
fonction u.

Le lien entre la convergence en mesure est la convegence étroite des
mesures de Young associées à des fonctions est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 1.4.1 (cf. [40]) Soit {un, u : Ω → E, n ∈ N} une famille de
fonctions mesurables. Alors (un) converge en mesure vers u si, et seulement
si la suite de mesures de Young associée à (un) converge étroitement vers la
mesure de Young associée à u, autrement dit

un
m−→ u⇐⇒ µn = δun(x) ⊗ dx

e
⇀ µ = δu(x) ⊗ dx,

où un
m−→ u, si pour tout ε > 0 on a lim

n
L{x ∈ Ω : |un(x)−u(x)| > ε

}
= 0.

4C’est une mesure portée par le graphe de u.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Si la suite de mesures de Young associée à une suite de fonctions mesurables
µn = δun(x)⊗dx converge étroitement vers une mesure de Young µ, en général
la mesure µ n’est pas associée à une fonction mesurable.

Exemple 1.4.1 Soit Ω =]0, 1[ et u(x) = sin(2πx). On prolonge u par
périodicité sur R et on pose un(x) = u(nx). Si µn = δun(x) ⊗ dx, alors
en utilisant un résultat de [25] (cf. p. 40, th. 2) on obtient que pour tout φ
continue bornée sur R

lim
n→+∞

∫
Ω×R

φ(x) dµn(x, λ) = lim
n→+∞

∫
Ω

φ(un(x)) dx

=

∫
Ω

∫
]0,1[

φ(u(y)) dy dx.

D’autre part, par un changement de variable∫
]0,1[

φ(u(y)) dy =

∫
]0,1[

φ(sin(2πy) dy

=

∫
]0,1/4[

φ(sin(2πy) dy +

∫
]1/4,3/4[

φ(sin(2πy) dy

+

∫
]3/4,1[

φ(sin(2πy) dy

=

∫
]−1,1[

φ(x)
dx

π
√

1 − x2
.

On en déduit alors que µn
e
⇀ µ dans Y(]0, 1[; ]−1, 1[

)
et tel que la désintégrée

de µ est µx =
1

π
√

1 − x2
dx�]−1,1[ qui n’est pas un Dirac.

1.4.1 Compacité

On présente ici la notion de tension pour les mesures de Young, afin de
donner la version du théorème du Prokhorov paramétrique 5.

Définition 1.4.4 Une suite de mesures de Young (µn) est tendue, si pour
tout η > 0, il existe un compact Kη de E tel que sup

n
µn

(
Ω × (E \Kη)

)
< η.

5Dans la version classique du théorème de Prokhorov sans paramètre, la définition de
la tension diffère en considérant le Kη dans la définition 1.4.4 un compact dans Ω × E.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Dans le cas où (µn) est associée à une suite de fonctions mesurables
un : Ω → E, il est assez naturel de poser la définition suivante :

Définition 1.4.5 La suite (µn) est tendue si pour tout η > 0, il existe un
compact Kη de E tel que sup

n
L{x ∈ Ω : un(x) ∈ (E \Kη)} < η.

Théorème 1.4.2 (Version paramétrique du théorème de Prokhorov, cf. [39])
Soit (µn) une suite de mesures de Young tendue. Alors, il existe une suite
extraite (µnk

)k convergeant étroitement dans Y(Ω; E).

Une conséquence immédiate du théorème de Prokhorov est le corollaire
suivant, qui sera utilisé ultérieurement à plusieurs reprises.

Corollaire 1.4.1 Si (un) est une suite bornée dans L1(Ω; E), alors la suite(
µn := δun(x) ⊗ dx

)
associée à (un) est étroitement relativement compacte.

Démonstration. Il suffit d’appliquer l’inégalité

L({x ∈ Ω : |un(x)| > R}) ≤ 1

R

∫
Ω

|un(x)| dx , où R > 0.

Remarque 1.4.3

1. Le théorème 1.4.2 et le corollaire 1.4.1 reste valable si au lieu de l’espace
E, on prend S un espace séparable métrisable et localement compact (cf.
[40]).

2. En utilisant l’inégalité de Hölder, on en déduit facilement que le théorème
reste valable si (un) est bornée dans Lp(Ω; E) avec p > 1.

On présente ici le théorème fondamental des mesures de Young qui nous
permet de passer à la limite en prenant comme fonctions test des fonctions de
Carathéodory. Pour cela nous rappelons au préalable la définition d’uniforme
intégrabilité pour une suite de fonctions mesurables fn : Ω → R.

Définition 1.4.6 La suite (fn) est dite uniformément intégrable (en abrégé
U.I) si

lim
R→+∞

(
sup

n

∫
{|fn|>R}

|fn| dx
)

= 0.

Soient S un espace localement compact métrisable séparable et un : Ω → S
une suite de fonctions mesurables. Si la suite de mesures de Young associée
à (un) converge étroitement vers µ, on a
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1.4. MESURES DE YOUNG

Théorème 1.4.3 (Théorème fondamental des mesures de Young, cf. [39,
40])

(i) Si ψ : Ω × S → R est mesurable en (x, λ) et s.c.i. en λ (ψ est dite
intégrande normale) tel que la suite des parties négatives 6

(
ψ−(·, un(·)))

n
est U.I dans L1(Ω; R+), alors∫

Ω×E

ψ(x, λ) dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

ψ(x, un(x)) dx.

(ii) Si ψ : Ω×S → R est une intégrande de Carathéodory telle que
(
ψ(·, un(·)))

n
est U.I, alors

lim
n→+∞

∫
Ω

ψ(x, un(x)) dx =

∫
Ω×E

ψ(x, λ) dµ.

1.4.2 Effets d’oscillation

Soit (un) une suite dans Lp(Ω) qui converge faiblement vers u (un ⇀ u).
Alors d’après la remarque 1.4.3 du corollaire 1.4.1 la suite de mesures de
Young µn = δun ⊗ dx associée à (un) converge étroitement (à une sous-suite
près) vers u (µn

e
⇀ µ).

On se pose la question suivante : Qu’elle est le lien entre µ et u ? La réponse
est donnée par la proposition suivante :

Proposition 1.4.2 Si (un) une suite qui converge faiblement vers u dans
Lp(Ω), et (µn) la mesure de Young associée à (un). Alors, pour une sous-
suite extraite, que l’on ne réindexera pas, on a

µn
e
⇀ µ et u(x) =

∫
R

λ dµx(λ), x ∈ Ω p.p.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 1.4.1 et prendre ψ(x, λ) =
ϕ(x)λ avec ϕ ∈ Cc(Ω). Ainsi en vertu du théorème 1.4.3 et théorème 1.4.1,
on obtient que pour tout ϕ ∈ Cc(Ω)

lim
n→+∞

∫
Ω×R

ϕ(x)λ dµn(x, λ) = lim
n→+∞

∫
Ω

ϕ(x)un(x) dx

=

∫
Ω

ϕ(x)
(∫

R

λ dµx(λ)
)
dx.

6La partie négative de ψ est définie par ψ−(x, λ) = max(0,−ψ(x, λ)) pour tout (x, λ) ∈
Ω × E.
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1.4. MESURES DE YOUNG

D’autre part

lim
n→+∞

∫
Ω

ϕ(x)un(x) dx =

∫
Ω

ϕ(x)u(x) dx.

Par identification on trouve le résultat. La proposition est ainsi établie.

En général une des causes qui fait que la convergence faible n’implique
pas la convergence forte, c’est la présence d’éventuelles fluctuations de la
suite de fonctions (un). Les mesures de Young donnent plus d’informations
sur ce comportement, qu’on appellera effets d’oscillation.

1.4.3 Mesures de Young générées par des gradients

Dans cette partie, on va s’intéresser aux mesures de Young obtenues
comme limite de suite de mesures de Young associées à des gradients, dites
mesures de Young générées par des gradients (cf. [32, 33, 34]). Les propriétés
essentielles de ce type de mesures sont données par le théorème ci-dessous.
Notons par W 1,p(Ω; Rm) l’espace de Sobolev usuel avec p ∈]1,+∞[ et, par
abus de langage, on définit W 1,p

0 (Ω; Rm) comme l’ensemble des fonctions de
W 1,p qui s’annulent sur le bord ∂Ω. C∞

c (Ω) désignera l’ensemble des fonctions
indéfiniment différentiables à support compact sur Ω.

Définition 1.4.7 On dira que µ ∈ Y(Ω; E) est une W 1,p-mesure de Young
s’il existe une suite (un) bornée dans W 1,p(Ω; Rm) telle que

µn = δ∇un(x) ⊗ dx
e
⇀ µ ,

autrement dit, µ est générée par la suite des gradients (∇un).

On rappelle ici un lemme technique qui sera utile par la suite. Pour la
preuve voir [7, 19, 32].

Lemme 1.4.1 (Lemme de décomposition) Soit (µn) une W 1,p-mesure de
Young générée par les gradients d’une suite (un) convergeant faiblement vers
u dans W 1,p(Ω; Rm). Alors il existe une suite (vn) dans W 1,p(Ω; Rm) satis-
faisant

(i) vn − u ∈ W 1,p
0 (Ω; Rm),

(ii) (|∇vn|p) est uniformément intégrable,

(iii) vn − un
m→ 0 et ∇vn −∇un

m→ 0.
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1.4. MESURES DE YOUNG

Comme conséquence de (iii) et de la proposition 1.4.1, la suite (vn) génère
la même mesure de Young que (un).

Rappelons également la notion de quasiconvexité introduite dans [30].

Définition 1.4.8 La fonction continue f : E → R est dite quasiconvexe si

f(λ) ≤ 1

|A|
∫

A

f(λ+ ∇ϕ(x)) dx

pour tout λ ∈ E, et tout A ⊂ R
n ouvert borné et tout ϕ ∈ C∞

c (Ω).

Si f : E → R est quelconque, on peut définir son enveloppe quasiconvexe
Qf : E → R par

Qf = sup
{
h ≤ f : h : E → R est quasiconvexe

}
,

autrement dit, c’est la plus grande fonction quasiconvexe minorant f .

Nous allons maintenant énoncer le théorème de caractérisation pour les
mesures de Young générées par des gradients établie dans [20, 22]

Théorème 1.4.4 µ ∈ Y(Ω; E) est une W 1,p-mesure de Young si, et seule-
ment si, les trois conditions suivantes sont vérifiées

(i) il existe u ∈ W 1,p(Ω; Rm) tel que

∇u(x) =

∫
E

λ dµx(λ), x ∈ Ω p.p.,

(ii) pour toute φ quasiconvexe, vérifiant 0 ≤ φ(λ) ≤ β(1 + |λ|p) pour un
β > 0 et pour tout λ ∈ E, on a 7

φ(∇u(x)) ≤
∫

E

φ(λ) dµx(λ), x ∈ Ω p.p.,

(iii)

∫
Ω×E

|λ|pdµ(x, λ) < +∞.

7C’est l’inégalité de Jensen.
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1.4.4 Effets de concentration

On a vu que les mesures de Young apportent plus d’informations sur
les oscillations d’une suite (un) qui converge faiblement vers u dans Lp(Ω)
(cf. proposition 1.4.2). D’autre part, si on sait que la suite (un) converge en
mesure vers u, les oscillations de (un) peuvent être exclues et on ne peut
toujours pas déduire la convergence forte dans Lp(Ω), et dans ce cas les
mesures de Young n’apportent aucune information sur ce comportement,
puisque à une sous-suite près on a µn := δun(x) ⊗ dx

e
⇀ δu(x) ⊗ dx. Ce fait est

appelé effets de concentration, et afin d’illustrer ce comportement, prenons
l’exemple suivant :

Exemple 1.4.2 Soit la suite de fonctions (un(x)) définie sur Ω =] − 1
2
, 1

2
[

par

un(x) =

{ √
n si − 1

2n
≤ x ≤ 1

2n
0 sinon.

Il est facile de voir que un ⇀ 0 dans L2(Ω) et un
m−→ 0. Donc, µn :=

δun ⊗ dx
e
⇀ δ0 ⊗ dx alors que la masse totale θn := |un|2 dx = 1 et donc θ est

concentrée sur 0.

Exemple 1.4.3 (cf. Exemple 1.4.1) Si on reprend l’exemple 1.4.1, on mon-
tre par un calcul similaire que la suite de fonctions vn = sin(4nπx) génère la
même mesure de Young que celle de (un) . On en déduit alors que les mesures
de Young ne tient pas compte de la localisation des oscillations. On dit alors
qu’il y’a une possibilité de concentration.

Plusieurs tentatives pour comprendre les effets de concentration ont été
abordées par plusieurs auteurs, particulièremnt dans l’homogénéisation des
équations aux dérivées partielles (cf. [16, 36]). Une autre alternative est d’u-
tiliser les mesures de ”varifold” (cf.[19]), et c’est l’approche qu’on adaptera
par la suite.

1.5 Notion de mesures de ”varifold”

Dans ce paragraphe on introduit la notion de mesure de ”varifold” et on
s’intéressera aux mesures de varifold générées par des gradients. On considère
toujours W 1,p(Ω; Rm) l’espace de Sobolev usuel avec p ∈]1,+∞[, et on notera
S := {λ ∈ E : |λ| = 1} la sphère unité de E.
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Pour tout v ∈ Lp(Ω; E) on lui associe la mesure image θ de |v|pL par
l’application

T : Ω −→ Ω × S

x �−→ (
x,

v

|v|(x)
)
.

où x �−→ v
|v|(x) est la densité de la mesure vL par rapport à la mesure |v|L.

On obtient alors que

∀ϕ ∈ C0(Ω × S),

∫
Ω×S

ϕ(x, λ) dθ(x, λ) =

∫
Ω

ϕ(x,
v

|v|(x)) |v|
p dx.

Il faut noter qu’en utilisant le théorème de désintégration 1.4.1, on a

θ = δ v
|v| (x) ⊗ |v|p dx.

Définition 1.5.1 La mesure θ ∈ M+(Ω × S), est appelée mesure de ”vari-
fold” (ou mesure de Young généralisée) associée à la fonction v.

1.5.1 Mesures de ”varifold” générées par des gradients

Puisque dans la suite on va s’intéresser aux suites de gradients, on con-
sidère dans la définition 1.5.1 v = ∇u pour u ∈ W 1,p(Ω; Rm). Si on munit
M+(Ω×S) de sa topologie faible, on est donc conduit à la définition suivante :

Définition 1.5.2 On dira que θ ∈ M+(Ω× S) est une W 1,p-mesure de var-
ifold s’il existe une suite (un) bornée dans W 1,p(Ω; Rm) telle que la mesure
de ”varifold” associée θn := δ ∇un

|∇un| (x) ⊗ |∇un|pdx converge faiblement vers θ,

c’est à dire pour tout ϕ ∈ C0(Ω × S),∫
Ω×S

ϕ(x, λ) dθ(x, λ) = lim
n→+∞

∫
Ω×S

ϕ(x, λ) dθn(x, λ)

= lim
n→+∞

∫
Ω

ϕ(x,
∇un

|∇un|(x)) |∇un|p dx.

On dira que θ est une mesure de ”varifold” générée par la suite des gradients
(∇un) bornée dans Lp(Ω; E).

1.5.2 W 1,p-mesures de Young-varifold

Soit l’epace produit YV(Ω; E; S) := Y(Ω; E) × M+(Ω × S) muni de la
topologie produit étroite-faible. On pose donc la définition suivante :
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Définition 1.5.3 On dira que le couple (µ, θ) ∈ YV(Ω; E; S) est une W 1,p-
mesure de Young-varifold s’il existe une suite (un) bornée dans W 1,p(Ω; Rm)
telle que

µn := δ∇un(x) ⊗ dx
e
⇀ µ et θn := δ ∇un

|∇un| (x) ⊗ |∇un|p dx⇀θ

Autrement dit, le couple de mesure (µ, θ) est généré par la suite des gradients
(∇un).

Remarque 1.5.1 En utilisant le théorème de désintégration 1.4.1, on en
déduit que pour tout (µ, θ) W 1,p-mesure de Young-varifold, la mesure θ se
décompose de la forme θ = θx ⊗ π où π est la mesure projection de θ sur Ω
et {θx}x∈Ω est une famille de mesures de probabilités sur S.

Nous rappelons maintenant le théorème de caractérisation pour les mesures
de Young-varifold générées par des gradients établie dans [19].

Théorème 1.5.1 Soit p > 1. Alors le couple (µ, θ) est une W 1,p-mesure de
Young-varifold si, et seulement si, les trois assertions suivantes sont vérifiées

(i) il existe u ∈W 1,p(Ω; Rm) telle que ∇u(x) =

∫
E

λ dµx(λ), x ∈ ΩL−p.p.,
(ii) pour tout φ : E → R quasiconvexe, vérifiant 0 ≤ φ(λ) ≤ β(1 + |λ|p)

pour un β > 0 et pour tout λ ∈ E, on a

φ(∇u(x)) ≤
∫

E

φ(λ) dµx(λ), x ∈ Ω L − p.p.,

(iii) pour tout ψ : E → R p-homogène 8 et continue telle que Qψ(0) = 0, où
Qψ est la quasiconvexifié de ψ, on a∫

E

ψ(λ) dµx(λ) ≤ dπ

dx
(x)

∫
S

ψ(λ)dθx(λ), x ∈ Ω L − p.p.,

où
dπ

dx
est la densité de la mesure π par rapport à L�Ω,

(iv) pour toute fonction ψ : E → R p-homogène et continue telle que Qψ(0) =
0, on a ∫

Ω×S

ψ(λ)dθx(λ) ≥ 0, x ∈ Ω πs − p.p.

où πs désigne la partie singulière de π par rapport à L�Ω.

8C’est à dire pour tout λ ∈ E et pour tout t ≥ 0, on a ψ(tλ) = tpψ(λ).
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Remarque 1.5.2

1. En prenant dans (iii) ψ(λ) = |λ|p, on obtient∫
Ω×E

|λ|p dµ < +∞.

On déduit alors de (i), (ii) et (iii) le théorème de caractérisation des
mesures de Young (cf. th. 1.4.4).

2. L’assertion (iii) donne la relation entre la mesure de Young et la par-
tie absolument continue de la mesure de ”varifold”, par contre (iv)
représente la restriction des ”varifold” sur la partie où la mesure sin-
gulière est concentrée.

1.6 Relaxation en terme de mesures de Young

Dans cette partie, nous étudions, en terme de mesures de Young, le
problème de minimisation suivant :

m := inf
{
F (u) :=

∫
Ω

f(∇u(x))dx : u ∈ W 1,p
0 (Ω; Rm)

}
, (1.1)

où p > 1 et f : E → [0,+∞[ est continue et vérifie les conditions de coerci-
tivitée et de croissance, c’est à dire pour tout λ

α|λ|p ≤ f(λ) ≤ β(1 + |λ|p) (1.2)

pour 0 < α ≤ β deux constantes données.

On sait que la semicontinuité inférieure de F est crucial pour la recherche
de minimiseur dans les problèmes variationnelles. Pour des problèmes de type
(1.1), la condition qui assure la semicontinuité séquentielle de F relativement
à la topologie faible de W 1,p(Ω; Rm) est la quasiconvexité de l’intégrande
f(convexité dans le cas scalaire)(cf. [1]).
Pour la modélisation de matériaux à transition de phase solide/solide en
élasticité non linéaire, la densité d’énergie f n’est pas quasiconvexe (non
convexe dans le cas scalaire). Dans ces conditions, le minimum de l’énergie
n’est atteint qu’en un sens généralisé et ceci est due aux oscillations de la
suite minimisante associée au problème (1.1). Pour illustrer la nature des
oscillations de la suite minimisante, on présente l’exemple connu en dimension
un suivant :
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Exemple 1.6.1 (Problème de Bolza) On considère le problème de min-
imisation de la fonctionnelle intégrale 9

inf
{
F (u) =

∫ 1

0

Φ(u′(x)) + u(x)2 dx : u ∈ W 1,p
0 (0, 1)

}
.

où Φ(λ) = (λ2 − 1)2.
Alors le problème n’admet pas de solution. En effet, si on considère la suite
de fonctions (vn) définie par

vn(x) :=
1

n
v(nx) ,

où

v(x) =

{
x si 0 ≤ x ≤ 1

2
,

1 − x si 1
2
≤ x ≤ 1 ,

étendue par périodicité de [0, 1] à R. Alors, par construction on a

lim
n→+∞

F (vn) = lim
n→+∞

1

n2

∫ 1

0

v2(nx) dx = 0.

Par conséquent inf F (u) = 0. Cependant, il n’existe pas de fonction u qui
satisfait F (u) = 0, puisque on deverait avoir

u = 0 et |u′| = 1, p.p sur ]0, 1[,

ce qui est en contradiction pour toute fonction dans W 1,4(0, 1). Donc le
problème n’admet pas de solution.

Classiquement, pour surmonter le problème d’existence de solutions, on
relaxe le problème initiale et on applique (iii) de la proposition 1.1.2 avec
les modifications nécessaires. En effet, dans le cas du problème (1.1), sous
l’hypothèse de continuité et (1.2), la relaxée de F relativement à la topologie
faible de W 1,p(Ω; Rm) est donnée par (cf. [13])

F (u) :=

∫
Ω

Qf(∇u(x))dx,

où Qf est la quasiconvexifié de f . Par conséquent, le problème relaxé n’est
autre que le problème suivant :

m := min
{
F (u) : u ∈W 1,p

0 (Ω; Rm)
}
, (1.3)

9À remarquer que Φ n’est pas convexe.
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et on a de plus m = m.
Si on reprend le problème de l’exemple 1.6.1, on obtient le problème relaxé

min
{
F (u) =

∫
Ω

Φ∗∗(∇u(x))dx : u ∈ W 1,p
0 (0, 1)

}
, (1.4)

tel que

Φ∗∗(λ) =

{
(λ2 − 1)2 si ξ ≥ 1,

0 si ξ ≤ 1,

avec Φ∗∗ = sup{h ≤ Φ : h : R → R est convexe}. Par conséquent la fonction
nulle u = 0 est solution du problème relaxé (1.4).

Dans la relaxation précédente, le problème relaxé ne donne aucune infor-
mation sur le comportement de la limite faible (comportement oscillatoire) de
la suite minimisante. L’autre approche est la relaxation en terme de mesures
de Young. Ceci, nous conduit à introduire la relaxation du problème (1.1)
en terme de mesures de Young relativement à la topologie étroite, et établir
certains résultats relatif à cette relaxation. D’un point de vue différent, L.C.
Young [41] est le premier avoir traité des problèmes de calcul des variations,
où il a introduit la notion de solution généralisée pour des courbes de sur-
faces, et étudia l’existence de la trajectoire associée à un problème de contrôle
optimale (voir aussi [9]).

En premier, nous noterons par ∇Y(Ω; E) l’ensemble de W 1,p
0 -mesures

de Young telles que définies dans 1.4.7, en substituant W 1,p(Ω; Rm) par
W 1,p

0 (Ω; Rm). Le problème (1.1) peut s’écrire alors, en terme de mesures
de Young, en considérant la fonctionnelle intégrale F : Y(Ω; E) → [0,+∞]
définie par

F(µ) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

Ω×E

f(λ) dµ(x, λ) si µ ∈ E∇Y(Ω; E),

+∞ sinon,

où E∇Y(Ω; E) =
{
µ ∈ Y(Ω; E) : µx = δ∇u(x) avec u ∈ W 1,p

0 (Ω; Rm)
}

est un

sous ensemble de ∇Y(Ω; E).
A partir de cette écriture, on voit facilement que dans le domaine de la
fonctionnelle F on a

F(µ) =

∫
Ω

f(∇u(x)) dx = F (u) ,

pour tout u ∈W 1,p
0 (Ω,Rm).
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Le premier résultat principal de ce chapitre est alors

Théorème 1.6.1 Avec les notations ci-dessus et sous l’hypothèse (1.2), on
obtient que la relaxée de F , relativement à la topologie étroite dans Y(Ω; E),
est F : Y(Ω; E) → [0,+∞] définie par

F(µ) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

Ω×E

f(λ) dµ(x, λ) si µ ∈ ∇Y(Ω; E),

+∞ sinon.

Démonstration. Il suffit de vérifier (i) et (ii) de la proposition1.1.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout µ et (µn) dans Y(Ω,E)
tels que µn

e
⇀ µ on a

F(µ) ≤ lim inf
n→+∞

F(µn).

Sans perdre de généralité, on peut supposer que

l := lim inf
n→+∞

F(µn) < +∞.

Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer lim
n→+∞

F(µn) = l, et donc

sup
n

F(µn) < +∞. On en déduit alors que µn ∈ E∇Y(Ω;E), c’est à dire qu’il

existe un ∈ W 1,p
0 (Ω; Rm) tel que µn = δ∇un(x) ⊗ dx, et on a

F(µn) =

∫
Ω

f(∇un(x)) dx.

La condition de coercitivité (1.2) implique que la suite (un) est bornée dans
W 1,p

0 (Ω; Rm), et donc µ est générée par une suite bornée, autrement dit µ ∈
∇Y(Ω;E) (cf. définition 1.4.7). Grâce au théorème fondamental des mesures
de Young (cf. th. 1.4.3) on obtient

lim inf
n→+∞

F(µn) ≥
∫

Ω×E

f(λ) dµ = F(µ).

Vérification de (ii). Soit µ ∈ Y(Ω; E), montrons qu’il existe µn ∈
Y(Ω; E) telle que µn

e
⇀ µ et

F(µ) ≥ lim sup
n→+∞

F(µn).
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Supposons que F(µ) < +∞, sinon il n’y a rien à démontrer. On a alors
µ ∈ ∇Y(Ω; E) et par définition 1.4.7, il existe une suite (un) bornée dans
W 1,p

0 (Ω; E) telle que δ∇un(x) ⊗ dx
e
⇀ µ. En vertu du lemme de décomposition

1.4.1, il existe une suite (vn) telle que (|vn|p) est uniformément intégrable et
génère la même mesure de Young µ. Par conséquent, en utilisant les condi-
tions de croissance et le théorème 1.4.3 il vient que

lim
n→+∞

∫
Ω

f(∇vn(x)) dx =

∫
Ω×E

f(λ) dµ.

Ceci achève la démonstration du théorème.

La relation entre le problème classique et le problème en terme de mesures
de Young est donnée par le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.1 On a

m = m = inf
{F(µ) : µ ∈ Y(Ω; E

}
= min

{F(µ) : µ ∈ Y(Ω; E
}
.

De plus si (µn) est une suite minimisante, c’est à dire

F(µn) ≤ inf
µ
F +

1

n
.

Alors (µn) est étroitement relativement compact et toute valeur d’adhérence
µ est solution du problème

min
{F(µ) : µ ∈ Y(Ω; E)

}
.

et vérifiant

∇u(x) =

∫
E

λ dµx(λ) , x ∈ Ω p.p.,

où u est solution du problème classique

m := min
{
F (u) : u ∈W 1,p

0 (Ω; Rm)
}
.

Démonstration. On a m = m (cf. [13]). Soit (un) une suite minimisante
de m, c’est à dire que lim

n→+∞
F (un) = inf F (u). Donc µn := δ∇un ⊗ dx

e
⇀ µ,

et on a
lim inf
n→+∞

F (un) = lim inf
n→+∞

F(µn) ≥ inf F . (1.5)
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D’autre part, si µ est solution de inf F , alors il existe (un) bornée dans
W 1,p

0 (Ω; Rm) telle que δ∇un ⊗ dx
e
⇀ µ. En vertu du lemme de décomposition

1.4.1, il existe (vn) dans W 1,p(Ω; Rm) tel que (|vn|p) est U.I. On obtient donc

m := inf F ≤ lim
n→+∞

∫
Ω

f(∇vn) dx = F(µ) = minF . (1.6)

Comme inf F = inf F , on en déduit de (1.5) et (1.6) l’égalité inf F = inf F .
En utilisant le théorème de caractérisation 1.4.4 et l’inégalité de quasicon-
vexité le reste de la démonstration en découle immédiatement.

1.7 Relaxation en terme de mesures de Young-

varifold

Dans cette section, dans l’intention de capter les oscillations et prendre en
compte les effets de concentration de la suite des gradients minimiseurs, on
relaxe le problème (1.1) en terme de mesures de Young-varifold introduites
dans [19].

Notations. Avant de commencer, nous allons préciser quelques nota-
tions. On notera par ∇YV(Ω; E; S) l’ensemble des (µ, θ) ∈ YV(Ω; E; S), qu’on
appellera W 1,p

0 - mesure de Young-varifold (cf. Définition 1.5.3), généré par
une suite (un) bornée dans W 1,p

0 (Ω,Rm), c’est à dire on a

µn := δ∇un(x) ⊗ dx
e
⇀ µ et θn := δ ∇un

|∇un| (x) ⊗ |∇un|p dx ⇀ θ.

Nous désignerons par E∇YV(Ω; E; S) le sous-espace de ∇YV(Ω; E; S) de tout
les couples (µ, θ) ∈ YV(Ω; E; S) associés à des fonctions de W 1,p

0 (Ω,Rm), et
qu’on appelera espace élémentaire, c’est à dire qu’il existe u ∈ W 1,p

0 (Ω,Rm)
tel que

(µ, θ) =
(
δ∇u(x) ⊗ dx , δ ∇u

|∇u| (x) ⊗ |∇u|p
)
.

Puisque les effets de concentration peuvent apparâıtre au bord ∂Ω, pour
des raisons techniques, on considère un ouvert borné Ω̃ tel que Ω ⊂ Ω̃, et
pour toute fonction u ∈ W 1,p

0 (Ω; Rm) on notera par ũ sa prolongée par zéro
hors de Ω.
On définera alors respectivement YV(Ω̃; E; S

)
, ∇YV(Ω̃; E; S

)
et E∇YV(Ω̃; E; S

)
telles que sont définies, ci-dessus, les espaces YV(Ω; E; S), ∇YV(Ω; E; S) et
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E∇YV(Ω; E; S), où on remplace respectivement Ω et u par Ω̃ et ũ et les
mesures de Young-varifold sont générées par (ũn) au lieu de (un).

Ceci dit, nous allons maintenant donner deux lemmes préliminaires qui
seront utilisés dans la démonstration du théorème de relaxation en terme
de mesures de Young-varifold. Le premier lemme précise la relation entre
les deux espaces ∇YV(Ω; E; S) et ∇YV(Ω̃; E; S

)
, le deuxième peut avoir son

intérêt propre.

Lemme 1.7.1 Soit (µ, θ) ∈ ∇YV(Ω̃; E; S
)
. Alors

µ = µ�Ω×E + δ0 ⊗ L�(Ω̃\Ω) et θ = θ�Ω×S + θ�(Ω̃\Ω)×S
,

où
(
µ�Ω×E , θ�Ω×S

) ∈ ∇YV(Ω; E; S
)

et θ�(Ω̃\Ω)×S
est concentrée sur ∂ Ω × S.

Démonstration. Soit (un) une suite bornée dans W 1,p
0 (Ω; Rm) telle que

µn := δ∇ũn(x) ⊗ dx
e
⇀ µ et θn := δ ∇ũn

|∇ũn| (x) ⊗ |∇ũn|p dx ⇀ θ = θx ⊗ π,

où θx est la désintégrée de θ et π est la projection de θ sur Ω̃.
Comme L(∂Ω) = 0, alors pour ψ ∈ Cthb

(
Ω̃; E

)
, on a∫

Ω̃×E

ψ(x, λ) dµ(x, λ) = lim
n→+∞

[ ∫
Ω

ψ(x,∇un(x)) dx+

∫
Ω̃\Ω

ψ(x, 0) dx
]

=

∫
Ω×E

ψ(x, λ) dµ�Ω×E +

∫
Ω̃\Ω

∫
E

ψ(x, λ) dδ0(λ) dx.

D’où µ = µ�Ω×E + δ0 ⊗ L�(Ω̃\Ω).

Si ϕ ∈ C0(Ω × S), alors∫
Ω̃×S

ϕ(x, λ) dθ(x, λ) = lim
n→+∞

[ ∫
Ω×S

ϕ(x, λ) dθn +

∫
Ω̃\Ω×S

ϕ(x, λ) dθn

+

∫
∂Ω×S

ϕ(x, λ) dθn

]
Puisque θn := δ ∇un

|∇un| (x) ⊗ |∇un|p dx ⇀ θ où θ = θx ⊗ π�Ω et π(∂Ω) = 0, on

en déduit que le support de θ�(Ω̃\Ω)×S
est concentrée sur ∂ Ω × S.
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Lemme 1.7.2 Soit (vn) une suite bornée dans Lp(Ω; E) avec (p ≥ 1), et
h : E −→ R une fonction continue telle que

lim
|λ|→∞

h(λ)

|λ|p = 0 .

Alors la suite h(vn(.)) est uniformément intégrable.

Démonstration. Il suffit d’utiliser la définition de la limite et le fait que
f est continue.

Le problème (1.1) peut s’écrire, en terme de mesures de Young-varifold, en

considérant la fonctionnelle intégrale F : Y(Ω̃; E) ×M+(Ω̃ × S) −→ [0,+∞]
définie par

F(µ, θ) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫

Ω×E

[f − f∞](λ) dµ+

∫
Ω̃×S

f∞(λ) dθ si (µ, θ) ∈ E∇YV(Ω̃; E; S),

+∞ sinon,

où f∞ : E → [0,+∞[ est p-homogène, telle que

lim
|λ|→+∞

f(λ) − f∞(λ)

|λ|p = 0. (1.7)

Comme f∞(0) = 0, il est facile de voir que, dans le domaine de la fonction-
nelle F on a

F(µ, θ) =

∫
Ω

f(∇u(x)) dx = F (u) ,

pour u ∈W 1,p
0 (Ω; Rm).

A partir de l’hypothèse (1.7), on en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.7.1

(i) La fonction f∞ est la fonction de récession de f , p-homogène, définie
par

f∞(λ) = lim
t→+∞

f(tλ)

tp
.
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(ii) Si (un) est une suite bornée dans W 1,p(Ω; Rm), alors ([f − f∞](∇un))n

est uniformement intégrable.

Démonstration. Un calcul élémentaire nous permet d’obtenir (i). Pour
(ii), il suffit d’utiliser le lemme 1.7.2.

Le deuxième résultat principal de ce chapitre est le théorème suivant :

Théorème 1.7.1 Avec les notations ci-dessus et sous les hypothèses (1.2)
et (1.7), on obtient que la relaxée de F, relativement à la topologie produit

étroite par faible dans YV(Ω̃; E; S
)
, est F : YV(Ω̃; E; S

) → [0,+∞] définie
par

F(µ, θ) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫

Ω×E

[f − f∞](λ) dµ+

∫
Ω×S

f∞(λ) dθ si (µ, θ) ∈ ∇YV(Ω̃; E; S
)
,

+∞ sinon.

Démonstration. Il suffit de vérifier (i) et (ii) de la proposition1.1.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout (µ, θ) et (µn, θn) dans

YV(Ω̃; E; S
)

tels que µn
e
⇀ µ et θn ⇀ θ on a

F(µ, θ) ≤ lim inf
n→+∞

F(µn, θn).

Sans perdre de généralité, on peut supposer que

lim inf
n→+∞

F(µn, θn) < +∞.

Quitte à extraire une sous-suite, on a lim
n→+∞

F(µn, θn) = l, et donc sup
n

F(µn) <

+∞. On en déduit que (µn, θn) ∈ E∇YV(Ω̃; E; S), c’est à dire qu’il existe
un ∈ W 1,p

0 (Ω,Rm) telle que µn = δ∇ũn(x) ⊗ dx, et θn = δ∇ũn
|∇ũ| (x) ⊗ |∇ũ|pdx. De

plus, la condition de coecitivité sur f implique que la suite (un) est bornée
dans W 1,p

0 (Ω,Rm), d’où (µ, θ) ∈ ∇YV(Ω;E; S).
En utilisant (ii) de la proposition 1.7.1 et théorème 1.4.3 on obtient

lim inf
n→+∞

F(µn, θn) ≥ lim inf
n→+∞

∫
Ω

[f − f∞](∇un(x)) dx+ lim inf
n→+∞

∫
Ω̃

f∞(∇un(x)) dx

≥
∫

Ω×E

[f − f∞](λ) dµ+ lim inf
n→+∞

∫
Ω̃

f∞(
∇ũn

|∇ũn|(x))|∇ũn(x)|p dx
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Ainsi par le lemme 1.7.1 et proposition 1.7.1

lim inf
n→+∞

F(µn, θn) ≥
∫

Ω×E

[f − f∞](λ) dµ dx+

∫
Ω×S

f∞(λ) dθ +

∫
∂Ω×S

f∞(λ) dθ

=

∫
Ω×E

[f − f∞](λ) dµ dx+

∫
Ω×S

f∞(λ) dθ

= F(µ, θ).

La preuve de (i) est donc achevée.

Vérification de (ii). Nous allons montrer que pour tout (µ, θ) ∈
YV(Ω; E; S), il existe (µn, θn) ∈ YV(Ω; E; S) telle que µn

e
⇀ µ, θn⇀θ et

F(µ, θ) ≥ lim sup
n→+∞

F(µn, θn).

Supposons que F(µ, θ) < +∞, sinon il n’y a rien à démontrer. Alors
µ ∈ ∇YV(Ω;E; θ) et par définition 1.5.3, il existe une suite (un) bornée dans
W 1,p

0 (Ω; E) telle que

µn := δ∇un(x) ⊗ dx
e
⇀ µ dans Y(Ω̃; E),

θn := δ∇ũn
|∇ũ| (x) ⊗ |∇ũ|pdx ⇀ θ dans M(Ω̃ × S).

Par ailleurs, le lemme 1.7.1 et théorème 1.4.3 nous conduisent à

lim
n→+∞

∫
Ω×E

[f − f∞](λ) dµn =

∫
Ω×E

[f − f∞](λ) dµ. (1.8)

D’autre part, par continuité de f∞ et la convergence faible θn ⇀ θ on en
déduit que f∞

n θ ⇀ f∞θ dans M(Ω̃× S). D’où, en vertu du théorème 1.3.2,
il vient que

lim sup
n→+∞

f∞θn(Ω × S) = lim sup
n→+∞

∫
Ω×S

f∞(λ) dθn

≤
∫

Ω×S

f∞(λ) dθ

= lim
n→+∞

∫
Ω

f∞(∇ũn) dx. (1.9)

Ainsi, de (1.8) et (1.9) il en résulte

lim sup
n→+∞

F(µn, θn) ≤ F(µ, θ).

La démonstration du théorème est achevée.
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Chapitre 2

Formulation d’un modèle non
linéaire de membrane en terme
de mesures de Young-varifold
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2.1. INTRODUCTION

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’étudier le comportement limite d’une
structure élastique mince en terme de mesures de Young et de ”varifold”.
On établit deux nouvelles formulations du problème limite associèes à une
membrane, l’une dans l’espace des mesures de Young générées par des gra-
dients W 1,p

Γ0
(Ω; R3)-Young et l’autre dans l’espace des mesures de ”varifold”

générées par des gradients W 1,p
Γ0

(Ω; R3)-Young-varifold. En effet, la fonction-
nelle énergie associée à ces deux formulations est obtenue comme limite de
la formulation tridimentionnelle de la structure mince via une convergence
variationnelle associée à la convergence étroite des mesures de Young et la
convergence faible des ”varifolds”. Cette formulation est différente à celle
établie dans [23], bien adaptée pour avoir plus d’informations sur le com-
portement des oscillations du gradient de la suite minimisante et prend en
compte les effets de concentration. On en trouve une autre approche varia-
tionnelle pour les structures élastiques minces dans [3, 4, 10].
Dans une première partie, on reformule le problème classique de la structure
élastique mince en terme de mesures de Young, et on montre que la famille
des énergies associées ΓY-converge vers l’énergie de membrane formulée dans
l’espace des mesures de Young. Dans la deuxième partie, dans l’intention d’-
analyser les oscillations et de prendre en compte les effets de concentration
du gradient de la suite minimisante, on reformule le problème classique en
terme de mesures de Young-varifold. On obtient ainsi une ΓYV-convergence
des énergies associées vers une nouvelle formulation de l’énergie de membrane
en terme de mesures de Young-varifold.

2.2 Position du problème

On note M
3×3 l’espace des matrices réelles 3× 3 muni de la norme eucli-

dienne usuelle |A| =
√
tr(AtA) et M

3×2 l’espace des matrices réelles à trois
lignes et deux colonnes.
Soit ω un ouvert borné de R

2 de frontière ∂ω. On considère Ωε = ω×]0, ε[ la
configuration de référence d’un corps hyperélastique, où ε > 0 est l’épaisseur
de la structure mince.
On suppose que le corps est encastré sur le bord Γ0,ε = γ0×]0, ε[, où γ0 est
une partie de ∂ω de mesure superficielle strictement positive. Dans la suite,
un élément x = (x1, x2, x3) de R

3 sera noté (x̂, x3) avec x̂ ∈ R
2.

L’énergie potentielle élastique associée à la déformation u : Ωε −→ R
3 est
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donnée par la famille de fonctionnelles intégrales Fε : Lp(Ωε,R
3) →]0,+∞]

définie par

Fε(u) :=

⎧⎪⎨⎪⎩
1

ε

∫
Ωε

f(∇u) dx si u ∈ W 1,p
Γ0,ε

(Ωε; R
3),

+∞ sinon,

où W 1,p
Γ0,ε

(Ωε; R
3) est l’espace des fonctions de W 1,p(Ωε,R

3) de trace nulle sur
Γ0,ε et f est la densité d’énergie élastique satisfaisant

∀A ∈ M
3×3, α|A|p ≤ f(A) ≤ β(1 + |A|p), (2.1)

∀A, B ∈ M
3×3, |f(A) − f(B)| ≤ L|B − A|(1 + |A|p−1 + |b|p−1), (2.2)

pour 0 < α ≤ β et L > 0 des constantes données.

La structure est soumise à des densités de forces volumiques gε : Ωε −→ R
3

où on suppose qu’il existe g : Ω = ω×]0, 1[−→ R
3, g ∈ Lq(Ω,R3)(où q est

l’exposant conjugué de p) et vérifiant εgε(x̂, εx3) = g(x). On note alors la
charge extérieure par

Lε(u) :=

∫
Ωε

gε.u dx.

L’équilibre du système de configuration est atteint pour une déformation uε,
solutions du problème :

inf
{
Fε(u) − Lε(u) : u ∈ Lp(Ωε,R

3)
}
.

En l’absence d’hypothèse de quasiconvexité sur f , ce problème n’admet pas
de solution en général. On procède alors de la manière suivante : on étudie
le comportement asymptotique du corps élastique par Γ-convergence quand
l’épaisseur ε tend vers zéro.
Comme dans [23], afin de se ramener à un ouvert Ω = ω×]0, 1[ indépendant
de ε, on fait le changement de variable (x̂, x3) = (x̂, εx′3). On obtient donc le
problème de minimisation équivalent :

inf
{
F̃ε(v) −

∫
Ω

g.v dx : v ∈ Lp(Ω,R3)
}
, (2.3)

où

F̃ε(v) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫

Ω

f(∇̂v, 1
ε

∂v

∂x3

) dx si v ∈ W 1,p
Γ0

(Ω,R3),

+∞ sinon,
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Γ0 = γ0×]0, 1[ et ∇̂v = ( ∂vi

∂xj
)i=1,2,3, j=1,2 est le gradient tangentiel de v.

Dans [23], on montre que la famille de fonctionnelles réechellonées F̃ε Γ-
converge, relativement à la topologie faible de W 1,p(Ω,R3), vers la fonction-

nelle F̃ : Lp(Ω; R3) → [0,+∞] définie par

F̃ (v) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫

Ω

Qf0(∇̂v) dx si v ∈ W 1,p
Γ0

(Ω; R3)(Ω),
∂v

∂x3

= 0,

+∞ sinon,

où Qf0 est la quasiconvexifié de f0 donnée par

f0(λ̂) = inf{f(λ̂, ξ), ξ ∈ R
3}.

De plus, toute suite de déformations minimisante converge, à une sous-suite
près, vers v solution du problème limite

inf
{
F̃ (v) − L̃(v) : v ∈ Lp(Ω; R3)

}
, (2.4)

où F̃ peut être considérée comme un modèle de l’énergie de membrane et la
fonctionnelle L̃, associée à la densité de forces volumiques, est définie par

L̃(v) :=

∫
ω

g.v dx̂, g(x̂) =

∫ 1

0

g(x̂, s) ds.

Le problème limite ci-dessus ne donne aucune information sur le com-
portement de la limite faible du gradient de la suite minimisante du (2.3).
Une méthode alternative est d’élargir l’espace des déformations W 1,p

Γ0,ε
(Ω; R3)

en reformulant le problème (2.3) dans l’espace des mesures de Young, et
de calculer la Γ-limite en terme de mesures de Young. Ceci, nous permet
de décrire le comportement oscillatoire du gradient de la suite minimisante.
Puisque les mesures de Young ne prennent pas en cosidération les effets de
concentration, en reformule le problème classique en terme de mesures de
”varifold”.

2.3 Formulation en terme de mesures de Young

Nous allons préciser quelques notations et définitions de mesures de Young
paramétrées sur Ω et ω associées respectivement à la configuration de référence
de la structure mince et de la membrane.
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2.3. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG

On désigne par Y(Ω; M3×3) l’espace des mesures de Young paramétrées sur
Ω à valeur dans M

3×3, c’est à dire

µ ∈ Y(Ω; M3×3) ⇐⇒ µ ∈ M+(Ω × M
3×3) et L�Ω = µ ◦ P−1

Ω ,

où PΩ est la projection sur Ω. En vertu du théorème de désintégration (cf.
chap. 1, théorème 1.4.1) on a µ = µx ⊗ dx1, avec {µx}x∈Ω une famille de
mesures de probabilités sur M

3×3. On munit Y(Ω; M3×3) de sa topologie
étroite (cf. chap. 1, sect. 4).

On notera par ∇Y(Ω; M3×3) l’espace de W 1,p
Γ0

-mesures de Young telles que
définies dans le chapitre 1, définition 1.4.7, en remplaçant W 1,p(Ω; Rm) par
W 1,p

Γ0
(Ω; R3). On définit alors le sous-espace ∇Y(Ω; M3×2,0) ⊂ ∇Y(Ω; M3×3)

qu’on utilisera dans la formulation du problème de membrane non linéaire :

µ ∈ ∇Y(Ω; M3×2,0) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∃(uε)ε>0 bornée dansW 1,p

Γ0
(Ω; R3) t.q.

δ∇uε(x) ⊗ dx
e
⇀ µ,

δ∇̂uε(x) ⊗ dx
e
⇀ µ̂,

µx = µ̂x ⊗ δ0,

(2.5)

où δ∇̂uε(x) ⊗ dx
e
⇀ µ̂ est une convergence étroite dans l’espace des mesures

de Young Y(Ω; M3×2) paramétrées sur Ω à valeur dans M
3×2 et {µ̂x}x∈Ω est

une famille de mesures de probabilités sur M
3×2 obtenue par désintégration

de la mesure de Young µ̂ ∈ Y(Ω; M3×2). On écrit µ = µ̂⊗ δ0.

On note par Y(ω; M3×2) l’espace des mesures de Young paramétrées sur
ω à valeur dans M

3×2, autrement

ν ∈ Y(ω; M3×2) ⇐⇒ µ ∈ M+(ω × M
3×2) et L̂�ω = µ ◦ P−1

ω ,

où L̂ est la mesure de Lebesgue sur ω et Pω est la projection sur ω.
En vertu du théorème de désintégration, on a µ = µx̂ ⊗ dx̂2, avec {µx̂}x̂∈ω

une famille de mesures de probabilités sur M
3×2. On munit Y(ω; M3×2) de sa

topologie étroite
On désignera par ∇Y(ω; M3×2) l’espace de W 1,p

γ0
-mesures de Young telles que

définies dans le chapitre 1, définition 1.4.7, en remplaçant W 1,p(Ω; Rm) par
W 1,p

γ0
(ω; R3), c’est à dire

µ ∈ ∇Y(ω; M3×2) ⇐⇒ ∃(uε) bornée dansW 1,p
γ0

(ω,R3) ; δ∇u(x̂) ⊗ dx̂
e
⇀ µ.

1Afin d’alléger les notations, on notera par dx la mesure de Lebesgue restreinte à Ω.
2Afin d’alléger les notations, on notera par dx̂ la mesure de Lebesgue restreinte à ω.
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2.3. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG

Le passage de l’espace ∇Y(Ω; M3×2,0) à l’espace ∇Y(ω; M3×2) est donné
par l’opérateur Θ définie par :

Θ : ∇Y(Ω; M3×2,0) −→ Y(ω; M3×2)

µ = µ̂⊗ δ0 �−→ Θ(µ) = µ̂ , où µ̂x̂ :=

∫ 1

0

µ̂x̂,s ds.

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.1 L’image de l’espace ∇Y(Ω; M3×2,0) par l’opérateur Θ est
l’espace ∇Y(ω; M3×2).

Démonstration. Pour la preuve de cette proposition voir [24].

2.3.1 Formulation de l’énergie associée à la structure
élastique mince en terme de mesures de Young

Afin de reformuler le problème (2.3) en terme de mesures de Young, on
définit Fε : Y(Ω; M3×3) →]0,+∞] l’énergie potentielle élastique associée à la
structure élastique mince par

Fε(µ) :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫

Ω×M3×3

f(λ̂,
1

ε
λ3) dµ(x, λ) si µ ∈ E∇Y(Ω; M3×3),

+∞ sinon,

où E∇Y(Ω; M3×3) est un sous ensemble de ∇Y(Ω; M3×3) définie par

µ ∈ E∇Y(Ω; M3×3) ⇐⇒ ∃u ∈ W 1,p
Γ0

(Ω; R3), µ = δ∇u(x) ⊗ dx,

Pour tout µ ∈ ∇Y(Ω; M3×3), on définit le barycentre Eµ de µ par

Eµ =

∫
M3×3

λ dµx.

Alors ∇−1Eµ est bien définie dans W 1,p
Γ0

(Ω,R3). Les forces volumiques dans
la formulation en terme de mesures de Young est donnée par :
L : Y(Ω; M3×3) → R ∪ {+ ∞}

L(µ) :=

⎧⎨⎩
∫

Ω

g̃.∇−1Eµ dx siµ ∈ E∇Y(Ω; M3×3),

+∞ sinon.
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A partir de cette formulation, il est facile de voir que pour tout µ ∈ E∇Y(Ω; M3×3)

Fε(µ) − L(µ) = F̃ε(u) − L̃(u)

où u = ∇−1Eµ.

La formulation du problème (2.3) en terme de mesures de Young est

inf
{Fε(µ) −

∫
Ω

g.∇−1Eµ dx : µ ∈ Y(Ω; M3×3)
}
. (2.6)

Le problème limite est donc donnée par

inf
{F(ν) −

∫
Ω

g.∇−1Eν dx : ν ∈ Y(ω; M3×2)
}
,

où F : Y(ω; M3×2) →]0,+∞] est l’énergie potentielle élastique associée à la
membrane dans la formulation en terme de mesures de Young, définie par

F(ν) :=

⎧⎨⎩
∫

ω×M3×2

f0(λ̂) dν(x̂, λ̂) si ν ∈ ∇Y(ω; M3×2),

+∞ sinon,

et L : Y(ω; M3×2) → R∪{+∞} est associée à la densité des forces volumiques
définie par

L(ν) :=

⎧⎨⎩
∫

ω

g̃.∇−1Eν dx̂ si ν ∈ ∇Y(ω; M3×2),

+∞ sinon.

2.3.2 ΓY-convergence dans la formulation en terme de
mesures de Young

Dans cette partie, on introduit une convergence variationnelle afin de
justifier le passage limite de la formulation précédente. En premier, on intro-
duit une notion de convergence étroite entre les éléments des deux espaces
Y(Ω; M3×3) et Y(ω; M3×2).

Définition 2.3.1 Soient une famille (µε)ε>0 de Y(Ω; M3×3) et ν dans Y(ω; M3×2).
On dit que (µε) converge étroitement au sens des membranes vers ν , et on
écrit

µε
mem
⇀ ν,

si, et seulemnt si, il existe µ dans ∇Y(Ω; M3×2,0) telle que

µε
e
⇀ µ et ν = Θ(µ).
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Il est à remarquer, qu’en vertu de la proposition 2.3.1, la mesure limite ν
appartient à ∇Y(ω; M3×2).

On considère les deux familles de fonctionnelles

Hε : Y(Ω; M3×3) −→] −∞,+∞]
H : Y(ω; M3×2) −→] −∞,+∞].

La définition suivante de la ΓY-convergence est similaire à la Γ-convergence
(cf. chapitre 1, définition 1.2.1).

Définition 2.3.2 On dit que la famille Hε ΓY-converge vers H au sens de
la formulation en terme de mesures de Young et on écrit

Hε
ΓY−→ H

si, et seulement si, pour tout ν in Y(ω; M3×2) les deux assertions suivantes
sont vérifiées :

(i) ∀µε ∈ Y(Ω; M3×3), telle que µε
mem
⇀ ν , H(ν) ≤ lim inf

ε→0
Hε(µε) ,

(ii) ∃ θε ∈ Y(Ω; M3×3), telle que θε
mem
⇀ ν , H(ν) ≥ lim sup

ε→0
Hε(θε).

Remarque 2.3.1 Les deux fonctionnelles ΓY-lim inf Hε et ΓY-lim supHε définies
de Y(ω; M3×2) dans ] −∞,+∞] par

ΓY- lim inf Hε(ν) = inf
{

lim infε→0 Hε(µε) : µε
mem
⇀ ν

}
ΓY- lim supHε(ν) = inf

{
lim supε→0 Hε(µε) : µε

mem
⇀ ν

}
.

sont s.c.i sur Y(ω; M3×2) et Hε
ΓY−→ H si, et seulement si, on a pour tout ν

dans Y(ω; M3×2)

ΓY- lim supHε(ν) ≤ H(ν) ≤ ΓY- lim inf Hε(ν).

La propriété variationnelle de la ΓY-convergence est donnée par la proposition
suivante :

Proposition 2.3.2 Supposons que la famille (Hε)ε>0 ΓY-converge vers H et
que µε ∈ Y(Ω; M3×3) vérifie

Hε(µε) ≤ inf{ Hε(µ) : µ ∈ Y(Ω; M3×3) } + ε.
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Si (µε) est relativement compact relativement à la convergence étroite au sens
des membranes, alors toute valeur d’adhérence ν est un minimum de H dans
Y(ω; M3×2) et on a

lim
ε→0

inf
{Hε(µ) : µ ∈ Y(Ω; M3×3)

}
= H(ν).

Démonstration. Soit ν ∈ Y(ω; M3×2) telle que µε
mem
⇀ ν. D’après (i) de la

définition 2.3.2, on a
H(ν) ≤ lim inf

ε→0
Hε(µε). (2.7)

D’autre part, grâce à (ii) de la définition 2.3.2, pour tout σ dans Y(ω; M3×2)
il existe (σε) dans Y(Ω; M3×3) telle que

lim sup
ε→0

Hε(σε) ≤ H(σ). (2.8)

De (2.7) et (2.8), on obtient

H(ν) ≤ lim inf
ε→0

Hε(µε) = lim inf
ε→0

inf{Hε(µ) : µ ∈ Y(Ω; M3×3) }
≤ lim sup

ε→0
Hε(σε) ≤ H(σ),

d’où alors ν est un minimum de H dans Y(ω; M3×2). Et l’égalité

lim
ε→0

inf{Hε(µ) : µ ∈ Y(Ω; M3×3) } = H(ν)

découle, en remplaçant dans l’inégalité ci-dessus σ par ν.

2.3.3 Résultat principal dans la formulation en terme
de mesures de Young

On note les deux énergies totales formulées en terme de mesures de Young
par

Hε := Fε − L et H := F − L.

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant :

Théorème 2.3.1 Soit {Hε,H ; ε > 0} la famille de fonctionnelles intégrales
définie ci-dessus. On a

(i) Compacité : Si sup
ε>0

Hε(µε) < +∞, alors (µε) est étroitement relative-

ment compact au sens des membranes.
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(ii) ΓY-Convergence : La famille (Hε)ε>0 ΓY-converge vers H.

Démonstration.

Vérification de (i). Comme {Hε(µε)}ε>0 est équibornée, alors de (2.1)
on obtient aisément⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µε = δ∇uε(x) ⊗ L,

Hε(µε) =

∫
Ω

f(∇̂uε,
1

ε

∂uε

∂x3

) dx−
∫

Ω

g.uε dx,

(∇uε)ε>0 bornée dans Lp(Ω,M3×3),

(∇̂uε)ε>0 bornée dans Lp(Ω,M3×2),

(
1

ε

∂uε

∂x3

)ε>0 bornée dans Lp(Ω,R3).

Puisque (∇uε)ε>0 est bornée dans Lp(Ω,M3×3), la suite (µε)ε>0 est tendue.
Par conséquent, il existe µ ∈ Y(Ω; M3×3) et une suite extraite de (µε), que
l’on ne réindexera pas, vérifiant

µε
e
⇀ µ in Y(Ω; M3×3).

Par ailleurs, comme (∇̂uε)ε>0 est bornée dans Lp(Ω,M3×2), pour une suite
extraite associée à (µε)ε>0, la suite (µ̂ε)ε>0

(
où µ̂ε := δ∇̂uε(x)⊗dx̂

)
est tendue.

Par suite il existe µ̂ ∈ ∇̂Y(Ω; M3×2) telles que à une sous suite près

µ̂ε
e
⇀ µ̂ dans Y(Ω; M3×2).

Enfin, comme
∂uε

∂x3

→ 0 in Lp(Ω,R3), on en déduit que

δ ∂uε
∂x3

(x) ⊗ dx
e
⇀ δ0 ⊗ L dans Y(Ω,R3),

ce qui entrâıne que
µx = µ̂x ⊗ δ0,

et donc µ ∈ ∇Y(Ω; M3×2,0). En posant ν = Θ(µ), on obtient que

µε
mem
⇀ ν.

D’où (µε) est étroitement relativement compact au sens des membranes.
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Vérification de (ii). Il suffit de vérifier les deux assertions de la
définition 2.3.2.
(a) Montrons que pour tout µε ∈ Y(Ω; M3×3) et ν ∈ Y(ω; M3×2) tels que
µε

mem
⇀ ν, on a

H(ν) ≤ lim inf
ε→0

Hε(µε).

Supposons que lim inf
ε→0

Hε(µε) < +∞, sinon il n’y a rien à démonter. D’où

supε Hε(µε) < +∞. Par suite, µε ∈ E∇Y(Ω; M3×3), c’est à dire qu’il existe
une suite dans W 1,p

Γ0
(Ω,R3) qui est bornée par (2.1). D’autre part, puisque

µε
mem
⇀ ν, il existe µ ∈ ∇Y(Ω; M3×2,0) tel que µε

e
⇀ µ et ν = Θ(µ) = µ̂ (cf.

définition 2.3.1). En vertu de la proposition 2.3.1, ν ∈ ∇Y(ω; M3×2). Il vient
ainsi,

lim inf
ε→0

Hε(µε) = lim inf
ε→0

(∫
Ω×M3×3

f(λ̂,
1

ε
λ3) dµε(x, λ) −

∫
Ω

g̃.uε dx
)

≥ lim inf
ε→0

(∫
Ω×M3×3

f0(λ̂) dµε(x, λ) −
∫

Ω

g̃.uε dx
)
.

En utilisant le théorème fondamental des mesures de Young (cf. chap.1, th.
1.4.3), on obtient

lim inf
ε→0

Hε(µε) ≥
∫

Ω×M3×3

f0(λ̂) dµ(x, λ) −
∫

Ω

g.u dx

=

∫
Ω

(∫
M3×3

f0(λ̂) dµ̂x ⊗ δ0

)
dx−

∫
Ω

g.u dx

=

∫
ω×M3×2

f0(λ̂) dµ̂x dx̂−
∫

ω

g.∇−1Eµ(µ̂) dx̂

= H(ν).

(b) Soit ν ∈ Y(ω; M3×2). Montrons que

ΓY- lim supFε(ν) ≤ F(ν).

Afin d’alléger la démonstration, on ne prend pas en considération l’énergie
des forces extérieures.
On suppose que F(ν) < +∞. Alors ν ∈ ∇Y(ω; M3×2) et en vertu du lemme
de décomposition (cf. chap.1, lemme. 1.4.1), il existe vη ∈ W 1,p

γ0
(ω,R3) telle

que
δ∇vη(x̂) ⊗ dx̂

e
⇀ ν dans Y(ω; M3×2),

(|∇vη|p)η>0 est U.I. sur ω.
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Par conséquent

F(ν) = lim
η→0

∫
ω

f0(∇vη(x̂)) dx̂. (2.9)

Soit ξ ∈ C∞
0 (ω,R3). On définit alors (uε,η) ∈ W 1,p

Γ0
(Ω,R3) et sa mesure de

Young associée par ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
uε,η(x) = vη(x̂) + εx3ξ(x̂),

µε,η := δ∇uε,η(x) ⊗ dx.

Il est aisé de vérifier que

µε,η
mem
⇀ νη = δ∇̂vη(x̂) ⊗ dx̂,

quand ε→ 0. D’autre part

lim
ε→0

Fε(µε,η) =

∫
ω

f(∇vη(x̂), ξ(x̂)) dx̂.

On a donc

ΓY- lim supFε(νη) ≤
∫

ω

f(∇vη(x̂), ξ(x̂)) dx̂.

En prenant l’infinimum sur ξ ∈ C∞
0 (ω,R3) dans l’inégalité de droite, on

obtient

ΓY- lim supFε(νη) ≤
∫

ω

f0(∇vη(x̂)) dx̂.

Par semicontinuité de ΓY lim supFε sur Y(ω; M3×2), en faisant tendre η → 0,
et grâce à (2.9) il résulte que

ΓY- lim supFε(ν) ≤ F(ν).

Finalement, de (a) et (b), on obtient que pour tout ν ∈ Y(ω; M3×2)

ΓY- lim supFε(ν) ≤ F(ν) ≤ ΓY lim inf Fε(ν),

autrement dit
Fε

ΓY−→ F .

La démonstration du théorème est donc achevé.

46



2.3. FORMULATION EN TERME DE MESURES DE YOUNG

Le corollaire suivant donne la propriété variationnelle de cette formulation
et sa relation avec le problème classique.

Corollaire 2.3.1

(i) Soit µε ∈ E∇Y(Ω; M3×3) associée à uε ∈ W 1,p
Γ0

(Ω; R3) vérifiant

Hε(µε) ≤ inf
Y(Ω;M3×3)

Hε + ε.

Alors toute valeur d’adhérence ν de (µε)ε>0, relativement à la conver-
gence étroite au sens des membranes (cf. (i) du théorème 3.3.1), est
solution du problème

min
σ∈Y(ω;M3×2)

H(σ).

De plus, (uε) converge faiblement dans W 1,p
Γ0

(Ω; R3), et sa limite u ∈
W 1,p

γ0
(ω,R3) est solution de la formulation classique

min
{
F̃ (u) − L̃(u) : u ∈ W 1,p

γ0
(ω,R3)

}
,

vérifiant

∇u(x̂) =

∫
M3×2

λ̂ dνx̂(λ̂) , x̂ ∈ ω p.p.

(ii) Si ν est solution de min
Y(ω;M3×2)

H, alors

∫
M3×2

λ̂ dνx̂(λ̂) = ∇u(x̂),

où u est solution du problème classique

min
{
F̃ (u) − L̃(u) : u ∈ W 1,p

γ0
(ω,R3)

}
.

Démonstration. (i) est une conséquence de la proposition 2.4.2.
Montrons alors (ii). Supposons que ν est solution de

min
{
H(θ) : θ ∈ Y(ω; M3×2)

}
.

Comme ν appartient à ∇Y(ω; M3×2), en vertu du théorème 1.5.1, il existe
u ∈W 1,p

γ0
(ω,R3) tel que

∇̂u(x̂) =

∫
M3×2

λ̂ dνx̂(λ̂) , x̂ ∈ ω p.p. .
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D’autre part l’inégalité de quasiconvexité entraine que

∫
ω

Qf0(∇̂u(x̂)) dx̂ =

∫
ω

Qf0

(∫
M3×2

λ̂ dνx̂(λ̂)
)

≤
∫

ω

∫
M3×2

Qf0(λ̂)dνx̂(λ̂) dx

≤
∫

ω

∫
M3×2

f0(λ̂)dνx̂(λ̂) dx

= F(ν).

Par conséquent

F (u) − L(u) ≤ H(ν) = min
{H(θ) : θ ∈ Y(ω; M3×2)

}
= min

{
F (v) − L(v) : v ∈W 1,p

γ0
(ω,R3)

}
,

où la dernière égalité résulte du corollaire 1.6.1 (cf. chap. 1, sect. 6).

2.4 Formulation en terme de mesures de Young-

varifold

Dans la suite de cette section on suppose que Γ = ∂ω×]0, 1[.
On note repectivement par S3×3 et S3×2 les sphères unités de M

3×3 et
M

3×2, et on définit l’espace de mesures Young-varifold YV(Ω; M3×3;S3×3)
paramétrées sur Ω à valeur dans M

3×3 par

YV(Ω; M3×3;S3×3) := Y(Ω; M3×3) × M
+(Ω × S3×3),

muni de la topologie produit étroite-faible.

Pour tout (µ, θ) ∈ YV(Ω; M3×3;S3×3), il existe en vertu du théorème de
désintégration (cf. chap. 1, théorème 1.4.1) une famille de mesures de prob-
abilités {µx}x∈Ω sur M

3×3 et une famille de mesures de probabilités {θx}x∈Ω

sur S3×3 telles que
µ = µx ⊗ dx
θ = θx ⊗ π,

où π = θ◦P−1
Ω est l’image de θ par la projection PΩ sur Ω. Par la décomposition

de Radon-Nikodym de la mesure π, on a

π =
dπ

dLL + πs,

où πs est la partie singulière de π.
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On notera par ∇YV(Ω; M3×3;S3×3) l’espace des W 1,p
0 -mesures de Young-

varifold telles que définies dans le chapitre 1, définition 1.5.3, en remplaçant
W 1,p(Ω; Rm) par W 1,p

0 (Ω; R3).
On définit alors le sous-espace ∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0) ⊂ ∇YV(Ω; M3×3;S3×3)
qu’on utilisera dans la formulation du problème de membrane non linéaire,
comme suit

(µ, θ) ∈ ∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0)⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∃ (uε) vérifiant (2.5)

δ ∇uε
|∇uε| (x) ⊗ |∇uε|p dx ⇀ θ

δ ∇̂uε
|∇̂uε|

(x)
⊗ |∇̂uε|p dx ⇀ θ̂

θ ◦ P−1
Ω = θ̂ ◦ P−1

Ω := π

θx = θ̂x ◦H−1 x ∈ Ω π p.p

(2.10)

où δ ∇̂uε
|∇̂uε|

(x)
⊗ |∇̂uε|pL ⇀ θ̂ est une convergence faible dans M

+(Ω × S3×2),

(θx)x∈Ω est une famille de mesures de probabilités sur la sphère S3×3 de

M
3×3 et (θ̂x)x∈Ω est une familles de mesures de probabilités sur la sphère

unitée S3×2 de M
3×2, obtenues respectivement par désintégration de θ et θ̂

par rapport à π. La mesure projection π n’est autre que la limite faible de
|∇uε|p dx et l’application H est l’extension définie par

H : S3×2 −→ S3×3

λ̂ �−→ H(λ̂) = (λ̂, 0).

D’une manière similaire, on définit YV(ω; M3×2;S3×2) l’espace des mesures
de Young-varifold paramétrées sur ω à valeurs dans M

3×2 par

YV(ω; M3×2;S3×2) = Y(ω; M3×2) × M
+(ω × S3×2).

qu’on munit de sa topologie produit étroite-faible.
On désignera par ∇YV(ω; M3×2;S3×2) l’espace des W 1,p

0 -mesures de Young-
varifold telles que définies dans le chapitre 1, définition 1.5.3, en remplaçant
W 1,p(Ω; Rm) par W 1,p

0 (ω; R3), autrement dit

(ν, θ) ∈ ∇YV(ω; M3×2;S3×2) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∃ (uε) bornée dans W 1,p

0 (ω; R3)

δ∇uε(x̂) ⊗ dx̂
e
⇀ ν

δ ∇uε
|∇uε| (x̂) ⊗ |∇u|p dx̂ ⇀ θ
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Le passage de l’espace ∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0) à l’espace ∇YV(ω; M3×2;S3×2)
est donné par l’opérateur Ξ définie par :

Ξ : ∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0) −→ YV(ω; M3×2;S3×2)

(µ, θ) �−→ (
µ̂, θ̂
)
,

où µ̂x̂ :=

∫ 1

0

µ̂x̂,s ds et θ̂x̂ :=

∫ 1

0

θ̂x̂,t dπx̂(t), θ̂ = θ̂x̂ ⊗ πω.

Les mesures µ̂ et θ̂ sont définies par (2.5) et (2.10), et (πx̂)x̂∈ω est une famille
de mesures de probabilités sur ]0, 1[ obtenue par désintégration de la mesure
π par rapport à sa projection πω sur ω, c’est à dire

π = πx̂ ⊗ πω, où πω = π ◦ P−1
ω .

Comme dans la section précédente, on obtient la proposition suivante :

Proposition 2.4.1 (cf. [24], proposition 1)
L’image de l’espace ∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0) par l’opérateur Ξ est l’espace
∇YV(ω; M3×2;S3×2).

2.4.1 Effets d’oscillation et de concentration : Formu-
lation de l’énergie associée à la structure mince
en terme de mesures Young-varifold

Puisque la formulation des foces volumiques extérieures est la même que
celle de la section précédente, on se restreint à la formulation de l’énergie
potentielle associée à la structure mince.
Dans l’intention de prendre en compte les effets d’oscillation et de concentra-
tion du gradient de la suite minimisante en utilisant les ”varifold”, on refor-
mule l’énergie potentielle associée à la structure mince en terme de mesures
de Young-varifold. Pour des raisons techniques, on considère un ouvert borné
Ω̃ = ω̃×]0, 1[ où ω̃ est un ouvert borné arbitraire de R

2 tel que ω ⊂ ω ⊂ ω̃.

Pour tout u ∈W 1,p
0 (Ω,R3), on notera par ũ sa prolongée par zéro sur Ω̃ \Ω.

On utilisera les mêmes notations dx et dx̂, pour désigner respectivement la
mesure de Lebesgue restreinte à Ω (ou Ω̃) et ω (ou ω̃).

On définira respectivement YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)
, ∇YV(Ω̃; M3×3;S3×3

)
,

∇YV(Ω̃; M3×2,0;S3×2,0), YV(ω̃; M3×2;S3×2
)

et ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2
)

telles que
sont définies les espaces YV(Ω; M3×3;S3×3), ∇YV(Ω; M3×3;S3×3),
∇YV(Ω; M3×2,0;S3×2,0), YV(ω; M3×2;S3×2) et ∇YV(ω; M3×2;S3×2) , où on
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remplacera respectivement Ω, ω et u par Ω̃, ω̃ et ũ et les mesures de Young-
varifold sont générées par (ũε) au lieu de (uε).

Ceci dit, nous allons maintenant donner un lemme précisant la relation en-
tre les deux espaces ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2) et ∇YV(ω; M3×2;S3×2). La preuve
est similaire à celle du lemme 1.7.1 (cf. chap. 1).

Lemme 2.4.1 Soit (ν,m) ∈ ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2
)
. Alors{

ν = ν�ω×M3×2 + δ0 ⊗ L�(ω̃\ω),
m = m�ω×S3×2 +m�(ω̃\ω)×S3×2 ,

où (ν�ω×M3×2 ,m�ω×S3×2) appartient à ∇YV(ω; M3×2;S3×2) et m�(ω̃\ω)×S3×2 est
concentrée sur ∂ω × S3×2.

Il est à noter que puisque le support de la mesure m�(ω̃\ω)×S3×2 est inclu dans
∂ω × S3×2,

m�ω×S3×2 +m�(ω̃\ω)×S3×2 = m�ω×S3×2 +m�∂ω×S3×2 .

On en déduit alors que cette décomposition ne dépend pas du choix de l’ex-
tension ω̃ de ω.

2.4.2 Formulation en terme de mesures de Young-varifold
de l’énergie associée à la structure élastique mince

Pour reformuler le problème (3.3) en terme de mesures de Young-varifold,

on définit Fε : YV(Ω̃; M3×3;S3×3
) −→]0,+∞] l’énergie potentielle élastique

associée à la structure élastique mince par

Fε(µ, θ)=

⎧⎪⎨⎪⎩
∫

Ω×M3×3

f(λ̂,
1

ε
λ3) dµ(x, λ) si (µ, θ) ∈ E∇YV(Ω̃; M3×3;S3×3

)
+∞ sinon

où E∇YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

est un sous ensemble de ∇YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

définie
par

(ν,m) ∈ E∇YV(Ω̃; M3×3;S3×3
) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
∃u ∈W 1,p

0 (Ω; R3) tel que :

ν = δ∇ũ(x) ⊗ dx,

m = δ ∇ũ
|∇ũ| (x) ⊗ |∇ũ|pdx.
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A partir de cette formulation, on voit facilement que pour (µ, θ) dans le
domaine de la fonctionnelle Fε on a

Fε(µ, θ) = F̃ε(u),

pour u ∈W 1,p
0 (Ω,R3) associée à (µ, θ).

Soit f∞
0 : M

3×2 −→ [0,+∞[ la fonction de récession de la densité f0 (cf.
chap. 1, sect. 7), p-homogène et vérifiant l’hypothèse suivante :

lim
|λ̂|→+∞

f0(λ̂) − f∞
0 (λ̂)

|λ̂|p
= 0 . (2.11)

L’énergie potentielle élastique F associée au problème limite dans la for-
mulation en terme de mesures de Young-varifold est donnée par
F : YV(ω̃; M3×2;S3×2

) −→]0,+∞],

F(ν,m)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫
ω×M3×2

[f0 − f∞
0 ](λ̂) dν

+

∫
ω×S3×2

f∞
0 (λ̂) dm si (ν,m) ∈ ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
,

+∞ sinon.

2.4.3 ΓYV -convergence dans la formulation en terme
de mesures de Young-varifold

Dans cette partie, on introduit une convergence variationnelle afin de
justifier le passage limite de la formulation précédente. On commence par in-
troduire une notion de convergence faible entre les éléments des deux espaces
YV(Ω̃; M3×3;S3×3

)
et YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
.

Définition 2.4.1 Soient une famille (µε, θε)ε>0 de YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

et
(ν,m) dans YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
. On dit (µε, θε) converge faiblement au sens

des membranes vers (ν,m), et on écrit

(µε, θε)
mem
⇀ (ν,m)

si, et seulement si, il existe (µ, θ) dans ∇YV(Ω̃; M3×2,0;S3×2,0) telle que

(µε, θε) ⇀ (µ, θ) et (ν,m) = Ξ(µ, θ).
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Il est à remarquer, qu’en vertu de la proposition2.4.1, la mesure limite faible
au sens des membranes (ν,m) appartient à ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
.

On consdère les deux familles de fonctionnelles

Hε : YV(Ω̃; M3×3;S3×3
) −→] −∞,+∞]

H : YV(ω̃; M3×2;S3×2
) −→] −∞,+∞].

Définition 2.4.2 On dit que la famille Hε ΓYV-converge vers H au sens de
la formulation en terme de mesures de Young-varifold et on écrit

Hε
ΓYV−→ H

si, et seulement si, pour tout (ν,m) ∈ YV(ω̃; M3×2;S3×2
)
, les deux assertions

suivantes sont vérifiées :

∀(µε, θε) ∈ YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)
, tel que (µε, θε)

mem
⇀ (ν,m),

H(ν,m) ≤ lim inf
ε→0

Hε(µε, θε).

∃(µε, θε) ∈ YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

tel que (µε, θε)
mem
⇀ (ν,m) et

H(ν,m) ≥ lim sup
ε→0

Hε(µε, θε).

Le même principe de démonstration de la proposition 3.3.2 s’adapte pour
montrer la propriété variationnelle suivante :

Proposition 2.4.2 Soient la famille (Hε)ε>0 ΓYV-convergeant vers H et

{(µε, θε)}ε>0 une famille de YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

vérifiant

Hε(µε, θε) ≤ inf
{ Hε(µ, θ) : (µ, θ) ∈ YV(Ω̃; M3×3;S3×3

) }
+ ε.

Si {(µε, θε)}ε>0 est relativement compact pour la convergence faible au sens
des membranes, alors toute valeur d’adhérence (ν,m) est un minimum de H
dans YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
et on a

lim
ε→0

inf
{ Hε(µ, θ) : (µ, θ) ∈ YV(Ω̃; M3×3;S3×3

) }
= H(ν,m).
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2.4.4 Résultat principal dans la formulation en terme
de mesures de Young-varifold

Le résulat principal dans la formulation en terme de mesures de Young-
varifold est le théorème suivant :

Théorème 2.4.1 Soit {Fε,F ; ε > 0} la famille de fonctionnelles intégrales
associées à la formulation en terme de mesures de Young-varifold (cf. sect.
3.4.2). On a alors

(i) Compacité : Si sup
ε>0

Fε(µε, θε) < +∞, alors {(µε, θε}ε>0 est relativement

compact pour la convergence faible au sens des membranes.

(ii) ΓYV-Convergence : La famille (Fε)ε ΓYV-converge vers F.

Démonstration.

Vérification de (i). D’après (i) du théorème 2.3.1, il existe à une sous-suite

près (µε) et µ ∈ ∇Y3×2,0(Ω̃) telle que µε
e
⇀ µ.

D’autre part

θε(Ω̃ × S3×3) =

∫
Ω

|∇uε|p dx < +∞ , pour uε ∈W 1,p
0 (Ω; R3).

D’où, à une sous-suite près, il existe θ ∈ M+(Ω̃ × S3×3) tel que θε ⇀ θ, et
donc θ = θx ⊗ π. Le même raisonnement s’adapte pour établir que

θ̂ε = δ ∇̂ũ

|∇̂ũε|
(x)

⊗ |∇̂uε|p dx

converge faiblement, à une sous-suite près, vers θ̂ dans M+(Ω̃ × S3×2), de

plus on a θ̂ = θ̂x ⊗ π̂.
Comme ∂uε

∂x3
−→ 0 dans Lp(Ω; R3) on en déduit que π̂ = π. Montrons que

θx = θ̂x ◦H−1.
Soit φ ∈ C0(Ω) et choisissons ψ ∈ C(S3×3) tel que ψ(λ) = ψ(λ̂, 0). La

convergence faible de θε et θ̂ε implique d’une part que

lim
ε→0

∫
Ω

ϕ(x)ψ̃(∇uε) dx =

∫
Ω

ϕ(x)
[ ∫

S3×3

ψ(λ̂, 0) dθx

]
dπ(x), (2.12)
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où ψ̃ est la prolongée p-homogène de ψ. D’autre part, si on pose φ(λ̂) =

ψ(λ̂, 0) on obtient

lim
ε→0

∫
Ω

ϕ(x)φ̃(∇̂uε) dx =

∫
Ω

ϕ(x)
[ ∫

S3×2

φ(λ̂) dθ̂x(λ̂)
]
dπ

=

∫
Ω

ϕ(x)
[ ∫

S3×2

φ(λ̂, 0) dθ̂x(λ̂)
]
dπ. (2.13)

De (2.12) et (2.13), on obtient pour π-presque x ∈ Ω

∫
S3×3

ψ(λ) dθx(λ) =

∫
S3×2

ψ(λ̂, 0) dθ̂x(λ̂)

∫
S3×2

ψ ◦H(λ̂) d θ̂x(λ̂).

D’où, θx = θ̂x ◦H−1, et donc d’après (2.10) (µ, θ) ∈ ∇YV(Ω̃; M3×2,0;S3×2,0).
En posant Ξ(µ, θ) = (ν,m), on obtient que

(µ, θ)
mem
⇀ (ν,m),

autrement dit, (µε, θε) est faiblement relativement compact au sens des mem-
branes.

Vérification de (ii). Il suffit de vérifier les deux assertions de la
définition 3.4.2.

(a) Montrons que pour tout (µε, θε) ∈ YV(Ω̃; M3×3;S3×3
)

et (ν,m) ∈
YV(ω̃; M3×2;S3×2

)
tels que (µε, θε)

mem
⇀ (ν,m), on a

F(ν,m) ≤ lim inf
ε→0

Fε(µε, θε).

On suppose que lim inf
ε→0

Fε(µε, θε) < +∞. Puisque (µε, θε)
mem
⇀ (ν,m), il existe

(µ, θ) ∈ ∇YV(Ω̃; M3×2,0;S3×2,0) tel que

(µε, θε) ⇀ (µ, θ) et (ν,m) = Ξ(µ, θ).

En vertu de la proposition 2.4.1, (ν,m) ∈ ∇YV(ω̃; M3×2;S3×2
)
.

D’autre part, en supposant que sup
ε>0

Fε(µε, θε) < +∞, il existe (uε) dans

W 1,p
0 (Ω; R3) tel que (µ, θ) ∈ ∇YV(Ω̃; M3×2,0;S3×2,0) est généré par (ũε). Plus

précisément,
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

µε := δ∇ũε(x) ⊗ dx
e
⇀ µ,

δ∇̂ũε(x) ⊗ dx
e
⇀ µ̂,

µx = µ̂x ⊗ δ0,

θε := δ ∇ũε
|∇ũε| (x) ⊗ |∇ũε|pdx ⇀ θ,

θ̂ε := δ ∇̂ũε
|∇̂ũε|

(x)
⊗ |∇̂ũε|pdx ⇀ θ̂,

θ ◦ P−1

Ω̃
= θ̂ ◦ P−1

Ω̃
:= π,

θx = θ̂x ◦H−1, x ∈ Ω̃ π − p.p..

Le fait que f∞
0 (0) = 0, entrâıne

lim inf
ε→0

Fε(µε, θε) ≥ lim inf
ε→0

∫
Ω

f0(∇̂uε) dx

= lim inf
ε→0

(∫
Ω

[f0 − f∞
0 ](∇̂uε) dx+

∫
Ω̃

f∞
0 (∇̂ũε) dx

)
≥ lim inf

ε→0

∫
Ω

[f0 − f∞
0 ](∇̂uε) dx

+ lim inf
ε→0

∫
Ω̃

f∞
0

( ∇̂ũε

|∇̂ũε|
)|∇̂ũε|p dx.

En utilisant à la fois, dans la dernière inégalité, le théorème fondamentale
des mesures de Young (cf. chap1, th. 1.4.3), le théorème de désintégration
(cf. chap 1, th.1.4.1) et le lemme 3.4.1, on obtient

lim inf
ε→0

Fε(µε, θε) ≥
∫

Ω×M3×3

[f0 − f∞
0 ](λ̂) dµ+

∫
Ω×S3×2

f∞
0 (λ̂) dθ̂

=

∫
Ω

(∫
M3×2

(f0 − f∞
0 )(λ̂)dµ̂x

)
dx

+

∫
Ω

(∫
S3×2

f∞
0 (λ̂)dθ̂x

)
dπ,

et à l’aide du théorème de Fubini et la désintégration π = πx̂ ⊗ πω̃, nous
pouvons écrire
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lim inf
ε→0

Fε(µε, θε) ≥
∫

ω×M3×2

[f0 − f∞
0 ](λ̂) dν +

∫
ω×S3×2

f∞
0 (λ̂) dm

= F(ν,m).

où (ν,m) = Ξ(µ, θ). La première assertion est donc établie.

(b) Soit (ν,m) ∈ YV(ω̃; M3×2;S3×2
)
. Montrons

ΓYV − lim sup Fε(ν,m) ≤ F(ν,m).

On peut supposer que F(ν,m) < +∞. Soit alors vε ∈W 1,p
0 (ω; R3) telle que

νε = δ∇ṽε(x̂) ⊗ dx̂
e
⇀ ν

mε := δ ∇ṽε
|∇ṽε| (x̂) ⊗ |∇ṽn|pdx̂ ⇀ m

où la projection π̂ε = |∇ṽε|pdx̂ ⇀ πω̃ = m ◦ P−1
ω̃ .

En vertu du lemme 1.7.2, on en déduit de (2.11) que x̂ �→ 1ω(x̂)(f0 −
f∞

0 )(∇ṽε(x̂) est uniformément intégrable. Ainsi par le théorème fondamental
des mesures de Young∫

ω×M3×2

(f0 − f∞
0 )(λ̂)dν = lim

n→+∞

∫
ω

(f0 − f∞
0 )(∇vε) dx̂. (2.14)

D’autre part, puisque la mesure mε converge faiblement vers la mesure m
dans M(ω̃ × S3×2), il résulte , par continuité de λ̂ �→ f∞

0 (λ̂), que la mesure
f∞

0 mn converge faiblement vers la mesure f∞
0 m dans M(ω̃ × S3×2). Ainsi,

par le fait que ω×S3×2 est compact de ω̃×S3×2, le théorème d’ Alexandrov
donne ∫

ω×S3×2

f∞
0 (λ̂)dm ≥ lim

ε→0

∫
ω

f∞
0 (∇ṽε) dx̂

= lim
ε→0

∫
ω

f∞
0 (∇vε) dx̂. (2.15)

De (2.14) et (2.15), on obtient

F(ν,m) ≥ lim
ε→0

∫
ω

f0(∇vn) dx̂.

L’assertion en découle en adaptant le raisonnement de (ii), (b) du théorème
2.3.1.

Le théorème est ainsi démontré.
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Le corollaire suivant est une conséquence du thèorème 2.4.1, et sa démonstration
est une simple adaptation de celle du corollaire 2.3.1.

Corollaire 2.4.1

(i) Soit (µε, θε) associée à uε ∈W 1,p
0 (Ω,R3) vérifiant

Fε(µε, θε) ≤ inf
YV(Ω;M3×3;S3×3)

Fε + ε.

Alors toute valeur d’adhérence (ν,m) de {(µε, θε)}ε>0, relativement à la
convergence faible au sens des membranes (cf. (i) du théorème 3.3.1),
est un minimum du problème

min
{
F(σ, η) ; (σ, η) ∈ YV(ω̃; M3×2;S3×2

)}
,

et (uε) converge faiblement dans W 1,p
0 (Ω,R3) vers le minimum u de

min
{
F (u) ; u ∈ W 1,p

0 (Ω,R3)
}

vérifiant

∇u(x̂) =

∫
S3×2

λ̂ dνx̂.

De plus la mesure m = mx̂ ⊗ πω générée par (uε), prend en compte les
effets de concentration de (∇uε)ε>0 dans le sens que la projection πω̃

sur ω̃ est la projection sur ω̃ de la limite faible de la mesure |∇uε|p dx
dans M(Ω̃).

(ii) Si (ν,m) est un minimum du min
{
F(σ, η) ; (σ, η) ∈ YV(ω̃; M3×2;S3×2

)}
alors le barycentre

x̂ �→
∫

M3×2

λ̂ dνx̂

est le gradient de la solution du problème classique

min
{
F (u) : u ∈ W 1,p

0 (ω,R3)
}
.
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Chapitre 3

Homogénéisation d’une suite de
fonctionnelles intégrales
dépendante du temps.
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3.1. INTRODUCTION

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se propose d’étudier l’analyse limite d’une famille de
fonctionnelles de type

Fε(u) :=

∫ T

0

∫
Ω

fε(x,
∂u(t, x)

∂t
) dx dt, (3.1)

où ]0, T [×Ω est un ouvert borné de R × R
N , ε > 0 un paramètre destiné à

tendre vers zéro, u ∈ W 1,p(]0, T [;Lp(Ω)) (p > 1), et fε : R
n×R → [0,+∞[

vérifiant les deux hypothèses :

(H1) Pour tout a ∈ R, fε(·, a) est mesurable et fε(x, ·) convexe pour tout
x ∈ Ω p.p.

(H2) Il existe 0 < α ≤ β tels que

α|a|p ≤ fε(x, a) ≤ β(1 + |a|p),

pour tout x ∈ Ω p.p. et pour tout a ∈ R.

Ce type de problème apparâıt dans l’étude des problèmes d’evolution non
périodique à coefficient oscillant. Ce travail est une tentative de généralisation
d’un résultat étudié dans [26, 38], pour une famille de fonctionnelles

Fε(u) =
1

2

∫ T

0

∫
Ω

|u′ + aεu|2 dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

(u′+aεu)f dxdt , u ∈ H1
0 (0, T ;Lp(Ω))

associée à l’équation linéaire{
∂tuε(t, x) + aε(t, x)uε(t, x) = f(t, x) in ]0, T [×Ω,

uε(0, x) = u0(x),

où, afin d’alléger l’écriture, ∂tu désignera la dérivée partielle
∂u

∂t
.

On utilisera les techniques de mesures de Young pour caractériser la Γ-
limite, en adaptant une méthode similaire à celle utilisée dans [29]. Une autre
approche, est d’utiliser une généralisation de la convergence à double échelle
au cas non périodique introduite dans [27]. Dans le cas de l’homogénéisation
classique, où l’intégrande est de la forme f(x

ε
,∇u(x)), un résultat en terme

de mesures de Young est obtenu récemment (cf. [5]).
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3.2 Position du problème

Considérons l’espace

W 1,p(0, T ;Lp(Ω)) =

{
u ∈ Lp(]0, T [×Ω) :

∂u

∂t
∈ Lp(]0, T [×Ω)

}
.

Et on note par W0 le sous-espace de W 1,p(0, T ;Lp(Ω)) défini par

W0 :=
{
u ∈ W 1,p(0, T ;Lp(Ω)) : u(0, x) = 0 x ∈ Ω p.p.

}
,

muni de la topologie faible induite par W 1,p(0, T ;Lp(Ω)).

Pour tout 0 < α ≤ β < +∞ définissons l’ensemble X par

X =
{
g : R → R : g est convexe et ∀a ∈ R : α|a|p ≤ g(a) ≤ β(1 + |a|p)}.

Remarque 3.2.1

1. Il est facile de voir que si g ∈ X , alors g est localement lipschitzienne,
c’est à dire qu’il existe M > 0 telle que pour tout (a, b) ∈ R

2 on a

|g(a) − g(b)| ≤M |a− b|(1 + |a|p−1 + |b|p−1).

Dans le cas de R
N (N > 1), on raisonne par composante (cf [13]).

2. Puisque X ⊂ C(R,R), l’espace des fonctions continues, on le munit de
la topologie de convergence uniforme sur des parties compactes. Ainsi
par construction d’une distance appropriée, par exemple si d : X → R

définie pour tout f, g ∈ X par

d(f, g) =
+∞∑
k=0

1

2k

||f − g||[0,k]

1 + ||f − g||[0,k]

où ||f−g||[0,k] = sup
x∈[0,k]

|f(x)−g(x)|. Alors (X , d) est un espace métrique,

de plus X est fermé borné. En vertu du 1 de la remarque 3.2.1, X est
équicontinu. Grâce au théorème d’Ascoli, on en déduit que (X , d) est
compact.

Soit la fonction mesurable x �−→ fε(x, ·) de Ω dans X . On considère alors
Fε : W0 → [0,+∞[ définie par

Fε(u) =

∫ T

0

∫
Ω

fε(x, ∂tu(t, x))dxdt,

Associons la mesure de Young µε ∈ Y(Ω;X ) à la fonction x �→ fε(x, ·).
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Autrement dit, c’est l’image de la mesure de Lebesgue sur Ω par

Gε : Ω → Ω ×X
x �→ (x, fε(x, ·)).

En utilisant la remarque 3.2.1, on en déduit que la suite (µε) est tendue.
Ainsi, on peut extraire une sous-suite, que l’on ne réindexera pas, telle que
(µε) converge étroitement. Notons alors µ ∈ Y(Ω;X ) sa limite.

3.3 Résultat principal

Nous présentons ici le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.3.1 Soit (µε) convergeant étroitement vers µ dans Y(Ω;X ).
Alors la famille {Fε}ε>0 Γ-converge, relativement à la topologie faible de W0,
vers F donnée par

F (u) = inf
{ T∫

0

∫
Ω×X

Λ(
∂

∂t
U(t, x,Λ)) dµ(x,Λ) dt :

U ∈ W ,

∫
X

U(t, x,Λ) dµx(Λ) = u(t, x), L − p.p.
}

(3.2)

où

W :=
{
U ∈W 1,p(]0, T [;Lp

µ(Ω ×X ) / U(0, x,Λ) = 0 , (x,Λ) ∈ Ω ×X µ− p.p.
}

et {µx}x∈Ω est une famille de mesures de probabilités sur X , obtenue par
désintégration de µ par rapport à la mesure de Lebesgue L�Ω.

Démonstration. Il suffit de vérifier les deux assertions (i) et (ii) de la
définition 1.2.1.

Vérification de (i). Montrons que pour tout uε ⇀ u dans W0 on a

F (u) ≤ lim inf
ε→0

F (uε).

Si le second membre de l’inégalité ci-dessus vaut +∞, le résultat est trivial.
Sinon, en extrayant une sous-suite, on se ramène au cas où

lim
ε→0

F (uε) < +∞.
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Soit νε ∈ Y
(
]0, T [×Ω;X × R × R

)
associée à

]0, T [×Ω −→ X × R
2

(t, x) �−→ (fε(x, ·), uε(t, x), ∂tuε(t, x)).

Alors pour tout ψ mesurable et positive sur ]0, T [×Ω ×X × R
2 on a∫

]0,T [×Ω×X×R2

ψ dνε =

∫ T

0

∫
Ω

ψ(t, x, fε(x, ·), uε(t, x), ∂tuε(t, x)) dx dt,

et on a donc νε = δ(
fε(x,·),uε(t,x),∂tuε(t,x)

) ⊗ L�]0,T [×Ω

Puisque la suite (fε(x, ·)) est bornée dans X et par construction les suites
(uε) et (∂tuε) sont bornées, grâce à la remarque 1.4.3, on en déduit que
(νε) est tendue. On peut finalement, compte tenu du théorème de compacité
1.4.2, extraire une sous-suite de νε, que l’on ne réindexera pas, convergeant
étroitement vers ν ∈ Y(]0, T [×Ω;X × R

2
)
. En appliquant le théorème de

continuité 1.4.3 pour ψ particulière définie sur ]0, T [×Ω ×X × R
2 par

ψ(t, x,Λ, s, ξ) = Λ(ξ), on obtient

lim inf
ε→0

Fε(uε) = lim inf
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ψ(t, x, fε(x, .), uε(t, x), ∂tuε(t, x)) dx dt

= lim inf
ε→0

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψ(t, x,Λ, s, ξ) dνε

≥
∫

]0,T [×Ω×X×R2

Λ(ξ) dν(t, x,Λ, s, ξ).

Il est facile de vérifier que la projection de ν sur ]0, T [×Ω×X est dt⊗µ,
et donc sa désintégrée sur le produit (]0, T [×Ω×X )×R

2 par rapport à dt⊗µ
est (ν(t,x,Λ))(t,x,Λ)∈]0,T [×Ω×X . Par ailleurs l’inégalité de Jensen entrâıne que

lim inf
ε→0

Fε(uε) ≥
∫

]0,T [×Ω×X

(∫
R2

Λ(ξ) dν(t,x,Λ)(s, ξ)

)
dµ(x,Λ) dt

≥
∫

]0,T [×Ω×X

Λ

(∫
R2

ξ dν(t,x,Λ)(s, ξ)

)
dµ(x,Λ) dt. (3.3)
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Soit ϕ ∈ C∞
0 (]0, T [×Ω) et considrons ψ(t, x,Λ, s, ξ) = ϕ(t, x)s. Alors par

(ii) du théorème 1.4.3, on a d’une part

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕuε dx dt = lim
ε→0

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψ dνε(t, x,Λ, s, ξ)

=

∫
]0,T [×Ω

ϕ(t, x)

∫
X

(∫
R2

s dν(t,x,Λ)(s, ξ)
)
dµx(Λ) dx dt,

d’autre part,

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕuεdxdt =

T∫
0

∫
Ω

ϕudx dt.

Par identification, on obtient pour L�]0,T [×Ω-presque tout (t, x) ∈]0, T [×Ω,

u(t, x) =

∫
X

U(t, x,Λ) dµx(Λ),

où U(t, x,Λ) :=

∫
R2

s dν(t,x,Λ)(s, ξ). Montrons alors que U(t, x,Λ) ∈ W. En

effet, par définition

∫ T

0

|U |p
Lp

µ(Ω×X )
dt =

T∫
0

∫
Ω

∫
X
|U(t, x, λ)|p dµx(λ) dx dt.

Par convexité de la fonction x �→ |x|p et en appliquant (i) du théorème 1.4.3
avec ψ(t, x,Λ, s, ξ) = |s|p, il vient ainsi∫ T

0

|U |p
Lp

µ(Ω×X )
dt ≤ lim inf

ε→0

∫ T

0

∫
Ω

|uε(t, x)|p dx dt < +∞,

d’où U(t, x,Λ) ∈ Lp((0, T )×Ω×X ). Enfin pour terminer la preuve, il suffit
de montrer que

∂tU ∈ Lp(]0, T [×Ω ×X ) (3.4)

et

U(0, x,Λ) = 0 , (x,Λ) ∈ Ω ×X ;µ-p.p.. (3.5)
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Soient ϕ1 ∈ C1
0([0, T ]) et ϕ2 ∈ C∞

0 (Ω). On considère tout d’abord ψ(t, x,Λ, s, ξ) =
ϕ1(t)ϕ2(x)ξ. Puisque la suite

(
ψ(·, ·, fε(x, ·), uε(·, ·), ∂tuε(·, ·))

)
ε
est uniformément

intégrable, en vertu du théorème 1.4.3, nous avons d’une part

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕ1(t)ϕ2(x)∂tuε(t, x) dx dt = lim
ε→0

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψ dνε(t, x,Λ, s, ξ)

=

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ϕ2(x)ϕ1(t)ξ dν(t, x,Λ, s, ξ)

=

∫
Ω×X

ϕ2(x)

T∫
0

ϕ1(t)V (t, x,Λ) dt dµ, (3.6)

où V (t, x, λ) :=

∫
R2

ξ dν(t,x,Λ)(s, ξ). D’autre part, en intégrant par partie et

en raisonnant d’une manière semblable à ci-dessus, pour ψ(t, x,Λ, s, ξ) =
ϕ1(t)ϕ2(x)s nous pouvons écrire

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕ1(t)ϕ2(x)∂tuε(t, x)dxdt = − lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

∂tϕ1(t)ϕ2(x)uε(t, x)dxdt

= −
∫

Ω×X

ϕ2(x)

⎡⎣ T∫
0

∂tϕ1(t)

⎛⎝∫
R2

sdν(t,x,Λ)(s, ξ)

⎞⎠ dt

⎤⎦ dµ(x,Λ)

= −
∫

Ω×X

ϕ2(x)

⎡⎣ T∫
0

∂tϕ1(t)U(t, x,Λ)dt

⎤⎦ dµ(x,Λ). (3.7)

De (3.6) et (3.7) on obtient que pour µ−presque tout (x,Λ)

−
T∫

0

∂tϕ1(t)U(t, x,Λ) dtdµ(x,Λ) =

T∫
0

ϕ1(t)V (t, x,Λ) dt dµ.

En intégrant par partie une fois encore, on a par conséquent

∂tU(t, x,Λ) = V (t, x, λ) :=

∫
R2

ξdν(t,x,Λ)(s, ξ). (3.8)
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Si, on reprend les mêmes étapes utilisées précédemment pour vérifier que
U ∈ Lp

(
]0, T [×Ω × X ), en consédérant V à la place de U , ξ à la place de s

et ∂tuε au lieu de uε, on obtient que ∂tU ∈ Lp
(
]0, T [×Ω × X ), et donc (3.4)

est vérifiée.
Pour (3.5), il suffit de prendre ψ(t, x,Λ, s, ξ) = ϕ1(t)ϕ2(x,Λ) ξ, où ϕ1 ∈
C1

0([0, T [) et ϕ2 ∈ C(Ω ×X ). On obtient

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψ(t, x, λ, s, ξ)dνε =

T∫
0

∫
Ω

ϕ1(t)ϕ2(x, fε(x, ·))∂tuε(t, x) dx dt

= −
T∫

0

∫
Ω

dϕ1

dt
(t)ϕ2(x, fε(x, ·))uε(t, x) dx dt.

En passant à la limite, on a d’une part en vertu théorème 1.4.3

lim
ε→0

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψdνε =

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ϕ1(t)ϕ2(x,Λ)ξ dν(t, x,Λ, s, ξ)

=

∫
Ω×X

ϕ2(x,Λ)
[ ∫ T

0

ϕ1(t)V (t, x,Λ)dt
]
dµ(x,Λ)

=

∫
Ω×X

ϕ2(x,Λ)
[ ∫ T

0

ϕ1(t) ∂tU(t, x,Λ)dt
]
dµ(x,Λ)

=

∫
Ω×X

ϕ2(x,Λ)
[ ∫ T

0

−dϕ1

dt
(t)U(t, x,Λ) dt

−U(0, x, λ)ϕ1(0)
]
dµ. (3.9)

D’autre part, pour ψ(t, x,Λ, s, ξ) = ϕ1(t)ϕ2(x,Λ) s, on a

lim
ε→0

∫
]0,T [×Ω×X×R2

ψdνε = −
∫

Ω×X×R2

dϕ1

dt
(t)ϕ2(x,Λ)s dν(t, x,Λ, s, ξ)

= −
∫

Ω×X

ϕ2(x,Λ)

∫ T

0

dϕ1

dt
(t)
[ ∫

R2

s dν(s,ξ)

]
dt dµ(x,Λ)

=

∫
Ω×X

ϕ2(x,Λ)
[ ∫ T

0

−dϕ1

dt
(t)U(t, x,Λ)dt

]
dµ. (3.10)

66



3.3. RÉSULTAT PRINCIPAL

Par identification de (3.9) et (3.10), l’égalité

U(0, x,Λ) = 0,

pour µ-presque tout (x,Λ) ∈ Ω ×X , en résulte immédiatement.
Enfin, de (3.3) et (3.8) on en déduit

lim inf
ε→0

Fε(uε) ≥
∫ T

0

∫
Ω×X

Λ (∂tU(t, x,Λ)) dµ(x,Λ) dt

≥ F (u).

La preuve de la première assertion est donc achevée.

Vérification de (ii). Soit u ∈ W0. La preuve consiste à construire une
suite (uε) convergeant faiblement vers u dans W0 telle que

F (u) ≥ lim sup
ε→0

F (uε).

En effet, pour η > 0 fixé on choisit Wη ∈ W une suite minimisante de (3.2),
c’est à dire ∫ T

0

∫
Ω×X

Λ(∂tWη(t, x,Λ) dµ(x,Λ) dt ≤ F (u) + η. (3.11)

Par densité de C1([0, T ]; C(Ω×X )) dans W 1,p(]0, T [;Lp
µ(Ω×X )) (cf. [27, 38]),

il existe W̃η ∈ C1([0, T ]; C(Ω ×X )) telle que⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∫ T

0

∫
Ω×X

∣∣∣W̃η −Wη

∣∣∣p dµ(x,Λ) dt ≤ η∫ T

0

∫
Ω×X

∣∣∣∂tW̃η − ∂tWη

∣∣∣p dµ(x,Λ) dt ≤ η.

(3.12)

Posons uε,η(t, x) := W̃η(t, x, fε(x, ·)), par conséquence uε,η ∈ W0. En util-
isant l’hypothèse (H2) et théorème de continuité 1.4.3, pour ψ(t, x,Λ, s, ξ) =

Λ(∂tW̃η(t, x,Λ)), on a

lim
ε→0

Fε(uε,η) = lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

fε(x, ∂tW̃η(t, x, fε(x, ·)) dx dt

= lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω×X

Λ(∂tW̃η(t, x,Λ)) dµε(x,Λ) dt

=

T∫
0

∫
Ω×X

Λ(∂tW̃η(t, x,Λ)) dµ(x,Λ)dt.
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3.3. RÉSULTAT PRINCIPAL

De (3.11) on obtient

T∫
0

∫
Ω×X

Λ(∂tW̃η(t, x,Λ)) dµ(x,Λ)dt ≤ F (u) + η + Iη

où Iη =

T∫
0

∫
Ω×X

∣∣∣Λ(∂tW̃η(t, x,Λ) − Λ(∂tWη(t, x,Λ))
∣∣∣ dµ(x,Λ) dt.

Puisque Λ est localement lipschitzienne, il vient grâce à (3.12)

lim sup
η→0

lim sup
ε→0

F (uε,η) ≤ F (u).

Il reste à montrer que uε,η ⇀ u quand ε, η → 0 dans W0. Pour cela, il suffit

de prendre ψ(t, x,Λ, s, ξ) = ϕ(t, x)W̃η(t, x,Λ) avec ϕ ∈ Lq(]0, T [×Ω) (où q
est l’exposant conjugué de p). On obtient alors, en vertu du théorème 1.4.3,
que

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕuε,η dx dt = lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕW̃η(t, x,Λ) dµε(x,Λ) dt

=

T∫
0

∫
Ω

ϕ Wη (t, x,Λ) dµ(x,Λ) dt+ Jη

=

T∫
0

∫
Ω

ϕudx dt+ Jη

où Jη =

T∫
0

∫
Ω

ϕ
[
W̃η(t, x,Λ)− Wη (t, x, λ)

]
dµ(x,Λ) dt.

Par passage à la limite quand η → 0, le résultat en découle immédiatement.
En appliquant le raisonnement précédent, en consédérant ∂tW̃η à la place de

W̃η , on obtient

lim
η→0

lim
ε→0

T∫
0

∫
Ω

ϕ∂tuε,η dx dt =

T∫
0

∫
Ω

ϕ∂tu dx dt.
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3.3. RÉSULTAT PRINCIPAL

Finalement par un argument de diagonalisation (cf. [6], corollaire 1.16), il

existe une application croissante ε → η(ε) telle que η(ε) tends vers 0 quand
ε tends vers 0, et ⎧⎪⎨⎪⎩

uε,η(ε) ⇀ u dans W0,

lim sup
ε→0

Fε(uε,η(ε)) ≤ F (u).

La démonstration du théorème est donc achevée.
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Résumé. Cette thèse est consacrée à l’étude du comportement limite de
certaines familles de fonctionnelles intégrales en terme de mesures de Young
et de mesures de ”varifold”. On établit deux nouvelles formulations d’une
membrane, l’une dans l’espace des mesures de Young générées par des gra-
dients W 1,p

0 -Young et l’autre dans l’espace des mesures de Young-varifold
générées par des gradients W 1,p

0 -Young-varifold. La fonctionnelle énergie as-
sociée à ces deux formulations est obtenue comme limite de la formulation
tridimentionnelle de la structure mince via une convergence variationnelle as-
sociée à la convergence étroite des mesures de Young et la convergence faible
des ”varifold”. La première formulation permet de capter les oscillations de
la suite des gradients minimiseurs de la formulation classique. La deuxième
formulation prend en compte les effets de concentration. En utilisant les
mesures de Young asssociées à des fonctions mesurables, on démontre un
résultat d’homogénéisation par Γ-convergence d’une famille de fonctionnelles
intégrales dépendante du temps, où la Γ-limite est caractérisée par les tech-
niques de ces mesures.

Mots-clés : Γ-convergence, relaxation, mesures de Young, mesures de ”var-
ifold”, problème de membrane, homogénéisation.

Abstract. In this thesis, we study the behavior of family of integral
functionals in terms of Young measures and varifold. We establish two new
formulations of the membrane problem by working in the space of W 1,p

0 -
Young measures and W 1,p

0 -Young-varifold. The energy functional related to
these formulations is obtained as a limit of the three-dimentional formulation
of the thin layer via a suitable variational convergence associated to the nar-
row convergence of Young measures and to some weak convergence of varifold.
The interest of the first formulation is to capture the oscillation informations
on the gradients minimizing sequences related to the classical formulation.
The second formulation allows to moreover account for concentration effects.
By using the Young measures associated to measurable functions, we prove
a homogenization result by Γ-convergence of family of functionals integrals
with time dependent, where the Γ-limit is characterize by techniques of this
measures.

Key words : Γ-convergence, relaxation, Young measures, varifold measures,
membrane problem, homogenization.


