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General introduction.



GENERAL INTRODUCTION.

Understanding completely the dynamics of evolution processes is too di¢-
cult. However, for many relevant systems an asymptotic process occurs and so
the uniform decay rate of the energy is considered. In this thesis, we investigate
the energy decay rates of certain classes of partial dicerential equations with
variables coe€cients.

Literature.

Considerable research has been done in the last three decades on the problem
of the uniform decay rates of certain classes of partial dicerential equations by
inserting distributed or boundary feedback term directly into the equation. This
is the so called direct stabilization.

When the feedback term depends on the velocity in a linear way, we can
mention the ..rst works in this direction: under various geometrical conditions on
the boundary, G. Chen in [Chel79, ChelI79,Che81] has proved the exponential
decay rates of the energy for the wave equations in a bounded domain, subject
to Neumann feedback acting on a part of the boundary, by employing a result of
R. Datko in [Dat70] later extending by A. Pazy in [Paz83]. In [Lag88, KZ90],
a dizerent point of view was taken and the Neumann boundary stabilization of
the wave equation was obtained by constructing perturbed energy functionals.
Similar results for other models were also obtained, we can see, for instance, J.
L. Lagnese [LaglI83] for elastodynamic equations and E. Machtyngier and E.
Zuazua [Mac90, MZ94] for Schrodinger equations.

In the case of a nonlinear velocity feedback law, several authors derived the



decay rate estimates when the feedback has a polynomial behavior in zero, see
for example [Zua90] by adapting an extension of the perturbed energy method,
[Kom94] by using some generalization of the R. Datko’s integral inequalities.
We can see also [Nak96] for the locally distributed damping wawe equation
and [C'M S96] for the Neumann boundary damped Schrédinger equations. In
[MarI99, MarII99], P. Martinez have obtained explicit decay rate estimates for
the energy of the wave equations when the nonlinear (distributed and Neumann
boundary) feedback term is not supposed to have a polynomial behavior in zero,
in particular when it is weaker than that at zero. The proof is based on the
construction of a special weight function (that depend on the behavior of the
feedback in zero) and on some integral inequalities. I. Lasiecka and D. Tataru
studied in [LT93] the more general case of a semilinear wave equation, where
no growth assumptions at the origin are imposed on the nonlinear Neumann
boundary feedback, they have proved that the energy decays as fast as the
solution of some associated dicerential equation (see also [Las99] for similar
decay rate estimates for other systems). Let us further mention that W. Liu
and E. Zuazua in [LZ99] hawe also considered the decay rate for a nonlinear
globally distributed damping for the wave equation with no growth assumption
at the origin, they have used an equivalent energy which is bounded by the
solution of a dizerential equation that tends to zero as time goes to in..nity.
Similar technique was used in [LZ01] to obtain explicit decay rate for the higher
dimensional system of thermoelasticity with nonlinear boundary feedback. An

important observation that the behavior of the nonlinearity of the feedback at



the origin has a direct infuence on the energy decay rates of systems.

Noting that in the case where the feedback control is in the Dirichlet bound-
ary condition, the problem of stabilization is more di¢cult than the correspond-
ing Neumann problem. It was ..rst introduced and solved by I. Lasiecka and
R. Triggiani in [LT87] for the wave equation and in [LT'92] for the Schrddinger
equation, where they have used a lifting arguments in the topology of the solu-
tion.

Over the last decade, the problem of the uniform decay rates of systems
which include ..rst order terms have been considered in [C'S97, CDS98, Guel03 ,
GuellI03,CG05]. In all these works, uniform decay rate estimates are obtained
under strong hypothesis on the ..rst order terms. The inclusion of these terms
produce serious additional di¢culties since we do not have any information
about their infuence on the energy of the solution, specially, about the signal of
the derivative of the energy. In [Guel03], A. Guesmia have proved some integral
inequalities to obtain an estimate on behavior at in..nity of a positive and non
necessarily decreasing function. This extend some integral inequalities due to
V. Komornick in [Kom94] concerning decreasing functions.

Concerning the variable problems, the earlier attempt on this subject was
made by J. L. Lagnese in [LagI83] through the classical analysis and the expo-
nential decay rate for the wave equation was obtained, see also [1Wy[94] for simi-
lar results by a new use of some theorems in semigroup theory. We can mention
the pseudo dicerential method of D. Tataru [T'at95] which is one of the useful

tools in handling variable coeCcients problems. Recently, Riemann geometric



methods have emerged as a powerful tool to obtain continuous observability in-
equalities and direct stabilization for various classes of partial dicerential equa-
tions with variable coe¢cients (see [LTY 97, LTY 99,Y a099, Y aoI00,Y aol 100]).
It permits to reduce the original variable coe ¢cients principal part problem in
a bounded domain to a problem on an appropriate Riemann manifolds (de-
termined by the coe@cients of the principal part) where the principal part is
the Laplacian. This approach was ..rst introduced into the boundary control
problem by P. F. Yao in [Ya099] for the exact controllability of real valued
wave without the ..rst order term. Then it has extended in [LTY99] to han-
dle the ..rst order term by using Carleman estimates, subject to the existence
of a pseudo convex function. Similar results was obtained by employing this
method, see [Y a0l 00] for the observability estimates of Euler Bernoulli equation,
[TY 02, LT'Y 03] for the Carleman estimates of wave and plate equations de..ned
on a Riemann manifold, [N P06] for the observability estimates of vector-valued
Maxwell’s systems. Later, using this approach, several papers were devoted to
the uniform decay rates of variable systems with internal and Neumann bound-
ary feedback action (see [F'F'04, GY 06]). We note that all these results were
obtained under some geometric assumptions derived by P. F. Yao in [Ya099]
in terms of the Riemannian geometry method for exact controllability of wave
equation with variable coe€cients, however, it isimportant here to mention the
work of S. Feng and D. Feng in [F'F02], where they have proved that these geo-
metric conditions are equivalent to the analytical conditions given by A. Wyler

in [Wyl94] for exponential decay rate of wave equation with variable coed cients.



For other comparisons of dicerent methods on variable coedcients we refer to
[LTY97,LTY99] .

For systems of two coupled equations and damped by two feedback operators,
important progress has been obtained on the uniform decay rate estimates. We
can mention the following works: [Gue99] for the nonlinear wave-Petrovsky
equations, [ACF00] for the nonlinear wave-heat equations, [Aas99,GM04] for
the nonlinear wave-wave equations, [Ham06] for the Schrédinger-Schrédinger
equations with lower order terms.

Another question was considered in the literature: the problem of indirect
stabilization of two coupled equations via zero order terms, this problem was
.rst studied by D. L. Russell in [Rus93] who introduced the terminology of in-
direct damping, since the ..rst equation can be regarded as a stabilizer for the
second one. Recently, A. Aassila [Aas01] proved, using the spectral theory, that
solutions of two coupled wave equations damped by one feedback is strongly
stable and is not uniformly exponentially stable when the domain is an interval.
F. Alabau in [Ala02] has studied the indirect boundary stabilization of system
of two coupled hyperbolic equations and damped by one feedback. She has
proved that this system is not exponentially stable. However, it must be stable
in a weaker sense then the exponential one, more precisely, she has show that
the feedback of the ..rst equation is su€cient to stabilize polynomially the total
system. Moreover, she has established a polynomial decay lemma for a nonin-
creasing functional satisfying a generalized integral inequalities. In [ACK02],

the authors have studied the problem of indirect stabilization of two coupled



second order ewlution equation via zero order terms by a feedback acting in
the whole domain. This result has been extended in [Bey01], using the piece-
wise multiplier to seweral cases, wave-wave, Petrowsky-Petrowsky coupling, for
one locally distributed action. We note that, in all these works, the coupling
coeCcient is considered as a positive constant witch is su¢ciently small.

Main contribution.

The aims of our thesis are multiple and may be summarized as follows.

First goal.

It is well know that the study of the exponential decay rate of the energy
of the wave equation with constant coe€ cients, by adapting the method based
on the perturbation of the energy developed by V. Komornick and E. Zuazua,
require careful treatment when the lower order term appears in some multiplier
estimates (see remark 3.2 in [KZ90]). In this case, we have some diCculty to
obtain directly the exponential decay rate of the perturbed energy. Our ..rst
goal is to overcome this kind of di¢culty in the context of the second order
hyperbolic equation with variable coeCcients and linear zero order term. Here
we use the compactness unigueness argument and some result of I. Lasiecka and
D. Tataru in [LT93] . For details see chapter 2.

Second goal.

We consider a general Riemannian wave equation with linear ..rst order term
and no growth conditions at the origin are imposed on the Neumann nonlinear
feedback. T he second goal of this thesis is to prove that the energy of this system

decays faster than the solution of some associated dicerential equation. This goal



is accomplished in a few steps. First, we obtain some energy identities by the
multiplier method, here we introduce a new geometric multiplier to handle the
..rst order term, then we combine the idea in [F'F04] with the one in [LT93]
to absorb the lower order term with respect to the energy. Finally, we derive
estimates describing the energy decay rates for the solutions by a very general
method introduced by I. Lasiecka and D. Tataru in [L793]. This result improves
upon the existing literature where exponential and polynomial decay rates of
the wave equations with constant coe€cients were derived only with smallness
conditions imposed on the linear ..rst order term. For details see chapter 3.

Third goal.

Recently, the Riemann geometric approach was introduced, in the context of
real systems with variable coe€cients, to study the problems of controllability
and direct stabilization (see for example [Ya099,GY06]). Our third goal is to
prove that we can apply this approach to the complex systems with variable
coeCcients. Here (see section 1.3), we construct a suitable Riemannian metric
on C™, well adapted to such system. For details see chapter 4.

Fourth goal.

Itis well know that system of two coupled real wave equations with constant
coe€ cients and damped by two linear feedbacks has an exponential energy decay
rate (see for example [GM04]). When the feedback appears only in one of
the equation where as no ecect term is applied to the second, F. Alabau, P.
Cannarsa and V. Komornick have proved in [ACK 02, Ala02] that this system

fails to has an exponential decay rate. In [Ala02], the author has established a
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polynomial decay lemma for a nonincreasing functional satisfying a generalized
integral inequality. Using this result, they have proved the polynomial decay
rate estimate of the energy of the su¢ciently smooth solution. In this thesis,
we combine this idea with the Riemannian geometry method in order to obtain
similar result for system of two coupled complex Schrodinger equations with
variable coe€cients and damped by one Neumann boundary feedback. For
details see chapter 5.

When the system considered in chapter 5 is damped by one Dirichlet bound-
ary feedback, we present a successful combination of the Riemann geometric
approach, the ideas of |. Lasiecka and R. Triggiani in [LT787, LT92] used to
obtain the exponential decay rate of the energy of one equation with Dirichlet
boundary feedback and the generalized integral inequalities in [AC K02, Ala(2],
to prove the polynomial energy decay rates for smooth solutions. For details
see chapter 6.

Organization of the thesis.

We now lay out the organization of the present thesis.

This thesis is divided in 6 chapters.

In chapter 1, we present some notations and results from the Riemannian
geometry on R™. Next, we introduce a new Riemannian metric on C* and prove
some formulas with which we are working. It is important to mention that this
construction was ..rst given in [HR08]. In section 1.4, we recall some notions
and results on the semigroup theory. Finally, we give some abstract stabilization

inequalities: Datko’s integral inequalities, I. Lasiecka’s and D. Tatau’s inequal-
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ities and the generalized integral inequalities of F. Alabau. These inequalities
are useful to derive dicerent uniform decay rate estimates in this thesis.

In chapter 2, we give a number of examples where the geometric assump-
tion is veri..ed. Next, by using the classical semigroup theory, we give the result
of existence, uniqueness and regularity of solution of the second order hyperbolic
equations with variable coe €cients and zero order term. Finally, we prove the
main result of this chapter by the compactness uniqueness argument and some
results of I. Lasiecka and D. Tataru in [LT93].

In chapter 3, we consider the Riemannian wave equation with linear ..rst
order term and unspeci..ed behavior of the nonlinear feedback f. By employing
the Faedo-Galerkin method (see [DL85]), we prove the existence, uniqueness
and regularity of solutions. Next, we use the multiplier method (see [Li088]) to
obtain some energy identities. Combining the idea in [F'F'04] with the one in
[LT93], we absorb the lower order term. In section 35, we complete the proof
of the main result The last section of this chapter is devoted to the general
second order hyperbolic equation with polynomial growth at the origin of f,
where the decay rate of the energy is discussed.

Chapter 4 is devoted to a system of two coupled Schrédinger equations with
variable coe¢cients and damped by two Neumann boundary feedback. First, we
use the theory of semigroups to prove the existence, uniqueness and regularity of
solution. Finally, we use Datko’s integral inequalities to prove the exponential
decay rate of the energy.

Chapter 5 is about the polynomial decay rate of a coupled system of two

12



Schrodinger equations with variable coe@cients and damped by one end only
Neumann boundary feedback.

In the case of one end only Dirichlet control feedback u, we consider, in
chapter 6, the system of two coupled Schrddinger equations with variable co-
eCcients. We discuss the existence, uniqueness and regularity of solution under
a suitable choice of the function u. Section 6.4 is devoted to the proof of the
polynomial decay rate estimate.

In the end of this thesis, we collect a few questions and open problems
connected with statements of our results.

It is important to mention that the multiplier method (or energy method)
developed for example in [Lio88, Kom94], applied systematically in this thesis,
is remarkably elementary and e¢cient. Where, by multiplying the equation by
suitable multipliers, we can obtain dicerent identities which play an important

role in deriving the uniform decay rate of the energy.
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INTRODUCTION GENERALE.

Comprendre complétement la dynamique des processus évolutifs est trés
diccile. C’est pourquoi pour la majorité des systemes on considere le com-
portement asymptotique a 'in..nie de I’énergie. Dans cette thése, on étudie la
stabilisation uniforme de certaines classes des équations aux dérivees partielles
a coe Ccients variables.

Littérature.

Des recherches considérables on été faite dans les trois derniére décénnies
sur les problemes de la stabilisation uniforme de certaines classes des équations
aux dérivées partielles par I'insertion directe des termes feedbacks distribués ou
frontiéres. Ce qu’on appelle la stabilisation directe.

Quand le terme feedback dépend de la vitesse de facons linéaire, on peut
citer les premiers travaux dans cette direction: sous des dicérentes conditions
géométriques sur la frontiere, G. Chen dans [Chel 79, Chell79, Che81] a démon-
tré la stabilisation exponentielle de I'énergie de I’équation des ondes dans un
domaine borné et soumis a un feedback de type Neumann sur une partie de la
frontiére, ou il a adopté un résultat de R. Datko dans [Dat70] généralisé apres
par A. Pazy dans [Paz83]. Dans [Lag88, KZ90], la stabilisation frontiere de
type Neumann de I'équation des ondes a été obtenu en utilisant une méthode
dicérente, cette méthode est basée sur la construction des fonctions de I’énergie
perturbée. Des résultats similaires sur d’autre modeles ont été aussi obtenus:
J. L. Lagnese [Lagll83] pour les équations élastodynamique, E. Machtyngier et

E. Zuazua [Mac90, MZ94] pour I’équation de Schrodinger.
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Dans le cas d’un feedback non linéaire, de dicérentes estimations de la stabil-
isation de I'énergie ont été obtenus quand ce feedback a un comportement poly-
nomial & I’origine: voir par exemple [Zua90] par une extension de la méthode de
I’énergie perturbée, [Kom94] par une généralisation des inégalités d’intégrales
de R. Datko. On peut mentionner aussi les travaux de Nakao dans [Nak96]
pour les équations des ondes avec une action distribuée locale et [CMS96] pour
les équations de Schrodinger avec une action frontiere de type Neumann. Dans
[Marl99, Marl199], P. Martinez a obtenu une estimation explicite de la stabili-
sation de I’énergie quand le terme feedback non linéaire (distribué ou frontiere
de type Neumann) n’a pas un comportement polynomial a l'origine, en partic-
ulier, quand il a un comportement plus faible. Sa démonstration est basée sur
la construction de fonctions poids (dépendent du comportement du feedback
a lorigine) et de certaines inégalités intégrales. 1. Lasiecka et D. Tataru ont
étudié dans [LT93] un cas plus général d’une équation semi linéaire ou aucune
hypothése a I’origine n’a été supposée sur le feedback frontiere non linéaire de
type Neumann, ils ont démontré que I’énergie décroit plus rapidement que la
solution d’une équation dicérentielle associée (voir aussi [Las99] pour des résul-
tats similaires pour d’autre systtmes). On peut aussi mentionner que W. Liu et
E. Zuazua dans [LZ99] ont considéré la stabilisation uniforme de I’équation des
ondes avec une action frontiére distribuée non linéaire sans aucune hypothése
sur son comportement a I’origine, ils ont utilisé une énergie équivalente bornée
par une solution d’une équation dicérentielle qui tend vers zéro quand le temps

tend vers I'in..nie. Des techniques analogues ont été utilisées dans [LZ01] pour
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obtenir des estimations explicites de la stabilisation d’un systéme thermoélas-
tique avec un feedback frontiere non linéaire. D’aprés ce qui a été dit, il est
important d’observer que le comportement a I’origine du feedback non linéaire
a une intuence directe sur les estimations de la stabilisation uniforme des sys-
témes.

Il est anoter que dans le cas d’un contrdle feedback frontiére de type Dirich-
let, le probleme de la stabilisation est plus diccile que celui d’'une action fron-
tiere de type Neumann, dans ce cas les solutions ne sont pas assez réguliére. Ce
probléme a été introduit et résolu par I. Lasiecka et R. Triggiani dans [LT87]
pour I’équation des ondes et dans [LT92] pour I’équation de Schrédinger, ou
ils ont utilisé un argument de lavage de la topologie de la solution basé sur un
changement de variable qui transforme le probléme initial a un probléme dont
les solutions sont assez réguliére.

Durant la derniere décennie, le probleme de la stabilisation uniforme des
systémes qui contiennent des termes d’ordre un a été considéré dans [CS97,
CDS98, Guel03, Guell03, CG05]. Dans tout ces travaux, les estimations de la
stabilisation uniforme ont été obtenus sous des hypothéses forte sur les termes
d’ordre un. Il est a noter que I'inclusion de ces termes produit des dic¢cultés
additionnelles car on n’a aucune information de leur intfuence sur I'énergie,
spécialement, le signe de la dérivée de I’énergie. Dans [Guel03], A. Guesmia
a démonté quelques inégalités intégrales utiles pour avoir des estimations sur
le comportement & I'in..nie des fonctions positives non nécessairement décrois-

santes. Ceci généralise les résultats de V. Komornick dans [Kom94] sur les
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fonctions décroissantes.

Concernant Les problémes variables, la premiere tentative dans cette direc-
tion a été faite par J. L. Lagnese dans [Lagl83] en utilisant I'analyse classique
et la stabilisation exponentielle de I’éguation des ondes a été obtenue, voir aussi
[Wy194] pour des résultats similaires par une premiere utilisation d’'un théoreme
dans la théorie des semi groups. On peut aussi mentionner la méthode du
pseudo dicérentielle due a D. Tataru [Tat95] qui représente I’'une des outils é¢ -
cace pour traiter les problémes a coe€ cients variables. Récemment, la méthode
de la ggométrie Riemannienne a été classée comme un outil trés riche pour
obtenir des estimations d’observabilité et de stabilisation directe pour certaines
classes des équations aux dérivées partielles (voir par exemple [LTY97, LTY99,
Yao099, Yaol00, Yaoll00]). Elle permet de transformer le probleme initial avec
une partie principale a coec¢cients variables posé sur un domaine borné a un
probléme posé sur une variétt Riemanniénne (dé..nie par les coeGcients de la
partie principale) ou la partie principale deviendra le Laplacien. Cette Approche
a été premiérement introduite dans la théorie du contréle par P. F. Yao dans
[Yao099], ou il a obtenu des résultats de la contrdlabilité exacte de I’équation des
ondes sans I'inclusion des termes d’ordre un. Ensuite, elle a été généralisée dans
[LTY99] pour traiter les termes d’ordre un en utilisant les estimations de Car-
leman, basées sur la construction des fonctions pseudo convexes. Des résultats
similaires ont été obtenues en adoptant la méthode de la géométrie Rieman-
nienne, voir [Yaol00] pour les estimations d'observabilité de I'équation d’Euler

Bernoulli, [TY02,LTY03] pour les estimations de Carleman de I’équation des on-
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des et les équations des plaques dé..nie sur des variétés Riemannienne, [NP06]
pour les estimations d'observabilité des systemes de Maxwell. En adoptant cette
méthode, plusieurs papiers ont considéré la stabilisation uniforme des systemes
a coeCcients variables avec un feedback interne et frontiére de type Neumann
(voir par exemple [FF04, GY06]). On note ici que tout ces résultats ont été
obtenus sous des conditions géométriques introduite par P. F. Yao dans [Ya099]
en terme de la méthode de la géométrie Riemannienne pour avoir la contrdla-
bilité exacte de I’équation des ondes avec des coe Ccients variables, pour cela,
il est important de citer le travail de S. Feng et D. Feng dans [FF02], ou ils
ont démontré que ces conditions géométriques sont équivalentes aux conditions
analytiques introduites par A. Wyler dans [Wyl94] pour avoir la stabilisation
exponentielle de I’équation des ondes avec des coe€cients variables. Pour une
comparaison détaillé des dicérentes méthodes utilisées pour traiter les problemes
variables on refera a [LTY97, LTY99].

Pour les systémes couplés de deux équations et soumis a deux fonctions
feedbacks, une progression importante a été touchée sur les estimations de la
stabilisation uniforme. On peut citer les travaux suivants: [Gue99] sur les équa-
tions non linéaire ondes-Petrovski, [ACFO0Q] sur les équations non linéaire ondes-
chaleur, [Aas99,GMO04] sur les équations non linéaire ondes-ondes, [HamO06] sur
un systéme Schrédinger-Schrodinger avec des termes d'ordre un dans chaque
équation.

Une autre question a été considéré dans la littérature: le probleme de la sta-

bilisation indirecte de deux équations couplées via des termes d’ordre zéro, ce
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probléme a été premierement étudié par D. L. Russell dans [Rus93] ou il a intro-
duit cette terminologie, puisque la premiére équation peut étre considéré comme
un stabilisateur de la deuxiéme. Récemment, A. Aassila [Aas01] a démontré, en
utilisant la théorie spectral, que les solutions d’un systéme de deux équations
couplées et soumis a un seul feedback sont faiblement stable, en plus elles ne
sont jamais exponentiellement stable si le domaine est un intervalle. F. Alabau
dans [Ala02] a étudié la stabilisation indirecte frontiere d’'un systéme couplé
de deux équations hyperboliques soumise a une seule action de type Neumann.
Elle a déemontré que ce systéme n’est jamais exponentiellement stable et dans le
cas ou il y’a une stabilité elle doit étre faible qu’une fonction exponentielle, plus
précisément, elle a démontré que I'action sur la premiére équation est su¢ sante
pour avoir la stabilisation polynomiale de tout le systeme. Elle a démontré un
résultat de décroissance polynomiale des fonctions décroissantes qui Véri..ent
des inégalités intégrales généralisées. Dans [ACKO02], les auteurs ont étudié le
probleme de la stabilisation indirecte de deux équations évolutives d’ordre deux
couplées via zéro ordre terme et soumises a un seul feedback agissant sur tout le
domaine. En utilisant les multiplicateurs par morceau, ce résultat a ét¢ général-
isé dans le cas des systemes ondes-ondes et Petrovski-Petrovski avec une seule
action distribuée locale (voir [Bey01]). On note ici que dans tous ces travaux
les coe€cients de couplage sont des constantes su@¢samment petites.

Contribution de la thése

Les objectifs de cette thése sont multiples, on peut les résumer comme suit.

Premier objectif
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Il est bien connu que I’étude de la stabilisation exponentielle de I’éguation
des ondes avec des coeCcients constants, en adaptant la méthode de I’énergie
perturbée développé par V. Komomick et E. Zuazua, est di¢cile quand il y’a un
terme d’ordre inférieure dans une certaine estimation (voir remarque 3.2 dans
[KZ90]). Dans ce cas, on a une certaine di¢culté pour obtenir la décroissance
exponentielle de I'énergie perturbée. Notre premier objectif est de démontrer ce
résultat dans le context des équations hyperbolique d’ordre deux avec des coef-
..cients variables et un terme d’ordre zéro. Pour cela, on va utiliser I'argument
de l'unicité et de la compacité et des résultats de I. Lasiecka et D. Tataru dans
[LT93]. Pour plus de détails voir chapitre 2.

Deuxiéme objectif

On considéere une équation des ondes Riemannienne générale avec un terme
linéaire d’ordre un et aucune condition sur le comportement a I’origine du feed-
back frontiére non linéaire de type Neumann. Notre deuxieme objectif dans
cette these est de montrer que I’énergie de ce systtme décroit plus rapidement
que la solution d’une équation dicérentielle associée. On démontre ce résul-
tat en plusieurs étapes: Premiérement, on obtient quelques identités d’énergie
par la méthode des multiplicateurs, ici on introduit un nouveau multiplicateur
géométrique pour traiter le terme d’ordre un, puis on combine Iidée dans [FF04]
avec celle dans [LT93] pour absorber les termes d’ordre inférieur. Finalement, en
adoptant une méthode générale due a I. Lasiecka et D. Tataru dans [LT 93], on
montre la stabilisation uniforme de I'énergie. Ce résultat amiliore les résultats,

existant dans la littérature, ou la stabilisation exponentielle et polynomiale de
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I’éguation des ondes ont été obtenues seulement avec une condition de petitesse
sur le terme linéaire d’ordre un. Pour plus de détails voir chapitre 3.

Troisieme objectif

Récemment, la méthode de la géométrie Riemannienne a été introduite, dans
le contexte des équations réelles avec des coe® cients variables, pour étudier les
problémes de la stabilisation directe et de la contrélabilité exacte (voir par
exemple [Ya099, GY06]). Notre troisieme objectif est de montrer qu’on peut
appliquer cette approche sur les systémes complexes avec des coe €cients vari-
ables. Ici (wir section 1.3), on aconstruit une métrique convenable sur C™ bien
adapter a ce type de systeme. Pour plus de détails voir chapitre 4.

Quatrieme objectif

Il est bien connu que les systeémes couplés de deux équations des ondes avec
des coeCcients constants et soumis a deux feedbacks linéaires sont exponen-
tiellement stable (voir par exemple [GMO04]). Quand la fonction feedback agit
seulement sur une seule équation et aucune action sur lautre, F. Alabau, P.
Cannarsa et V. Komornick ont démontré dans [ACKO02, Ala02] que ce systeme
n’est jamais exponentiellement stable. Dans [Ala02], I'auteur a établit un résul-
tat de la décroissance polynomiale pour les fonctions décroissantes qui véri..ent
des inégalités intégrales généralisées. En utilisant ce résultat, ils ont démontré
des estimations polynomiales de I'énergie des solutions réguliéres. Dans notre
these, on combine cette idée avec la méthode de la géométrie Riemannienne
pour obtenir des résultats similaires pour un systeme couplé de deux équations

de Schrodinger avec des coe¢cients variables et soumis a une seule action de
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type Neumann. On note ici que le coé€cient de couplage est une fonction de
norme su€¢samment petite. Pour plus de détails voir chapitre 5.

Quand le systeme considéré dans le chapitre 5 est soumis a une seule action
de type Dirichlet, on présente une combinaison de la méthode de la géométrie
Riemannienne avec I'idée de I. Lasiecka et R. Triggiani dans [LT87, LT 92] utilisée
pour obtenir la décroissance exponentielle d’une équation des ondes avec un
feedback frontiére de type Dirichlet, et les inégalités intégrales généralistes dans
[ACKO02, Ala02], pour démontrer la stabilisation polynomiale de I'énergie des
solutions régulieres. Pour plus de détails voir chapitre 6.

Organisation de la thése

Cette thése est organiste comme suit.

Dans le chapitre 1, on présente quelques notations et résultats sur la
géométrie Riemannienne sur R”. Ensuite, on introduit une nouvelle métrique
sur C™ et on montre quelques formules qu’on aura besoin dans cette these. |l
est important de signaler ici que cette partie a été introduite premierement
dans [HRO08]. Dans la section 1.4, on rappelle quelques notions et résultats sur
la théorie du semi groupe. Finalement, on donne quelques inégalités abstraite
de la stabilisation uniforme: Inégalités intégrales de R. Datko, inégalités de
I. Lasiecka et D. Tatau et les inégalités intégrales généralisées de F. Alabau.
Toutes ces inégalités sont utiles pour obtenir de dicérentes estimations de la
stabilisation uniforme dans cette these.

Dans le chapitre 2, on donne quelques exemples ou la condition géométrique

est véri..e. Ensuite, en utilisant la théorie du semi groupe, on montre I'existence,

22



I'unicité et larégularité de la solution d’une équation hyperbolique d’ordre deux
avec des coe€ cients variables et un terme d’ordre zero. Finalement, on montre
le résultat principal de ce chapitre en utilisant I’argument de I'unicité et de la
compacité et un résultat de I. Lasiecka et D. Tataru dans [LT93].

Dans le chapitre 3, on étudie une équation des ondes Riemannienne avec
un terme linéaire d’ordre un et un comportement a I’origine non spéci.er de
la fonction feedback non linéaire f. En utilisant la méthode de Faedo-Galerkin
(voir [DL85]), on montre I'existence, I'unicité et la régularité de la solution.
Ensuite, on utilise la méthode des multiplicateurs (voir [Lio88]) pour obtenir
quelques identités d’énergie. En combinant I'idée dans [FF04] avec celle dans
[LT93], on peut absorber le terme d’ordre inferieur. Dans la section 3.5, on ter-
mine la démonstration du résultat principal de ce chapitre. La derniére section
de ce chapitre concerne la stabilisation uniforme de I’énergie d’une équation hy-
perbolique générale avec un comportement polynomiale a I'origine de la fonction
f.

Chapitre 4 concerne un systéme couplé de deux équations de Schrodinger
avec des coe¢cients variables et soumis a deux feedbacks de type Neumann. Au
début, on utilise la théorie du semi groupe pour démontrer I'existence, I’unicité
et la régularité de la solution. Puis, on utilise les inégalités intégrales de R.
Datko pour démontrer la stabilisation exponentielle de I'énergie.

Chapitre 5 concerne la stabilisation polynomiale de I’énergie d’un systéme
couplé de deux équations de Schrodinger avec des coe ¢cients variables et soumis

a une action frontiere de type Neumann.
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Dans le cas d’une seule fonction control « de type Dirichlet, on considere
dans le chapitre 6, un systéme couplé de deux équations de Schrédinger avec
des coeCcients variables. On démontre I'existence, I'unicité et la régularité de
la solution sous un choix convenable de la fonction w. Section 6.4 concerne la
démonstration de la stabilisation polynomiale de I'énergie.

On termine notre thése par une conclusion et quelques questions et problemes
ouverts liés au contenu de cette thése.

Il est important de mentionner que la méthode des multiplicateurs (ou la
méthode de I'énergie), développée par exemple dans [Lio88, Kom94], utilisée
systématiquement dans cette thése est élémentaire et trés e¢cace. Ou, en mul-
tipliant les équations par des multiplicateurs convenables, on obtient de dif-
férentes identités tres importantes pour avoir de dicérentes etimations de la

stabilisation uniforme de I’énergie.
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List of Notations.

Let us collect some notations which shall use in this thesis.

N Set of the positive integers.

R Set of the real numbers.

C Set of the complex numbers.

T Positive constant.

Q Open bounded domain of R?, n € N*.
r The su€ciently smooth boundary of €.

{I',,T'y} Partition of T'such that Ty # @ and T, N T; = @.

Q=10,T[x .
=10, T[xT.
%o =1]0,T[x Ty.
5, =]0,T[x ;.

C Generic positive constant independent of the
initial data and it may change from line to line.

HL () ={ueH" Q):u=00nTo}.
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Chapter 1

Riemannian geometry,
semigroup theory and some
abstract stabilization

Inequalities.
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1.1 Introduction.

In this chapter, we shall recall some notions and results that will be needed
in this thesis. It is important to mention that section 1.3 was ..rst treated in
[H RO08].

In the beginning of this chapter, we de..ne a Riemannian metric g on R™ and
give some additional material associated with them. For the general background
on Riemannian geometry, we refer to references [Lee97, Aub98] and bibliography
cited therein. In order to handle the case of complex systems with variable
coeCcients in this thesis, we need to de.ne a suitable Riemannian geometry
on C*, well adapted to such systems. For this end, we use the Riemannian
geometry on R” to construct a suitable Riemannian metric on C™. Then, we
prove some formulas with which we are working. In the next section, we give
some notions and results in the semigroup theory that will be needed in the
sequel to study the problem of existence, uniqueness and regularity of solution
of certain systems considered in this thesis. Finally, we present some abstract
stabilization inequalities that will be useful in what follows for obtaining decay

rate estimates.

1.2 Riemannian geometry on R".

1.2.1 Riemannian metric on R".

Let A = A(z) = (aij (2)), =1, bean n xn matrix with real coe¢cients,

ay = aj; are C* functions in R and for some positive constant aq
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n

Z Q; 4 (J}) CZCJ > aOZC?! (1-1)
i,j=1 i=1

for al z € R* and for all ( = (¢}, (s, -, ¢,,)" € R™.

Denote

for x € R™.
Let R™ have the usual topology and « = (zy, 3, ..., 2,,) be the natural coor-
dinates system. For each = € R", we de..ne the inner product and norm on the

tangent space R? =R" by

n 1
9(X.Y)=(X,Y), = Y gijoufs; and X, = ((x,X),) ",
i,j=1

for al X = Zawx,Y Zﬁ,dx eR}.

=1
Remark 1.1 It is easily checked from (1.1) that (R", ¢) is a Riemannian man-

ifold with the Riemannian metric g.

De..nition 1.2 We de..ne the gradient V,f of a real valued function f €

ct (ﬁ) in the Riemannian metric g, via Riesz representation theorem, by
X () = (V,f,X),,

where X is any vector ..eld on the manifold (R", g).
Moreover, if h is a vector ..eld on (R", g), we d