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Introduction

Il est bien connu qu’une matrice sur un corps a un inverse, si elle est carrée de déter-
minant non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a
besoin de quelques types d’inverses partiels d’une matrice singuliére, ou méme rectangu-
laires. Par exemple, les solutions d’un systéme linéaire peuvent exister méme si la matrice
définissant ce systeme est singuliere. Ce qui conduit a I’inverse ainsi nommé généralisé
d’une matrice. L’inversibilité¢ est I’une des disciplines les plus répandues en Mathéma-
tique, beaucoup de problémes sont interprétés par une équation du type Ax = y, ou A est
une transformation linéaire donnée, qui est dans notre situation une matrice de type m x n
sur K (un opérateur linéaire défini d’un espace vectoriel £ dans un autre /' de dimensions
respective n et m): comme 1’analyse numérique, I’optimisation, la théorie de contréle,
théorie de codage, la statistique et les modeles linéaires, ce probléme est aussi manipulé
via le concept d’un inverse généralisé (ou le pseudo inverse) d une matrice (ou d’un opéra-
teur linéaire). Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum
de propriétés dont I’inverse usuel réjouit, et d’'une maniére que cet inverse existe pour une
classe aussi large d’opérateurs linéaires.

Si A est un opérateur linéaire, considérons Ag, un opérateur linéaire vérifiant AAgA =
Aet AgAAy = Ay, ces propriétés, qui sont celles de 1’inverse ordinaire, rendent A, aussi
proche de I’inverse de A, ou autrement dit on est proche d’obtenir AgA = I,,; I’identité
dans E. Les opérateurs les plus proches de 1’identité du point de vue propriétés, sont les

projecteurs (I’application identique est une projection dont I’image est I’espace tout entier),
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pour cela, cherchons A, vérifiant I’'une ou les deux équations:

A[)A: PE'
AAOI PF

ou Py et Pr sont des projecteurs vérifiant de plus Pr A = A et (ou) Pr Ay = Ap. La ques-
tion a été connue depuis longtemps; utilisée par Fredholm (1903) pour traiter les équations
intégrales, aussi par Hurwitz, Hilbert, ..., et ainsi des définitions de ce genre d’opérateurs
apparaissent, donnant naissance a une terminologie variée, suivie de notations différentes,
mais possédant toutes un point commun, faisant apparaitre leurs propriétés proches de
celles de I’inverse usuel.

Parmi la terminologie existante, citons par exemple : inverse partiel, inverse intérieur,
inverse extérieur, quasi inverse, pseudo inverse, inverse généralisé,.... D’autres inverses
portent les noms de leurs fondateurs, par exemple: I’inverse de Moore, 1’inverse de Moore-
Penrose, I’inverse de Drazin, de Duffin,...

La majorité des propriétés de I’inverse généralisé ont été traitées dans le livre de A.
Ben Israél et T. N. E. Greville [3], et aussi dans le livre du Z. Nashed [14].

Les travaux, desquels notre théme est inspiré ont traité les propriétés algébriques des
inverses généralisés Ay d’une matrice A vérifiant le systéme suivant:

AAA= A
{ AgAAg= Ay’

Egalement, on va traiter les inverses généralisés de la somme, du produit et I’invariance
de la loi d’ordre inverse sous le choix d’un inverse généralisé. Certaines de ces pro-
priétés sont apparues depuis plus de cinquante ans. Une représentation trés compliquée

pour 'inverse généralisé de la somme a été donnée par R. Cline [4]. Cette représentation
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utilise la somme de deux matrices semi définie- positives, et a été récemment utilisé par J.
A. Fill et D. E. Fishkind pour obtenir une autre représentation [7]. En utilisant le théoréme
d’ additivité des rangs, nous étudions un inverse généralis¢ de la somme, et nous obtenons
quelques résultats sur le Moore-Penrose inverse de la somme. Dans [5], R. Cline a donné
une représentation pour le Moore-Penrose inverse du produit de deux matrices en utilisant
le Moore-Penrose inverse d’autres produits, i. e (AB)" = (A*AB)" (AB (/ﬁAB)Jr)+
[16] . Baser sur ce dernier résultat, la représentation: (AB)” = B~ (A~ ABB~) A~ pour
certains inverses généralisés A~, B~ et (A~ ABB~) , a été donnée par X. M. Ren, Y.
Wang et K. P. Shum [17]. Dans notre contribution [20], nous utilisons les projecteurs
afin d’obtenir ’égalité (AB)” = B~ Py Prp)A~, ou R(X) désigne I’espace im-
age d’une matrice X et Pp(x)) un projecteur sur R (X).

En 1964, dans [6] , 1. Erdelyi avait montré 1’équivalence: (AB)" = B* A* si et seule-
ment si (AYABB*')* = (AYABB*)", (ABBTA")" = ABB* A%t et (BTATAB)" =
BtATAB . Aprés, dans [9], T. N. E. Greville a prouvé la relation: (AB)" = Bt A" si
et seulement si R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(A*). Nous montrons que B~ A~
€ (AB)™ si et seulement si R(ATAB) C R(B) et R(BBTA*) C R(A*). Remarquons
que si A et B sont des isométries partielles (¢’est a dire AT = A* et Bt = B*), alors nous
obtenons les conditions de T. N. E. Greville. Plus généralement ses conditions ne donnent
que I’ordre inverse de ’inverse de Moore-Penrose du produit de deux matrices. Il est a
souligner que de nos conditions, alors que nous avons toujours 1’ordre inverse, le produit
BT AT ne peut étre (AB)”L . Les propriétés topologiques et certaines propriétés algébriques

ont été étudiées par M. Z. Nashed [14], S. Guedjiba et R. Benacer [11].
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Rappelons que les puissances d’une matrice carrée A et de son Groupe inverse A%
avec le projecteur AA* constituent un groupe abélien en vertu du produit de matrices, et
ce groupe a d’abord été défini par 1. Erdelyi [3]. Notre contribution et de montrer que si ce
groupe est fini ayant un ordre k, alors la matrice A est réduite a la k—racine de I’unité.

Concernant les questions sur la structure algébrique de 1’ensemble A{!} des inverses
généralisés d’une matrice A, et les relations entre les indices d’un endomorphisme f d’un
espace vectoriel fini, et d’un inverse généralisé f—, nous constatons que I’ensemble A{%
n’est qu’un semi-groupe. Un semi-groupe quotient de A} est isomorphe au semi-groupe
de projecteurs sur R(A), et pour deux matrices équivalentes, A et B, les semi-groupes
AlY et BY1} sont isomorphes. Enfin un endomorphisme f et son {1,2} —inverse f~ ont
le méme indice p si et seulement si ker f? = ker (f~)” . En particulier, f~ est nilpotent si
et seulement si f D’est. Cela est un travail original dont la premicre question fait I’objet de
la publication [21].

La theése se compose de quatre chapitres. Le premier, en plus de son caractere intro-
ductif, est consacré a rappeler quelques propriétés de plusieurs types d’inversion général-
isée et leurs représentations. Nous illustrons cela en donnant différentes méthodes de con-
structions des inverses généralisés, et en citant quelques propriétés algébriques de I’espace
image, le rang et les classes des inverses généralisés.

Le deuxiéme chapitre traite principalement I’inverse de Moore-Penrose A™ de la
matrice A. Etant donné que cette derniére inverse conserve de nombreuses propriétés de
I’inverse ordinaire, nous discutons la relation entre A™ et la matrice A* adjointe de A. Pour

les propriétés non- conservées par 1’inverse de Moore-Penrose, comme la forme normale de
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Jordan, valeurs propres et les puissances d’une matrice carrée, nous considérons le Groupe
inverse, (quand il existe), pour sa ressemblance avec 1’inverse ordinaire. Comme 1’indice
d’une matrice est une source essentielle de I’inverse de Drazin, qui est le cas général, ce
concept prendra également une part importante de 1’intérét du deuxieme chapitre .

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des inverses généralisés de la somme et
du produit de deux matrices. Nous y discutons également I’invariance de 1’ordre inverse
sous le choix des inverses généralisé€s des facteurs, et nous appliquons nos conditions de la
loi d’ordre inverse a des résultats précédents de R. E. Cline, 1. Erdelyi et T. N. E. Greville.

Enfin, le quatriéme chapitre traite certaines structures algébriques liées aux classes
des inverses généralisés cités dans le premier chapitre, comme semi- groupes, espaces
affines et algébres, et on en déduit certaines propriétés, comme la commutativité, la régular-
ité et la norme matricielle. En outre, nous construisons I’ensemble Mi}x}n (K) des classes

des inverses généralisés des matrices de M,,«, (KK) en établissant une bijection entre les
semi- groupes (Mr{nlx}n (K), ﬂ) et (M,xn (K),+). Comme cette bijection n’est pas un
homomorphisme, nous présentons des propriétés symétriques, comme 1’équivalence des
matrices et I’isomorphisme entre les semi- groupes associés, la somme des matrices dont
les images sont d’intersection nulle et I’intersection des semi- groupes associés, et finale-

ment, la relation d’ordre "< ™" entre les matrices, et la relation d’ordre "C" entre les semi-

groupes associés, respectivement [21] .
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Table des notations

K le corps des nombres réels ou complexes.

M« (K) I’espace des matrices de type m x n sur K.

I = [, la matrice identique d’ordre n.

Ag ou A™ inverse généralisé de A.

r(A) le rang de A.

N(A) le noyau de A.

R(A) I’espace image de A.

ind (A) I’indice de A.

A' la matrice transposée de A.

A* la matrice adjointe de A.

W+ I’espace orthogonal d’un espace vectoriel V.

& la somme directe .

J (n) bloc de Jordan associé a la valeur propre A d’ordre n.
AT le Moore-Penrose inverse de A.

A# le Groupe inverse de A.

AP le Drazin inverse de A.

C (A) le groupe cyclique constituée des puissances de A et A%.
¢ (E) ) I’espace vectoriel d’endomorphismes de I’espace F.
Im f I’image de ’endomorphisme f.

ker f le noyau de I’endomorphisme f.

~ relation d’équivalence
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<~ D’ordre partiel "moins".
M,ilin (K) I’ensemble des inverses généralisés des matrices appartenant a M,, ., (K).
E la direction de I’espace vectoriel E.

||| » la norme matricielle.



Chapter 1
Préliminaires.

Dans tout le contenu, K désigne le corps des nombres réels ou complexes et les
coefficients de nos matrices appartiennent a ce corps.

Définition 1.0.1 Soient A une matrice de type m X n et k un entier positif. Un
G* —inverse de A est une matrice A, de type n x m satisfaisant les deux équations:

{ (A4 =4 (1))

(ApA) 4y = A
Si A vérifie la premiére équation, alors A, s appelle 1% —inverse de A. Un G —inverse
est dit aussi g—inverse réflexif ou {1,2} —inverse de A, et un 1'—inverse est dit simple-
ment g—inverse ou un {1} —inverse de A. Par l'inverse généralisé on désigne un 1% ou un
G* —inverse.

Remarque 1.0.1 Soit Ay un 1*—inverse de A, alors
(AAg)** = (AA40)" | (AgA)™ = (ApA)*.
En effet, comme A = (AA)* A = A(AyA)"  ona
(A40) = ((A40)" A) Ag (A49)" ™ = Ao (A49)" = (AAg)",

(AgA)? = (Ao A" 4, (A (AOA)'“> — (ApA) ! AgA = (A A)F

1.1 Existence de G*—inverses

Lemme 1.1.1 Toute matrice posséde un G*— inverse, qui en général, n’est pas unique.
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Preuve. Soient P et () deux matrices inversibles telles que

A:Q(‘g 8)]3, avecr =1 (A).

Sion prend Ay = P! ( g 8 > Q7' avec S* = I, alors A est un G*— inverse de A.
Prenons A = P! < 5 5);(: ) Q~!, avec X et Y des matrices non nulles, alors

on obtient
(aa = ) a=a

(ALAYF = P ( vai ) P et (AJA) AL = A,

ce qui montre que, Aj, est un autre G*— inverse de A. ®
Si on est concerné par I’unicité de I’inverse généralisé, les équations du systéme (1)
doivent étre complétées par d’autres conditions, comme nous allons le voir pour I’inverse

de Moore-Penrose, et aussi pour le Groupe inverse.

1.2 Quelques exemples sur les inverses généralisés

1- Soit M = ( A0 ) une matrice par blocs, alors My = (

0 0

de M, avec Ap un {1} —inverse de A et X, Y et Z sont arbitraires.

Ay X :
YO 7 )estun{l} —inverse

2- Considere M = 04 , alors My = Xy est un {1} —inverse de M
0 0 Ay Z

telle que Ag estun {1} —inverse de A et X, Y et Z sont arbitraires.

3- Si A est une matrice inversible, alors Ay = A~! est le seule {1} —inverse de A. Cepen-

dant les G*— inverse de A sont de la forme SA~1 et A=15 ou S est une k—racine de I’unité
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(on verra plus tard que (AAg)* et (AgA)* sont des projecteurs de rangs 7 (A) , donc pour

A inversible, (AAg)* et (A9A)* sont des k—racine de I’unité).

I, 0
0 0

) P estun {1,2} —inverse de A. Pour X et Y

4- Etant donné une matrice symétrique A = P! ( ) P, avec P orthogonal.

I, X

., o
On voit aisément que Ag = P ( v vy

différentes, (Ag)" est un autre{1, 2} —inverse de A.

5- Pour une matrice inversible a droite (resp. a gauche) A, un inverse a droite (resp.
a gauche) est un {1, 2} —inverse de A.

6- Soient A et A, satisfaisant AA; = —I. Alors Ay est un G?—inverse de A.

7- Considérons les matrices A et Ay telles que AAy; = S ou S une racine de 1’unité
d’ordre k, alors A, est un G*—inverse de A.

8- Une racine de I’unité d’ordre & est un G*—inverse de I’ identité.

Remarque 1.1.1 1) Un {1} —inverse ( resp. {1,2} —inverse) est un 1*— inverse
(resp. G*— inverse).

En effet, soit Ag un {1} —inverse de A. Alors
A= AAA = (AAp)A, (AAg) = (AAp)?,

et une simple récurrence montre que (AA4¢)*A = A pour tout k = 2.

2) Si Ay est un G*— inverse de A, alors (A)'( resp. (Ag)* ) estun G¥— inverse de
At (resp. A*). En particulier, si A est symétrique (resp. auto- adjointe) et Ay est un G*—
inverse de A, ona (Ao)" (resp. (Ao)*) est un G*— inverse de A qui, en général est différent

de Ao.
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1.3 Quelques méthodes de calcul d’un inverse généralisé

On a dé¢ja dans la section 1.1 une méthode de détermination des inverses généralisés d’une
matrice. On se propose ici d’exposer d’autres méthodes permettent aussi le calcul des

inverses généralisés .

1.3.1 Calcul de ’inverse généralisé par factorisation préservant le rang

La méthode se résume dans le lemme suivant:

Lemme 1.3.1 Pour toute matrice A de type m X n de rang r, il existe une matrice
inversible a gauche B et une matrice inversible a droite C, de rang r telles que A = BC.
De plus, B'B et CC" sont inversibles. Alors, Ay = C* (CC*)™' S (B'B)™" B, 001 S¥ =1,
est un G*—inverse de A. Alternativement, on peut choisir un inverse a gauche B; de B et
un inverse a droite C,. de C afin d’avoir Ay = C,.SB; .

La preuve de ce lemme figure dans I’appendice.

1.3.2 Meéthode de la matrice bordante

Considérons une matrice A de type m x n de rang r, et B et C' deux matrices de rangs

maximums, telles que

R(B) = R(A)*, R (C") = R(A")™. (C)

Alors, B est une matrice de type m x (m — r) de rang m — r, donc inversible a gauche, C

est une matrice de type (n — r) X n de rang n — r, donc inversible a droite, et s’il existe X
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et Y tels que

ona
AX = BY € R(A)NR(B), et CX = 0.

De la condition (C), on a aussi R (A) N R(B) = {0}, ce qui donne Y = 0, car B est

inversible a gauche, et R (X) C N (A). Comme N (A) = R(C*), il existe X = C*X’

pour un certain X’. Par suite, 0 = C'X = CC*X' ce qui implique X’ = 0, puisque CC*

est inversible. D’ou X = 0. Par conséquent,
A B
w(2)an(®) -0
D’autre part, N (A) = R (C*) implique
R(AYNR(C*) ={0}.
La matrice
A B
=)
est dite matrice bordante de A. M est d’ordre (n + m — 1), de plus, les intersections précé-

dentes donnent

r(M) = T(é>+r(€>:r(A)+r(0)+r(B)
= r+m—r)+(m-r)=n+m-r,

E F
G H

vt (A BN(E F\_{(AE+BG AF+BH\ _ (I, 0
“\co)\c H)™ CE CF Lo 5. )

(1.1)

ainsi M est inversible. Si M ! = ( ) ou F est une matrice de type n X m, on a,
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wi=(6 5 ) (e 0 )=(aaine es)=(5 . ) 02
De (1.1),ona
AEF+BG=1,, AF=—-BH,CE=0,CF =1,_,
Comme R(A) N R(B) = {0} et B est inversible a gauche, on a H = 0, ce qui donne
AF = —BH = 0. L’équation (1.2) donne
FEA+FC=1, EB=0,GA+HC=0,GB=1,,_,
Multiplions a gauche I’équation FA + FC = I, par A, on a
AFEA+ AFC = AEA = A. (1.3)
Multiplions a gauche 1’équation AE + BG = I,,, par F/, on a
FAE+ EBG=FEAE=FE (1.4)

Les équations (1.3) et (1.4) montrent que F est un {1, 2} —inverse de A. De plus les matri-
ces (G et F' sont des inverses a gauche et a droite de B et C' respectivement. Les équations
EB = 0et CE = 0 impliquent R(B) C N (E) et R(E) C N (C). De I’orthogonalité
dans la condition (C') , il s’ensuit que N (A*) C N (F) et R(E) C R(A*). Les relations
concernant 1’image et le rang de Moore-Penrose inverse (ce qu’on va voir plut tard) mon-
tre que F est le Moore-Penrose inverse de A. si nous remplagons la condition (C') par un
supplémentaire quelconque de R (A) ou R (A") nous obtenons un {1, 2} —inverse de A.

Exemple 1.3.1 Soit

—_ =

—_ =
~__

o O
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Si on prend
-1 -1 0 1
B—(l)et(]—(o 10),
on obtient
Lo1 1 § 87
_ -1
M—_1010’M§1%§o
0 10 0 -3 3 0 0
Ainsi,
11
4 1
E={00
11
4 1
et
11
1 01 4 4 1 01 1 01
AEA_(lOl) (l)(l) (101)_<101>_A
4 4

1.3.3 Méthode de la matrice partitionnée

La méthode exposée dans le lemme 1.1.1 est ’'une des matrices partitionnées, afin d’étre
plus praticable, il est commode de mettre la matrice A sous la forme
A A
A= Az )
Ag1 Ax

ou A;; est une matrice inversible d’ordre r = r(A). De I’identité

I, 0 A Agg I, —AAp _ An 0
—A21A1_11 S Agi Ago 0 I, 0 A22—A21A1_11A12 ’

on obtient 7 (A1) = r = r(A) = r (An) + r (4w — An A} Asz) , puisque les matrices

I, 0 I, —A{Ag : : .
( A AT T ) et ( 0 I sont inversibles. Il s’ensuit que

<A22 — A21Af11A12) =0, Ap = An Ay A
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—1
Sféll 8 ) est une G*—inverse de A.

Un simple calcul montre alors que Ay = (

Exemple 1.3.2 Soit

0110
A=[10 0 1
1100
Alors,
011 0 1 0
r(A)=3, Ap=| 100 |, Aj=10 -1 1
110 (111
et
0 1 0
o (AGY o -1 1
AO—(0>_11—1
0 0 0

estun {1,2} —inverse de A.

1.4 Méthode de calcul de ’inverse généralisé d’une matrice
carreée

1.4.1 DP’inverse généralisé d’un bloc de Jordan

Définition 1.4.1 Une matrice carrée d’ordre n de la forme

A1 0 . 0
0Ox10 .0

0 . 0 X 1
0O . . 0 A
est dite bloc de Jordan correspondant a la valeur propre \, on le note par J,, () .

Lemme 1.4.1 Tout bloc de Jordan J,, (\), aun {1,2} —inverse J2) (\) tel que

O\):{ J7H(N) pour X # 0

:%—'\
o
)

JE(A) pour A=0"
En effet, un calcul direct montre que J{?) (A) défini précédemment est un {1, 2} —inverse

de J, (M.
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Rappelons que J,, (0) est la matrice nilpotente d’ordre n, partitionnée par blocs

comme suit:

Jn (0) _ ( O(n—1)><1 [nfl ) )

O1x1 le(n—l)

Par un calcul direct, il s’ensuit que

¢ o Oixn—1)  O1x1 _1(1,2)
Jn (0) - < In—l 0(n—1)><1 - Jn <0)7

on vérifie que

J = 01><(n—1) 01><1
Sl Opm-1)x1

est un G*—inverse de J,, (0), ou S étant une racine carrée d’ordre k de 7, ;. ®

1..1 Forme normale de Jordan

I1 est bien connu que pour une matrice carrée A, il existe une matrice inversible P et des

blocs de Jordan J,,, (A1), Iy, (A2) ooy I, (M) tels que

T, (A) 0 0
0 Ju(h) . . 0
P AP = . : . . ,
0 0 . . T ()

ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de la matrice A. Ainsi, de la définition du G*—inverse,
nous avons 1’assertion suivante.

Proposition 1.4.1 Considérons
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Alors, il existe un {1,2} —inverse de A de la forme:

I8 () 0 . 0
0 ISP () . 0
ALY = p-l . . . : P.
0 0 I02 ()
Posons
SIN2 (M) 0 . 0
0 S JEP (A) .. 0
Ay =Pt . . . . P,
0 0 C ST ()

S; étant une racine de ['unité d’ordre n;. Si k est le plus petit commun multiple deny, ..., n,,,
alors Ay est un G¥—inverse de A.

Corollaire 1.4.1 La méthode précédente peut- étre employée pour déterminer [’inverse
genéralisé d’une matrice rectangulaire A a [’aide d’un inverse généralisé de la matrice
A*A, en prenant ALY = (A*A)1D) A,

Preuve. Rappelons que pour toute matrice X, le produit X*X est semi-défini posi-
tif, d’ou, X*X = 0 entraine X = 0, et de la remarque 1.1.1, si (X*X)(I’Q) est un
{1,2} —inverse de X* X alors ((X*X)(1’2))* est un autre {1,2} —inverse de X*X. Ap-

pliquons cet argument a A* A, nous avons:

(A(A*A)”)A*A A) (A A) D A4 - A) -

(A*A ((A*A)(l’ ) ) (A A) D A4 A) -

(A*A <(A*A)(1’2)) A*A — A*A )( A) 4% 4 In) -
(A*A — A*A ( A) D A5 4 In) = 0,
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ce qui entraine A (A*A)(l’Q) A*A = A, d’autre part, on a

(A A 4 A (A7)0 4%) = ((47A)0D) (474) (47 A)1D)) A7
( )4 ( ) = | )

= (A A)M A%

Par conséquent, (A*A)(I’Q) A = A02) m

1.5 Quelques propriétés concernant I’image et le rang

Lemme 1.5.1 Etant donné une matrice A de type m x n, et Ag un 1*— inverse de A. Alors
1)r(A) =r(Ado) = r(AgA) < r(Ao).
2)r(A) = r((A4p)") = r((AA)*) < r(Ao).
3) 1l existe au moins un 1*—inverse de A de rang maximum.
4) Ay est un G*— inverse de A si et seulement si r(Ay) = r(A).

Preuve. L’égalité¢ (AA4)" A = A domne r(A) = r((AA)"A4) < r((44)") <
r(AAp) < min (r(A),r(Ap)) ,ce qui montre la premiére assertion du lemme.

D’une fagon analogue, et par 1’égalité A(AyA)* = A, on montre la deuxiéme.

La troisieme assertion s’obtient en prenant

L 0Y SI, 0 -
A:Q(o O)Pl’AOZP(o U)Q1

avec r (U) = min (m,n) — r, et notamment, si 7 (U) = ¢ < min (m,n) — r, on obtient un

1*—inverse de A de rang r + i.



1.5 Quelques propriétés concernant I’image et le rang 19

Soit Ay un G*— inverse de A, puis A et Ay sont 1¥*—inverse I’'un de l’autre. La

premicre partie du lemme donne
r(A) < r(Ag), r(Ag) < r(A).

Réciproquement, supposons que Ag est un 1¥*— inverse de A avec r(4y) = 7(A).
Alors, R(AgA)* C R(Ay).

Appliquons le résultat 1, on a r(Ag) = r(AyA)¥, ainsi
R(AoA)" = R(Ap) et Ay = (4A)* X,
pour une matrice X. En outre,
(AgA)" Ag = (AgA)F (404)" X = (ApA)" X = Ay. B

Lemme 1.5.2 Soit A une matrice de type m x n, et Ag un G*— inverse de A. Alors
IR ((AAO)’“) — R(A) et N ((AAO)‘“) — N(A).
2 R ((AOA)k> — R(Ag) et N ((AOA)'“> — N(A).
3) (AAy)F et (AgA)" sont des projecteurs sur R(A) et R(Ay) respectivement.
4) K™ = R(A) ® N(Ap) et K" = R(Ap) & N(A).

Preuve. 1)Evidemment,ona R ((AA(])k) C R(A)etdu fait quer(A) = r((A4y)"),
les deux sous-espaces sont confondus. Pour I’égalité des noyaux,et comme A, est un
G*— inverse de A, nous avons Ay = Ag(AAg)*, ce qui donne N(4y) C N ((AAo)k> C
N (AO (AAU)k> — N(A).

2) La preuve de la deuxiéme assertion est analogue a celui ci-dessus.

3) de la deuxiéme assertion, et de la remarque 1.0.1, on a (AAo)k est un projecteur

sur R(A). Pour la méme raison, on a (4yA)" est un projecteur sur R(Ay).



1.5 Quelques propriétés concernant I’image et le rang 20

4) La preuve de la quatrieme partie est une conséquence simple des résultats an-
térieurs (Pour tout projecteur p d’un espace vectoriel £, ona £ = R(P) & N (P)).m
Remarque 1.5.1 Si Ay est un 1% —inverse seulement, alors, on a N(Ag) C N(AAy).

D’oui, la décomposition K™ = R(A) @ N(Ay) n’est pas toujours vraie.

I, 0
0 0

r(Ag) =r+7(Z) =r(A),doun,dim(N(Ag)) =m—r(Ag)=m—r—1r(Z)<m-—r.

En effet, soient A = ( ) , Ay = ( ér % ) ,avec Z une matrice non nulle. Alors,
Notons également que si Ay est un G*— inverse de A, alors, les matrices AAj et AgA
sont des involutions d’ordre k sur R(A) et R(Ap) (resp. nilpotentes d’indice & sur N (Ap)
et N(A)). On note aussi qu’on peut décomposer R (A) et R (Ap) en somme directe. Le
théoréme qui suit donne une décomposition R (A) et R (Ap), on se base sur le lemme
suivant dont la démonstration figure dans 1’annexe.
Lemme 1.5.3 Etant donné un espace vectoriel E sur K, un endomorphisme T de

E, et g (t) et h(t) deux polynémes premiers entre eux. Si f (t)le polynéme produit

vérifie f (T') = 0, alors,
E=N(g(T)& N (h(T)).
Théoréme 1.5.1 Soient k = 1 et Ay un G*— inverse d 'une matrice A de type m x n.
Alors
1) R(A) = N (Adg— ) ® N (1 +AAg+ o+ (AAg)k‘1> ,
R(Ay) = N (ApA — 1) & N (I + AgA+ ...+ (AOA)k—l) .
2) La matrice AAq (resp. AgA) peut étre représentée sur N (Ag) (resp. sur N (A)) par une

matrice diagonale par blocs Diag (Jo (n1) ,...Jo (ny)), ott Jo (n1) , ...Jo (n;) sont des blocs
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de Jordan nilpotents, ou |l = dim N (Ap) (resp. dim N (A)), et au moins ['un des blocs est
d’ordre k et les autres sont d ordre ne dépassant pas k.

3) Sur K™, AAg(resp. AgA) peut étre représentée par une matrice diagonale par blocs

Diag (1, 2,25 T (ng) . Jo (nl)) , ot z est une racine de l'unité d’ordre k et Jy (n1) , ...

Jo (ny) sont des blocs de Jordan nilpotents d’ordre ny, ...,n;, avec | = dim N (Ay) , (I =
dim N (A)).

Preuve. La preuve de la seconde assertion du théoréme est similaire a celle de la
premicre assertion. Donc on va démontrer la premiére seulement, et on va utiliser le lemme
1.5.2 et les résultats obtenus dans ces deux partie pour démontrer la troisiéme assertion .

Signalons que la restriction de (AAg)* a R (A) (resp. & N (Ay)) est la matrice iden-
tique (resp. la matrice nulle), il suffit de prendre T = AAy, f (t) =tF —1,9(t) =t — 1,
eth(t) = 1+t+ ..t" ! dans le lemme 1.5.3, pour avoir le résultat mentionné. Selon le
lemme 1.5.2, nous avons K™ = R(A) @ N(Ay). Puis, I’expression de AA, dans la forme
réquise, est une combinaison des expressions correspondantes sur R(A) et NV(Ap), en tant

que valeurs propres de AAg sur R(A) sont les racines de f(¢). B

1.6 Equations matricielles et classes des G*—inverses
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1.6.1 L’equation AXB =C

Nous avons vu qu’une matrice peut admettre un nombre infini d’inverses généralisés. Afin
de donner une représentation de I’ensemble des inverses généralisés d’une matrice, nous
allons résoudre certaines équations matricielles.

Considérons le systeme

AXA=A
{ XAX = X (1.5)

Remarquons que la premiére équation de ce systéme est un cas particulier de 1’équation

AX B = C, et peut également étre représentée par le systéme suivant:
{2 (16

Comme les équations X B = Y et B*X™* = Y* sont équivalentes, on considere la
forme générale: AX = C.

Lemme 1.6.1 Soient A et C deux matrices de types m x n et m x l. Nous avons les
conditions suivantes:
1) L’équation AX = C admet une solution si et seulement si R(C) C R(A).

2) Si la condition 1) est satisfaite, alors la solution générale est de la forme
X = Ag(AA)1C + (I — (A A)M)U,

ou Ag un 1*—inverse de A et U est une matrice quelconque de type n x .
Preuve. 1) Soit Ay un 1*—inverse de A. Alors, (AAg)* est un projecteur sur R(A),

et si R(C) C R(A), ona (A4y)FC = C, d’ou A(Ag(AAy)F1C) = C, et il s’ensuit
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que Xg = Ag(AAg)*1C est une solution de I’équation AX = C. Réciproquement, si
AX = C admet une solution, alors il existe une matrice X telle que AX, = C. Par suite
R(C) C R(A).

2) Soit X une matrice, telle que AX, = C, alors, pour tout X telle que AX =
C. Alors A(X — Xy) = 0, et par suite R(X — Xo) C N(A). Le lemme 1.5.2 donne
N(A) = N((AgA)F) = R((I — AgA)*), et déduit qu’il existe une matrice U, telle que

X — Xog= (I — AgA)*U = U — (ApA)*U, d’ou la solution générale est sous la forme

X = Xo+ U — (AgA)FU = Ag(AA ) 1C + (I — (A A))U. m

Corollaire 1.6.1 Soient B et C deux matrices de types q X | et m x . Alors
1) L’équation X B = C admet une solution si et seulement si R(C*) C R(B*).

2) Si la condition 1) est satisfaite, alors la solution générale est de la forme
X = C(ByB)*'By + U(I — (BBy)*)

ot By est un 1*—inverse de B et U est une matrice quelconque de dimensions m x q.
Preuve. L’équation XB = C' est satisfaite si et seulement si B*X* = C*. Le

lemme 1.6.1 donne la premicre assertion. Le lemme 1.6.1 donne également dans ce cas
X* = By(B*By)*'C* + (I - (B B*)")U™,
on prend 1’adjointe des deux membres, on a

X = C(ByB)*'By + U(I — (BBy)"). m
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Corollaire 1.6.2 Soient A, B et C trois matrices de types m x n,qg X l et m x [
respectivement. Alors on a

1) L’équation AX B = C admet une solution si et seulement si
R(C) C R(A) et R(C*) C R(B").
2) Si la condition 1) est satisfaite, alors la solution générale est de la forme
X = Ag(AA)"'C(ByB)" ' By + ((I — (AgA)")U)((BoB)* ' By) + V(I — (BBy)"),

ou Ay, By sont des 1% — inverse de A et B respectivement et U et V sont arbitraires.
Preuve. Comme le systéme (2) est équivalent a AX B = C, alors en appliquant les

résultats précédents, on a
X = Ag(AA)" 1 C(ByB)* By + (I — (AgA)"U)((BoB)* ' By) + V(I — (BBy)"),

ou Ay, By sont des 1% — inverse de A et B respectivement et U et V' sont arbitraires. B

Corollaire 1.6.3 La solution générale de [’équation AX A = A est de la forme:
X = (ApA)" T Ag + V(I — (AAg)F) + (I — (A AT, (1.7)

o Ay est un 1% — inverse de A et U et V sont des matrices arbitraires.
Preuve. Prenons A = B = (C dans les résultats précédents, nous avons les inclu-

sions triviales: R(A) C R(A), R(A*) C R(A*), d’ou, la solution est sous la forme:
X = (AgA)F T Ay + V(I — (AA))F) + (I — (ApA)F)U.m

De I’étude précédente, nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 1.6.1 La classe des G*—inverses d’'une matrice A est donnée par

X = (ApA)* " Ag + (I = (A A)*)U (AA)* + (Ao A)*U (I — (AA)Y), (1.8)
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ou Ay est un G*— inverse donné de A et U est une matrice de dimension convenable.
Preuve. Soit X un 1¥*—inverse de A, de I’équation (1.7), on a
XAX = (AgA)" LA A(AGA) T Ay + V(I — (AAG)F)A(A A1 Ay
+(I — (AgA)PYUA(AGA) T A + (A A H(Ag AV (I — (AA)Y)
+V (I — (AAg)F) AV (I — (AA)*) + (I — (A0 A)F)UAV (I — (AAy)¥)
+(AoA)* T (AA) (I = (AgA)")U + V(I = (AAo)")A(I — (AA)")U
+(I — (AgA)FYUA(I — (AgA)F)U.

Comme A(AgA)*1Ag = (AAo)*, (I — (AA))*)A = 0 et A(T — (AgA)*) = 0, en

remplagant tous ces termes dans 1’équation précédente, nous obtenons

XAX = (AoA)"™ Ao+ (I — (ApA)")U(AA)* + (A49A)"V (I — (AA)")

+(I — (AgA)FYUAV (I — (AA)R). (1.9)
. ) A 0 . )
Maintenant, si on pose A sous la forme A = 0 o | avee A; inversible, et

Ull U12 ‘/11 ‘/12
21 U22 ‘/21 ‘/22 ’

~1
131 8 ) , avec S* = [ afin d’avoir

(Vi Vio 00\ (0 Vi
v can= (332 ) (0 7) = (6 1)

11 suffit de prendre Ay =

VR

et

00 Un U 0 0
I (A A — n U ) _
( ( 0 ) )U (O ]) < U21 UQQ) (U21 U22 )’

ainsi, nous obtenons

_ k-1 0 Vig 0 0
X = (4od) A“*(o Vo ) Tt U )
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Ce qui signifie que X est de la forme générale X = (AgA)*1A4, + < ?c ; ) oue,f, g
sont des matrices arbitraires de dimensions appropriées.
On remarque que le terme < ?C ; > est indépendant de la matrice A. D’autre part,

nous avons

(AAV V(I — (Ad)) = (o '8

(I — (AgA)F) U (AA) ( )
=

(I = (Ao A))UAV (I — (AA)") ( 0 U21A1V12 )

ainsi, en remplacant les égalités précédentes dans I’équation (1.9), nous obtenons

B ot 0 0 0 Vig o 0
XAX = (Ap4) A0+(U21 0)+<0 0 )+(0 U21A1V12)

0V
= (ApA)F 1A . :
(AoA) °+(U21 Unn Ay Vi

Le terme Uy A1 V)5 n’est pas arbitraire, car il est dépendant de A;, puis X AX = X ne tient

0 Vio

est indépendant de la matrice A. Comme cela n’est
Usi Usi AiVis ) P

que si le terme (

satisfait que si
(I = (A A)YUAV(I — (A4p)*) = 0,

on a,

- 0 V
X = (ApA)" " Ag + < Uy 0 )

Enfin, la classe des G* —inverses de la matrice A est donnée par la forme:
= (AgA)" 1 Ag + (I — (AgA)F)U(AA)" + (A AU (I — (AAG)F),

ol Ay est un G*—inverses donné de la matrice A et U une matrice arbitraire de type

approprié. B



Chapter 2
Quelques types d’inverses généralisés

2.1 Introduction

I1 est bien connu que les inverses généralisés les plus importants sont 1’inverse de Moore-
Penrose et le Groupe inverse (s’il existe), ils conservent une bonne partie des propriétés
de I’inverse ordinaire, que 1’unicité¢ de I’inverse, les propriétés de symétrie et beaucoup
d’autres qui font un concept central en algebre linéaire, analyse numérique et dans di-
verses applications [1], [3], [14] . Dans ce chapitre, nous allons comparer les propriétés al-
gébriques de I’inverse de Moore-Penrose et du groupe inverse a ceux de ’adjointe d’une
matrice. En particulier, nous allons donner les conditions nécessaires et suffisantes pour
que le groupe formé des puissances d’une matrice et celles de son Groupe inverse soit un
groupe fini (Théoréme 2.3.1). En outre; en comparant entre les indices d’une matrice et de
son inverse généralisé, nous avons démontré sous certaines conditions que I’indice d’un in-
verse généralisé est inférieur ou égal a I’indice de la matrice. En particulier, la matrice est
nilpotente si et seulement si elle posséde un inverse généralisé nilpotent (Proposition 2.5.1,
Proposition 2.5.2 et ses corollaires).

Définition 2.1.1  Etant donné une matrice A de type m x n. De I’équation (1.6.1)

et I’équation (1.6.2), et pour k = 1, on a: la classe des {1} —inverses de A est donnée

par

X = Ao+ U(I = (AAy)) + (I — (A4gA) V, (1)

27
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avec Ay est un {1} —inverse de A, et U et V sont arbitraires de types appropriés.

La classe des {1,2} —inverses ou des g—inverses réflexifs de A est donnée par
Ao + (A A)U(I — (AAo)) + (I — (AoA))U(AAo), ({1,2})

avec Ay estun {1,2} —inverse de A, et U est arbitraire de type approprié.

L’inverse de Moore-Penrose noté A* [16], est ['unique matrice X satisfaisant les équa-

tions: o - 4
XAX = X (2
(AX)" = AX Eg§ ({1,2,3,4})
(XA) = XA (4)

Les matrices satisfaisant la premiere et la troisieme équations sont données par
X =4+ —(4pA))U,o0u U estarbitraire de type approprié. ({1,3})
Les matrices satisfaisant la premiere et la quatrieme équations sont données par

X =Ap+ U(I — (AAy)), ou U est arbitraire de type approprié. ({1,4})

2.2 L’inverse de Moore-Penrose

Etant donné une matrice A de type m x n. Citons quelques propriétés de A*.
1) A* existe et unique.
2) (A*)" = A (ce qu’on appelle I’involution de ).
3) A*A et AA* sont auto- adjoints positives.
4) A*AX = A*AY entraine AX = AY (larégle de x— simplification).
5) Va = 0, A*A + al, AA* + ol sont inversibles. De plus, si A est une matrice carrée,

alors A*A + AA* + al est inversible et AA* — A*A # 1.
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6) Si A est une matrice carrée, alors Vk = 0, (A*)" = (4*)". (la commutativité de la
puissance avec 1’involution).

7) Pour toutes matrices A et B de type m X n,(A+ B)" = A* + B* (I'involution est
additive).

8) Pour toutes matrices A et B telles que le produit est défini, on a (AB)* = B*A* (I’ordre

inverse pour I’involution).

2.2.1 Propriétés algébriques de I’inverse de Moore-Penrose

Toutes les propriétés de A* ci-dessus restent valables pour A" sauf 6, 7 et 8, qui ne sont
vraies que sous certaines conditions équivalentes, ce qui a été le sujet de plusieurs articles.
Un document de I. Erdelyi [6] a donné des conditions équivalentes pour (AB)" = B+ A+ a
tenir. D’autres conditions ont été données par T. N. E. Greville [9]. Dans le chapitre suivant,
nous allons étudier ce sujet. En outre, par un théoréme fameux di a Cochran connu par
" Rank additivity », un document de remplissage 7] a été rédigé; sous des conditions
appropriées, on obtient une relation entre 1’inverse de Moore-Penrose de la somme de deux
matrices et les inverses de Moore-Penrose des termes se servant de la somme parall¢le de
matrices. Autrement dit, I’invariance de A (A + B)~ B sous le choix d’un {1} —inverse.
Nous allons étudier les conditions équivalentes pour que (A + B)" = A* + B* dans le
troisieme chapitre.

Maintenant, nous allons prouver des propriétés en commun pour A™, en ajoutant la

propriété de commutativité de 1’involution (x) avec le signe (+) de Moore-Penrose.

L’existence et I’unicité :
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Il y a un résultat qui assure les conditions nécessaires et suffisantes pour 1’existence
de I’inverse de Moore-Penrose sur un corps quelconque. Pearl [15] est peut-étre le pre-
mier ayant examiné la question de 1’existence de divers inverses généralisés d’une matrice
(a ’exception du Groupe inverse) sur un corps quelconque en vertu d’un automorphisme
involutif. Plus précisément, il a prouvé le résultat suivant:

Lemme 2.2.1 ( [14]Théoréme 1) Etant donné une matrice rectangulaire A. Alors
AT existe si et seulement si 7(A) = r(A'A) = r(AAY).

Ce résultat semble également avoir été obtenu indépendamment par Kalman ([12],
section 3, p. 116). L’existence des g—inverses réflexifs et des g—inverses normalisés ont
également été obtenus par Pearl (voir, par exemple, [15] théoréme 4 et corollaire 3). Ful-
ton [8], a étudié la factorisation d’une matrice donnée A et obtenu des conditions pour
I’existence d’un g—inverse normalisé (tout g—inverse réflexif X d’une matrice A satis-
faisant (AX)" = AX) et I’existence de I’inverse de Moore-Penrose A*.

Preuve. L’existence de A™ estassurée par la condition du lemme ci-dessus, puisque
K est le corps réel ou le domaine complexe (voir la preuve du lemme 1.3.1). Pour I'unicité,
on suppose qu’on a A", AJ deux inverses de Moore-Penrose de A. De la définition de A"
et la partie 2 de la remarque 1.1.1, on obtient
AT = ATAAT = AT (AAD)" = AT (A])" A" = Af (A])" A% (Af)" A7
= Af (AAY)" (A4])" = A7 (AA]) (A47) = AT AAT = AT AAJAAS
= (ATA)" (AJA) A} = A" (A])" A" (AF)" Af = A" (A3)" A5

= (A5 A)" A7 = (AT A) A = A5
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En outre, on peut en déduire 1’existence et I’unicité en utilisant la factorisation plein
rang de A, en prenant A = BC. Puis, par une vérification directe dans ({1,2,3,4}), nous

constatons que C* (CC*)™" (B*B) ' B* = A*. ®
2. L’application A — A" est une involution:
Si on remplace C* (CC*) ™" et (B*B)~' B* dans I’équation précédente par des ma-

trices X et Y, on obtient AT = XY une factorisation a plein rang de A™. Puis, a partir de

I’involution de (*) et I’inversibilité et par un calcul similaire utilisé pour A™, nous consta-

tons que (AT)" = A.

3. ATAet AAT auto-adjoints (orthoprojecteurs):

Les projecteurs AT A et AA™ sont auto- adjoints par définition de A™.
4. Laregle de +—simplification:

Pour toutes matrices X et Y, si ATAX = ATAY, alors, AATAX = AATAY =
AX = AY.
5. Linversibilité de A™ A + af,,, AAT + al,, pour o = 0:

Comme ATA (resp. AA™) est un projecteur, alors, ses valeurs propres sont 0 ou
1. D’autre part, det (ATA+al,) = 0 & « = —1 ou 0. Par conséquent, Vo > 0,

det (AT A + al,) # 0, ce qui signifie que AT A + al, (resp. AAT + al,, ) est inversible.

Toutefois, si A est une matrice carrée, on a AAT — AT A # I, sinon, AAT = ATA+ 1T
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est inversible. D’autre part, AAT est un projecteur, se qui implique AAT = I, AT est
I’inverse a droite de la matrice carrée A, ce qui exige d’étre de rang maximum, et que

AAT =T = AT A. Par conséquent, nous avons [ = 21, ce qui est impossible.

6.  Moore-Penrose inverse d’une puissance:

Pour prouver que, pour k£ > 0, (A*)k = (A’“)Jr n’est pas vrai pour toutes les matri-
ces, nous allons donner un contre exemple, dans le chapitre prochain, nous discutons cette
question.

. 7N 1 _]. 2 + 1 1 0

Exemple 2.2.1 On considere A = 0 0 yalors A = A, AT = 5 10

et (A2)" = A* tandis que (AT)* = LAY,

)

7. L’adjoint de Moore-Penrose inverse:

Pour finir notre comparaison, remarquons que les équations (1), (2), (3) et (4) dans

la définition de Moore-Penrose nous conduisent, par prendre 1’adjointe des deux parties, a

(A7) = (4"

2.2.2 Relation entre I’ adjointe et ’inverse de Moore-Penrose d’une
matrice

De I’étude faite, on peut se demander quelle est la relation entre A* et A™. En fait, nous pou-
vons utiliser I’inverse de Moore-Penrose d’une matrice symétrique pour calculer I’inverse

de Moore-Penrose d’une matrice quelconque. En outre, nous avons le lemme suivant
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Lemme 2.2.2 Etant donné une matrice A de type m x n. Alors

(A*A)T A" = AT = A" (AA)*T.

Preuve. Pour toute matrice A, on a
A*A((ATA)TA) A= A"A(A*A)T (A"A) = A" A
Appliquons la régle de x—simplification, nous obtenons A ((4*A)" A*) A = A. En re-
vanche,
((A"A)" A7) A ((A"A)T A%) = ((A*A)* (A" A) (A*A)") A" = (A"A)" A",

(AAATA) = A((AA)) A" = A((A"A)) T A" = A (A" A A",
De méme,
(ATA)TA*A) = ATA (A" A)T = (ATA (AT A)Y) = (A" A)T A7 A.

Par conséquent, nous obtenons (A*A)" A* = A*. De la méme maniére, nous pouvons
prouver que AT = A* (AA*)" . ®

Remarque 2.2.1 Ona R(A*) = R(A%)et N(A*) =N (AT)

en effet, At = A*(AA")" implique R(A*) C R(A*). D’autre part, prenons
’adjointe des deux membres de I’équation: AATA = A, nous obtenons A* = (ATA) A*,

d’ou, R (A*) = R(AT). De I’égalité (R (A))" = N (A"),ona N (A*) = N (41).
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2.2.1 Applications

1) Considérons deux matrices A et B telles que AB = 0, alors
BYAT = (B*B)" B*A* (AA*)" = (B*B)" (AB)* (AA")" =0 = (AB)".

2) Le calcul de A", en se servant de la matrice (A*A)™, est plus facile que celui
utilisant la méthode de la factorisation préservant le rang, parce que A*A est semi-définie
positive. Puis elle est semblable a une matrice diagonale. Il existe alors, une matrice
unitaire U telle que A*A = U*diag (A, ..., \,) U. Donc

A osi N #£0

0 si\=0" pouri=1,..n.

(A*A)" = U*diag (A, ..., ) Uou | = {

En revanche, cela n’est pas vrai pour d’autres matrices. (c. a. d. la forme normale
de Jordan d’une matrice n’est pas conservée en prenant I’inverse de Moore-Penrose; dans
I’exemple de la propriété 6, les valeurs propres de A sont 0 et 1, tandis que celles de A™ sont
0et % Toutefois, nous verrons dans la section suivante que lorsque le Groupe inverse d’une
matrice carrée existe, alors la forme normale de Jordan est préservée en prenant le Groupe
inverse. Ce fait rend le Groupe inverse plus proche de I’inverse ordinaire que 1’inverse de

Moore-Penrose.

2.3 Le Groupe inverse

Définition 2.3.1 Etant donné une matrice carrée A d’ordre n. Le groupe inverse de A

notée A% est la matrice carrée, du méme ordre satisfaisant les équations suivantes:
AXA=A

XAX =X
AX = XA
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Remarque 2.3.1 Le systéme précédent est équivalent a

A2X = A
X2A=X
AX = XA

Remarque 2.3.2 De la troisieme équation, nous obtenons:

R(A) = R (A*) et N (A) = N (A%)

2.3.1 Existence et unicité

Lemme 2.3.1 Etant donné une matrice carrée A. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes
1) r(A) =r(A?).
2) R(A) = R(A?).
3) R(A)® N (A) =K" (R(A) et N (A) sont supplémentaires ).
4) A% existe et il est unique.
Preuve. Evidemment, les assertions 1 et 2 sont équivalentes.

Nous allons prouver 1’équivalence entre 2 et 3. Partons du fait que
r(A) +dim N(A) =n,
et que
N (A) C N (4?),
il suffit de montrer que N (A) N R (A) = {0} . En raison des dimensions, si 7(A) = r(A?),

alors N (A) = N (A?%).Pourtoutz € N (A)NR (A), il existe y telle que Ay = z € N(A),
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d’ou, A%y = Az = 0, ce qui donne y € N(A?) = N (A). Par conséquent,
x=Ay =0.

Inversement, on suppose que N (A) N R(A) = {0}, alors si z € R(A) avec Ax = 0,
onaxz = 0. Il en résulte que, la restriction de A a R(A) (comme endomorphisme) est un

automorphisme. Donc
R (Az) =A(R(A)=R(A).

Maintenant on montre I’équivalence entre 2 et 4. Supposons que R(A) = R(A?), alors, il
existe une matrice X telle que A = A%X. Soit A = BC' la factorisation préservant le rang

de A, et B; et C,. les inverses a gauche et a droite de B et C respectivement, on obtient
A= BC=BCBCX, (BB)(CC,)=1=(CB)CXC.,

ce qui montre que (C'B) est inversible. On pose

X = B(CB)*C.
On a
AXA = BCB(CB)*CBC = BC = A,
XAX = B((CB)2CBCB)(CB)2C = B(CB) *C = X,
et

AX = BCB(CB)™*C = B(CB)™'C = X A.

Il s’ensuit que X = A% . Inversement, si A% existe, alors I’équation A2X = A est équiva-

lente & R(A) = R(A?).
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Unicité: Supposons que G et G5 sont deux Groupe inverses de A, on obtient:

Gi = GBA=G3(AGy) = Gy (G1A%) Gy = G AG,

- Gl (A2G2) G2 - (G1A2) G% = AG% - Gg. |

2.3.2 Quand A" est égalea A

Nous avons vu que I’existence de A% est équivalente au fait que R (A) et N (A) sont

supplémentaires. Maintenant, si
R(A)=R(A*) ou N (A) =N (A"),
alors, A% existe, et comme R (A*) = R(A*) et N (AT) = N (A4*), alors,
AAT (ATA) = ATA, ATA(AAT) = AAT,
du fait que AA™ et AT A sont des projecteur sur R (A) = R (A*). Par conséquent,
ATA= (ATA)" = (AAT (ATA)) = (ATA)" (AAT)" = ATA(AAT) = AAT.

Ainsi,ona AT = A% 1
Remarque 2.3.3 Si A est idempotente, alors A = A%,

En effet, A = A? implique I’existence de A#. De la remarque 2.3.1, nous obtenons

A= AZAF = AN* = A (A(4%)°) = 4% (4%)" = A (4%)" = 4

2.3.3 Le groupe cyclique

Le nom du groupe inverse a ét¢ donné par 1. Erdelyi, parce que les puissances positives et

négatives d’une matrice donnée A (les puissances négatives de A étant interprétées comme
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puissances positives de A*), avec le projecteur AA# comme élément neutre, constituent
un groupe abélien en vertu de la multiplication des matrices.

En effet, soit A une matrice carrée et A* son Groupe inverse. Onpose G = {A*, k € Z},
AY = AA# Comme AA# = A# A, il suffit de vérifier la multiplication dans le coté gauche.

Remarquons que pour tout k£ € Z, on a
(AAT) AF = AA#AART = AAR = AR

d’ou AA* est I’élément neutre de G. Comme AA# = A# A, alors A est 'inverse de A%
(au sens de I’inversion dans le groupe) .

Notons aussi que G est cyclique, engendré par A ou A%, donc il sera noté C (A).
Dans le théoréme suivant nous allons donner les conditions équivalentes pour I’existence
d’un entier positif k vérifiant A¥ = AA*.

Théoréme 2.3.1 Etant donné une matrice carrée A telle que A# existe.. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes:

1) Il existe un entier positif k pour lequel A¥ = AA¥.
2) C (A) est un groupe fini d ordre k.

3) A est semblable a ( S

0 0 > ou S est une k—racine de ['unité.

Preuve. Les deux premicres conditions sont juste une simple conséquence des
groupes cycliques.

3) On sait que, si A¥ = AA# alors A* est un projecteur sur R (A), d’ou

AF =1 sur R(A)
A*F = 0sur N (A)
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En forme de Jordan, cela signifie que: sur R(A), les valeurs propres non nulles de A sont
les k-racines de I’unité, et sur N(A), A = N une matrice en blocs diagonale, nilpotente

d’indice de nilpotence k. On en déduit qu’il existe une matrice inversible P, telle que

(S50
(50,

ou S est une racine de 1’unité d’ordre k. Si on prend

-1
X:PJC% &)R

alors X estun {1,2} —inverse de A (voir bloc de Jordan, Lemme 1.4.1 ). On a aussi

AXzMszPl(g(N%f>P (2.1)

du fait que AX estidempotent. Pour obtenir le Groupe inverse, il faut avoir AX = X A, ce
qui implique NN* = N'N, et cela donne (NN')* = N* (N)* = 0. De I’équation (2.1),
on obtient NN = (NN')" = 0, et par suite N = 0, du fait que NN* est semi-définie

positive. Finalement,

(S0
(5 0)n

(80
L

alors le polynome caractéristique de A est t(* %) (zf’€ — 1) ,ce qui entraine la décomposition:

Réciproquement, si

K" = ker (A% — I) @ ker A"~*. Comme ker (A* — I) = R(A) ,ker A""* = N (A),ona

A* =T sur R(A)
AF = 0sur N (A)

ce qui donne A*AA#* = AA# d’ou AF = AA# du fait que AA* est I’élément neutre. B
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2.4 L’inverse de Drazin

Etant donné une matrice carrée A. On sait que la suite des sous-espaces suivante
R(I)=R(A°) D R(A) D R(A*)..D> R(A*) D R(A") ...

est stationnaire. Soit p le plus petit entier non négatif pour lequel R (A7) = R (AP,
On dit dans ce cas que A est d’indice p noté ind (A). Si R(A?) = {0}, on dit que f
est nilpotent d’indice de nilpotence p. Le lemme suivant résume les propriétés les plus
importantes de I’indice.

Lemme 2.4.1 Soit f € ((E). Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) f est d’indice p.
2) Im fP = Im fP+L.
3) E =ker f ® Im fP.

Pour la preuve, voir I’appendice

Remarque 2.4.1 D ’apreés le lemme précédent, nous concluons que: siind (A) = p,
alors ind (AP) =1, donc (AP)* existe. Par conséquent, pour toute matrice A d’indice
p = 1 il existe un groupe C (AP) .

Définition 2.4.1 Soit A une matrice carrée d’indice p. L’inverse de Drazin de A est

une matrice carrée notée AP qui satisfait les équations suivantes:

APAAP = AP
APA = AAP
APAPHL = AP

Ona
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Corollaire 2.4.1 1) AP A est un projecteur sur R (AD )
2) R(AP) = R(AP) et N (AP) = N (AP).
3) Si A est inversible, alors AP = A7,
4) Siind (A) = 1, alors AP = A%,
Preuve. 1) L’¢galit¢ AAP = AP A entraine (AP A)2 = APAAPA = AP A, donc
AP A est un projecteur sur R (A”).
2) De la troisiéme équation de la définition 2.4.1,, ona R (A7) C R (AP) . De ce qui

précede, on a:
AP (APYP = (AAP)P AP = AP AAP = AP,
ce qui signifie que R (A”) C R(AP). D’ou, R (AP) = R(AP). Maintenant, les équa-
tions:
APFLAP — AP (AP)PH AP = AP

entrainent N (AP) = N (AP).

3) Si A est inversible, nous avons R(A) = R(A%) = R(I). D’ou, APA =1 =
AAP . Ainsi AP = A1,

4) Nous avons vu que si ind (A) = 1, alors, A% existe. Ainsi, a partir des définitions
du Groupe inverse et I’inverse de Drazin, il suffit de prouver que AA” A = A. D’apreés les

deux dernicres équations de la définition 2.4.1 , nous avons

A=APA? = APAA = AAPA. m
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2.5 Indice d’un inverse généralisé d’un endomorphisme

Dans cette section, nous allons étudier la relation entre I’indice d’un inverse généralisé
donné A~ d’une matrice carrée A et I’indice de A. Nous allons les comparer et de trouver
des relations entre AP et (A*)D . Des cas particuliers pour A% et A~! également auront
lieu. Soient f et f~ les endomorphismes associés a A et A~. L’espace vectoriel des en-
domorphismes de F sera désigné par ¢ (E) . Les lemmes suivants ne sont qu’une version
fonctionnelle du lemme 1.5.2, lorsque £ = 1. Donc nous n’avons pas besoin de les redé-
montrer.

Lemme 2.5.1 Soit f € ((E). f~ estun {1}—inverse de f. Alors
DImf=Imff kerf~f=kerf kerf~ Ckerf f~,etImf~f CImf~.
2) E=ker ff~ @Imf.
3) E=ker f@dImf~f.

Lemme 2.5.2 Soit f € ((E). f~ un{1,2}-inverse de f. Alors
DImf=Imff  kerf~f=kerf kerf " =kerf f~,Im f~f=1Im f~ et
r(f)=r().
2) E=ker f~ & Imf.

3) E=ker fdImf~.

2.5.1 L’indice d’un {1} —inverse de f

Proposition 2.5.1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. f € ((F) et f~

un {1} —inverse de f. Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) ind(f~) =p.
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ii) Vk = p, ker ff~ C ker (f*)k et Imf C ker(f*)k ou ker ff~ C ker(f*)k et
() = () I fou (f7)  ker ST = (f7) ker [~ et Im f C ker(f7)"
ou (f7)" ker ff 7= () ker £~ et ()" Im f = ()" Im f.

Preuve. Comme F =ker ff~ ®Im f,ona
V= 1,Im (f) = (f) ker £~ + (£) Im /. 2.2)

Remarquons d’abord que (( f _)k ker f f _> , (( f _)k Im f ) sont des suites décrois-

k=1 k=1

santes de sous-espaces de £/, d’ou, chacune d’elles, soit tend vers I’espace nul ou reste
stationnaire. On va envisager quatre cas:
1) Si les deux suites ont tendent vers 1’espace nul, il existe deux entiers kg et ky, tels

que
ker f f~ C ker (f’)k0 , Imf Cker (f’)k1 :
On pose p = max (ko, k1) tel que

Vk = p,ker ff~ Cker (f7)",Im f C ker (7). (2.3)

Remplagons (2.3) dans (2.2), nous avons, Im (f~)” = {0}, d’ou f~ est nilpotent d’indice

p = max (kg, k1) . Inversement, si f~ est nilpotent d’indice p, alors de (2.2), on a

{0} = (f7)"ker ff~+ ()" Im f,

ce qui signifie que les deux termes sont des espaces nuls, d’ou les inclusions (2.3) sont

triviales.
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2) ((f‘)k ker ff‘) tend vers 1’espace nul et ((f‘)k Im f) est stationnaire. Il
1

k> k=1

existe ko, k1 tels que,
ker ff~ Cker (f7)%, (f7)" " m f = ()" Im ,
d’ou,
Vk = max (ko, k1), ker ff~ Cker (f7)", () Imf= () mf. @4
Remplagons (2.4) dans (2.2), nous avons
Vk = p = max (ko, k1), Tm (f7)" = (f7)"Im f = (f7) Im f = Tm (f7)".
ce qui montre que f~ est d’indice p = max (kg, k1) .

3) ((f*)k ker fff) est stationnaire et <(f*)k Im f) tend vers 1’espace nul. 11

k-1 k=1

existe ko, k1 tels que,
Im f C ker (f7)", (f)" ke £ = () ker £ £,
d>ou Vk = max (ko, k1) ,
Im f Cker (£7)", () ker ff~ = (f) ker £ (2.5)
Remplagons (2.5) dans (2.2), nous avons
Wk = p = max (ko, k1), Im (f7)" = (f7) " ker ff~ = (f7) " ker ff~ =Im (f7)".
d’ou f~ est d’indice p = max (ko, k1) .

4) Les deux suites sont stationnaires. Il existe kg, k; tels que,

k1

() ker ff = () ker 7, (f7) I f = () Im f,
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d’ou

k+1

Im f=(f) Imf.

(2.6)

Vk = max (ko, k1) , (Jh)kJrl ker ff~ = (fi)kkerffi’ (f7)

Remplagons (2.6) dans (2.2), nous avons
Vk = p = max (ko, ki), Tm (f7)" = (f) ker ff~ + (f7) Tm f = Im (/)7

d’ou f~ est d’indice p = max (ko, k1) .

Inversement, si f~ est d’indice p, ona Vk = p, Im (f~)" = Im (f )" si et seulement

si I’un des cas précédents détient. B

2.5.2 Comparaison des indices

Maintenant, nous allons comparer les indices de f et d’un f~ donné.

Proposition 2.5.2 Soient f € ((E) d’indice p et f~ un {1}—inverse de f. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes:
i) Il existe ko = 1 tel que, ker f7 C ker (f~)™ ouVk = ko, (f ) ker f7 = (f~)" ker f?
ou (f~)™ ker fP C Im f.
ii) f~ estd’indice k.

Preuve. Suite au lemme 2.4.1, nous avons ind (f) = p < E = ker f? @ Im fP.
D’ou,

VE = 1,1Im (f7) = (F) ker /2 4 () Im 2. 2.7)

Comme la restriction de f a Im f? est un automorphisme, alors la restriction de f~ a Im f?

devient I’inverse ordinaire de f , en fait, pour tout y € Im f?, il existe x € Im f? tel que
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)= @)= f@)=U")f W= .
Ainsi, Vk = 1, (f_)]’C Im fP = Im fP. L’équation (2.7) devient
Vk =1, Im (f7)" = (f7)" ker f2 + Im /7. (2.8)

La suite (Im (f‘)k>

ne dépend que de la suite (( ) ¥ ker fp) , donc, nous avons
k=1 k=1

deux cas:
1) Il existe ko = 1 tel que ker f? C ker (f *)k0 . Remplagons cette inclusion dans

(2.8), nous obtenons:
Vk = ko, Tm (f7)" =Tm f? = Im ()", (2.9)
ce qui montre que f~ est d’indice ky. On remarque aussi que, s’il existe ko >~ 1 tel
que (f_)kO ker f? C Im f?, alors,
VE = ko, (f7) ker 7 C (f7) " ker 7 C Im /7,
Donc,
Vk > ko, Im (f_)k =Im f? =Im (f_)k0 ,
ce qui montre que f~ est d’indice k.
2) Il existe ko >~ 1 tel que
Vk = ko, (f7)"ker /2 = (f7) " ker f* # {0} .
Remplagons cette égalité¢ dans I’équation (2.8), nous avons

VE = ko, Im (f7)" = (f7)“ ker f2 + Im f? = Tm (f7)™
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Ce cas montre que
Im /7 ¢ Im (f7)" . (2.10)

Par suite, f~ est d’indice ko >~ 1.

Inversement, si f~ est d’indice ko, on a Vk = ko, Im (f7)" = Im (f )" si et seule-
ment si I’un des cas précédents détient. B

Corollaire 2.5.1 Soient f € ( (E) d’indicepetderangr < n,et f~ un {1} —inverse
de f d’indice k. Alors nous avons:
1) p =X kg si et seulement si Im fP = Im (f‘)ko .
2) p = ko si et seulement si Tm f7 G Im (f~)™ et f~ estun {1,2} —inverse de f.

Preuve. 1) Selon les équations (2.9) et (2.10), f~ est d’indice kg si et seulement si
Im f7 = Im (f7)*, oulIm f7 ¢ Im ()™ .

Silm f7 = Im ()", alors, de (2.8), ona Im ()" C Im ()", d’ou p < ko, du
fait que la suite <Im (f _)k> - est décroissante.

2)Lecasde Im f7 G Im ()" détientsi (f~)" ker f2 = (f~)" ker f?. Par 'inégalité
de Frobenius (7 (AB) = r(A)+r(B) —n),ona

ko

n—pn—r)2r(f)<r(f7)",
et de Pinégalité n — ko (n — s) < r (f)™ ,avecr (f~) = s, ona
n—pn—r)n—"Fk(n—-s).

Par conséquent,
ko(n—s)<p(n—r).

Dong, si f~ estun {1,2} —inversede f ,onar = s, et,dans ce casona kg < p. H
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2.5.3 Indice d’un {1, 2} —inverse de f

Dans ce paragraphe, nous citons quelques résultats déduits a partir de ce qui précede. Nous
pouvons comparer les indices de f et de f~quand f~ estun {1, 2} —inverse de f .

Comme r (f) =r(f~), alors, pour f € ¢(F), onadimker f = dimker f~, et la
restriction de f a Im f~ est un isomorphisme de Im f~ sur Im f . On conclue que f et
f~ sont, 'un est I’inverse ordinaire de 1’autre sur Im f et Im f~.

Corollaire 2.5.2 Soient f € ( (E) d’indice p et f~ un {1, 2}-inverse de f. Alors
1) f~ estd’indice p si et seulement si ker f? = ker (f~)".

2) [~ est d’indice p si et seulement si Tm fP =Tm (f~)".
3) [~ est nilpotent si et seulement si f est nilpotent.

Preuve. La suffisance dans les assertions du corollaire est satisfaite par la propo-
sition 2.5.2. Ainsi on n’a besoin qu’a démontrer la nécessité, et le fait que les conditions
nécessaires de ces deux derniéres ne sont qu’un résultat de la premiére condition, alors
nous allons démontrer ce dernier seulement

Selon les résultats mentionnés ci-dessus et les paragraphes précédents, si f est d’indice

p alors, les restrictions de f~ et f a Im f? sont I’un est inverse de 1’autre. D’ou,

(f7f)Im f? = (ff7) Im f? = Im f” = Im f**",
et
E =ker f’ & Im f7.

Appliquons f a I’équation précédente, on obtient

Im f = fker ff +1Im fP™ = fker f? + Im f? = fker f* @ Im f?. (2.11)
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En effet, pour x € fker f?, il existe y € ker f?, tel que

z=f(y).
D’autre part, ker f? = ker fP*! entraine
fP(x) = fr (y) =0,
d’ou x € ker fP. Ainsi,

£ (ker f7) C ker f7.

Par conséquent, on a une somme directe.

Appliquons f~ al’équation (2.11), on a

Imf =Imf f=f fker @ f Imf° = f~ fker f* @ Im f7.

Nous avons une somme directe car, pour x € f~ f ker fP N Im fP, il existe y € ker f?, tel

que

z=f"f(y),
avec ¢ € Im fP. Appliquons f?, on a
fr(a) = () () = 7 (y) = 0.

D’ou, x € ker f? N Im f? = {0} . De la méme fagon, on a
Vk =1, Im (£7)" = (f7)" fker f2 & Im f7. (2.12)

Maintenant, si f~ est d’indice p, d’une part on a

kerfp@lmfp:E:ker(f*)p@lm(f*)p.
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d’autre part, pour k¥ = p, on remplace Im ( f~)” par I’équation (2.12), on obtient
ker fP @ Im f* = ker (f7)" @& ()" fker f* & Im f.

Comme f~ est I’inverse de f sur Im f , nous avons pour = € (f~)" fker fP, il existe
y € ker f? tel que
z=(f)"f).
Appliquons f?”, on a
f(x) = 7 (y) = 0,
ce qui montre que
r € ker f% = ker f?.
Ainsi,
(f_)pfkerfp C ker f?.
Par conséquent,
ker (f_)p C ker f7.
Comme f et f~ sont I’un est g—inverse de 1’autre, par réciprocité, on procéde de la méme
fagon, afin d’avoir I’inclusion: ker f? C ker (/)" . 1
Corollaire 2.5.3 Soient f € { (F)derangr < n,et f~ un nilpotent {1, 2} —inverse

de f d’indice ky. Alors f est nilpotent d’indice p, et soit

n

< ko <poup= (2.13)

n—r n—r
Preuve. Comme [~ est nilpotent d’indice ko, alors, f est nilpotent d’indice p, et £ =

ker f? = ker (f _)]CO . Alinsi, si kg < p, alors par I’inégalité de Frobenius,

n<k(n—-r)y<pn-r).
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D’ou, -~ < ko <p.Siky = p,ona
ker (f_)p G ker (f_)ko = FE = ker f?,
d’ou
dimker (f7)" $n=<pn—r)<ky(n—r).
D’autre part,
dim ker (f_)p <p(n-—r),

Donc, il faut que, n = p (n — ) < ko (n — r) , ce qui implique ~*— = p < kq. On conclue
que, si f~ estun {1, 2} —inverse de f, avec un indice de nilpotence ky > p = indice f,

alors p divise n. &

2.6 Application a I’inverse de Drazin

On considére une matrice carrée A, et A~ un {1} —inverse de A. De se qui précede, on
peut déduire deux résultats:

Corollaire 28 1) ind (A) =< ind (A~) si et seulement si R (AP) = R ((A—)D> .
Dans ce cas, siind (A) = 1, alors,
(A"A— AA™) AMIA) = 0,
2) Si A~ est un {1,2) —inverse de A, alors ind(A) = ind(A”) si et seulement si
R(AP) ¢ R ((A*)D> . Dans ce cas, si ind (A) = 1, alors
a* = AP, (A7) = (A7) et R(A) = R (4%) = R ((4")") = R (47).

3) Si A~ est nilpotente, alors, A est nilpotente, et (A~)° =0 = AP.



Chapter 3
Opérations algébriques et inverses généralisés

3.1 Introduction

Les inverses généralisés de la somme ont fait I’objet de plusieurs travaux. Le concept
d’additivité des rangs (le théoréme de Cochran) a été le mot clé dans [1], [2], [7]. Les
inverses généralisés du produit ont fait ’objet des publications [5], [6], [9], [10], [18],
[19] . Tl est connu qu’ils ne suivent pas la régle de I’inverse ordinaire (ce qui est appelé la loi
d’ordre inverse). Aussitot, mais tres compliquée, une représentation d’un inverse généralisé
du produit de deux matrices a ét¢ donnée par Cline [5] ou il a montré que pour des matrices
A et B telles que le produit est défini, un inverse généralisé (AB)" = B A, ou By =
At ABet Ay = AB,B;" . Pas trop loin de la représentation précédente, en utilisant un autre
concept, la représentation (AB)” = B~ (A~ ABB~) A~ pour certains {1, 2} —inverses
A=,B” et (A“ABB™) a été donnée par X. M. Ren, Y. Wang et K. P. Shum [17]. Vu
I’importance de la propriété de la loi d’ordre inverse liée a I’inverse ordinaire du produit
matriciel, dans les domaines de I’algebre linéaire, analyse numérique, optimisation etc..,
cette propriété liée a I’inverse généralisé a été étudiée par Erdelyi dans [6] ou il a donné
des conditions équivalentes pour avoir (AB)" = BTA", ensuite beaucoup de travaux
concernant cette propriété ont été réalisé, a titre d’exemple, on peut citer les travaux de

[10] et [19].

52
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Dans ce chapitre, notre contributions majeure réside dans I’étude des propriétés al-
gébriques de I’inversion généralisée de la somme (Théoréme 3.2.1, Théoréme 3.2.2,), et du
produit de deux matrices (Proposition 3.3.1, Proposition 3.3.2, Proposition 3.3.3, Théoréme
3.4.1). En utilisant I’additivité des rangs nous avons étudié I’inverse généralisé de la somme
de deux matrices si leurs images ne sont pas disjointes et donné un exemple numérique
dans ce cas. Ensuite nous avons utilisé les projecteurs pour exprimer la forme générale
d’un inverse généralis¢ du produit de deux matrices. Enfin, en supposant que les condi-
tions équivalentes pour avoir la propriété de I’ordre inverse sont satisfaites, nous avons
¢tabli les conditions équivalentes pour que I’ordre inverse soit invariant. Ce chapitre a été

I’objet de la publication [20] .

3.2 Sur les inverses généralisés de la somme de deux matrices

Considérons A et B deux matrices de type m x n, et Ag et By leurs {1} —inverses respec-
tivement. Commengons d’abord par citer quelques propriétés concernant la somme, en les
regroupant dans les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 3.2.1 (L’additivité des rangs ) Soient A et B deux matrices de type m x n.
Les assertions suivantes sont équivalentes:
1)r(A+ B)=r(A)+r(B).
2) RLA)N R(B) = {0} et R(A") n R(B") = {0}.

Preuve. Posons 7 (A) = r,r(B) = s, A = XY, B = UV les factorisations a
plein rang de A et B, et X = [z1,22,...7,], U = [u1,us,...us], alors {x1,zs, ..., } et

{uy,ug, ...us} sont deux bases de R(A) et R(B) respectivement. De 1’équation
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A+B:[X,U][}‘;}, 3.1
ona
r(A+ B) <r([X,U]) <r+s=r(4)+r(B) =r(X)+r{),
et de la donnée
r(A+ B) =1r(A) +r(B),
on obtient
r([X,U]) =r(X)+rU) =r+s.
Ainsi x1, xo, ...T,, U1, Us, .., U sont linéairement indépendants. Pour tout v € R(A) N

R(B), il existe a1, g, .., By, By ... 3, tels que
V=0T + Qoo + ..ox, = iUy + Byus + .. B us.
d’ou,
0 =121 + aomg + ...,y + (= F1)us + (—89)ug + ....(— B, ) us.
Par suite,
o =,.=q,=0= .=0,=0
ce qui entraine v = 0. Par conséquent, R(A) N R(B) = {0} .
Compte tenu du fait que
r(AY +r(BY) =r(A) +7r(B)=r(A+B) =7((A+ B)") =r(A" + BY),

la relation r(A*) + r(B") = r(A* + B") entraine R(A") N R(B*) = {0} .
Maintenant, nous supposons que la condition 2 est vérifiée. Du fait que A = XY,

B = UV sont des factorisations préservant les rangs, on a R(A) = R(X) et R(B) =



3.2 Sur les inverses généralisés de la somme de deux matrices 55

R(U),dou, R(X)NR(U) ={0}et R(Y)N R(V) = {0}. Ainsi ’équation (3.1) est

une factorisation préservant le rang de A + B, ce qui entraine
r(A+B)=r([X,U])=r(X)+r({U)=r(A)+r(B).1
Lemme 3.2.2 Soient A et B deux matrices de type m x n, telles que
r(A+ B) =r(A)+r(B).

Alors,

1) 1l existe deux matrices inversibles P et () telles que

I 0 /(00
paa=( 0. roa— (8 9)
2) Tout {1} —inverse de A + B est un {1} —inverse de A et B a la fois.
3) Si X estun {1} —inverse de A + B, alors AXB = 0 et BXA = 0.
0 0

: USRI I. 0 .
Preuve. Sans restreindre de généralité, on peut supposer que A = ( . ) . Soit

B = UV une factorisation a plein rang de B. On peut aussi présenter 3 par:

Bz[g;}[vl, V| (3.2)

ou Uy, V1 sont des matrices de types r X s et s X r respectivement. Soient U, V,. des inverses

a gauche et a droite de U et V' respectivement. On va montrer que
r(Us) = s =r(Va).

Sir(Us) < s, ilexiste X € C", X # 0, tel que Us X = 0. De I’égalité B = UV, ona

(BV,)X = { g; ] X = { g;§ } = { o(:i)il 1 € R(B) (3.3)
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(L. 0 X1\ (X I, )
ax= (00 ) (%)= ) =] a 0 [xerm o

[0 tix } = [ L }le € R(A). (3.4)
(m—r)x1

O(m—r) x1

U, X

De (3.3)et(3.4),ona [ 0
(m—r)x1

} € (R(A)NR(B)). Comme r(A+ B) =r(A)+r(B),

U, X

appliquons le lemme 3.2.1, on obtient [
O(mfr)xl

} = 0, ce qui donne UX = 0. D’autre
part, U est de rang maximum, alors X = 0, ce qui contredit I’hypothese, d’ou 7(Us) = s,
et il existe une matrice M telle que Uy = MU,.

D’autre part de I’égalit¢t B=UV,onaV = U,B,d’ou, V! = B? (Ul)t )

De maniére analogue, et avec la condition 2 du lemme 3.2.1, on a r(13) = s.

On pose V7 = VoIV . Remplagons U; et V; dans 1’équation (3.2), nous obtenons

[ MUVaN MU,V
U, ][VQN’ Vé]—{ AT AT }

0Y
S11 Si2 0 0 Ty T\ _ S12Y T S12Y T2 _ MU VoN - MUV,
So1 Sa2 0 Y Ty Ty S2oY T S92Y 1o UaVo N UaVy

Il suffit de prendre Y = U,Vs, S1o = M, Ty = N, Sy = I, ., T2 = 0, S5 =

Soient S etI" deux matrices, telles que S ( 00 ) T =DB.

0,7y, = I,, S11 =1,, Ty, = I, _,., pour avoir

I, M (I 0
=6 al ) r= (8 L)

_ Q-1 _ [r _M o -1 __ [r 0
PiS ( 0 Im—r ,QiT a -N In—r ’

On prend

alors

et (00 (L 0
PBQ = S™'BT (0 Y),PAQ(O 0).
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Soient A, B et A+ B comme dans la preuve du lemme 3.2.2, alors pour toute {1} —inverse

(A+ B)ode A+ B, nous avons

Y Y Y
o)y Jas o | V] =[]
de 1’équation (3.1), il existe des inverses a gauche et a droite [ X, U], et [ v } telles que

[X’U]IPQU]H}(A+B)0[X,U]ﬁ;} H]

Y(A+B)oX Y(A+BWU | ., _[I 0
T 0 L |

= [Y } (A+B)o [X,U] = { V(A+ B)oX V(A+ B)U

1%
Ainsi,ona Y (A + B)oX = I, = XY(A+ B)oXY = XI,Y = XY = A.
Y(A+ B)oU =0,V(A+ B)oX = 0. (3.5)
et
V(A+ B)oU = I, = UV(A+ B)UV =UIsV = UV.

Par suite

B(A+ B)yB = B.

L’assertion 3 peut-étre déduite de 1’équation (3.5), en multipliant a gauche les deux équa-

tions par X et U et a droite par V' et Y respectivement, on obtient

XY(A+ B)UV =0,UV(A+ B)yXY =0.m
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3.2.1 Lecasou R(A)N R(B)={0}

Théoréme 3.2.1 Soient A et B deux matrices de type m xn, telles que r(A+B) = r(A)+
r(B). Alors, il existe Ag et By, {1} —inverses de A et B tels que Ag + By € (A + B)™ |

Preuve. Appliquons le lemme 3.2.2, il existe deux matrices inversibles P et @,

telles que

(5 B)eanr

I1 suffit de prendre

o O

0 -1 _ p—-1 -[7‘ 0 -1
Y)Q JA+B=P <0 Y)Q .

I, 0 B 0 0
avec Yj est un {1} —inverse de Y pour avoir
I, 0
Ag—l—Bg—Q(O YO)P'
On vérifie que
_ -1 Ir 0 -1 '[7‘ 0 -1 '[7‘ 0 —1
(A+ B)(Ag+ Bo)(A+B) = P (0 v QQ 0 Y, PP 0 Y
_ -1 ]7“ 0 -1 _ p-1 Ir 0 -1 _
= P (0 YY,Y Q=P 0 v Q  =A+B.n
Remarque 3.2.1 De [’assertion 2 du lemme 3.2.2, on a

Théoréme 3.2.2 Soient A et B deux matrices de type m x n telles que r(A + B) =
r(A) + r(B). Alors il existe Ay et By, {1,2} —inverses de A et B tels que Ay + By =

(A+ B)g estun {1,2} —inverse de A + B.
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Preuve. Reprenons

I, 0O 0 O

avec Yy estun {1, 2} —inverse de Y, et en appliquant le théoréme précédent, on a Ay, By

et Ag + By sont des {1} —inverses de A, B et A + B respectivement et que

0 0 0 0
AOAAOZAOa BOBB0:Q<O YE]Y}/['))P:Q<O YE])P:BO’

(Ao + Bo)(A+ B)(Ao+ By) = Q({) ﬁo)pp—l(ﬁ 3)@—1@([5 1%)P

I, 0 B I, 0 -
o5yt Yro( s L) r e o
Remarque 3.2.2 Du théoréme 3.2.2, on a

A()(A + B)A() = Ao, BQ(A + B)BO = BO.

Ainsi,

AoBAO - 0, BoABO — O

En effet, comme Ay + By est un {1,2} —inverse de A + B, alors A + B est un
{1} —inverse de Ay + By. Appliquons ’assertion 2 du lemme 3.2.2, on en déduit que

A+ B estun {1} —inverse de Ag et By .

3.2.2 Lecasou R(A)N R(B) # {0}

Dans ce cas, nous trouverons un {1} —inverse de la somme. Soit C' = {cy, ca, .....ct } une

base de R(A) N R(B). C' peut étre étendu a une base X U C' de R(A) et peut étre aussi

étendu a une base U U C' de R(B).
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On pose X = {z1,29,..x—} et U = {uy, us.....us_}, et nous désignons par
C = e, c9yency], X = [21,29, ...tp_g| et U = [uy, ug.....us_x] , les matrices dont leurs

colonnes sont ¢;, ; et u; respectivement. D’apreés notre construction, nous avons

R(X)NR(C) = {0}, R(X)NRU) = {0}, R(C)NR(U) = {0}.

A=|C, X}{Q],B:[a U][m.

Comme [ C, X ] et [ c, U } sont des matrices de types m X r et m X s, alors on a les

factorisations préservant les rangs de A et B respectivement. Envisageons deux cas:

i) r(A) = r(B) =
A+B=[0C, X] [Yl}ﬂc, U] [Vl}_c<§q+\/1)+(xn+m/2).

M=CMY1+W), N=XY, + UV

Comme C et Y; 4+ V; sont des matrices de types m x k et k X n (de rang maximum k), on

a une factorisation préservant le rang de M . On a aussi
R(X)NR(U) = {0},

et X et Y; sont des matrices de types m X (r —k) et (r — k) x n de rang r — k. Des arguments

similaires sont appliqués a UV5. Appliquons le lemme 3.2.1, on a

r(N)=r(XYs) +r(UVy) =r(X)+rU).
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Comme R(X) N R(C) = {0} et RU)N R(C) = {0},ona R(M)N R(N) = {0}.
Appliquons encore le lemme 3.2.1,onar(M + N) = r(M) +r(N). Appliquons le lemme
3.2.2 a M et N, il existe deux matrices inversibles P et () d’ordres m et n, telles que
PMQ@ = ( éwl 8 ) ,ou M est une matrice carrée d’ordre k, avec k = r(M). PNQ =
( 8 ?\71 ) , avec N7 une matrice de type (m — k) x (n — k) . Duthéoreme 3.2.1, il existe
My et Ny des {1} —inverses de M et N tels que

(A+ B), = (M + N), = My + No.

ii) Sir(A) < r(B),alors, en mettant

Yi
A= [ C 7X 70m><(377") ] Y, )
O(Sfr)xn

ona
A+B=CY1+ W)+ (XY2+0)+UV,).

Pour avoir un {1} —inverse de A 4+ B, nous prenons
M=C(Y;+ V), N=(XYa+0)+UVj.

Exemple 3.2.1 Soient

100 112
A=(212 |,B=(200
100 112
Alors, nous prenons
1)
10
[C, X ]=]21],
10
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et, la factorisation préservant le rang de A:
10
Y 1 00
A—[C,X}{Y?]— 2 1 { }
2)
(c, Ul=|2 0
et la factorisation préservant le rang de B:

p-le v][V]- 2 0 [109]

Par conséquent,

1 2 00
M=CYi+Vi)=M=|2](200)=[400],
1 2 00
et
0 1 01 2
N=XY;+UVo)=N=[1[(012)+|0](012)=[012
0 1 01 2
A . I, O
Réduisons M a la forme 0 0 , alors,
200\ /200 100 100
A'TMA=] 410 4 0 0 21 0]=1000
2 01 2 00 1 1 0 00
200\ /012 100 2 1 1
AT'NA=|[ 410 012 210 |=[-4 -1 -2
2 01 01 2 1 01 0O 0 O
Nous avons R(M) N R(N) = {0}, R(M") N R(N*") = {0} . Posons N sous la forme:
2 11
)
N:{glhvl,%]: —4 -1 -2
2 0 0 0

62
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2

Comme la base colonne est | —4 |, alors,

2 2 % 1

N=| -4 |(1 3 3)=| -4 -1 =2

0 0O 0 O

Posons
Uy =(2),U,= ( _04>,U RU,=R=(—-3 0)

et

CllOl"S, nous avons.

1 Lo 1 00
_ 2
P:(él IR): 01 0 ,Q—([_ls([))— -4 10
2 00 1 2 0 01
Par suite,
110 1 00 0 0 0
PATINAQ=| 01 0 4 10 |=(0 -1 =2
00 1 0 0 01 0 0 0
110 100 1 00 100
PATTMAQ=]| 01 0 000 4 10]l=(000
00 1 000 0 01 000

Du calcul de (PA ' MAQ), et (PAT'NAQ),, {1, 2} —inverses de PA"'MAQ et PAT*NAQ,

nous avons.:

(A~ 21m)), =

oo =
o O O
o O O

0 0 -1 =2 ) -1 0
posons N = ( 0 Y ) avecY = < 0 0 ) , alors, si nous prenons Yy = ( 0 0 )

comme un {1,2} —inverse de Y, nous avons

S O O
L o
—

o o O

(PAT'NAQ), =

e}
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Finalement,
1 0 0
(PAT'MAQ), + (PAT'NAQ), = 8 —01 8

estun {1,2} —inverse de PA™' (A + B) AQ.

3.2.3 Quand (A+ B)" = A" + B*?

Lemme 3.2.3 Etant donné deux matrices A et B de type m X n, telles que A*B = 0 et
BA* =0. Alors, (A+ B)" = A" + B*.

Preuve. Dulemme 2.2.2,0na
ATB = (A*A)Jr A*B =0,BA" = BA* (AA"‘)Jr = 0.

Ainsi, (AT + B*) vérifie les quatre équations de I’inverse de Moore-Penrose de A + B. H

En fait, si les espaces considérés sont euclidiens, la condition précédente est équiva-
lente a R(A) L R(B)et R(A*) L R(B*), ce qui implique la condition d’additivité des
rangs . Maintenant, si nous avons cette condition, quand (A + B)" = A* + B*?

A partir des théorémes précédents, il suffit de prendre

A+:Q(8“ 8)P,B+:Q<8 19+)P.

telles que P et () sont des matrices unitaires ( orthogonales ). Ainsi, par une vérification
directe dans les quatre équations de la définition de Moore-Penrose, on trouve le résultat
demandé. Notons que si P et () sont définis comme dans le lemme 3.2.2, puis, cette

condition implique que P = [,, et Q = I,. Par conséquent, A et B sont des matrices

en blocs de la forme ()é 8), (8 3),avec R(X)NR((Y) = {0} et R(X*)N

R(Y*) = {0}.
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3.2.4 La forme générale de (A + B)" quand r(A + B) = r(A) 4 r(B)

Considérons deux matrices A et B de type m x n telles que (A + B) = r(A) + r(B). Du

lemme 3.2.2, (A + B)Jr estun {1} —inverse de A et B. D’ou, il existe U, et Vy, telles que

(A+B)" = A" + (I, = ATA) Uy + Vi (I, — AAT),

et
A(A+B)"B=0,B(A+B)"A=0.
Ainsi, on a
A(AT + (I, —AYA) Us+ Va (I, — AAY)) B =0,
et

B(AY 4+ (I, — ATA) Ua+ Va4 (I, — AAT)) A =0,
ce qui implique que
— AV, ([m — AA*) B=AA'B, - B (In — A*A) UsA= BATA.
Ces deux dernicres équations sont des équations matricielles de la forme AX B = C, d’ou,

il existe deux matrices V et U de type n x m telles que
Vi = V—[A*B—ATAV (I,, — AAY) B] (I, — AA") B)",
Uy = U~ (B(I, - ATA))" [BA* — B (I, - ATA)UAAT] .
Donc,
(A+B)" = At + (I, - ATA) U +V (I, — AAY)
— (I, — ATA) (B (I, — ATA)) " [BA* — B (I, — AT A) UAAY]

—[A*B — ATAV (I, — AA) B] ((I, — AAY) B)" (I, — AAT).



3.3 Sur les inverses généralisés du produit de deux matrices 66

3.3 Sur les inverses généralisés du produit de deux matrices

Les projecteurs sont les outils les plus répandus dans le concept des inverses généralisés
des matrices partitionnées et des matrices bordantes. Ici, nous allons utiliser deux méth-
odes différentes basées sur ces concepts pour calculer un inverse généralisé du produit de
matrices. Comme la propriété de loi d’ordre inverse est largement étudiée, elle trouvera sa
place dans ce qui suit. De plus, nous allons étudier I’invariance de cette propriété en vertu

des inverses généralisés.

3.3.1 Méthode de la matrice partitionnée

Etant donné deux matrices A et B telles que le produit est défini. Sans restreindre de

généralité, on peut supposer que B est sous la forme

I, 0
B= ( K ) |
L’idée de cette méthode est de décomposer la matrice A par blocs conformément a B,
comme suit:
All A12
A= .
( Ag1 A
Ainsi,
. All 0
= (A0,
L’¢étude suivante donnera les conditions équivalentes pour que la loi d’ordre inverse soit
¢établie.

Proposition 3.3.1 Soient A et B deux matrices définies comme dans le paragraphe

3.3.1, alors,
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( [()AH)O (()AZI)O ) estun {1,2} —inverse de AB si et seulement si

Apr (A1) A21 =0, Agy (A11)y A1 = 0. (3.6)

et
(Au)o A (A21)0 = 0. (A21)0 Az (All)() =0 (3.7)

pour certains (A1), et (Agn), des {1,2} —inverses de Ay et Ay .

Preuve. Soient (A1), , (A21), deux {1,2} —inverses de A;; et Ay respectivement.

Alors,
( A 0 ) ( (A1), (Ax), ) ( A 0 ) _ ( A+ A (As1)g A 0 ) _ ( A 0 )
Ay O 0 0 Ay 0 Aot + A (A11)gAn O Ay 0 )7
si et seulement si,
A1 (Ag1)g Aor = 0et Ay (A1), Ain =0,
et

(0 o) (2 ) (420 1)
(

_ ( A1)y + (A1) A2 (A1) (A21)g + (A11)g A (A21)o)
0 0

= ( éAH) (()AZI)O > , si et seulement si,

(All)o A11 <A21)0 =0et (A21)0 A21 (AH)O =0.n

Remarque 3.3.1 Si (A1), et (Aa1), sont des {1} —inverses seulement, la condition

(3.6) est suffisante pour que (Ai)g (Aar)g soit un {1} —inverse de AB.
0 0
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Alternativement, regardons a la matrice partitionnée A comme une matrice bordante,
I’inverse généralisé de cette derniere, nous permet d’avoir quelques conditions pour la loi
d’ordre inverse pour le produit de deux matrices. A 1’aide du théoréme de Cochran (Rank
additivity), I’inverse généralisé¢ de la matrice bordante a été utilisée dans la plupart des
travaux sur les inverses généralisés. En raison de la simplicité, on va utiliser le résultat de
Bapat et Zheng ([2] Théoréme 7):

Lemme 3.3.1 Soit A = (A, ;) une matrice en blocs de type m x n telle que r (A) =
m m
Y>> 1 (A, ). Alors, une matrice G = (G, 5) de type n X m est un {1}—inverse de A, si et

i=1j=1

seulement si,
2, .7 ) = l7
e il v A (8)

Dans ce cas, on a:

v (o)

estun {1,2} —inverse de A, si et seulement si, la condition (3.8) est satisfaite. Dans ce cas

les conditions (3.6) et (3.7) ne sont qu’un cas particulier. Si on prend By = ( ér g ) )

alors,

I, 0 (A11)y (A21) (A11)y  (A21)
By A, = 0 o) — 0 0 ) — (4B
00 ( 0 0 ) ( (A12), (A2, 0 0 (4B),
estun {1,2} —inverse de AB.
Pour plus des détails sur ce lemme,voir [2] .

Dans le cas ou la matrice B est quelconque, il suffit de la mettre sous la forme: ( I(; 8 ) ,

alors, il existe deux matrices inversibles P et (), telles que

QlBP—(% 8)—31.
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Si on pose QAP = Ay, appliquons I’étude précédente a A; et B;,on obtient:

(AB)O - (QAlpilQBlpil)o - P(Bl)o Qilp (A1>0 Qil — BOA().

3.3.2 Méthode des projecteurs

L’idée est de décomposer un espace en somme directe de sous-espaces qui nous permet de
calculer un inverse généralisé d’un produit sur chacun d’eux. Nous utiliserons la méme
notation pour désigner la matrice et son opérateur linéaire associ€.
Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur K, A, B deux matrices de types m x n et
n X k respectivement, et Ag et By leurs {1,2} — inverses telles que le diagramme suivant
soit vérifié
RNy N RN Ny )

Appliquons le lemme 1.5.2 (pour £ = 1) du chapitre 1, nous obtenons les décompositions

de F’ suivantes:
F = R(B)® N(By) = R(Ag) ® N(A). (3.9

Si R(Ay) C N(By), alors ByAg = 0. Supposons alors que, R(Ay) € N(By).

La proposition suivante donne la loi d’ordre inverse:

Proposition 3.3.2 Avec les données précédentes, si R(Ay) C R(B) ou R(B) C
R (Ay), alors BoAg est un {1,2} —inverse de AB.

Preuve. Supposons que R(B) C R(Ap), il existe une matrice X telle que

B = AyX,
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d’ou,
AB (ByAo) AB = ABBy (A9AA)) X = ABBy(AsX) = ABB,B = AB,
et
BoAo (AB) BoAy = By (AgAAg) X ByAo = Bo (Ao X) BoAg = BoBByAy = BoAo.
Maintenant, si R(Ap) C R(B), il existe une matrice X telle que Ay = BX, d’ou,
AB (ByAy) AB = A(BByB) XAB = A(BX)AB = (AAA) B = AB,
et
BoAo (AB) BoAg = BoAoA (BBoB) X = BoAgA (BX) = By (AoAAg) = BoAo,

ce qui montre que ByAg estun {1,2} — inverse de AB. R

3.3.1 Forme Générale

La proposition suivante sert de présenter (AB), sous la forme générale.

Proposition 3.3.3 Avec les données de la sousection 3.3.2, si
R(Ao) NR(B) # {0}, R(Ag) N N (By) # {0}, N (A) N R(B) # {0}.

Alors, il existe deux projecteurs P(pay)) et Pr(py) sur R(Ag) et R(B), tels que
By (P(R(Ao))P(R(B))) Ay soitun {1,2} —inverse de AB.

Preuve. Etant donné trois matrices U, V, W telles que

R(A)NR(B) =R(U),R(A) NN (Bo) =R(V), N(A)NR(B) =R(W),

R(A)=R(U)®R(V),R(B)=R(U)® R(W).
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Les décompositions (3.9) donnent
F=RU)eR(V)eN(A)=RU)®R(W)& N (By) (3.10)

Posons

C = Plreaoy Pres),
produit de deux projecteurs, P(r(4,)) et P(r(s)) sur R (Ag) et R (B) respectivement.
Nous allons prouver que ByC'Aj est un {1,2} — inverse de AB. Pour tout x € F,
ona Bzr € R(B),douilexistea € R(U)etb € R(W) tels que Bx = a + b. Comme

be R(W) C N (A),alors Ab = 0. On en déduit,
ABx = Aa + Ab = Aa. (3.11)
D’autre part, a € R (U) = R (Ap) N R (B) implique
AgABz = AgAa =aet CAy)ABxr = Ca = (P(R(AO))P(R(B))) a=a.
Ainsi, on a BByC' AgABx = BBya = a. Il en résulte que,
(AB) (ByCAp) (AB)z = Aa = ABzx. (3.12)

De I’équation (3.11) et de I’équation (3.12), on obtient AB (ByC'Ay) AB = AB. Main-
tenant, pour tout © € G,on a Agx € R (Ap), d’ou,ilexiste a € R(U) etb € R(V) tels

que Apx = a + b. Multiplions a gauche par la matrice C', nous obtenons
CApr =Ca+Cb= P(R(AO))P(R(B))CL + P(R(Ao))P(R(B))ba (3.13)

et du fait que

be R(V)C N (By),a€e R(U)=R(A)NR(B)
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ona
Pr(ao) Pir)b = Pr(40)0 = 0, et Preay)) Preppa = a
Remplacons ces valeurs dans 1’équation (3.13), nous obtenons
CApz = a,
d’ou
ByCApx = Bya. (3.14)

Raisonnons de la méme maniére, nous obtenons

(B()CA()) (AB) (B()CA()) T = B()CL.

De I’équation (3.14), nous avons
(BoCAp) (AB) (ByC'Ap) = BoC Ay,

ce qui fait de ByC'Ag un{1,2} —inverse de AB. ®

3.4 DP’invariance de la loi d’ordre inverse

Etant donné deux matrices A et B telles que le produit AB soit défini. On entend par la
loi d’ordre inverse relative aux inverses généralisés d’un produit AB le fait que (AB)~ =
B~ A~ pour certains A~, B~ et (AB)~, inverses généralisés de A, B et AB, respective-
ment. Lorsque cette propriété est réalisée pour tous les A~ et les B~, nous disons que
I’ordre inverse est invariant. Rappelons que, pour toute matrice X, X X et XX sont

des projecteurs hermitiens sur R(X) et R (X*) = R (X ™) respectivement. Dans cette sec-
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tion, nous allons utiliser les conditions équivalentes pour I’invariance de la matrice produit
de la forme CE~D pour E~ € E{% afin de donner des conditions équivalentes pour les
BW AW ¢ (AB)™ a tenir. La preuve sera basée sur le résultat suivant

Lemme 3.4.1 Le produit C E~ D est invariant sous le choix de E~ si et seulement
si R(D) C R(E)et R(C*) C R(E*).

La preuve de ce lemme se trouve dans 1’appendice.

Théoréme 3.4.1 Etant donné deux matrices A et B telles que le produit AB soit
défini. Alors, on a les assertions suivantes:

1) ABB~ AT AB est invariant sous le choix de B~ si et seulement si
R(A*AB) C R(B).
2) ABBT A~ AB est invariant sous le choix de A~ si et seulement si
R(BB*A*) C R(AY).
3) B-A~ € (AB)™ pour tout B- € (AB)" et tout A= € (A)™ si et seulement si

R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(A*).

Preuve. Il est évident de montrer que les assertions 1 et 2 sont vérifiées par le

lemme précédent. Nous allons démontrer la troisiéme.

3) La nécessité: La premiere inclusion donne

BBTAYAB = ATAB.
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La multiplication a gauche par la matrice A donne
ABBYATAB = AB.
De la premiére assertion, pour tout B~ € B},
ABB ATAB = ABBTATAB = AB. (3.15)
de la seconde inclusion, on a
ATABBTA* = BBTA*.

Prenons les adjoints des deux termes de 1’égalité précédente, et multiplions a droite par B,
nous obtenons
ABBYAYAB = ABB'B = AB.

De la seconde assertion on a, pour tout A~ € A1}
ABBTA”AB = ABBTATAB = AB. (3.16)

de 1’équation (3.15) et de I’équation (3.16), il s’en suit que, pour tout B~ € B{} et pour
tout A~ € A% ona

ABB A~ AB = AB. (3.17)
ce qui montre que B~ A~ € (AB)™.

La suffisance: Si I’équation (3.17) est vérifiée pour tout A~ € A{} et tout B~ €

B alors, comme AT € A} et Bt € B} ona
ABB AYAB = AB = ABBTA™AB.

C’est-a-dire que ABB~ A1 AB est invariant sous le choix de B, et ainsi la premiére in-

clusion est vérifiée. Inversons les roles de A et B, nous obtenons la seconde inclusion. H
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3.5 Quand (AB)" = BTA*

Rappelons que I. Erdelyi est le premier qui s’est intéressé a ce probléme, dans ([6], théoréme

3), il avait montré que (AB)" = Bt A™, si et seulement si,

(A*ABB*)" = (A*ABB*)", (ABBTA*)" = ABB*A* et (B*ATAB)" = B*ATAB.

(c. a. d. ATABBT est une isométrie partielle et que ABBTA' et BT AT AB sont
Hermitiens ). Dans [9] T. N. E. Greville a démontré que (AB)* = B*A*, si et seule-
ment si, R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(A*). Aussi, on a démontré dans [3]
que (AB)" = B* A%, si et seulement si, A*ABB* est gamme hermitienne. c. a. d. si
R((A*ABB*)") = R(A*ABB*).

Revenons a nos conditions précédentes concernant I’invariance de 1’ordre inverse,
on peut remarquer que B-A~ € (AB)™ | si et seulement si, R(ATAB) C R(B) et
R(BBTA*) C R(A*). Notons que cette derniére proposition est le résultat de T. N. E.
Greville lorsque A et B sont des isométries partielles. A savoir At = A* et BT = B*, et
généralement les conditions de T. N. E. Greville ne donnent que 1’ordre inverse de I’inverse
de Moore-Penrose du produit de deux matrices. Il est a souligner que selon nos conditions,
nous avons toujours 1’ordre inverse, le produit BT A* peut ne pas étre égal a (AB)™ .
L’exemple suivant illustre le mauvais conditionnement entre eux.

Exemple 3.5.1 Soient
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Alors,

* — 0 2 + _ A1
AAB_<O 3>,A = A

s (21 . (00 L 121
BBA_<21),B_<11),BBA_§(21>.

Ces calculs montrent que

I
VRS
O =
- L
SN—
S
+
S
Sy
I
i

R(ATAB) = R(B), R(BBTA*) C R(A").

Par suite, B~A~' € (AB)™ pour tous B~ € B . En particulier,

( 00 ) — B*A ' e (AB)M
3 0
tandis que,
wpy = (3 9) #man
5 5

Nous concluons qu’au moins ['une des conditions de T. N. E. Greville n’est pas satisfaite.

Nous allons I’examiner: Du calcul précédent, nous avons

R(A*AB) = vect {(2,3)} € vect {(1,1)} = R(B).

3.5.1 Quelques applications

1) Soit A une matrice de type m x n. Comme R (AA*A) C R(A), alors les conditions de
T. N. E. Greville donnent (A4*A)" = A+ (A*)" = A+ (A+)".

2) Soit A une matrice carrée. D’aprés nos conditions, 1’égalité

(A7) = (4%)7 ,vA~ € AT
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est vraie si et seulement si R (At A%) C R (A) . En particulier, (A*)" = (A%)" si et seule-

mentsi R (A*A%) C R(A) . Rappelons quesi R (A*A?) = R(A),alors, R (A*) = R(A),

ce qui implique A* = A# comme nous 1’avons démontré dans le chapitre précédent.

3) Soit B = PAQ = (PA) Q telle que P et () sont inversibles. Comme
R(P7'PA) = R(A)
et
R(AA*P*) Cc R(I)= R(PY),
appliquons nos conditions consécutivement, nous obtenons (PA)Jr = AtP~ 1 dou,
R((PA)" PAQ) = R(ATP'PAQ) = R(ATAQ) C R(I) = R(Q),
et
R(QQTA*P*) = R(A*P*) C R(AY).
Par conséquent, pour tout A~ € A{l} il existe B~ € B telle que
B =Q A p L

En particulier, si P et () sont unitaires, ona BT = Q* AT P*.



Chapter 4
Quelques structures algébriques sur A"

4.1 Introduction

Nous avons déja vu une structure de groupe cyclique relatif au groupe inverse (Chapitre
2). Le but du chapitre présent est d’établir des structures possibles relatives a {1}-inverse
d’une matrice. L’¢étude a été divisée en trois sections. Dans la premiére, nous allons donner
une structure de semi- groupe pour I’ensemble des inverses généralisés d’une matrice A et
¢tudier des propriétés algébriques, comme la décomposition et la commutativité. Nous al-
lons également définir une relation d’équivalence en vue d’établir un isomorphisme entre le
quotient de ce semi- groupe et le semi- groupe des projecteurs sur R(A). Dans la deuxiéme
section, nous allons étudier une relation entre semi- groupes associés aux matrices équiva-
lentes et établir une correspondance entre I’ensemble des matrices et I’ensemble des semi-
groupes associés. Nous allons également étudier certaines propriétés algébriques dans cet
ensemble; comme 1’intersection et 1’ordre partiel. La troisiéme section est indépendante
dans le contexte, mais aussi sur les structures algébriques dans I’ensemble des inverses
généralisés. La forme des éléments dans cet ensemble liée a un inverse généralis¢ donnée
({1}) (voir chapitre 2, définition 4), nous permet de définir la structure d’un espace affine
et en déduire d’autres structures comme les espaces vectoriels et les algébres.

On note A{!} I’ensemble des {1} —inverses de A et par A2} I’ensemble des {1,2} —

inverses de la matrice A. Nous noterons par lettres minuscules les sous- matrices d’une ma-

78
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trice X et par / et O pour I’identité et la matrice nulle ou identité et z€éro sous- matrices. Ce

chapitre est un travail original, il a fait I’objet de la publication [21]

Nous avons vu dans le chapitre 1 que, si A est une matrice de type m x n de rang

1
r, on peut la mettre sous la forme ( %’" 8 ) , donc AT est sous la forme ( a6 8 ) .
“1
Les éléments de A1 sont sous la forme a} ; et ceux de A{H2} sont sous la forme

a’l e
[ fae )’
4.2 Structure d’un semi-groupe sur Al

4.2.1 Factorisation et commutativité

Le point principal dans le théoréme ci-dessous est la factorisation de A2}, Pour cela, nous

introduisons deux classes ci-dessous:

ail T a*l 0
PA+A:{X€A{1},X=(6 O)}etPAA+:{XEA{1},X:(; 0)}

Les symboles P4+ 4 et Pj4+ sont justifiés par le fait que ces deux classes sont les ensem-
bles de points fixes en vertu des multiplications a droite et a gauche par des projecteurs
orthogonaux A" A et AA™ respectivement.

En effet; pour tout X € AM} ona ATAX = X et XAAT = X.

Théoréme 4.2.1 On munit AY'} d’une loi de composition interne x définie par:
Pour tous X, Y € A, X Y = XAY . Alors,
1) AU} est un semi-groupe.

2) Pour tous X, Y € A, X xY € A(L2}
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3) A2 est un idéal de AV}
4) PAAJr *PA+A :A{1’2} et PAA+ ﬂPA+A = {AJr}
5) Pourtous X, Y e A X« YV =YV« X & AX = AY, XA = YA.

Preuve. 1)Pourtous X,Y € At} ona
A(XAY)A=(AXA)YA=AY A=A
D’ou
X*Y =XAY € A,
L’associativité de la loi * est induite de 1’associativité de la multiplication des matrices. Par

suite A{} est semi- groupe.

2) Pour tous X, Y € AU} comme

A(XAY)A= (AXA)YA=AYA= A,

et
(XAY)A(XAY) =X (AYA) XAY = X (AXA)Y = XAY,
alors,

X %Y = XAY € AU2
3) Le résultat 2 entraine: pour tout X € Alllettout Y € AL ,
XxY =XAY e Al etV « X = YAX € AU2

ce qui fait de A1 un idéal de ATH.

4) Il faut remarquer d’abord que pour

al 0 a’t 0
X( - 0>,Y< y O)GPAA+,
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ona

al 0 a, 0 a;t 0\ [(at 0
o= () (5 0)(5 6) (% §)ere

ce qui montre que P44+ est un sous- semi-groupe de A{12}. De maniére analogue, on
obtient le méme résultat pour P4+ 4. Par suite, Pya+ * P4+ 4 est un sous-semi-groupe de

A2 Drautre part, pour tout

il existe

a’l 0 a’l x
YZ(ZZ O)GPAA+,X:(6 O)EPA+A

tels que Z = Y x X. Par conséquent,

PAA+ * PA+A = A{l’Q}.

Toutefois, par un calcul direct, nous constatons que P+ 4 * Pya+ = {AT}.

En effet, pour

a’l  x
Z—( y yaw) € Paa+ N Pyt a,

onaz=0ety=0,dou

Cette affirmation peut étre interprétée comme 1’unicité de la factorisation dans A2},

5)Pourtous X ,Y € At} ona

XAY =YAX = AXAY = AYAX = AY = AX.
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et
XAY =YAX = XAYA=YAXA= XA=YA.

Réciproquement

AY = AX = XAY = XAX , YA=XA= YAX = XAX,

dou XY =Y« X AX =AY, XA=YA 1

Notons que nous n’avons pas vraiment la commutativité dans A"}, mais nous avons
une sorte de commutativité conditionnée par I’égalité des projecteurs associés. 1l est facile
de prouver que I’ensemble des projecteurs d’un espace vectoriel sur un sous-espace est
un semi-groupe pour la composition ordinaire. Comme de nombreuses études sur les pro-
jecteurs et leurs propriétés ont été faites, nous allons I’exploiter pour rendre les propriétés
de A1} plus accessibles.

Pour atteindre ce but, on va définir une relation d’équivalence dans A}, donc nous
obtenons un isomorphisme entre le semi-groupe quotient de A{} et celui des projecteurs
sur R (A). Il ne causera pas de confusion si ’on utilise la méme lettre pour désigner un

projecteur et sa matrice associée.

Théoréme 4.2.2 Soient A € M,,«,, (K) et II un semi-groupe des projecteurs de K™
sur R (A) . Alors, nous avons
1) Pour tout P € 11, il existe X € AW, tel que AX = P.
2) Il existe une relation d’équivalence ~ dans AU} telle que, sous la loi quotient de x, @

soit un semi-groupe isomorphe a 11.

Preuve. 1) Soient II I’ensemble des projecteurs sur R (A), P € II, et A~ € At}
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On sait que AA~ est un projecteur sur R (A), d’ou,
AA"P = Pet PA= A,

dong, il suffit de prendre

afin d’avoir
AXA=AA"PA=A
Ce qui montre que
Xe Al et AX = AA P =P,
et que
I={AX / X € AW},

2) On désigne par ~ une relation dans A}, définie par

VX, Y e A X ~ Y & AX = AY.

Il est évident que ~ est une relation d’équivalence dans A{'}. Soit y I’application canon-
ique de A} sur %1}. Alors, pour tous y (X), x (V) € @, on définit la loi quotient de

par:
X (X) x (V) =x (X *Y).

Donc, il est facile de vérifier que @ est un semi-groupe pour la loi induite, et que x est un

. C e . . (13
homomorphisme. Ce qui suit immédiatement 1’existence d’une application v de AT sur

I1, définie par

P(x(X)) = AX.
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Maintenant, nous vérifions que 1 est un homomorphisme. Comme

A(XAY) = (AXA)Y = AY,

nous avons
XAY ~Y,
d’ou,
X(XAY) = x(Y),
et

PX(XOx(Y)) = p(X(X #Y)) = p(x(XAY)) = (x(Y)) = AY = (AXA)Y

= (AX)(AY) = o (x(X))p(x(Y)).

Comme
AX = AY & y(X) = x(Y),
nous concluons que, pour tout AX € II, il existe un, et un seul x (X) € @ tel que

G(x(X)) = AX. m

4.2.2 Régularité et T—régularité de Al

Définition 4.2.1 Soient S un semi-groupe et x € S. x est dit régulier s’il existe y € S
tel que xyxr = x. De plus, si yry = vy, alors y est dit inverse (ou inverse relatif) de x. S
est dit semi-groupe régulier, si tous ses elements sont réguliers, et il est dit éventuellement
régulier (ou m—régulier) si une puissance de chaque élément de S est réguliere. S s’appelle

semi-groupe inverse si chaque élement de S posséede un unique inverse.
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Proposition 4.2.1 A} est éventuellement régulier (ou m—régulier), et AN} est un
sous-semi-groupe régulier de AU},

Preuve. Remarquons d’abord que pour X,Y,Z € A} ona

XxYxZ=XAYAZ = XAZ =X x 7,
ce qui entraine, pour X,Y € AU} ona
X*xY*X=X2
Par suite, pour X,Y € A{2 ona
XxYsX=X>=XAX =X,
ce qui montre que A2} est un semi-groupe régulier.
Pour X,Y € A"} ona
X2+ Y+ X?=X?% X? = (XAX)A(XAX) = X (AXAXA) X = XAX = X?,

d’ou A} est éventuellement régulier (ou m—régulier). W

4.2.3 Matrices équivalentes et semi-groupes asociés

Lemme 4.2.1 soient A et B deux matrices équivalentes telles que B = Q1 AP. Alors,
pour tout Y € B} il existe X € AMY unique, tel que Y = P71 XQ.

Preuve. PourtoutY € B!}

APYQ ') A=QBP'PYQ 'QBP ' =QBYBP ' =QBP ' = A
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Nous avons donc PY Q' € A} Puisque P et () sont inversibles, il en résulte que pour
tout Y € B ilexiste X € A unique, telque Y = P71X(Q. m

Nous allons aussi noter * la loi interne dans B{"} définie par:
VX,Y € B X xY = XBY.

Théoréme 4.2.3 Etant donné deux matrices équivalentes A et B. Alors (A{l}, *) et
(B, %) sont isomorphes.

Preuve. Utilisons le lemme précédent pour définir une bijection ¢ de A1 sur B{!}
par: p(X) = P71XQ, ou ¢! est la bijection réciproque de B} sur A} donnée par:

01 (X)=PXQ'. Deplus, pour X,Y € All}
p(X*Y) = o(XAY) =P (XAY)Q = (PT'XQ) (Q7'AP) (P7'YQ)
= ¢(X)Bp(Y)=o(X)xp (V).
De maniére analogue, pour X,Y € B{l},
P (X xY) = H(XBY) = ¢ (X)Ap (V) = (X) 5 (V).

ce qui montre que ¢ est un isomorphisme. B

Remarquons que o (A7) = P7'ATQ = BT, si seulement si, P et ) sont orthogo-

nales.
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4.3 Relation entre M, (K) et ’ensemble des semi-groupes
associés

Pour toute matrice A € M,,«,, (K), on désigne par

M (K) = {AD A€ M, ()}

mXxn

I’ensemble des semi-groupes A{'}. Dans cette partie, nous allons établir une relation entre
M sen (K) et Mélx}n (K) , et déduire quelques propriétés dans Millx}n (K) comme I’isomorphisme
des semi-groupes, 1’intersection et la relation d’ordre. Pour cette raison, nous allons appli-
quer le lemme 3.2.2.
Théoréme 4.3.1 ] existe une correspondance entre M, ., (K) et M,ilx}n (K) qui

applique 0 a M, ., (K) et préserve les isomorphismes entre les semi-groupes.

Preuve. Soit ¢ une application de M, x,, (K) sur M/, 1) (K) définie par:

mxn

VA € My (K),1p (A) = AU
D’aprés le lemme 3.2.2,si A% = BU} ona
r(A)+r(B—A)=r(B)etr(B)+r(A—B)=r(A).
Ainsi,
r(A—B)=0=r(B—A).
D’ou A = B. Maintenant, si A, B € M,,x, (K) telles que B = Q' AP, alors d’aprés le

lemme 4.2.1 et le théoréme 4.2.3, on a
B = [PTIXQ, X € AT = (Al

Ainsi,ona v (B) =¢ (¢ (4)). &
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4.3.1 Intersection des semi-groupes

Théoréme 4.3.2 1) Pour toute matrice A € M 5, (K), il existe A'€ M ., (K), telle
que
AT A A 2
2) Pour toutes matrices A, B € M ,x,, (K), il existe un isomorphisme o de AM} sur
o (A | tel que
e (A N B £ .

Preuve. 1) On pose 7 (A) = r < min (m, n). Il suffit de prouver que pour A €
M, xn (K) avec r (A) = r, il existe une matrice A’ € M,,,, (K), telle que
r(A+ A =r(A)+r(A) =min(m, n),

ensuite appliquons le lemme 3.2.2, nous avons: tout {1} —inverse de (A + A’) est un

{1} —inverse de A et A’ ala fois. Par suite,
A N A £,

Prenons deux matrices inversibles P et (), telles que

_ I,
e

oo
~_
e

D’ou, il suffit de prendre

avece
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2) On pose 7 (A) =7, r(B) = s. D’aprés 1, il existe deux matrices A, B’ € M, (K)

de rangs min (m,n) — r, min (m, n) — s, telles que
r(A+A4) = r(A)+r(A") =min(m, n),
r(B+B') = r(B)+r(B)=min(m, n),
ce qui entraine
(A+ A’){l} c AU A (B + B’){l} c B n B,
Comme A + A’, B + B’ ont le méme rang, alors elles sont équivalentes, d’ou I’existence
d’un isomorphisme ¢ de A™ sur ¢ (A1) | tel que

Ainsi, on a
o (A+ ANV (AN A1) = (A1) N (A1)
et

o(A+ AN c B A pr},

Finalement, ona ¢ (A") N B £ (. m
Remarque 4.3.1  Une question naturelle se pose de savoir s’il est possible de con-

clure que, pour toutes les matrices A, B € M,,x,, (K), nous avons
A Bl £ g,

La réponse est négative, en effet, si on prend B = a.A pour un scalaire a non nul et différent
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de 1, alors pour X € A1 N B} ona
aA = aAXaA = oA
entraine o € {0, 1} ce qui contredit I’hypothése. Par conséquent

A A B — g,

4.3.2 Relation d’ordre partiel dans Mi}in (K)

Définition 4.3.1 La relation d’ordre partiel "moins" notée <~ est définie comme suit.

Pour A, B € My, (K), alors A<~ Bsir(B)=r(A))+r(B—-A).

Théoreme 4.3.3 1) L’inclusion est une relation d’ordre partiel dans Millin (K),
induite par [’ordre partiel "moins" dans le sens inverse.
2) Soit mog = min (m, n) . Pour toute matrice A € M,,x,, (K) de rang r, il existe une suite
de matrices

A=A, <7 A1 <7 . =7 Apy € My (K)
telles que,
r(A.)=mr 1(Ar) =7r+1i pour i =1,..mg—r.
1}

Ainsi, il existe une suite A;{,%g C .o C AN = AT ¢ A7{n0 est le dernier terme.

Preuve. 1) Soient A, B € M,,x, (K), telles que A <~ B . Alors

r(B)=r(A)+r(B—A).

D’ou Bt ¢ At} Evidemment ’inclusion C est une relation d’ordre partiel dans M:;}X} . (K).
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2) Soit ¢ I’isomorphisme des semi-groupes associés aux matrices équivalentes, alors

B A = o (BUY) ¢ o (A1),

Soit {vy, v, ...v, } une base de R (A) . On le compléte par {v,41, V12, ..U, } & une base de

K™ . Soit {ey, e, ...€,, ...e,, } une base de K", telle que

Y

4 oy pourj=1,..r
Arej = Aej = { 0 pourj=r+1,..m

et pourt = 1,...mg — r, on pose:

A e —d Vi pourj=1,..r+1
YTV 0 pourj=r+i+1,.m

Dans ces bases, les matrices A = A,., A,; sont de la forme:

_ _ -1 Ir 0 L -1 ]r+i 0 .
A=A,=Q <O 0 P A, =0Q 0 0 P, pouri=1,..mg—r.
D’ou,
T(Ar):Ta T(AT—H) :T<Ar)+1:T+1ZT(AT)+T(AT+1—AT)
et

r (AT+Z'+1) =r+i+1l=r (ArJri) +r (AT+i+1 — AT+Z') s pouri = 1, ..My — T — 1.

Ainsi

Par1,ona

Al c L Al = AT

1 . .
avec A;{ng est le dernier terme, car A,,, est de rang maximum. M
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4.4 Structure d’un espace affine et d’une algébre

Etant donné une matrice A de type m x n de rang r. Comme A{!} a été exprimé par
AW =AY+ U (I, — AAT) + (I, — ATA)V, U,V € Muum (K)},
on va montrer que At} est un espace affine dirigé par
—
AW =AU (1, — AAT) + (I, — ATA)V, U,V € My (K)}.

On va d’abord montrer le lemme suivant:
—_—
Lemme 4.4.1 AU} est un espace vectoriel de dimension m x n — rsur K, et
indépendant du choix de A™ .

— —
Preuve. Puisque A"} C M, (K), il suffit de montrer que A{'} et un sous espace

vectoriel. On a pour tous «, § € K,

U (I — AAY) + (I, — A*A) V.U (I, — AAY) + (I, — A*A) V' € AT,

a (U (In—AAT) + (I, —ATA) V) + B (U (I, — AAT) + (I, — ATA) V')

= (U + BU") (I — AAY) + (I, — A*A) (aV/ + BV') € AT

du fait que
(aU + pU") , (aV + BV') € Myym (K) .
—
Mettons A sous la forme canonique, nous avons ainsi, tout élément de A} est équiv-
alent a la forme ( ?c 2 ) soue € Myym—n) (K), f € Mu—rxr (K), 9 € Mu—ryxm-n (K),

alors,

—
dim A = n xm — 2.
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Maintenant, si on choisit A~ € A} il existe U’, V' € M, .., (K), telles que
A" = A"+ U (I, — AAY) + (I, — ATA) V.
D’ou, pour tous U, V' € M, (K) , il existe
W =U (I, — AU") et W' = (I, — V'A)V,
telles que
U(Ln—AA) + (I, = A"A)V =W (I, — AAT) + (I, - ATA) W,

—

ce qui implique que la forme des éléments de A} est indépendante du choix de A~. W
—_—
Théoréme 4.4.1 A1} est un espace affine de direction A1

Preuve. Pourtous X, Y € Al ilexiste U, V,U", V' € M, (K), telles que

—

Y- X=U-U)(In,—AA") + (I, - ATA) (V' = V) e AW,
Ainsi, nous pouvons définir une application "— ” par

—
— o AT AT g1
(X,Y)—XY=Y—X

Pour tous X,Y € At} ona
— — —
XY 4YZ = (Y -X)4(Z-Y)=Z - X =X7,
et que
(Y-A") - (X-AN) =Y -X
D’ou
_— —
ATX =AY = X =Y.

—
Par conséquent, il existe ¢ 4+ une bijection de A1 sur AU}, m
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Corollaire 4.4.1 Les ensembles

AW = LA+ 4 AY AU (1, — AAY) + (I, — ATA)UAAT U € My (K)},

A3, = LA+ 1 (I, — AYA)U,U € My (K)} et

A = LA+ 1V (1, — AAY) |V € My (K)} sont des sous-espaces affines de A1},
En effet, il suffit de vérifier que les ensembles suivants sont des sous espaces vecto-

—
riels de A1Y -

—
AR = JAYAU (I — AAT) + (I, = ATA)UAAT | U € My (K)},
AW = (I, — ATA)U U € My (K)}

_—
ABY = (Y (L, — AAT) |V € My (K)}

—_—
Par une vérification directe, nous pouvons voir que At} est un sous anneau de
—
M, «m (K) . Par conséquent, A1} est une algébre. Si on prend AT comme origine, alors,
AU} est une algébre sous 1’addition (4) , la multiplication (e) et la multiplication par un

scalaire (o) définies par

V(AT +1), (AT +s) € AW (AT +t)+ (AT +s) =AT + (t+5).
V(AT +1), (AT +s) € AWM, (AT +1t)e (AT +5) = AT + (ts).

V(AT +1) € AU WAEK, Ao (AT +1) = A" + ).

1
2

Maintenant, si on prend la norme de Frobenius || A| . = (tr (A*A))2, alors on peut

avoir ainsi, une algébre normée, telle que la norme est définie par:

VX e A X = || X - At
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Pour tout X = (At +1), Y = (A" +5) € Al'} ona
IX oY =X oY — A", =ltsllp < [l lIsllp = IXIY,

donc ||.|| est une norme matricielle. Ainsi, A} est une algébre de Banach.
Etant donné L(1,—a+a) €t R, —aa+), la multiplication a gauche et la multiplication

a droite dans M,,«,, (K) respectivement. Alors, pour tout U € M,,y,, (K), ona

Ly (LgarmU ) = (I, — AYA)’ U = (I, = ATA) U = Ly, _asa)U,

R ant) (R -annU) = U (L — AAT)? = U (L, — AAY) = R, _ann)U,

ce qui montre que Lz, a+a) €t (7, —a4+) sont des projecteurs, et que leurs images sont

respectivement A{13} et A4} Finalement, A{13} et A{H4) sont des sous algébres dans

At} telles que A1 = A1L3F 1 A{L4} Remarquons que cette factorisation n’est pas unique,
_ —

car ATL3H N AT £ 10}

En effet, si on prend
(A0 v, (L0 + (L, 0
A_< ! O):>AA_<O 0),AA _<0 0),

. _( U U ~(Vu O
dou,pourU—( 0 W)et\/—(v21 W),avecW#O,ona

W— ATAVU =V (I, — AAT) = e A3 A4
I + + SVOV (13} 4 214}

Conclusion Dans le présent chapitre nous avons doté [’ensemble des {1} —inverses
d’une matrice, d’une structure d’un semi-groupe et décomposé ses éléments en facteurs
réguliers. Malheureusement, ce n’est pas un semi-groupe commutatif. Pour obtenir un bon
résultat structurel, nous avons défini une relation d’équivalence afin d’avoir un isomor-

phisme entre le semi-groupe quotient et celui des projecteurs. En outre, nous avons établi
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une correspondance bijective entre [’ensemble des matrices et celui des semi-groupes as-
sociés. Cette correspondance préserve les isomorphismes entre semi-groupes et applique
la matrice nulle (ce qui est le zéro du groupe additif des matrices) sur [’espace des ma-
trices (qui est ['unité lice a l’intersection des ensembles). Nous avons aussi prouvé que
pour toute matrice, il existe une suite de semi-groupes ordonnés par l’inclusion. Le semi-
groupe de {1} —inverses d’une matrice est aussi une algebre de Banach qui contient des

sous-algebres de {1,3} —inverses et {1, 4} —inverses d’une matrice.



Chapter 5
Appendice

Lemme 1.3.1 Pour toute matrice A de type m X n de rang r, il existe une matrice
inversible a gauche B et une matrice inversible a droite C, de rang r telles que A = BC.
De plus, B'B et CC" sont inversibles. Alors, Ay = C* (CC*)™' S (B'B) ™" B, 011 S¥ =1,
est un G*—inverse de A.

Preuve. Soit {By, ..., B.} une base de R(A). Si on pose B = [By, ..., B,] une ma-
trice colonne, alors B est une matrice de type m x r de rang r, et toute colonne de A est
une combinaison linéaire des vecteurs By, ..., B,. Par suite pour chaque colonne A; de A,
il existe ¢;; € K, tels que A; = ¢1;B1 + ... + ¢,;B,, d’ou, il existe une matrice unique C'

constituée de ¢;; qui est de type r x n, telle que A = BC, et du fait que
min (r,n) >r(C) >r(BC)=r(A) =r,

on déduit que r (C) = r.

Rappelons que pour toute matrice X, ona N (X) = N (X*X). D’ou, r (X'X) =
r (X) .En effet, si Xx = 0 pour un certain xz, alors X* Xz = 0. Inversement, si X' Xz = 0,
alors 7! X' Xz = 0,ce qui donne Xz = 0. Appliquons cela a B et C.on a, B'B et CC" sont
des matrices carrées d’ordre r de rang r, donc inversibles.

Posons, Ay = C* (CC") ™" S(B'B)~" B!, ou S¥ = I, nous obtenons:

1 1 1

(AA))"A = Bcc'(CC') ™ S(B'B)” B'...BCC' (CC")~
7€rfactcurs

S(B'B)”' B! BC

= BS*C = BC = A,

97
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1 1 1

(AgA)F A, = C'(CcC)™ S (B'B)” B'BC...C* (CCY)~ B!

-

S(B'B)"

k facteurs

'S(B'B) B! = A,.

= ct(oCt)”

Ainsi Ay est un G¥—inverse de A. Alternativement, si on prend un inverse a gauche B; de
B etun inverse a droite C). de C alors, une vérification immédiate montre que Ay = C,.S B,

est aussi un G¥—inverse de A. B

lemme 1.5.3  Etant donné un espace vectoriel E sur K, T un endomorphisme de F,
et g(t),h(t) deux polynémes premiers entre eux. Si f (t)le polynéme produit f (t) =

g (t) h (t)veérifie f (T') = 0, alors,
E=N(g(T)®N (h(T)).
Preuve. Comme g (¢) et h (1) sont premiers entre eux, alors, il existe deux polyndmes
r(t) et s (t) tels que
r(t)g(t)+s(t)h(t) =1
Substituons par 7', nous obtenons:
P (T)g(T) + s (T)h(T) =1, (5.1)
d’ou
YVoe E,v=r(T)g(T)v+s(T)h(T)wv. (5.2)

Du fait que pour tout polyndme f (t) ,onatf (t) = f (¢)t,alors, Tf (T) = f(T)T.

Ainsi,
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ce quientraine r (7') g (T') v € ker h (T') . De laméme maniere, ona s (1) h (1) € ker g (T).

Par suite, la relation (5.2) montre que £ = ker i (T") + ker g (T") . De la relation (5.1) on a:

Vu € kerg (T),w € ker h (T), s(T)h(T)u=wu, r(T) g (T)w = w.

Maintenant, si on écrit v = u + w, alors,

et

ce qui entraine ’unicité de la représentation de v. D’ou, £ =ker g (T') @ ker h (7). 1

Lemme 2.4.1 Soit f € ( (F) . Les conditions suivantes sont équivalentes:
1) f estd’indice p.
2) Im fP = Im fP*L,
3) E = ker f? @ Im f7.
Preuve. 1&2) f est d’indice p < Im fP*! = Im fP < dimker f? = n —
dimIm f? = n — dimIm fP™! = dimker fP*!.

Comme ker f? C ker fP*!, nous avons ker f? = ker fP+1.

243) Pour la raison des dimensions, il suffit de montrer que ker f? N Im f? = {0} .

Soit z € ker f? N Im f?, alors, il existe y € E, tel que x = f? (y) avec x € ker f?, d’ou,

0= f7(z) = f* (y) = y € ker f*.
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Comme ker f? = ker fP*!, nous avons ker f? = ker fP. ce qui fait y € ker fP. Par

conséquent, r = fP (y) = 0. Réciproquement, comme ker f C ker f?, alors, si

ker ff N Im f? = {0},

ona: pour z € Im fP tel que f (z) = 0 = = = 0. Par suite, la restriction de f a Im f? est
un automorphisme, d’ot Im f? = f (Im f?) = Im fP*'. &

Lemme 3.4.1 Le produit C E~ D est invariant sous le choix de E~ si et seulement
siR(D) C R(E)et R(C*) C R(E*).

Preuve. Les inclusions dans le lemme nous permettent d’écrire:

C=MFE e D=EN

pour certaines matrices M et N. Alors, CE~D = MEE~EN = MEN est indépendant
de E~.
Réciproquement, supposons que C'E~ D est indépendant du choix de £, et que

R(D) ¢ R(E), alors
D'=(I—-EE")D#0.

Soient C' = C;C,. et D’ = P, P, deux factorisations qui préservent les rangs de C et D'.
Pour tout £~ g—inverse de £, ona £~ + C, P, (I — EE~) = E'~ est un autre
g—inverse de E' ( voir chapitre 2). Multiplions £'~ a gauche par C' et a droite par D, nous

obtenons,

CE~D=CE D+CP, #CE D
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parce que C; P, # 0, du fait que () est inversible a gauche et P, est inversible a droite.
Ainsi, nous obtenons une contradiction. Supposons que R (C*) ¢ R (E*). En raisonnant

de la méme maniere précédente, nous obtenons une contradiction. B
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Résumé

Un inverse généralisé d’une matrice A est une matrice X, sensée de satisfaire:

(1) X est définie pour une classe contenant les matrices non singuliéres

(i1) X est I’inverse usuel de A lorsque A est non singuliére.

(i11) X possede quelques propriétés de I’inverse usuel.

La racine génétique du concept des inverses généralisés apparait essentielle-
ment dans le contexte de 1’ainsi nommé les problémes linéaires "mal- pos¢". Toute-
fois, il semble que cette terminologie a été premierement mentionnée dans un man-
uscrit en 1903, attribué a Fredholm, ou un inverse particulier généralisé, prénommé
aussi "le Pseudo- inverse", d’un opérateur intégral a ét¢ donné. Depuis ce temps,
ce concept a crll considérablement et devint un domaine actif de la recherche. Le
but de la présente thése est 1’étude de quelques propriétés algébriques des inverses
généralisés des matrices finies sur K (K = R ou C) comme la somme, le produit,
la loi d’ordre inverse, 1’invariance de la loi d’ordre inverse, I’invariance de la forme
de Jordan, la puissance d’un inverse généralisé, .. etc. En particulier, nous définis-
sons quelques structures algébriques sur la classe des inverses généralisés d’une
matrice, comme les semi- groupes, et I’espace affine, ce qui permet d’obtenir cer-
taines propriétés telles que I’isomorphisme des semi- groupes, la commutativité, la
décomposition en facteurs, relation d’ordre...

Mots clé: Matrice, inverse généralis¢, projecteur, somme, produit.
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