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Résumé

L’objectif de ce mémoire est I’étude de la controlabilité des systémes linéaires de
dimension infinie.
Premiérement, on considére les systémes avec controle distribué. On définit quelques
concepts de controlabilité et on les caractérise en termes des opérateurs décrivant
le systéme.
Ensuite, on adopte la méthode de pénalisation ( Lions [12] ), pour déterminer le
contrdle optimal qui raméne & l'origine I'état d’une classe des systémes décrits par
un Cy-Groupe.
Enfin, on étudie quelque probléme de controlabilité pour les systémes de controle

frontiére en utilisant les résultats obtenus précédemment.

Mots clés : systéme de dimension infinie, controlabilité, controle optimal, méthode

de pénalisation, controle frontiére.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est ’étude de la controlabilité d’un systéme linéaire

de dimension infinie.

La notion de la controlabilité est d’une grande importance dans la théorie du
controle ; ¢’est une propriété de base dans 'analyse des systémes dynamiques. De
nombreux problémes fondamentaux de la théorie du controle ( stabilité et stabilisa-
tion, controle optimal) ne peuvent étre résolus que sous ’hypothése que le systéme
soit controlable. Il s’agit d’imposer & un systéme un comportement souhaité par
exemple dans notre cas amener un systéme d’un certain état initial a une sortie

désirée en respectant éventuellement certains critéres.

Un systéme de contrdle est un systéme dynamique sur lequel on peut agir au

moyen d'un controle ou d’une commande.

Un modéle simple englobant une large classe des systémes de contréle linéaire

est décrit par :

%(t) = Az(t) + Bu(t) t€]0,T]
2(0)=2"€Z 0
y(t) = Cz(t) 14 E]O,T[

ou :
A:D(A) CZ — Z, A est un opérateur linéaire, fermé, de domaine dense dans
Z et engendrant un Cp-Semi groupe (S(t))i>o sur Z. A fournit le dynamique du

systéme.

B :U — Z, B est un opérateur linéaire borné. B excite le systéme pour modifier

I'état (chercher un état convenable).

C : Z — Y, C est un opérateur linéaire borné. C' récupére les informations

d’observation.

v



Introduction

Z, U, Y sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires et des normes

notés par :

<'7 ->Z; <-7 '>U> <-7 ->Y

et

11z, I-llus |-y respectivement.

Z, désigne l'espace d’état du systéme , U l'espace de controle et Y est I'espace

d’observation.

La fonction z(.) € Z est dite 'état du systéme (I)), u(.) € U est le controle (I'entrée)

et la fonction y(.) € Y représente la sortie du systéme ([I)).

Le probléme de controlabilité du systéme (I)) ou du triplet (A,B,C) est un
probléme classique, sa présence dans divers domaines de recherches ne cesse de

susciter I'intérét des scientifiques.

Dans le cas ou Y = Z, C = Idy ( I'opérateur identique dans Z ) ce probléme
était l'objectif d’une vaste et riche littérature parue depuis les années 60 et d’un
sujet qui a tenu Pattention des plusieurs auteurs comme : Fattorini [6], Curtain et
Pritchard [3], Lions [I1] , Lasiecka et Triggiani [9], Bensoussan et al [I], Curtain et
Zwart [4], Weiss et Tucsnak [18].

Dans le cas ou C' est quelconque des études ont été faites par :

Triggiani [I7] a considéré le systéme dans deux cas ( autonome et non
autonome ) avec Z, U, Y des espaces de Banach séparables et sous I'hypothése de
base que l'opérateur agissant sur 1’état soit borné. Il a caractérisé les notions de
controlabilité (d’état et de sortie) et d’observabilité du systéme (I}) en terme des
coefficients du systéme et le théoréme de catégorie de Baire. Il a également fourni

une relation entre la controlabilité du triplet (A,B,C) et du couple (A,B).

Germani et Monaco [§] ont étudié la notion de e-controlabilité fonctionnelle du
systéme . Pour arriver a leur but les auteurs ont supposé dans un premier temps
que l'espace Y est de dimension finie et ont montré que le systéme admet cette
propriété sous certaines conditions, puis ils ont étendu le résultat obtenu au cas

général.

Lions [12] a caractérisé le controle optimal qui raméne I’état du systéme (|I)) a

un sous espace fermé de Z, en adoptant ’approche de pénalisation.




Introduction

El Jai et Pritchard [5] ont traité le probléme de controlabilité du systéme ()
dans le cas on C' = x,, (opérateur restriction sur w ), avec 2 un ouvert borné de

R™ et w un sous ensemble non vide de €2.

Chen et Lasiecka [2] ont caractérisé le controle optimal qui minimise la fonc-

tionnelle :

J(u, z) =

N | —

[ihuto)fs + 1=t

ou R est un opérateur linéaire borné de Z vers H (espace de Hilbert donné) et sous

I'hypothése que C'z(t) = 0 via I’équation différentielle de Riccati.

M. Sirbu [I6] a considéré le systéme ([I)), il a étudié la relation entre la controla-
bilité exacte nulle du couple (A,B) et les propriétés de I’équation de Riccati associée

au probléme de minimisation suivant :

min{/ lu(®)||3 dt,u € L*(0,T;U), %(t) = Az(t) + Bu(t), z2(T) = 0}

E. Zerrik et al [19] ont considéré une classe particuliére de systéme de dimension
infinie & savoir les systémes paraboliques. Ils ont caractérisé le controle optimal qui
raméne I'état de ce systéme & une région limitée par deux fonctions a(.) et 3(.) (
deux fonctions réelles tel que : a(.) < S(.) ) en employant deux approches, I'une
basée sur les outils des fonctions sous-différentielles, I’autre sur les multiplicateurs

de Lagrange.

Dans ce mémoire, nous allons examiner quelques concepts de controlabilité du
systéme . Puis on adopte 'approche développée par Lions [12], pour caractériser
le controle optimal dans le cas ot 'opérateur A engendre un groupe et le systéme

(L) est exactement nul controlable et on procéde comme suit :

Dans le premier chapitre on étudie quelques concepts de controlabilité du sys-
téme () ou du triplet (A,B,C).

Le deuxiéme chapitre est réservé pour la caractérisation du controle optimal

par un systéeme d’optimalité.

En tenant compte des résultats obtenus dans le premier chapitre, on établit

dans le dernier chapitre la controélabilité d’un systéme de controle frontiére.

vi



Chapitre 1

Définitions et caractérisations de
controlabilité d’un systéme de

controle linéaire

Dans ce chapitre on va considérer quelques concepts de controlabilité du systéme
(T), puis on établit des critéres pour les caractériser et enfin on illustre les résultats

théoriques obtenus par des exemples.

1.1 Définitions et remarques

1.1.1 Définitions

Soit H un espace de Hilbert, (.,.)g son produit scalaire et ||.||g la norme correspon-
dante.

On note par L?(0,7;H) Pespace de Hilbert muni du produit scalaire (., .)12(07.m)
défini par :

T
(f, 9)r20mm) / t))mdt
0

Nous collectons ici les définitions de tous les concepts de controlabilité du sys-

téme (|I).

Définition 1.1.1. Le triplet (A,B,C) est dit exactement controlable sur lintervalle

de temps [0, T] si et seulement s’il est possible de trouver une fonction d’entrée u(t)
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qui puisse transférer tout état initial 2° € Z a la sortie désirée yg € Y au bout d’un
temps fini T.

Ceci est équivalent a dire :
V' € Z Yyy € Y FJu € L2(0,T;U) tel que : y(T) = yq (1.1.1)

Définition 1.1.2. Le triplet (A,B,C) est dit exactement nul controlable sur [’in-
tervalle de temps [0,T] si et seulement s’il est possible de ramener tous les points

dans Uespace Z o Uorigine au temps T via un controle u c-a-d :
V2’ € Z 3u € L*(0,T;0) tel que : y(T) =0 (1.1.2)

Définition 1.1.3. Le triplet (A,B,C) est dit approzimativement contrélable sur

Uintervalle de temps [0, T si et seulement si :

Ve > 0V2" € ZVyy €Y Fu e L*0,T;U) tel que : ||ya —y(T)|ly < ¢ (1.1.3)

1.1.2 Remarques

Remarque 1.1.1. Pour Y = 7 ,C = Id (Id l'opérateur identique dans Z ), on
dit que le couple (A,B) est controlable au lieu de dire que le triplet (A,B,Id) est

controlable.

Remarque 1.1.2. Reprenons le systeme (l)), et supposons que le triplet (A,B,C)
est exactement controlable sur Uintervalle [0,T] alors pour chaque yq € Y on a

controlabilité ezacte élargie [ Lions [12] | par rapport & G = C~{y,}.

Remarque 1.1.3. Soit Q un ouvert borné de R™ (n € N*) de frontiére I assez
réguliere et T > 0, et soit w un sous domaine de ) supposé non vide et non néces-
sairement conneze.

On considere les espaces sutvants : Zq, Y, et U

Ou :

Zq espace de Hilbert dépendant de l'ouvert Q) désignant ’espace d’état.

Y. espace de Hilbert dépendant de w désignant l’espace d’observation.

U espace de Hilbert désignant ’espace de controle.

e Le couple (A,B) est dit exactement w-régionale controlable sur lintervalle de

temps [0,T] si et seulement si : ( El jai et Pritchard [5] )

V2 € Zg V2 €Y, Ju € L*(0,T;U) tel que : 2,(T, 2°)|, = 24 (1.1.4)
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Pour C = x,, (opérateur restriction sur w ) tel que :

Xw - ZQ — YW

z > Xw?Z = 2|

C e L(Zg,Y,)
e Dans ce cas la, la notion de controlabilité exacte du triplet (A, B, x.) coincide

avec la notion de controlabilité exacte w-régionale du couple (A,B).

Remarque 1.1.4. Contrairement aux systéemes distribués, pour les systémes de di-
mension finie, les concepts de controlabilité du triplet (A,B,C) (exacte et approchée)

se coincident.
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1.2 Caractérisations de quelques concepts de contro-

labilité
On introduit les opérateurs suivants :

Ly L2(0,T;U) — Z

Lru = fTS(T — s)Bu(s)ds Yu € L%(0,T;U)
Lt est {)m opérateur linéaire borné.

L L2(0,T;U) — Y

Lru = C’ng(T — s)Bu(s)ds Yu € 1L2(0,T; U)

L7 est un opérateur linéaire borné

Dans les paragraphes suivants on va formuler et prouver des conditions né-
cessaires et suffisantes pour caractériser les concepts de controlabilité du triplet

(A,B,C) sur l'intervalle de temps [0,T].

1.2.1 Caractérisation de la controlabilité exacte et de la contro-

labilité exacte nulle
1.2.1.1 Caractérisation de la controlabilité exacte

Théoréme 1.2.1. Le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur lintervalle de

temps [0,T] si et seulement si :

Im Ly =Y (1.2.1)

Démonstration. Supposons que le triplet (A,B,C) est exactement controlable alors

selon la définition on a:
V20 € Z Yy, € Y Fu € L*(0,T;U) tel que : CS(T)2° + Lru = yq (1.2.2)
Pour z° =0 on a :
Yyq € Y Ju € L?(0,7;U) tel que : Lou = yq (1.2.3)

Alors Im L7 =Y
Maintenant supposons que (1.2.1]) est vérifié et soit 2° € Z, ys € Y
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On a aussi : (yg — CS(T)2°) € Y et d’aprés (1.2.1)) on a :
Juy € L*(0,T; U) tel que : Lpug = yqg — CS(T)2°

Alors :
Jug € L?(0,T;U) tel que : CS(T)z" + Lrug = yq

et on déduit que :
V2’ € Z Vyg € Y Fu € L*(0,T;U) tel que : y(T) = yq
d’ou la controlabilité exacte du triplet (A,B,C) O]

Théoréme 1.2.2. Le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur lintervalle de

temps [0,T] si et seulement si :

Iy > 0 tel que : [|[L7yllzoryy = Yvlly VyeY (1.2.4)
ou : L5 est Uopérateur adjoint de L
Démonstration. D’aprés le théoréme ((1.2.1)) le triplet (A,B,C) est exactement contro-
lable si et seulement si 'opérateur L1 est surjectif, et appliquons le corollaire 3.5

chap 3 page 55 [3] on obtient :

Popérateur L est surjectif si et seulement si :

3y > 0 tel que : [|[L7yllzoruy = Yylly Yy eY
m
Théoréme 1.2.3. Le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur lintervalle de

temps [0,T] si et seulement si : ker L5 = {0} et Im L5 est fermé.

Démonstration. On suppose que le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur
I'intervalle [0,T] alors selon le théoréme ((1.2.2)) on a :

3y > 0 tel que : [|[L7yll20mmy = Yylly Yy €Y (1.2.5)

et donc : ker L7 = {0}

Reste & montrer que I'm L est fermé; soit (z, = L3y, )n>o une suite de Cauchy
dans 1L2(0, T; U).

D’apres I'inégalité on obtient :

Fy > 0 tel que : [|£7alli2000) 2 Vumly Yn €N
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Donc la suite (y,)n,>0 est de Cauchy et comme 'opérateur £ est linéaire borné
alors :

L5Yn e L7y et donc I'm L7F est fermé

Maintenant on suppose que ker L7 = {0} et I'm L5 est fermé alors I'opérateur £
réalise une bijection sur son image c-a-d : 3 (LX)~ : Im LX — Y et comme L7

est borné et I'm L% est de Hilbert alors (£%)~! est borné donc :

3k >0 / [|(£7) ully < Kllullz oz

Yu € Im L7

pour u = LXy € D((LX)™!) = Im (L£%) on obtient :
3k > 0 telque : [jy|ly < k| L7y lL20,m0)
Alors :
1 .
EI’}/ = E > 0 telque :||£’§y||L2(O,T;U) Z ’yHyHY
et d’aprés le théoréme ((1.2.2)) le triplet (A,B,C) est exactement controlable. H

Corollaire 1.2.1. Une condition nécessaire pour que le triplet (A,B,C) soit exac-

tement controlable sur Uintervalle [0,T] est la surjectivité de lopérateur C.

Démonstration. On suppose que le triplet (A,B,C) soit exactement contrdlable sur
'intervalle [0,T] alors selon le théoréme (1.2.1) on a : Im Ly = Y et selon la

structure de I'opérateur £ on obtient :
Y=Im£LrCImCCY
et donc 'opérateur C' est surjectif. O

Corollaire 1.2.2. Le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur lintervalle
[0,T] si et seulement si :
i) L’opérateur C est surjectif.

i) 3y >0 tel que :

T
| 1Bl > sl (1.26)
Pour chaque ¢ solution de :
dy .
— +A%p =0
a T

p(T) = ¢ € (ker C)*
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Démonstration. Selon le théoréme (|1.2.2)) le triplet (A,B,C) est exactement contro-

lable sur l'intervalle [0,T] si et seulement si :
T
3> 0telques [ B5S*(T - 0Cde = Ayl vy e v
0
Comme 'opérateur C'* est borné on obtient :
T
Iy > 0 tel que : / | B*S*(T — t)C*y||3dt > vl C*y|l5 Yy €Y
0
Si on pose : @y = C*y Yy € Y alors :

T
30 > 0 tel que : / IB*S*(T — t)goll5dt > ollwollz Vo € ITm C% = (ker C)*
0

Si on pose : ¢ = S*(T — t)gg alors :

dy ,
2T A*p =
7 + A% =0

o(T) = ¢ € (ker C)*
Donc on obtient : vy > 0 tel que :

T
/0 1B*el2dt > ollgol

Pour chaque ¢ solution de :

de .
— +A*p =0
a T
o(T) = ¢° € (ker C)*
]
Corollaire 1.2.3. Si le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur lintervalle

de temps [0,T] alors le triplet (A — X Id, B,C) (A € R) a la méme propriété.

Démonstration. Supposons que le triplet (A,B,C) est exactement controlable alors

d’aprés le théoréme (1.2.2)) on a :
T
3y > 0 tel que : /HB*S*(T —)CFyldt > Ay} Yy e Y
0

L’opérateur (A — X Id) engendre un Cy-semi groupe (T(t));>o défini par :

T(t)z = (exp—At) S(t)z VzeZ
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Soit y € Yona:
e Pour A\ <Oona:exp—\NT—1t)>1 Vtel0,T]

Alors :
T T
JIB*T*(T —t)C*y||gdt = [||B*S*(T —t)exp —A(T —t) C*yl|3dt
0 0

> Ayl

e Pour A >0ona:exp—AT—1t)>exp—AT Vte€[0,T]

Alors :
T T
JIB*T*(T —t)C*y||3dt = [||B*S*(T —t)exp —A(T —t) C*y||3dt
0 0

> yllexp =ATylly
= llyly

Donc : dy9 = yexp — AT tel que :
T
/ | B*T*(T = )C*ylludt = vollylly Vy € Y
0

[]

1.2.1.2 Relation entre la controélabilité exacte du triplet (A,B,C) et du
couple (A,B)

On rappelle que :
e Le couple (A,B) est exactement controlable sur 'intervalle de temps [0,T] si et

seulement si :

Im Ly =7 (1.2.7)
e Le couple (A,B) est approximativement contrdlable sur Uintervalle [0,T] si et
seulement si :

ker Ly = {0} (1.2.8)
Pour plus de détails voir Curtain et Zwart [4]

Corollaire 1.2.4. Si le couple (A,B) est exactement controlable sur lintervalle
[0,T] et si Uopérateur C est surjectif alors le triplet (A,B,C) est exactement contro-
lable sur [0,T].
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Démonstration. Comme 'opérateur C est surjectif alors :
Vy €Y Jz € Z telque : Cz =y (1.2.9)
Comme Im Ly = 7Z alors :

Vz € Z 3u € L*(0.T;U) telque : Lru = 2 (1.2.10)

Insérant (1.2.9)) et (1.2.10) on obtient :

Yy € Y Ju € L2(0,T;U) tel que : CLyu =y
Alors : Im L =Y ; d’ou la controlabilité exacte du triplet (A,B,C). ]

Corollaire 1.2.5. Supposons que le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur
Uintervalle [0,T] et que Uopérateur C est injectif alors le couple (A,B) est exacte-

ment controlable sur [0,T].

Démonstration. Soit z € Z alors on a :
Jy € Y telque : Cz=1y (1.2.11)
Comme Im Lp =Y alors :
[1.2.11) = 3u € L?(0,T; U) tel que :Cz = CLyu
et selon I'injectivité de I'opérateur C on obtient :
Ju € L*(0,T;U) tel que :Lru = z

Alors :
Vz € Z Ju € L*(0,T;U) telque : Lru = 2

Donc ImLy = Z d’ou la contrdlabilité exacte du couple (A,B). O

1.2.1.3 Caractérisation de la controlabilité exacte nulle

Théoréme 1.2.4. Le triplet (A,B,C) est exactement nul contrélable sur l'intervalle
[0,T] si et seulement si :
Im Ly D Im CS(T) (1.2.12)
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Démonstration. Supposons que le triplet (A B,C) est exactement nul controlable
sur Uintervalle [0,T] alors selon la définition ([1.1.2]) on a :

V' € Z Fu e L*(0,7;U) tel que : CS(T)2° + Lpu =0 (1.2.13)
Soit y € Im CS(T) alors :
dzy € Z tel que : CS(T)z =y
On applique pour z; € Z on obtient :
Ju; € L*(0,T;U) tel que :CS(T)z + Lpup =0

Alors :
Juy € L2(0,T;U) tel que :CS(T)z, = Lpusg

Donc :
Yy € Im CS(T) 3u € L*(0,T;U) tel que : y = Lou

Maintenant supposons que (1.2.12)) est vérifié et soit 2° € Z alors C'S(T)z2° €
Im CS(T) et selon I'hypothése on a : CS(T)z° € Im (Lr) alors :

Ju € L*(0,T;U) tel que : CS(T)z" + Lyu =0

et donc le triplet (A,B,C) est exactement nul controlable.
O

Théoréme 1.2.5. Une condition nécessaire et suffisante pour que le triplet (A,B,C)

soit exactement nul controlable sur Uintervalle [0,T] est :
Sy > 0 tel que | Liylorn 2 WISHTICTYz vyeY  (1.214)

Démonstration. D’aprés le théoréme (1.2.4) le triplet (A,B,C) est exactement nul

controlable sur U'intervalle [0,T] si et seulement si :
Im Ly D Im CS(T)
appliquons le théoréme 3.5 chap3 page 55 [3] on obtient :

v > 0 tel que : [[L7yllLzorw) > YIST(T)Cyllz Yy €Y

10
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Corollaire 1.2.6. Si le triplet (A,B,C) est exactement nul controlable sur ’inter-

valle de temps [0,T] alors le triplet (A — X\ Id, B,C) (A € R) a la méme propriété.

Démonstration. Supposons que le triplet (A B,C) est exactement nul controlable
alors d’aprés le théoréme (1.2.5) on a :

T
Iy > 0 tel que : /||B*S*(T—t)0*y||mdt > ~||S*(T)C*yllz Yy €Y
0

Soit y € Yona:

v

T

JIB*TH(T = )C*ylludt > [|S*(T)exp—MT —t) C¥y|lz
0

> y||S*(T) exp —A(T) C*y||z

YNT*(T)C*yllz

1.2.1.4 Relation entre la contrélabilité exacte et la contrdlabilité exacte

nulle du triplet (A,B,C)

Théoréme 1.2.6. Si l'opérateur A du systéme (I)) engendre un groupe (S(t))ier
alors le triplet (A,B,C) est exactement controlable sur Uintervalle [0,T] si et seule-

ment s’il est exactement nul controlable sur Uintervalle [0,T].

Démonstration. On suppose que le triplet (A,B,C) est exactement nul controlable

sur l'intervalle [0,T] alors selon la définition ((1.1.2)) on a :
V' € Z Ju e L*(0.T;0) tel que : C2(T) =0 (1.2.15)

Soient 2° € Z, y, € Y
On pose :

Alors on peut décomposer le systéme () comme suit :

11
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et

Par hypothése on a :

Si on peut choisir z;(T) € C~'{yq4} alors le controle uy raméne le systéme (I) de

le
(1) = A1)
21(0) = 27

yi(t) = Cz(t)
%
dt
2(0) = 20 =20

ya(t) = Cz(t)

(t) = Az (t) + Bu(t)

Juo € L*(0,T;U) tel que : Cz(T) =0

+ Cz(T)

I’état initial 20 & la sortie désirée 1.

Le choix de z(7T) tel que :

21(T) € C Hyy} est revenu au choix de 2! dans

STHT)C~H{ya} et cela est possible, car S(t) est un groupe et donc on peut déduire

que :

V20 € Z Vys € Y Jug € L*(0,T;U) tel que : y(T) = yq

d’on la controlabilité exacte du triplet (A,B,C).

12
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1.2.2 Caractérisation de la controélabilité approchée

Théoréme 1.2.7. Le triplet (A,B,C) est approzimativement contrélable sur [’in-

tervalle [0,T] si et seulement si :

Im Lp =Y (1.2.16)

Démonstration. Supposons que le triplet (A,B,C) est approximativement contro-
lable alors selon la définition (1.1.3]) on a :

Ve > 0Vz" € Zet Yy, €Y Ju. € L*(0.T;U) tel que : ||ya —y(T)|ly < e (1.2.17)

Pour y € Y et 2° = 0 (1.2.17)) implique :
Ve > 0 Ju. € L2(0,T;U) tel que : |[Lrue —ylly < e (1.2.18)

Si on passe a la limite dans (|1.2.18)) quand ¢ — 0 on obtient :

Ju, € LQ(O’ T;U) tel que : hI%HLTUE —ylly =0
E—

Alors :
Ju. € L2(0,T;U) tel que : Lru, =y

e—0

Donc on déduit que :
ImLr =Y

Maintenant on suppose que ((1.2.16)) est vérifié et soit 2° € Z , y € Y, on a aussi :
(y — CS(T)z°) € Y alors :

I(up)ns1 € L2(0,T; 1) tel que : liril Lru, =y — CS(T)2°
- n——+0oo
Par définition de la limite d’une suite on obtient :

F(Un)n>1 € L2(0,T;U) tel que : V7 > 03In, € N¥n > n, : ||CS(T)2"+Lru,—y|y < 7
(1.2.19)

Pour r=¢e>0ona:
(U )n>1 € L2(0,T;U) tel que : In, € NVn >n. : [|CS(T)2° + Lru, —ylly < €

Pour n, = -, n=n.ona:

™ | =

A(ue)es0 € L2(0,T;U) tel que : |CS(T)2° + Lyu. —y|ly < ¢

13
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Alors :
Ve >0V €Zet Yy, €Y Ju. € L2(0,T;U) tel que : ||yg —y(D)|ly < €
d’on la controlabilité approchée du triplet (A,B,C). O

Théoréme 1.2.8. Le triplet (A,B,C) est approzimativement controlable sur [’in-

tervalle [0,T] si et seulement si :

ker L7 = {0} (1.2.20)

Démonstration. Selon le théoréme (1.2.7)), le triplet (A,B,C) est approximativement

controlable si et seulement si :

Im Ly =Y (1.2.21)

[1.2.21) < [ker LE]* =Y
Cette derniére égalité est équivalente a : ker L7 = {0}
[

Corollaire 1.2.7. Une condition nécessaire pour que le triplet (A,B,C) soit ap-

prozimativement controlable sur [0,T] est :

Im C =Y (1.2.22)

Démonstration. Supposons que le triplet (A;B,C) soit approximativement contro-
lable alors selon le théoréme (1.2.7) on a : Im L7 = Y ,mais comme L1 = CLy

alors :

Y=ImLrCImCCY

Donc: ImC=Y
O

Corollaire 1.2.8. Si le triplet (A,B,C) est approzimativement controlable sur l'in-
tervalle de temps [0, T] alors le triplet (A—\ Id, B,C) (A € R) a la méme propriété.

Démonstration. Supposons que le triplet (A,B,C) est approximativement contro-

lable alors :

VyeY: B¥S* (T —t)C*y=0=y =0 Vt €[0,7T] (1.2.23)

14
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Soit y € Y tel que :
B*S*(T —t)exp—\NT —t)C*y =0
D’aprés on a :
exp—ANT —t)y =0Vt € 0,7
Pour t =T on obtient : y =0 O
1.2.2.1 Relation entre la controélabilité approchée du triplet (A,B,C) et
du couple (A,B)

Corollaire 1.2.9. Si le couple (A,B) est approzimativement controlable sur l'inter-
valle [0,T] et ker C* = {0} alors le triplet (A,B,C) est approzimativement contro-
lable sur [0,T].

Démonstration. Supposons que le couple (A,B) est approximativement controlable

alors :
Im Ly =7
ceci implique :
ker L7 = {0} (1.2.24)
Soit y € ker L7 alors : L7.C*y =0
Selon ([1.2.24)) on a : C*y =0
Et comme ker C* = {0} alors :
y = 0 et donc on déduit que :ker L7 = {0} O

Corollaire 1.2.10. Si le triplet (A,B,C) est approzimativement controlable sur
[0,T] et si Uopérateur C* est surjectif alors le couple (A,B) est approzimativement

controlable sur [0,T].

Démonstration. Selon le théoréme (1.2.8)) on a : ker L5 =0

Soit z € Z tel que : L7z = 0 comme l'opérateur C* est surjectif alors :
Jy €Y tel que : C*y =2

et donc : L7C*y = 0 et comme le triplet (A,B,C) est approximativement contro-

lable alors : y = 0 et on déduit que z = 0. O]
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1.2.2.2 Relation entre la controélabilité approchée du triplet (A,B,C) et
la controlabilité exacte nulle du triplet (A,B,C)

Théoréme 1.2.9. Si le triplet (A,B,C) est exactement nul controlable sur [’in-
tervalle [0,T] et si Im CS(t) =Y alors le triplet (A,B,C) est approzimativement

controlable.

Démonstration. Supposons que I'm CS(t) =Y et que le triplet (A,B,C) est exac-
tement nul controlable alors d’aprés le théoréme (1.2.4) on a :

Im LrD ImCS(T)=Y

Alors :
Im LT =Y
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1.3 Le contrdle d’énergie minimum

Supposons que le systéme (|} est exactement controlable sur l'intervalle [0,T],
alors il existe plusieurs controles différents u € L%(0,7; U) qui peuvent le ramener
de I'état initial 2° & la sortie désirée y4. La question qui se pose est comme suit :
Parmi ces controles admissibles, quel est le controle optimal (selon des critéres prés

définis) et qui aboutit au méme résultat ?

Dans ce paragraphe on va donner la formule analytique pour le contréle qui

T
SALEL
0

Théoréme 1.3.1. Pour 2° € Z, y; € Y le contréle

minimise la fonction cofit suivante :

up(t) = LE(LrLE) H(ya — CS(T)2) (1.3.1)
ramene le systeme de ’état initial 2° @ la sortie désirée yy dans le temps T.

Démonstration. Pour 2° € Z, y, € Y on a :

y(T) = Czy(T.2")
= CS(T)z +fCS — 8)Bug(s)ds

T
= COS(T)2" + fCS — 8)BB*S*(T — s)C*(LrL%) (yg — CS(T)2%)ds

= CS(T)2° +(LTQT)(LTL?)”(?M—CS(T)ZO)

= Yd
O

Théoréme 1.3.2. Le controle donné par le théoréeme ([1.3.1)) minimise la fonction
cotit J.

Démonstration. Soit u; € L%(0,7;U) un controle qui rameéne le systéme de

I'état initial z° & la sortie désirée yq alors on a :

T T
/C’S — $)Buy (s /C'S — 8)Buy(s)ds (1.3.2)
0 0
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On soustrait les deux termes, on obtient :
T
/CS(T — s)B(ui(s) — up(s))ds =0 (1.3.3)
0

Cette derniére inégalité implique :

</ CS(T — 8)B(uy(s) — ug(s))ds, (LrLE)(ya — CS(T)2"))y =0 (1.3.4)

0
Utilisant les propriétés du produit scalaire de 1'espace U dans (|1.3.4)) on obtient :

/(ul(s) —ug(s), B¥S*(T — 5)C*(LrLE) Hyg — CS(T)2°))uds =0 (1.3.5)

0

Insérant ((1.3.1]) et (1.3.5)) on obtient 1'égalité suivante :

/ — up(s),up(s))uds =0 (1.3.6)

Avec les propriétés du produit scalaire et aprés quelques calculs simples on obtient

les relations suivantes :

Of Jur|[fdt = bl‘ (uy (£), uy ()t

<U1(t> + Uo(t) — Uo(t), Uy (t) + U()(t) — Uo(t>>Udt

I
O iy

(1 (t) = wo(t), 1n (1) = o)t + [ uo (1) wa(t) = wot) el

I
O iy

+ ;{Z:<U1 (t) — U (t), Uo (t)>{udt + j(UO (t), UO(t)>Udt

T
= fHul — o )H%dterfHUOH%dt

Alors : f||u1 |]Udt>f||u0 (t)|13dt O

18



Chapitre 1 Ezxemples

1.4 Exemples

Dans cette section, on va donner quelques exemples pour illustrer ’utilisation des

résultats théoriques obtenus.

1.4.1 Exemple 1

On considére le systéme (entrée, sortie) suivant :

(02 0%z
E(x,t) = 8—(x,t) +u(z,t) t€]0,T[; x€]0,1]
2(x,0) = 2%4x) z€]0,1]
(1)
2(0,t) = z(1,t) = t €10, T
y(x,t) = g:l (2, 9501201 t€]0,T]

tel que :
©;(x) = V2 sinjmz Vj>1

Le systéme (1) est sous la forme (I) avec :

Z = 1L*0,1),U = L*0,1),Y = R
82
tel que :

D(A) = H*(0,1) N H;(0,1)

A est un opérateur linéaire engendrant un Cy-semi groupe (S(t));>o sur Z défini
par :

+oo

2,2
Y 2 € 7, 7S<t)Z = 26_] T t<2730j>[[‘2(0,1)90j

j=1
La famille (¢;);>1 représente les fonctions propres associées aux valeurs propres
(\; = —j*7%);>1 de Dopérateur A et cette derniére forme une base orthonormale
dans L2(0, 1).
B : L%*0,1) — L*0,1) B = Id (opérateur identique dans L*(0, 1))
B est un opérateur linéaire borné

C: L*0,1) — R

z — Oz = Z (2, 05)12(0,1)
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C est un opérateur linéaire borné

En effet :
|CZ|R =

<
<

c*: R

Y

1S (il

j=1
5|

> Iz 050 |2 o,n)
j=1

-21 HZHLQ(O,l)H%HLQ(OJ)
]:

mHZHILQ(o,l)

— L%*0,1)

— Oy = L v
]:

Lr: L2(0,T;1L2%0,1) — R

u
tel que :

LTU =

— LTU

CS(T — s)Bu(s)ds

CS(T — s)u(s)ds
RSy 22,2
>0 eI u(s), ;) pds

Jj=1

eI I3 (u(s), ;) Cipsds

Q

Mg 1M

<
Il

-

X

eI (u(s), ;) 3 (5, Pr)r20)ds

—_

+

8

e~ T u(s), ;)(05, Pr)r2(0.)ds

NIE

M=
O\'ﬂi
Q)
Lh
PN
N

O 1 O 1 O 1y O O IO 1y

.
Il

™

w0

Nu(s), Pr)rz(0,1)ds

B
Il
—

L’opérateur L5 est défini par :

L;ﬁ: R

—  L2(0,T;12%(0,1))

y — Ly

tel que :

On définit I'opérateur L7 comme suit :
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Lry(t) =

On a :

151220,

Alors :

HL?UH]%.Q(O.T;LQ(OJ)) -

B*S*(T — t)C*y

S*(T — 1)y
+o0 ) )
'21 eI (CHy, o)) o5
j:
X - (¥
> e (3 (y,en), 05) ©j
j=1 k=1
SNSY PRI o o) e
= Y\LPEs P5)1L2(0,1) P
% e—kz27r2(T—t)

YLk

i
I

e M) 4 /2 sin(knx)

NIE

=
Il
—

| 21 e I mT) yojll2(o,1)
]:

= (3 e D yp S eI yodizen
i= =

D) (p(x), ©r(T))12(0,1)

N
NE
<
)
Q)
&
N
:11\7
ki

185 1220t

y2672j27r2(T7t) dt

<.
Il
-

y2672j271'2(T) dt

I
NSENIINGE

<.
Il
—

~

f: o227 (T)

J=1

= vy

On pose : M = 3 e~ 2°7(T)
i=1
Alors : Iy(y=TM) > 0 tel que :

HL;K“yHiQ(O‘T;LQ(O,l)) > yllz Yy eR

d’ou la controlabilité exacte du triplet (A,B,C).
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1.4.2 Exemple 2

On considére le systéme (entrée, sortie) suivant :

(0?2 0%z

w(x,t) = %(x,t) + u(zx,t) vVt €]0,T]; Vo €]0,1]

2(x,0) = 2%x) ; %(x,O) = 2l(x) Vrel0,1]

2(0,t) = z(1,t) = 0 vVt €]0,T (2)
moQz Op
Z <_7 _k>]142(071)
=1 Oz Ox

\ = at,@k 1L2(0,1)

tel que :
op(z) = V2sin krx Yk >1

La famille (¢ )r>1 forme une base orthonormale dans L?(0, 1)

Le systéme (2) peut étre réécrit sous la forme abstraite (I) avec :

7 = H(0,1) x L*(0,1)

U1 ) U1 . 0?]1 9 9
v() ez (! )l V12 2+ Tl

U = L*0,1)

Y = R?

A3) - () ) e

tel que :
D(A) = H(0,1) NH?(0,1) x H;(0, 1)

A est un opérateur linéaire générateur du groupe unitaire (S(t))ier sur Z défini

par :

v , dv )
S(t)< 1) = Z em“t[<d—;, COSNTT)12(0,1) — (V2, SINNTX)12(0,1)]| Py

nez

. 1
—¥n
P, = — (mr )
\/§ —Pn
La famille (®,,),cz forme une base orthonormale dans Z formée par les fonctions

propres de A associées aux valeurs propres A\, = inmw (n € Z)
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B: 120,1) — Z
0

U — Bu = ( I d)u = u
B est un opérateur linéaire borné
Cc: Z — R?

mo dvy dey,
2 g g Mo
(m) — CG) = [
E (1)2,%>1L201)
. m o dvy den,
”C(v;)HRQ = |2 (= =)oyl + |Z (v2, on)r20,0) R
n=1 d[L’ dz n=1
modv dpy,
< X H—IHL <01H Hwol + m|va]lLz(0,1)
n=1
m dv
= Z”WHd—lHL?(o,l) + ml|va]lL2(0,1))
n=1 X
d’l)l
< max{m, WM}[H—HLQM) + [|valL20,1))]
d’l]l
< 4dmax{m,7M} H—HL201) + [|valL2(0,1))

= 1 (Z;)HZ

tel que : M = Z n
Alors C' est un operateur linéaire borné.
cr: R2 — Z
= e

tel que :
(o@)m ), = (e

V (y1,12) € R? et V (vy,19) € Z

“)),
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dvy dpg

o\ _ ,i<%’ dx> " >
(e.0)) < L

k=1 R2
& duy dpy, m
= kz::l <d:1:’ p 1+ 1?:31 (Va, 1) Y2

= (W),
e Le couple (A,B) du systéme est exactement controlable (voir exemple 4.1.8
chap4 page 149 [4]) alors selon le corollaire ([1.2.4)) il suffit de montrer la surjectivité

de Popérateur C pour prouver la contrdlabilité exacte du triplet (A,B,C).

Appliquant le corollaire 3.5 chap3 page 55 [3] il suffit de montrer 'inégalité sui-

vante :
Jy > Otel que : || <y1> |r2 < A||C* (yl) 12
Y2 Y2
. > Y1k
cx@olz = 1'% 17
> Y2
k=1
= 1S P g 15 el
= do ’ k=1 ’
2 2R 12 2
= vill k; d H1L2(0,1) + my;
: 2.2 & dpg g
> min{m, A}ty; + 3] tel que : A= | >° d_“L?(o 1)
k=1 O ’
Alors :

1 Y1 ‘ yl) 2
Iy = ———— >0 tel que : 2 < ~||CF
V= o que : | (y) Iz= <71 (y I3

Donc le triplet (A,B,C) est exactement controlable.
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Chapitre 2

Caractérisation du controle optimal

par la méthode de pénalisation

Notre étude dans ce chapitre est consacrée a la caractérisation par la méthode
de pénalisation, le controle optimal, lorsque 'opérateur agissant sur I’état engendre

un groupe et le systéme considéré est exactement nul controlable .

Aprés un bref rappel sur la méthode de pénalisation, on adoptera dans le
deuxiéme paragraphe ’approche introduite par Lions [12] pour caractériser le controle

optimal par un systéme d’optimalité.

2.1 Rappels sur la méthode de pénalisation

Principe

Pour résoudre les problémes d’optimisations (minimisations ou maximisations se-
lon les cas) on est conduit a des méthodes numériques par exemple la méthode de
relaxation, méthode de gradient, méthode de pénalisation.....

Dans ce paragraphe on donne quelques éclairages sur la méthode de pénalisation
qui permet de transformer un probléme d’optimisation avec contraintes en un ou
une suite de problémes sans contraintes. Elle consiste a associer a un probléme
d’optimisation une suite de problémes approximés ou pénalisés dont les solutions
convergent vers la solution du probléme initial.

Soit dans E (espace de Hilbert) le probléme
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inf J(v)

veK

(?)

avec : J : E — R, J est une fonction coercive, semi continue inférieurement (s.c.i),

K est un sous ensemble dans E non vide convexe et fermé.

L’idée de la méthode de pénalisation est de supprimer les contraintes, tout en

ajoutant dans le critére un terme pénalisant si v € K, de sorte que le probléme

pénalisé traduise au mieux le probléme initial.

De facon précise on introduit une fonction ¢ : E — R, telle que :

¢ est convexe semi-continue inférieurement (s.c.i). (faiblement)

pov)=0<=ve kK

La fonction ¢ vérifie alors la propriété suivante, utile pour la suite :

si v, —> v faiblement et si p(v,) :ro(g, alors v € K

n—-+00
En effet la s.c.i. faible de ¢ entraine

0 < ¢(v) <liminfy(v,) =0

n—-+o0o

donc p(v) =0etv e K

e On introduit a présent la famille de problémes pénalisés

inf (3.(0) = 3(0) + Lp(v)

(2.1.1)

(2.1.2)

(Pe)

Le probléme (P) (respectivement ) admet une solution unique u (respective-

ment u.) (il suffit d’appliquer le théoréme 1.1 chapl [I3]).

Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses faites, u. converge fortement vers u si €

tend vers 0

Démonstration. 1D’apres les hypothéses on a :
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Buw) + plw) = inf (300) +—(0))
< inf (@) + Zo(0))
- )
— )
Alors :
I(u:) < I(u) (2.1.3)
et
o(u.) < Ce (2.1.4)

On en déduit que ¢(u.) — 0 que la suite u. est borné (car J est co a I'oo) on
peut donc extraire une sous suite u, —> u faiblement et d’aprés (2.1.2) u € K.

La s.c.i. faible de J entraine
3(&) < liminf J(u.) < limsup J(u.) < J(u)

d’ott Ton déduit que © = u et que (sans extraction de sous suite)

u. — u (faiblement)
limj () = (u)

Utilisant la coercitivité de la fonctionnelle J on déduit que : v, —> u fortement [J
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2.2 Systéme d’optimalité et méthode de pénalisa-
tion
Reprenons le systéme (I) et supposons que l'opérateur A engendre un groupe

(S(t))ier et que le triplet (A,B,C) est exactement nul controlable.

Définissons U,y ( ensemble des controles admissibles ) par :

Uag = { (v,2) €L?0,T;0) x L*(0,T;7Z) tel que :
dz
a(t) — Az(t)— Bv=0 Vvt €[0,T]
2(0) = 2Y
y(T) =0}

Formulons notre probléme comme suit :

inf J(v) (2.2.1)

vEULq

tel que :
T
1 2
Tw) = 5 [ el a
0

e Le probléme ([2.2.1)) est un probléme de contrdle optimal avec contraintes sur la
sortie.
e Ce probléme n’a de sens que si Uyq # ¢ -

e Le probléme (2.2.1)) admet une solution unique telle que :

inf J(v) = J(@)

v€EULg

En effet :

La fonctionnelle J est continue alors elle est s.c.i et vérifie :
1 2
Vli<a< 5 : J(U) Z a“UHLQ(O.T;U)

donc on déduit que la fonctionnelle J est coercive.
Par hypothése I'ensemble U,q n’est pas vide.

Uyq est convexe

Soit t € [0,1] et (z), (Z) € U,q on montre que :
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H(2)+ (1 =6((!) € Uag c-a-d : (7)€ Uag

z tz+(1—t)n

e Comme L?(0,T;U) et L?(0, T; Z) sont des espaces de Hilbert (espaces vectoriels)
alors ((tv + (1 — t)u), (tz + (1 —t)n)) € L?(0,T;U) x L*(0.T;Z)
d(tz+ (1 —1t)n)

= ~ Atz + (1— 1)) — Blto + (1 — t)u)
_ t(%—Az—Bv)Hl—t)(‘é—?—An—Bu) 0
o (tz+ (1—6)n)(0) =tz(0) + (1 —t)n(0) = 2°
o« Otz + (1= )(T) = +C(T)+ (1— t)Cn(T)

= 0
U,q est fermé

Soit ((zz))neN une suite dans U,q, on suppose qu’elle est convergente vers (Z), et
on montre que (Z) € Uag

Par hypothése on a :

Uy, v
Ve >0 Elno eN ‘v’no >n: || (Z ) — <Z> H]L2(0,T;U)><]L2(O,T;U) < €

n

Alors :
Ve >0 Elno eN Vno Z n: an — UH]?JQ(O,T;TU) + HZn — ZH]%AQ(O,T;Z) <€

Ceci implique :

Ve >03dng e NVng>n
[ (vn — V) |lL20,m0) < €
[(zn — 2)llL2(0r2) < €

Alors on peut déduire que :

limv, = v dans L?(0,7;U) (2.2.2)
n—-+00
limz, = z dans L.2(0,T; 7Z) (2.2.3)
n——+oo

e De (2.2.2) et (2.2.3) on en déduit que : (*) € L*(0,T;U) x L*(0,T;Z) (comme

d
L2(0,T;U),1L*(0,T; Z) sont des espaces fermés), et par conséquent : d—j—Az—va =
0
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= lim 2°
n—-+4o0o

Czx(T) = C lirf z2n(T)

= lim Cz,(7)

n——+o00
= 0
alors d’aprés le théoréme 1.1 chap 1 [I3] le probléeme (2.2.1) admet une solution

unique.

e La question posée est la suivante : le probléeme (2.2.1)) admet une solution unique
peut-on la caractériser par un systéme d’optimalité S.O?
Pour répondre a cette question on adopte une méthode générale c’est la méthode

de pénalisation introduite par Lions [12] pour laquelle on suit les étapes :
Etape 1

Dans cette étape on approche le probléme de minimisation (2.2.1)) par une famille
de problémes pénalisés ol z et v deviennent des variables indépendantes, puis on
montre l'existence et 'unicité de la solution du probléme pénalisé.

On introduit I'ensemble suivant :
Upw = { (v,2) €L*0,T;U) x L*(0,T;Z) tel que :

%—AZ—BUGLQ(O,T;Z)

e Notons que L’ensemble U,, n’est pas vide : pour chaque v € Uyq le couple (v, z(v))
est un élément de cet ensemble.
e L’ensemble U, muni du produit scalaire (., .)y,, induit de la norme ||.||y,, définie
par :
v dz 1
(e = el + el + 1% = Al
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est un espace de Hilbert.

e Définissons sur U,y la fonctionnelle J; telle que :

/HvHU dt + —/H——Az BUH% dt
1T dz

o Le terme f H — Az(t) — Bo(t)]|2 dt est dit terme de pénalisation.

Maintenant on considére le nouveau probléme de minimisation dont on dit qu’il est

déduit de par pénalisation :
inf.J. (v, 2) (2.2.4)

Théoréme 2.2.1. Pour chaque € > 0 le probléme (2.2.4) admet une solution
unique tel que :

infJ. (v, 2) = Jo(ue, z:)

Démonstration. Avant de montrer I’existence et I'unicité de la solution du probléme

pénalisé (2.2.4) , on prouve d’abord que :

1. U,y est un ensemble convexe et fermé.
2. La fonctionnelle J, est strictement convexe et semi-continue inférieurement.

Upy est convexe

Soit ¢ € [0,1] et (¥), (Z) € U,y on montre que :

HE) + A =0(() € Upn c-ard s (LT € Upn

e Comme LL?(0,T;U) et L2(0,T; Z) sont des espaces de Hilbert (espaces vectoriels)
alors ((tv + (1 — t)u), (tz + (1 — t)n)) € L*(0,T;U) x L*0,T;7Z)
d(tz+ (1 —1t)n)

. yr — A(tz+ (1 —t)n) — B(tv + (1 — t)u)
= (% — Az — Bv)+ (1 — t)(? An— Bu) € L*(0,T;7Z)
o (tz+ (1 —t)n)(0) =tz(0) + (1 —t)n(0) = 2°
e Cltz+ (1 —t)n)(T) = tCz(T)+ (1 —1t)Cn(T)

= 0
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Upn est fermé

Soit ((””))neN une suite dans U, on suppose qu’elle est convergente vers (Z) par

Zn

rapport a la norme |.[jy,,, et on montre que (¥) € Uy,

pn?

Par hypothése on a :

V€>OE|nOGNVnOZn:||(Zn>—(Z)|

v&:>oanoeN\mozn:\|<Z”:z>|!upn<€

n

WU < E

pn

Alors :

Par définition de la norme dans I’ensemble U,, on obtient :

dz, dz

Ve > 03ng € NVng 2 1+ llow—ola ray =2 sy Hl (2= )= A=) Bagoiry < &

Ceci implique :
Ve >0 dnyg € NVng>n

IN

| (vn = V)|lL20riv) < €

(20 — 2)llL20,02) < €

et :
dz, dz
I =)~
Alors on peut déduire que :

A(Zn — z)H]LQ(O,T;Z) <e¢€

limv, = v dans L?(0,7;U) (2.2.5)
n—-+00
limz, = z dans L*(0,T;Z) (2.2.6)
n—+oo
dz dz
lim —* — Az, = — — A L*(0,T;Z 2.2.7
Jm — o= z dans L*(0,7T;7Z) ( )

e De (2.2.5) et (2.2.6) on en déduit que : (¥) € L*(0,T;U) x L?(0,T;Z) (comme
L2(0,T;U),1L*(0,T;Z) sont des espaces fermes).
e De on déduit que : 2/ — Az — Bv € L*(0,T;Z) .

2(0) = lim 2,(0)

n—-+o0o

= lim 2°
n—-+4o0o

Cz(T) = C lim z,(7)

n——+oo

= lim Cz,(7)

n—-+o0o

= Yd
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J. est semi-continue inférieurement (s.c.i)

On remarque qu’on peut réécrire la fonctionnelle J. sous la forme suivante :

J(0,2) = %a(C) C)) - (Z)> (2.2.8)

telque:{: Uy — R [=0
[ est une forme linéaire et continue

a(.,.) est défini par :

(). G) = alC).())

T T
v U 1
a , = [ (u,v)ydt + —
(<Z) (77)) /< Jo e/<
0 0
a(.,.) est une forme bilinéaire, symétrique et vérifie que :

a((Z)(Z))ZO

Alors d’aprés le théoréme (2,XXIII,1;3) page 388 chap XXIII [15] la forme a(.,.)

vérifie 'inégalité suivante :

(t)—Az(t)—Buo(t), CCZZ—?Z(t)—An(t)—Bu(t»Z dt

2 &

(2.2.9)

Alors :
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a((?), ()l < f||v||Udt+ 1f|rd——Az—anZdt>%

- 2 ]' x d77 2 1
([ Null} dt + = [|= — An— Bu||3 dt)>
0 €0 dt

1T dz
= f||v||U dt + f|| — Az(t)|2dt

+- f“BU HZ dt

é — Az(t), Bu(t))zdt)?

([ Il dt + [ 1510 = An(o)as
+2 [ a2 a
3 ] 20800 — an), Butoyzan?

17T dz
f”U”U dt + - f||— ) — Az(t)||7dt

IN

1 r 2 2
+50f\|BH [o(®)][5 dt

2sz

—fll — Az(t)||2]| Bo(t)||zdt)
f [Ju(t HU dt
+2 1520 — Ane) e

T
f||B|| lu(®)II5 di
€0

Tdﬁ

—fH

— An(t)||z| Bu(t) || zdt) >
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() @l < (18171 ool a

2T s T T 1
+—f||d—(t) — Az(t)||zdt + [ ||2[I3dt — [ ||z]17dt)2
€90 1 0 0

2 T
Alors : <((CIBIF +1) Of lu(®)|IE dt

1
2 T dn T ) T ) 5
+2 1500 = An(e)llzd + [ izt — [ Inlde)
0 0 0

IN

max{ 2| BIP + 1, ZH () il ()
e 13

2 2
Alors : 3 ¢ = max{=||B||> + 1,=} > 0 tel que :
£ 5

ol () (< el () (2 s 2210)

Alors la forme af(.,.) est continue, tenant compte (2.2.8) on peut déduire que la

fonctionnelle J. est continue et donc elle est semi continue inférieurement.

J. est strictement convexe

Soit ¢ € [0, 1] et soit (7), (7;) € Upy
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L) +a=-0) = L8

N | —

T
[ lltv + (1 — t)ul? dt
0

1 T d(tz+ (1—1t)n)

— — A(t 1—t)n)— B(t 1 —t)u)||? dt
Fo 15 (2 + (1= t)n) = Bltv + (1 = )|l
1T

= 5{ ?|Jvllfdt + 5 f t)?||ulfdt

1T
§f (tv, (1 —t)u )Udt+—ft2|| — Az — Bu||Zdt

0

17 d
2—f (1 —1t)? — An — Bul|2dt
0

dz dn
+2—€OfQ< (5 = Az = Bv), (1 = t)(7 — An — Bu))udt

T 1 T
JElvlgdt + 5 f (L= *|lullgdt + 5 [ ¢(1 = $)]lv]l3
0 0

N | —

+t(1 —t)|Jul|Zdt + o ft2 |— — Az — Bu||4dt

17 dn 17 dz

— [(1 = t)?||= — Ap — Bul]2dt + — [t(1 — t)||(— — Az — Bv)||2dt
oz JA =2l = An = Bulldt + 5 [0 = 9ll(g; — Az = Bo)li

dn
(1= t)lI( —An - Bu)|zdt

= tL.(O)+ 1 -1t)J(Y)

n

e On montre maintenant l’existence et 'unicité du probléme ([2.2.4)).

Existence
On pose : A = infJ. (v, 2)
v,z
Par définition de la borne inférieure on a :

Vo >0 El(vé) € Upn tel que : A+ 6 > J.(vs, 25) (2.2.11)
25
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Si on prend : § = %;n € N* dans (2.2.11)) alors on obtient :

. . 1
VnGN*:EI(U ) € Upy tel que = X < Jo(vy, 2,) < A+ —

Zn, n

Alors on en déduit qu-il existe une suite minimisante (Z") € Upn tel que :

Je(Un, 2n) — A (2.2.12)

n—-+o0o

Donc la fonctionnelle J. est bornée et selon sa structure on déduit que :
dk € R} telle que :

[onllz200) < VE (2.2.13)
<

dt

D’aprés I'inégalité et comme l'opérateur A engendrant un Co-Semi groupe
(S(t))e>0 alors pour toute donnée initiale 2 € Z I’équation différentielle 2/ (t) =
Az, (t) + f(t) tel que : f(t) = Bu,(t) + ek admet une solution unique z, tel que :
zn € C(0, T3 Z).
Alors la suite (z,),>0 est bornée dans 1L.2(0,T;Z) et donc :

- AZn — BUHH]LQ(O,T;Z) S Vke (2214)

Je > 0 tel que : ||z |20z < ¢ (2.2.15)

Insérant (2.2.13) , (2.2.14) et (2.2.15) on déduit que la suite ((2*))n>o est bornée

dans Upy.Alors on peut extraire une sous-suite notée encore ((Z”))n>0 convergente
n -

tel que :
v, — u. dans L*(0, T; U) (faible)

2z, — z dans L*(0,T; Z) (faible)

Comme Uy, est convexe et fermé et la suite “ZZ))HZO € U,y et converge faiblement
vers (;‘z) alors : (::) € Upn.

D’autre part comme J, est convexe et s.c.i alors J. est s.c.i faiblement et donc :

Zn n——+o0 n

@) o () = () = lminf ()

IN

A
< Je(2) V() € Upn

z

Alors : (ZE) est une solution du probléme (2.2.4).

Unicité
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On suppose que le probléme (2.2.4) admet deux solutions (2), ( ) € Uy et comme

V2
22

Upn est convexe alors :

vt € [0, 1] t(Z) +(1—1) (Z) € Upp

Comme J. est strictement convexe alors :

T+ 1 =0)(2) < tL((")+ (1 —1)J()

21 z2 zZ1 22
= A

Contradiction et donc l'unicité de la solution du probléme ([2.2.4)). O
Etape 2

Maintenant on va montrer que :

lim J(u.) = J(b) avec inf J(v) = J(D)

e—0 vEULq

Par hypothése I'ensemble U,4 n’est pas vide alors pour v € U,q on a :

Jo(te, ze) < J(v) Yo €Uy V>0 (2.2.16)
Ceci implique :
Je(te, ze) < inf J(v) (2.2.17)
vEULq

D’aprés I'inégalité (2.2.17), il résulte que la fonctionnelle J. est bornée, alors on
peut déduire que : 3k € R telle que :

T T
1 1 dz. )
i/HuEH% it + 2—8/H%—AZE—BU€H% d < wf J@) < ko (22.8)
0 0

Alors on obtient les inégalités suivantes :

Jue||2orm < VE (2.2.19)
dz.
H% — AZE — BusH]LZ(O,T;Z) S V 51{7 (2220)
De (2.2.20)) il résulte que :
3 M € R telle que : ||z|[i20r2) < M (2.2.21)
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(2.2.19) joint a (2.2.20) et (2.2.21) montre que la suite ((:z))nzo est bornée dans

Upn. Alors on peut extraire une sous-suite notée encore ((ZE))n>O convergente tel
) In=

que :
u. — 0 dans L0, T;U) (faible)

2. — % dans L*(0,T;Z) (faible)

D’aprés (2.2.20) et comme (@, /z\) € Upn on obtient :

d>
A —By=0
dt
2(0) = 2°
0=C2(T)
alors :
6 € Uag

De (2.2.17]) on obtient :
J(u:) < inf J(v)

vEULq
Par ailleurs on a :
st(uaaze) 2 J<u5)

Tenant compte de la semi-continuité inférieure de J on a :

e = v = J(?AJ) < liminfJ(u.)

e—0

Insérant (2.2.25)) et (2.2.24]) on obtient :

J(ﬁ) < liminfJ(u.) < liminfJ.(ue, z:)

e—0 e—0

(2.2.17)) implique :

liminfJ.(u., z.) < inf J(v) < J(?AJ)

e—0 vEULq

(2.2.26)) joint a (2.2.27]) on obtient :

A . . . A
J(v) < hgn_l}%lfJ(ue) < llg%lfje(ue, z.) < 7Jleztllifadj(v) < J(v)

De ([2.2.28)) et (2.2.26) on déduit que :

inf J(v) = J(@) et lim J(u.) = J(QAJ)

vE€EUsg e—0

(2.2.22)

(2.2.23)

(2.2.24)

(2.2.25)

(2.2.26)

(2.2.27)

(2.2.28)

39



Chapitre 2 Systéme d’optimalité et méthode de pénalisation

Reste a montrer la convergence forte de :
U, —> v dans L2(0,T;U)

Ze —> % dans L2(0,T;7Z)

On pose :
Ja(U67 Zs) = + Ba
Ou
. T
ac= [ Il d
0
1 ’ d
_ % _ 2
Be = 5 / [ o Az, — Bu.||7 dt
0
Comme
ANAY A\
I (e, 22) j J-(v,2) = J(v)
Alors :
lim(ce + 5.) — «
e—0
Ou

T
1 AN 2
— dt
a=3 [0l
0

Comme liminfa, > « (grace a la convergence faible) on peut déduire que :

e—0
lim o, = o (2.2.29)
e—0
lim 5. =0 (2.2.30)
e—0

De (2.2.29)) et (2.2.30) on en déduit que :

u. — v dans L2(0, T; U) fort

2. — 2 dans L*(0,T;Z) fort

Etape 3

D’apreés la premiére étape le probléme pénalisé (2.2.4) admet une solution unique,

alors elle est caractérisée par I’équation d’Euler suivante :

za((Z:), (Z)) 0 Vv (;) € Uy (2.2.31)
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Alors :
T T p .
1 1 Ze n v
— - dt - [(— —Az. — Bu,— — An—Bv)z dt =0 V € Upn
5 [tweodr + 2 [(% e pu gy o), (1) e,
0 0
(2.2.32)
1 dz. . :
Sion pose: P. = —— (d_zt — Az. — Bu,) alors 'équation (2.2.32)) relative au
probléme ([2.2.4) est donnee par :
T T
1 n
5 (Ue,v PE, — —An—Bu)z dt = 0 (2.2.33)
0 0
pour chaque couple (n) vérifie :
(
(v,n) € L?(0,T;U) x L*0,T;7Z)
dn
——An Bv € L*(0.T;Z)
dt (2.2.34)
n(0) = 2°
|0=Cn(T)

Moyennant l'intégration par partie dans (2.2.33)) on obtient :

17 T dn 17
= [(ue,v)p dt — [(P.,— —An—Buv)z dt = = [(u,v)
T d77
- [(P., dt—i—f (A* P.,m)g dt
0 dt
T
= —Ff(B*Pg,U)[Udt
LT
= §f<ue,v>xu dt — (P(T),n(T))z+ (P-(0),1(0))z
0
T dP,
+ [(—== dt—l—fA*PE,n) dt
o dt’
T
+ [(B*P.,v)ydt
0
= 0
Alors on peut déduire que :
dP.
: A*P. =
7 + 0
P.(T) = P° (2.2.35)
—B*P., = u,
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Avec :
(P.T),n(T))z =0 ¥n(T) € ker C

(P.(0),2%2=0

Etape 4

Lemme 2.2.1. Pour chaque € >0 on a :
| P-llL20,0z) < ¢ (c € RY) (2.2.36)

Démonstration. Par hypothése le triplet (A,B,C) est exactement controlable alors
selon le corollaire ((1.2.2) chap 1 on a :

Jv > 0 tel que :
T
/ 1B*¢l3dt > yligol?
0

Pour chaque ¢ solution de :

de .
WL Ao =0
i hE

o(T) = @ € (ker O)*

Alors : 3y > 0 tel que :

T
/0 IB*PBdt > | PAT)|2

Pour P. solution de :
dP.

dt
P.(T) = P° € (ker O)*

+A*P. =0

Mais comme : B*P. = —u, alors :

Jv > 0 tel que :
T
| el = aipmi
Donc : P.(T') est borné dans Z.
Comme P.(t) = S(t)P.(T) alors on déduit que : P. est borné dans L.?(0,T;Z). O

Etape 5
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Comme (P.).-o est borné dans 1L2(0,T;Z), alors on peut extraire une sous suite

notée encore (P:).so tel que : on a lorsque ¢ — 0 :

P. — P dans L*(0,T;Z) (2.2.37)

et la fonction P est une solution de :

P
pr +A*P =0
P(T) = P° € (ker C)* (2.2.38)
—B*P =1
Avec : )
(P(T),n(T))z=0
(P(0),n(0))z =0
%(t) — An — B@ € LQ(O, T:7)
n(0) = 2°
(Cn(T) =0
Etape 6

On considére 'espace suivant :

G = (ker C'), G est un sous espace fermé de Z.

On introduit G+ = (ker C)* C Z espace orthogonale de G.
On pose: ® =P, $0 = PO ot U =2

D’apreés (2.2.22)) et (2.2.38) on a :

(>
E—FA(I)—O

BT)=d e G- (2)

B =10 50)
A\ A :
— =AU+ B

0l + Dv

U(0) =2°

CU(T) = 0

\

Si l'on peut trouver ®° avec (2) tel que : ¥(T) € G (3) alors v = —B*® donne

A , . A
un contréle désirable et on a ;¥ = z.
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Pour exprimer (3) par une équation il est naturelle d’introduire 'opérateur suivant, :
II projection orthogonale dans Z sur l'espace G*.
II:7 — G+
Puis on définit 'opérateur M.
M : G+ — G* tel que : M{—®°} = TI{¥(T)}
On a ainsi défini un opérateur affine M de Z sur I'espace G*.
L’objectif est d’avoir :
v(T)ed

c’est a dire :

I{Y(T)} =0

Par conséquent tout revient a résoudre I'équation :
M{—-®°} =0

Décomposons M en sa partie linéaire + partie constante.

Introduisons ¥, solution de :

A,
— = AV
dt '
\111(0) == ZO
et Wy solution de :
d¥, .
—— = AV, — BB*V¥
o 2 2
Uy(0) =0
On a alors :
M{-2°} = II{¥(T)}
U(T) = Wi (T) + U(T)
M{—2"} = TI(U(T)+ (7))
= I{w (1)} + T{¥(T)}
Si on pose : Mp{—®°} = II{Wy(T)}
Alors tout revient a résoudre 1’équation :
Mo{—®"} = —II{¥(T)} (2.2.39)

L’opérateur M, vérifie :

My € L(G*,GY) et My = Mg
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Calculons le produit scalaire : u = (My{—®"}, {—®°})

Par définition on a :

({00} — {19},9) =0 Vye Gt (2.2.40)

Appliquons ([2.2.40) avec : g = —®°, W = U(T') alors on obtient :
(M{W,(T)} — { (T}, —@°) = 0

Alors :
(I{ W (1)}, ~0°) + (—W(T), —0°) = 0

Donc :
(Mo{—0%}, {=0°}) = (¥y(T), —0°)

Il résulte que : u = (Uy(T), —D)

Multipliant
% = AV, — BB*V,
Uy(0) =0
par ¢ on obtient :
(U,,®) = (AU,,®) — (BB*®, D)

— (U, A*®) — (B*®, B*®)

Ceci implique :

) ) A
HB*(I)HHQ}(O,T;U) = <\I/2’A¥q>>_<d_t2’¢)>
— (W A%D) — (W, @7 — (2 4Py
— 25 2 0 dt 9 dt

= (Uy, A*D 4+ ') — (Uy(T), (7))

= p

= (Mo{—2°}, {—2°})
Alors M, est isomorphisme et 'équation ([2.2.39) admet une solution unique ®° et
donc : —B*® = ¥ et le systéme (S.0) est bien poseé.
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Chapitre 3

Controlabilité d’un systéme de

controle frontiére

Dans ce chapitre on étudie en utilisant les résultats obtenus dans le premier cha-

pitre, la controlabilité d’un systéme de controle frontiére décrit par :

(11)

ou :

L: X — Z L est un opérateur linéaire borné.
G: X — U (G est un opérateur linéaire borné.

C: Z — Y ( estun opérateur linéaire borné.

Z, U, Y, X sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires et des normes

notés par :

<'> ‘>Za <'a '>U> <'7 '>Y> <-7 '>X

et

I-lzs [[-lus |-y, [|-llx respectivement.

X est dense dans Z avec injection continue.
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3.1 Etude de contrélabilité d’un systéme de contréle

frontiére

L’approche qui va étre suivie est comme suit :

1. Formulation abstraite d’un systéme de controéle frontiére On trans-

forme le systéme sous la forme abstraite :

dz 0
E(t) = Az(t) + Bu(t), 2(0)=2"€Z (I1T)
y(t) = C=(t)

Ou :
Af =Lf VfeDA) =ker{G}ND(L)

L’opérateur B € L(U, (D(A*))" est déterminé par la formule suivante :
(Lz, )z = (2, A")z + (Gz, B )y Yz e X ¢ € D(AY) (3.1.1)
Des fois I'expression (3.1.1)) peut étre écrite dans une forme simple en utilisant
lintégration par partie.
2. On montre que le nouveau systéme est bien posé (Voir définition (3.1.2))).

3. On applique les critéres de controlabilité établis dans le premier chapitre sur
le triplet (A,B,C).

Systéme bien posé

Définition 3.1.1. L’opérateur de contréle B € L(U,(D(A*))) est dit admissible
pour le semi groupe (S(t))io st pourt >0 on a:Im L, C Z.

Bien étendu chaque opérateur borné B est admissible pour (S(t))i>o.
Théoréme 3.1.1. L’opérateur de controle B € L(U, (D(A*))') est admissible pour
le semi groupe (S(t))i>0 si et seulement s’il existe une constante ky > 0 tel que :

t
/ 1B*S*(0)z0l2dt < Killzol2 Va0 € D(A®) (3.1.2)
0

Démonstration. On pose : Z_1 = (D(A*))
Supposons que B € L(U,Z_1) est admissible pour (S(t));>¢ alors pour ¢t > 0 1'opé-
rateur L, € L(L*(0,T;U)),Z).
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Chapitre 3 Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

Soit zg € D(A*) et u € L*(0,T;U).

(Lt% Zo)z = <U, LfZO>L2(0,T;U)

Alors :

t

(Lyu, z0)z = /(u(s), B*S*(T — s)z)uds
0
Ceci implique :

t

|Of<u(3),B*S*(T —8)zo)vdslg = [{(Liu, 20)z|r

< [ Lsullz]lzollz

< | Lelleeo,mvy),z) w2 oo || 20|z

Prenons I'élément supérieur sur tous les u dans L*(0,7; U) avec : ||ullp20rv) < 1,

on obtient :

sup L/HB*SﬂT“-Q&M@B|SHLMuMmIﬂ»mH%HZ
||U||]L2(0700;U)§1

Donc :

1
( / IB*S*(T — )2013d5)2 < ||Lelleqeomon sl

Posons k¢ = || L] £ (£2(0,0050)),z) alors on peut déduire que :
Jk; > 0 tel que : /||B*S*(t)z||]%dt < KZ||20ll5, V2o € D(A¥)

Supposons maintenant que est verifié, et soit 29 € D(A*) et u € L?(0,T;U)

on a .

t
J{B*S*(T — s)z0, u(s))uds
- | <ok lz0llz

sup
lull 20 0y 20 [l ¢2(0,0050)

Avec a > 0 vérifie :

t
J{B*S*(T — s)z0, u(s))uds !
sup 0 |<a sup |/<B*S*(T—s)zo,u(s)>uds|

lell2 0,7,y 70 [ull £2(0,000) el 20,701
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Alors Vu € IL?(0,T;U) et V2 € Z on a :

t
| [(B55*(@ = 920, uls)uds| < @ ilullcqoranlolz
0

Ceci implique :
t

sup | [ (S(T — s)Bu(s), zo)vds| < a ky|[ul| g0,

l[20llz<1
0

Alors :

[Lrullz < a killullezoro)

]

Définition 3.1.2. Si l'opérateur de contrdle B est admissible pour le semi groupe

(S())i=0 alors le systéme est dit systéme bien posé.

3.2 Exemples

Pour illustrer notre approche, des exemples sont présentés.
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Chapitre 3 Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

3.2.1 Exemple 3

On considére le systéme de controle frontiére suivant :

(0% 0%z
2(x,0) = 2%=x) ; %(:p,()) = 2Yz) Vzelo,n|
z(m,t) =0; %(O,t) = u(t) Vi€ ]0,T |
i(% %)
A 0z 9z O
1,0z Ops

E(%u %)LQ(O,T{')

i(% a¢m>

A\, 0z ox 'FOM
0z
<§7 901>L2(0,7r)

0z
<§7 902>]L2(0,7r)

0z
(a, <Pm>1L2(o,w)

tel que :

2 2 1
gon(a:):\/icos( n; Jr sil<n<m
m

_2n+1
lj’n_ 2

sin€ Z

(¢n)n>0 forme une base orthonormale dans L%(0, ).
A =1, 1<n<m
Le systéme est de la forme (IT) avec :
Z = Hy(0,7) x L*(0,7)

tel que :
H5(0,7) = {f € H'(0, ), tel que :f(7) = 0}
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Chapitre 3 Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

Le produit scalaire défini sur Z est :

dhd .
(1) (2 )~ [T s [ gt
0 0
U=C,Y =C X =H*0,r) NHL(0,7) x Hy(0, )

TOREARORE

T

o()-or() e

Le systéme (2.2)) peut étre réécrit sous la forme abstraite (III) avec :

() () o) e

X

tel que :

df

D(A) = {f € B0, m) NHL(0,7) : 5.

~—(0) = 0} x H(0, 7)
A est un opérateur linéaire générateur du groupe unitaire (S(t));cgr sur Z défini par :

1 daf de,
E exp ifint[— (= > 0 T (9, 90n>L2(0,7r)](I)n
( > nez \/_ 'un do” da

tel que :

La famille (®,,),c~ constitue une base orthonormale dans Z formée par les fonctions
propres de A.
Soit (2) € Z, () € D(A*) on a:
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22

L) Gz = ((&2), ()=

dz?

dzo d ™ d?
g [

T d? d
= _Of ) d;éldﬂf—‘—[%ZQ]g

dzy .. T dzdyy

[, veld —bf%%( )d

—2 d

= () (%)) + (=7 (0).02(0))

Alors :

et on déduit que :

(i)
u =
™

e Maintenant on montre que B* est admissible pour le semi groupe S(t) c-a-d :

Jk; > 0 tel que :

0] i5=sto( ) igar < (MY v(!) e o

1 _ 1 df de, 11
— nt— (7= ——)L2 0 » Pn/12(0,m T
SXP [zun<dx dx hizom +(9; @nliz, )]\/éwngp
} df de,
nt . ) ¥ 9 n ™ n
SXP [w <d$ dx fiE0m {9, enlizo, )]\/?0

n

Sl
B4 N
o™

B*S(t)()) =

1 , 1 df de,
_\/—_ Z exXp Zunt[ﬁ<£v %%LQ(O,TF) + <ga Spn>IL2(O,7r)]

T nez n
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Chapitre 3 Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

Comme expij,t est une base orthogonale dans IL?(0, 7) alors :

by, da: dx

2

o L & dn
[ s (1) ar - S i on + 0. pon
0

Comme ¢_, = —¢, alors :

21

o L de
/HB'S'(”( )”Ud’f—2z — (- = heem |’ + 19 eadrzom )
0

]
neZ It

Comme (¢,,)n>0 est une base orthonormale dans 1.%(0, ) alors :

]TB*S*@ (e =2 (") e

Alors B* est admissible pour S(¢) mais comme A* = —A et S(¢) est inversible
alors B* est admissible pour S*(¢) et donc B est admissible pour S(¢). Alors on
déduit que le systéme de controle frontiére est bien posé.

On définit Popérateur (£5)* par :

(L3)* : C?™ — 1.2(0,T;C)
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Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

(€h)*y = BrSHT-1)C%y
m 1
o Z)\—Wj
= B*S*(T—t)(]:1 ‘
;ym+3§9]
m 1
) > )\ N YiPi
= B*S(t—T)(J !
Zy’m«l»jSoj
mo 1
> T YiP
S L et - T (T e
_ px | nez 204, Uy dz
— m o1
dd Y —y;p;
5 L expipun(t - T (T dony
n€Z2 Z,Un dx " dx ’
] 1 m 1 dy; d(pn
= =3 —expipn(t = T)[— > —y;(—2%, —=

1
= - exp i, (t —T)|-
2 = (=T

= = Z Z eXp Z,Mn
nez =1 \/

S e exp it~ )5t + Y]

= =2 = expipi(t — T)[=— ) + Yy

= o J l,uj)‘j] +Jj
1
Pour y e C*™ tel que : V1< j<m:0# yj et ymyj = ———
Ajik;

(L%)*y = 0 et donc on déduit que ker(£%)* # {0} et par conséquent le triplet

(A,B,C) n’est pas approximativement controlable.

1 1  ,dy; dp,
—T[— J
by )\ iy dr ' dx

2(0,7) + Z Ym+j <90J7 ¢n>JL2(0 ﬂ)]‘pn(o)

>IL2 0,r) + Z Ym+j <¢]a 90n>]L2(0 7r)]

y; on a:

) d >]L2(0,7r) + <Z Ym+5i Py, Spn>L2(O,W)]SOn
X j=1

+ <z:1 Ym+3 P55 90n>L2(0,7r)]90n
]:

>L2(0 7) T Ym+j <‘zpjv 80n>]L?(0 Tr)]
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Chapitre 3 Contrélabilité d’un systéme de controle frontiére

3.2.2 Exemple 4

On considére le systéme de controle frontiére suivant :

(02 0%z

E(:p,t) = @(x,t) vVt €]0,T[; Vx € ]0, 7|
2(x,0) = 2%x) Va € 10, 7|
0z (4)
z(m,t) =0; g(o,t) =u(t) Vte]0,T|
\y(t) = 5:1(2, ©r)L2(0,1)

tel que :
2n +1

Pr(z) = V2 cos(

Le systéme (2.2)) est sous la forme (II) avec :

Jx V1<k<m

7 =1%0,7),U=R,Y = R™, X = H*(0, 7) N H(0, 7)

tel que :
H5(0,7) = {f € H'(0,7),tel que :f(7) =0}
Ly
dz?

()t

Le systéme (2.2)) peut étre réécrit sous la forme abstraite (IT) avec :

d*f
Af =—=Vfe DA
f=75feDA)
tel que :
d
D(A) = {] € H(0,7) NHR(0,7) : 0 (0) = 0}
A est un opérateur linéaire générateur d'un Cp-Semi groupe (S(t)) sur Z défini
par :
400 n4+1 ,
S(t)Z = Z eXp _( 9 ) t<27 Son>]L2(O,7r)90n
n=1

La famille (¢,),>1 qui représente les fonctions propres de A forme une base ortho-
normale dans L?(0, 7).
Soit z € Z, 1 € D(A*) on a:
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<sz¢>Z = <@7¢>Z

™ d2

= ‘O[d_xz (z)dx

B T dz di dz -

= ™ [@1/1(56)]0
d ™ 2 d
vl + ] e~ (s
2 d

= (¥t (T —p(0)

= (5, A%) + (Gz, B"Y)

Alors :
B*y = —¢(0)
B = —4,

e Maintenant on montre que B est admissible pour le semi groupe S(t) c-a-d :

Jk; > 0 tel que :
/ 1B S* ()63t < K. [vl2 Ve € D(A)
0

Soit 1) € D(A) on a :

+o00o
« n+1
S” (t)¢ - Z exp _( 9 )2t<¢7 Spn>]l42(0,7r)90n
n=1

n+1
2

+oo
B*S*(t) = V2 Y exp —(——— K1, @u)rom
n=1

Alors :
n+1
2

+o00o
IB*S*(t) e < V2 [lexp —(——)%tll|l¢|
n=1

et on déduit que :
3K, > 0 tel que : /||B*S*(t)¢|ﬁ%dt < 2K |5 Ve € D(A)
0

Alors B est admissible pour S(t) et on déduit que le systéme de controle frontiére
est bien posé.
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e Maintenant on va étudier la controlabilité du triplet (A,B,C).
On définit 'opérateur (L7)* par :

(Lr)* : R™ — L0, T; R)

(Lr)*y = B*SHT —1)C*y
T 2n+1 m
= BY 3 exp— (5T = (X yow nlrzomn

2k+1

= ﬁéyexp—( (T —1)

On peut prouver que :

Fy=2I'M >0 : [|£7 Z/HM 0,T;R) >2TM|lyllg Yy €R

(2k+1
tel que : M = > e 2

2T

k=1
Alors on déduit que le triplet (A,B,C) est exactement controlable.
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Conclusion

Ce mémoire s’est présenté en trois parties :
La premiére partie est consacrée a 1’étude de quelques concepts de controlabilité
d’un systéme linéaire de dimension infinie avec controle distribué.
Nous nous sommes penchés dans la deuxiéme partie sur la caractérisation du
controle optimal par la méthode de pénalisation.
La troisiéme partie est réservé pour l'étude de controlabilité d'un systéme de
contréle frontiére.

Des exemples on été réalisés afin d’illustrer les résultats théoriques obtenus.

Cette étude ouvre la voie aux questions suivantes :

1. Comment peut-on étudier la controlabilité du triplet (A,B,C) ou 'opérateur

C n’est pas borné?

2. Une autre question est 1’étude de controlabilité du triplet (A,B,C) dans le cas

non autonome.

3. Les résultats obtenus pour la caractérisation du contréle optimal par la mé-
thode de pénalisation ont exigé ’hypothése que 'opérateur A engendre un

groupe. Il est intéressant d’affaiblir cette hypothése.
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Abstract

The goal of this dissertation is to study the controllability of linear infinite dimen-
sional system.

Initially, we consider systems with distributed control. We define some concepts of
controllability and we caracterise them in terms of operators describing the sys-
tem.

Then, we adopt the penalization method ( Lions [12] ) to characterize the opti-
mal control which steers to the oroginal state of a class of systems described by a
Co-Group.

Finally, we study some problems of controllability for boundary control systems
using the previous results.

Keywords : linear infinite dimensional system, controllability, optimal control,

penalization method, boundary control system.
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