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Introduction

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales jouent un rôle très
important dans divers domaines scientifiques. Avec l’avantage des machines de calcul nu-
mérique, notamment les ordinateurs, ces méthodes sont devenues aujourd’hui un outil
essentiel pour l’investigation dans les différents problèmes fondamentaux de notre assi-
milation des phénomènes scientifiques qui sont difficiles, à savoir impossible à résoudre
dans le passé. Ainsi, notons qu’il existe actuellement un grand nombre de méthodes nu-
mériques utilisées dans les différentes branches de la recherche scientifique, ce qui rend
notre présentation ne se veut ni exhaustive, ni trop théorique. Cependant, le but de notre
recherche et d’insister sur la pluridisciplinarité des méthodes rencontrées que l’on peut
regrouper selon trois grands axes.

La théorie mathématique, essentiellement l’analyse fonctionnelle des équations inté-
grales qui permet d’analyser le problème, de prouver l’existence de la solution et surtout
d’exhiber des méthodes d’approximation efficaces.

L’analyse numérique, qui étudie la réalisabilté de ces méthodes, principalement l’ana-
lyse de la vitesse de convergence et l’estimation de l’erreur.

La programmation sur machine, qui retranscrit ces méthodes sous forme d’algorithmes
rapides et efficaces.

Suivant ces axes normaux, notre travail est divisé en cinq chapitres :

Le premier chapitre est une introduction à la terminologie et à la classification des
équations intégrales, qui a pour objectif, de familiariser le lecteur de cette thèse avec
le concept d’équation intégrale. Ainsi, nous y exposons certains modèles typiques pour
voir où de telles équations sont issues, et d’illustrer surtout leur lien avec les équations
différentielles.

vii
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Le deuxième chapitre fixe le cadre théorique de notre étude. Nous y discutons notam-
ment la question d’existence de la solution des équations intégrales.

Le troisième chapitre est destiné à fournir les outils de base nécessaire à la recherche sur
les méthodes de résolution approchée et leur analyse d’erreur, notamment les différents
types de convergence d’une suite d’opérateurs dans un espace de Banach.

Le quatrième chapitre est consacré essentiellement à présenter diverses méthodes de
résolution numérique des équations intégrales, cependant nous y développons certaines
idées primordiales et les illustrerons avec quelques exemples.

Le cinquième chapitre traite de l’application de certaines méthodes à la résolution
numérique des équations intégrales de second type, dans lequel nous présenterons notre
contribution pour ce genre d’équations, et d’illustrer la validation de ces méthodes par
des exemples instructifs.



Chapitre 1

Classification et genèse des équations
intégrales

Le but visé dans ce premier chapitre est de familiariser le lecteur de cette thèse avec le
concept d’équation intégrale 1, nous allons donc présenter la forme et la classification des
équations intégrales. Aussi dans l’objectif d’évoquer l’origine et l’utilité de telles équations,
et de voir essentiellement la relation entre ces dernières et les équations différentielles,
ordinaires ou partielles, on exposera brièvement quelques modèles typiques, représentatif
d’une variété plus générale. Dans la suite - chapitre 2 - on va étudier d’une manière
systématiquement étendue le cadre fonctionnel des équations intégrales, notamment la
théorie de Riesz et de Fredholm sur les équations intégrales de second type.

Une équation intégrale est une équation dans laquelle l’inconnu, généralement une
fonction d’une ou plusieurs variables, s’apparaît sous le signe intégral. Cette définition
générale tient compte de beaucoup de différentes formes spécifiques et dans la pratique
plusieurs types distincts surgissent. Pour cette raison, et afin de recouvrir les grands axes
de notre thématique sans s’impliquer dans des situations particulièrement inadéquate,
nous allons s’intéresser beaucoup plus aux équations intégrales linéaires de la forme

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b

1. Le terme d’équation intégrale a été suggéré pour la première fois par du Bois-Reymond. Ch. Crelle,
vol.103 (1888), p.228

1



CHAPITRE 1. CLASSIFICATION ET GENÈSE DES ÉQUATIONS INTÉGRALES 2

et

ϕ(x)−
∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b

qui sont des exemples typiques. Dans ces équations la fonction ϕ est l’inconnue, la fonction
k(x, t) qui s’appelle noyau avec le terme libre f sont données. Sous une autre forme simple
en terme d’opérateurs, les équations précédentes s’écrivent successivement

Aϕ = f et ϕ− Aϕ = f

1.1 Classification et terminologie

La classification des équations intégrales est centrée sur trois caractéristiques de base
décrirent leur structure globale, il est utile de les citer avant d’entrer dans les détails.

i) Le type (espèce) d’une équation se rapporte à la localisation de la fonction inconnue.
Pour les équations de première espèce, la fonction inconnue apparaît uniquement
à l’intérieur du signe intégral. Cependant pour les équations de seconde espèce, la
fonction inconnue apparaît également à l’extérieur du signe intégral.

ii) La description historique Fredholm et Volterra concerne les bornes d’intégration. Dans
une équation de Fredholm, les bornes d’intégrations sont fixées, dans l’équation de
Volterra les bornes d’intégration sont indéfinies.

iii) L’adjective singulière est parfois employée d’une part, quand l’intégration est im-
propre, d’autre part si l’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies ou si
l’intégrant est non borné sur l’intervalle donné, évidement, une équation intégrale
peut être singulière dans les deux sens.

Une équation de la forme

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (1.1)

est dite équation de Fredholm de premiere espèce, l’équation intégrale de seconde espèce
est definie par

ϕ(x)− λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (1.2)
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Le paramètre numérique λ qui apparaît dans (1.2) que nous n’avons pas encore men-
tionné jusqu’ici, généralement complexe, il jeu un rôle crucial dans la théorie de (1.2),
dans des applications pratiques, λ est habituellement composé de quantités physiques.

Les équations de Volterra diffèrent des équations de Fredholm, comme nous l’avons déjà
noté, du fait que l’intégration est indéfinie, la forme classique d’une équation intégrale de
Volterra de première espèce est

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (1.3)

et l’équation de Volterra de seconde espèce s’ecrit sous la forme

ϕ(x)− λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (1.4)

Encore, une classe de terminologie liée à ces deux équations de Fredholm et de Volterra,
est qu’elles peuvent êtres homogènes si, f(x) = 0 sur [a, b], et inhomogène sinon. On
doit noter également qu’une équation de Fredholm peut être réduite en une équation de
Volterra si son noyau est défini pour avoir la propriété suivante

k(x, t) = 0, a ≤ x ≤ t ≤ b (1.5)

Cette relation entre les deux variétés d’équations est utile dans un sens, mais n’implique
pas que la différence entre eux est minimale.

Le troisième dispositif de cette classification principale, citée précédement, se relie aux
intégrales impropres, qui se produisent largement dans différents domaines d’application.
Strictement dit, une équation intégrale est dite singulière si

(a) L’une des bornes d’intégration ou les deux sont infinies.
(b) Le noyau est non borné sur l’intervalle donné.

Le noyau faiblement singulier de la forme

k(x, t) =
g(x, t)

|x− t|α , 0 < α < 1 (1.6)

où α est donné et g(x, t) une fonction bornée, est un exemple d’un noyau non borné,
qui nécessite un traitement particulier. Cependant, une équation intégrale définie avec un
noyau de type (1.6) est dite équation intégrale faiblement singulière, du fait de la place
qu’elle occupe dans différent domaines d’application. Également, il est impératif de noté
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que le noyau à singularité logarithmique

k(x, t) = g(x, t) ln |x− t|, (1.7)

où g est bornée, peut être considéré comme un noyau faiblement singulier, puisqu’il peut
s’écrire sous la forme

k(x, t) =
g(x, t)|x− t|ε ln |x− t|

|x− t|ε , (1.8)

dont le numérateur est borné pour tout ε > 0.

Comme un exemple de nayau qui possède une forte singularité, on considère le noyau
de Cauchy, il est caractérisé par

k(x, t) =
g(x, t)

x− t
, (1.9)

où g est toujours bornée.

Nous avons jusqu’ici, couvert les principaux éléments surgissant dans la classification
des équations intégrales.

1.2 Genèse et formulation des équations intégrales

Divers problèmes classiques dans la théorie des équations différentielles mènent aux
équations intégrales, et dans la plupart des cas, ces problèmes peuvent être traités d’une
façon plus satisfaisante en utilisant ces dernières que d’utiliser directement des équations
différentielles. Aussi, divers problèmes en sciences appliquées mènent aux équations inté-
grales d’une manière naturelle. De ce fait, ces équations s’émergeant en tant qu’outils ma-
thématiques compétents en modélisant des phénomènes et des processus surgissant dans
ces domaines de recherches. Nous allons voir brièvement quelques modèles mathématiques
et physiques réels où de telles équations sont essues. Notre but dans ce paragraphe sera, de
développer la compréhension de l’utilité des équations intégrales sans attention anormale
aux détails. Par conséquent, la discussion sera légèrement intuitive et parfois simplifiée,
néanmoins, les exemples donnés sont représentants pour une variété d’applications plus
compliquées. Pour plus de précisions, consultez [13, 24, 25, 28, 33, 38, 40, 43].
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Problèmes avec conditions initiales pour les EDO

Supposons que ϕ satisfait
{

ϕ′(x) = Ψ(x, ϕ(x)), 0 < x < 1

ϕ(0) = ϕ0,
(1.10)

où la fonction Ψ et le nombre ϕ0 sont donnés. On suppose que ϕ est continue sur l’intervalle
fermé [0,1]. Alors l’intégration donne

ϕ(x) =

∫ x

0

Ψ(t, ϕ(t))dt + ϕ0, 0 ≤ x ≤ 1 (1.11)

Réciproquement, si ϕ est une fonction continue satisfait à (1.11) alors ϕ(0) = ϕ0 et
avec la différentiation on obtient (1.10). Donc, à condition que toutes les fonctions se com-
portent suffisament bien, de telle sorte que les conditions d’intégration et de différentiation
soient remplies, (1.10) et (1.11) ont la même solution et sont donc équivalent.

Nous pouvons procéder de la même manière pour les problèmes aux valeurs initiales
du second ordre

{
ϕ′′(x) = Ψ(x, ϕ(x)), 0 < x < 1

ϕ(0) = ϕ0, ϕ′(0) = ϕ′0
(1.12)

où le nombre ϕ′0 est additivement assigné. Encore, nous devons réaliser une condition
concernant la continuité, et pour éviter la nécessité de soulever cette question à plusieurs
reprises, nous adoptons la convention que, sauf indication contraire, dans un problème
tel que (1.12) ϕ et ses dérivés jusqu’à l’ordre le plus supérieur indiqué aux extrémités de
l’intervalle, sont prolongées aux fonctions continues sur l’intervalle fermé.

Une première intégration donne

ϕ′(x) =

∫ x

0

Ψ(t, ϕ(t))dt + ϕ′0, 0 ≤ x ≤ 1,

En tenant compte de la condition ϕ′(0) = ϕ′0 et par une seconde intégration, on obtient

ϕ(x) =

∫ x

0

ds

∫ s

0

Ψ(t, ϕ(t))dt + ϕ′0x + ϕ0, 0 ≤ x ≤ 1 (1.13)
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La simplification de l’intégrale double dans (1.13) découle de la relation

∫ x

0

ds

∫ s

0

F (s, t)dt =

∫ x

0

dt

∫ x

t

F (s, t)ds, (1.14)

pour ce qu’il est suffisant, est que F soit une fonction continue pour les deux variables.

Si on suppose que Ψ est une fonction continue par rapport aux deux variables, alors
(1.14) donne

∫ x

0

ds

∫ s

0

Ψ(t, ϕ(t))dt =

∫ x

0

(x− t)Ψ(t, ϕ(t))dt,

et l’équation intégrale correspondante à (1.12) dans sa forme simple est donnée par

ϕ(x) =

∫ x

0

(x− t)Ψ(t, ϕ(t))dt + ϕ′0x + ϕ0, 0 ≤ x ≤ 1 (1.15)

Si ϕ est solution continue de (1.15) alors, la différentiation sous le signe intégral prouve
que ϕ, satisfait également (1.12).

Problèmes avec conditions aux limites pour les EDO

On considère la détermination de ϕ pour
{

ϕ′′(x) = Ψ(x, ϕ(x)), 0 < x < 1

ϕ(0) = ϕ0, ϕ(1) = ϕ1

(1.16)

On procède de la même manière que (1.12), on obtient

ϕ′(x) =

∫ x

0

Ψ(t, ϕ(t))dt + C, 0 ≤ x ≤ 1

et

ϕ(x) =

∫ x

0

(x− t)Ψ(t, ϕ(t))dt + Cx + ϕ0, 0 ≤ x ≤ 1 (1.17)

la seule différence entre ceci et le calcul précédent, étant que la valeur ϕ′(0) = C n’est pas
donnée et C doit être déterminé en imposant la condition ϕ(1) = ϕ1, ce qui implique

C = ϕ1 − ϕ0 −
∫ 1

0

(1− t)Ψ(t, ϕ(t))dt,
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et donc (1.17) peut s’écrire sous la forme

ϕ(x) =

∫ x

0

(x− t)Ψ(t, ϕ(t))dt− x

∫ 1

0

(1− t)Ψ(t, ϕ(t))dt + (ϕ1 − ϕ0)x + ϕ0

= −
∫ x

0

t(1− x)Ψ(t, ϕ(t))dt−
∫ 1

x

x(1− t)Ψ(t, ϕ(t))dt + (ϕ1 − ϕ0)x + ϕ0

L’avantage de cette remise en ordre est qu’elle mène à la forme

ϕ(x) = −
∫ 1

0

k(x, t)Ψ(t, ϕ(t))dt + (ϕ1 − ϕ0)x + ϕ0, 0 ≤ x ≤ 1 (1.18)

tel que

k(x, t) =

{
t(1− x) si t ≤ x

x(1− t) si x ≤ t
(1.19)

De nouveau, nous pouvons renverser le processus et déduire que la fonction ϕ qui
satisfait l’équation intégrale (1.18), satisfait aussi le problème aux limites (1.16).

Maintenant, pour (1.16), si on prend le cas simple d’un problème aux limites linéaire

{
ϕ′′(x) = −λϕ(x), 0 < x < 1

ϕ(0) = ϕ0, ϕ(1) = ϕ1

(1.20)

alors (1.18) se réduit à l’équation intégrale de Fredholm

ϕ(x) = λ

∫ 1

0

k(x, t)ϕ(t)dt + f(x), 0 ≤ x ≤ 1

où
f(x) = (ϕ1 − ϕ0)x + ϕ0

Problème de Sturm-Liouville

L’opérateur différentiel de Sturm-Liouville est défini comme suit :

L = − d

dx

(
p(x)

d

dx

)
+ q(x)



CHAPITRE 1. CLASSIFICATION ET GENÈSE DES ÉQUATIONS INTÉGRALES 8

où p(x) et q(x) sont deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b], et en outre p(x) admet
une dérivée continue et non nulle sur cet intervalle. Nous allons discuter deux types
d’équations différentielles, c’est-à-dire

Lϕ = f(x), a ≤ x ≤ b (1.21)

et
Lϕ− λr(x)ϕ = 0, (1.22)

où f(x) et r(x) sont des fonctions données. La fonction r(x) est continue et non négative
sur [a, b]. Chacune de ces équations est assujettie aux conditions aux limites suivantes

α1ϕ(a) + α2ϕ
′(a) = 0 (1.23)

β1ϕ(b) + β2ϕ
′(b) = 0 (1.24)

Supposons qu’une fonction ϕ1 satisfait la condition au limite (1.23) et une autre fonction
ϕ2 (linéairement indépendante de ϕ1) satisfait la condition au limite (1.24). Ceci conduit
à résoudre deux problèmes de valeur initiale, à savoir,

{
Lϕ1 = 0

ϕ1(a) = −α2, ϕ′1(a) = α1

(1.25)

et
{

Lϕ2 = 0

ϕ2(b) = −β2, ϕ′2(b) = β1

(1.26)

Maintenant, En utilisant la méthode de variation des constantes, la solution de l’équation
inhomogène (1.21) est de la forme

ϕ(x) = C1(x)ϕ1(x) + C2(x)ϕ2(x) (1.27)

où C1 et C2 sont déterminées à partir des relations

C ′
1(x)ϕ1(x) + C ′

2(x)ϕ2(x) = 0 (1.28)

C ′
1(x)ϕ′1(x) + C ′

2(x)ϕ′2(x) = −f(x)/p(x). (1.29)

Dans l’objectif de trouver aisément la solution de (1.21), nous avons besoin d’une autre
relation de ϕ1 et de ϕ2. Ceci est résolu immédiatement du fait que ϕ1 et ϕ2 sont deux
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solutions linéairement indépendantes de l’équation homogène Lϕ = 0. On a

0 = ϕ2Lϕ1 − ϕ1Lϕ2

= −ϕ2
d

dx

(
p
dϕ1

dx

)
+ ϕ1

d

dx

(
p
dϕ2

dx

)

= − d

dx

{
p

(
ϕ2

dϕ1

dx
− ϕ1

dϕ2

dx

)}
,

de sorte que l’expression entre brackets est constante. Comme ϕ1 et ϕ2 peuvent êtres
déterminés avec des facteurs constants près, on peut donc choisir cette expression pour
avoir

p

(
ϕ2

dϕ1

dx
− ϕ1

dϕ2

dx

)
= −1 (1.30)

A partir des relations (1.28), (1.29) et (1.30) on trouve que C ′
1(x) = −ϕ2(x)f(x) et

C ′
2(x) = ϕ1(x)f(x). Ainsi

C1(x) =

∫ b

x

ϕ2(ξ)f(ξ)dξ

C2(x) =

∫ x

a

ϕ1(ξ)f(ξ)dξ

En substituant ces valeurs dans (1.27) on obtient la solution

ϕ(x) = ϕ1(x)

∫ b

x

ϕ2(ξ)f(ξ)dξ + ϕ2(x)

∫ x

a

ϕ1(ξ)f(ξ)dξ

=

∫ b

a

G(x, ξ)f(ξ)dξ, (1.31)

où la fonction

G(x, ξ) =

{
ϕ1(ξ)ϕ2(x), ξ ≤ x

ϕ1(x)ϕ2(ξ), ξ ≥ x
(1.32)

est appellée fonction de Green pour le problème à valeur limite. Elle s’écrit encore d’une
manière élégante, en définissant les régions

x< = min(x, ξ) =

{
x, a ≤ x ≤ ξ

ξ, ξ ≤ x ≤ b

x> = max(x, ξ) =

{
ξ, a ≤ x ≤ ξ

x, ξ ≤ x ≤ b
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Alors, G(x, ξ) = ϕ1(x<)ϕ2(x>).
Finalement, à partir de (1.31), la solution de l’équation (1.22), est donnée sous la forme

ϕ(x) = λ

∫ b

a

r(ξ)G(x, ξ)ϕ(ξ)dξ. (1.33)

C’est une équation intégrale à noyau r(ξ)G(x, ξ). En posant u(x) =
√

r(x)ϕ(x), l’équation
intégrale (1.33) devient

u(x) = λ

∫ b

a

k(x, t)u(t)dt. (1.34)

où k(x, t) =
√

r(x)
√

r(t)G(x, t)

Remarque 1.1 De ce qui précède, une remarque importante, est que l’avantage de la re-
cherche des formules de représentation intégrales pour la solution d’opérateurs différentiels
est aussi, d’inclure la frontière et les conditions initiales.



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions pour
les EIST

La vocation de ce chapitre est d’illustrer quelques résultas fondamentaux dans la théorie
d’une large classe d’équations intégrales, notamment la question d’existence et d’unicité
des solutions pour les équations de second type (EIST). Cette étude est nécessaires avant
toute démarche de résolution numérique. Notons ici, que le concept de compacité d’un
opérateur va jouer un rôle crucial.

Définition 2.1 Un ensemble G ⊂ Rm,m ≥ 1 est dit mesurable au sens de Jordan si la
fonction caractéristique χG, définie par χG(x) = 1 pour x ∈ G et χG(x) = 0 pour x 6∈ G,
est Riemann intégrable. La mesure de Jordan |G| est définie par l’intégrale de χG.

Remarque 2.1 Pour tout ensemble G mesurable au sens de Jordan, l’adhérence G et la
frontière ∂G sont aussi mesurables au sens de Jordan, avec |G| = |G| et |∂G| = 0. Si G

est compact et mesurable au sens de Jordan, alors toute fonction f ∈ C(G) est Riemann
intégrable.

Théorème 2.1 Soit G ⊂ Rm un ensemble non vide, mesurable au sens de Jordan, qui
coïncide avec l’adhérence de son intérieur. Soit k : G × G → C une fonction continue.
Alors l’opérateur linéaire A : C(G) → C(G) défini par

(Aϕ)(x) =

∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ G, (2.1)

11
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est appelé opérateur intégral à noyau continu k. Cet opérateur est borné, avec

‖A‖∞ = max
x∈G

∫

G

|k(x, t)|dt.

Preuve. Il est clair que l’opérateur A défini par (2.1) est un opérateur linéaire pour tout
ϕ ∈ C(G). De plus pour ‖ϕ‖∞ ≤ 1 on a

|(Aϕ)(x)| ≤
∫

G

|k(x, t)|dt, x ∈ G,

d’où

‖A‖∞ = sup
‖ϕ‖∞≤1

‖Aϕ‖∞ ≤ max
x∈G

∫

G

|k(x, t)|dt,

Puisque k est continu, il existe alors x0 ∈ G tel que
∫

G

|k(x0, t)|dt = max
x∈G

∫

G

|k(x, t)|dt.

Pour ε > 0 on choisit une fonction ψ ∈ C(G) de la forme

ψ(t) =
k(x0, t)

|k(x0, t)|+ ε
, t ∈ G.

Alors ‖ψ‖∞ ≤ 1 et

‖Aψ‖∞ ≥ |(Aψ)(x0)| =

∫

G

|k(x0, t)|2
|k(x0, t)|+ ε

dt ≥
∫

G

|k(x0, t)|2 − ε2

|k(x0, t)|+ ε
dt

=

∫

G

|k(x0, t)|dt− ε|G|.

Donc

‖A‖∞ = sup
‖ϕ‖∞≤1

‖Aϕ‖∞ ≥ ‖Aψ‖∞ ≥
∫

G

|k(x0, t)|dt− ε|G|,

Et puisque, ceci est valable pour tout ε > 0, on obtient

‖A‖∞ ≥
∫

G

|k(x0, t)|dt = max
x∈G

∫

G

|k(x, t)|dt.

ce qui achève la preuve
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Théorème 2.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui
même, avec ‖A‖ < 1, et soit I l’opérateur identique sur X. Alors I−A admet un opérateur
inverse borné donné par la série de Neumann

(I − A)−1 =
∞∑

k=0

Ak

de plus

‖(I − A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖

Preuve. Comme ‖A‖ < 1, on a la convergence absolue

∞∑

k=0

‖Ak‖ ≤
∞∑

k=0

‖A‖k =
1

1− ‖A‖

dans l’espace de Banach L(X), par conséquent la série de Neumann converge en norme
et définit un opérateur linéaire borné

S =
∞∑

k=0

Ak

avec ‖S‖ ≤ (1− ‖A‖)−1, de plus S est l’inverse de I − A,
En effet, en utilisant les notations A0 = I, Ak = AAk−1 on peut voir que

(I − A)S = (I − A) lim
n→∞

n∑

k=0

Ak = lim
n→∞

(I − An+1) = I

aussi

S(I − A) = lim
n→∞

n∑

k=0

Ak(I − A) = lim
n→∞

(I − An+1) = I,

puisque ‖An+1‖ ≤ ‖A‖n+1 → 0, lorsque n →∞

Théorème 2.3 Sous les hypothèses du théorème (2.2), la méthode des approximations
successives

ϕn+1 = Aϕn + f, n = 0, 1, 2, ... (2.2)



CHAPITRE 2. EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS POUR LES EIST 14

où ϕ0 est arbitraire dans X, converge vers l’unique solution ϕ de l’équation ϕ− Aϕ = f

pour toute f ∈ X.

Preuve. Il est aisé de voir que

ϕn = Anϕ0 +
n−1∑

k=0

Akf, n = 1, 2, ...,

d’où

lim
n→∞

ϕn =
∞∑

k=0

Akf = (I − A)−1f

Corollaire 2.1 Soit k un noyau continu vérifiant

max
x∈G

∫

G

|k(x, t)|dt < 1.

Alors, l’équation intégrale de seconde espèce

ϕ(x)−
∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), x ∈ G,

admet une unique solution ϕ ∈ C(G) pour toute f ∈ C(G). De plus, la méthode des
approximations successives

ϕn+1(x) =

∫

G

k(x, t)ϕn(t)dt + f(x), n = 0, 1, 2, ...

converge uniformément vers cette solution pour tout ϕ0 arbitraire dans C(G).

Définition 2.2 Un opérateur linéaire A : X → Y d’un espace normé X dans un espace
normé Y est dit compact s’il transforme tout sous-ensemble borné de X en un ensemble
relativement compact de Y .

Théorème 2.4 Un opérateur linéaire A : X → Y est compact si et seulement si, pour
toute suite bornée (ϕn) de X, on peut extraire de la suite (Aϕn) de Y une sous suite
convergente, i.e., si toute suite de l’ensemble {Aϕ : ϕ ∈ X, ‖ϕ‖ ≤ 1} contient une sous
suite convergente.
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Définition 2.3 On appelle noyau faiblement singulier toute fonction k, définie et conti-
nue sur G×G ⊂ Rm × Rm, sauf peut être aux points x = t et vérifie

∀x, t ∈ G, x 6= t, ∃M > 0 tel que |k(x, t)| ≤ M |x− t|α−m, 0 < α ≤ m (2.3)

Théorème 2.5 Un opérateur intégral à noyau continu ou faiblement singulier est un
opérateur compact dans C(G).

Preuve. voir [26]

2.1 Théorie de Riesz

Dans cette partie, nous allons présenter la théorie de Reisz pour une équation formelle
de second type de la forme ϕ− Aϕ = f , avec un opérateur linéaire compact A : X → X

dans un espace normé X. On note L = I − A, où I désigne l’opérateur identique.

Théorème 2.6 ( Riesz )

(i) Le noyau de l’opérateur L,

N(L) = {ϕ ∈ X : Lϕ = 0},

est un sous espace de dimension finie.

(ii) L’image de l’opérateur L,

R(L) = {Lϕ : ϕ ∈ X},

est un sous espace linéaire fermé.

(iii) Il existe un entier positif non nul r, appelé nombre de Riesz de l’opérateur A tel que

{0} = N(L0) $ N(L1) $ ... $ N(Lr) = N(Lr+1) = ..., (2.4)

et

X = L0(X) % L1(X) % ... % Lr(X) = Lr+1(X) = ... (2.5)
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D’autre part, on a la somme directe

X = N(Lr)⊕ Lr(X)

C’est-à-dire, pour tout ϕ ∈ X ∃!ψ ∈ N(Lr), ∃!χ ∈ Lr(X) tels que ϕ = ψ + χ

Théorème 2.7 Soit A : X → X un opérateur linéaire compact. Alors I−A est injectif si
et seulement s’il est surjectif. En outre si I−A est injectif (donc bijectif), alors l’opérateur
inverse (I − A)−1 : X → X est borné.

Preuve. D’après le premier résultat du théorème de Riesz (i) l’injectivité de I − A est
équivalente à r = 0, et d’après (ii) du même théorème, la surjectivité de I − A est aussi
équivalente à r = 0. Par conséquent l’injectivité de I −A et la surjectivité de I −A sont
équivalentes.
Il reste à montrer que L−1 est borné si L = I − A est injectif. Supposons que L−1 n’est
pas borné. Alors il existe une suite (fn) dans X avec ‖fn‖ = 1 telle que ‖L−1fn‖ ≥ n pour
tout n ∈ N. Soient

gn =
fn

‖L−1fn‖ , ϕn =
L−1fn

‖L−1fn‖ , n ∈ N

Alors gn → 0, n → ∞, et ‖ϕn‖ = 1 pour tout n. Comme A est compact, on peut choisir
une sous suite (ϕn(k)) telle que Aϕn(k) → ϕ ∈ X, k →∞. Alors, comme

ϕn − Aϕn = gn,

On remarque que ϕn(k) → ϕ, k →∞, et ϕ ∈ N(L). Par conséquent ϕ = 0, et ceci contredit
‖ϕn‖ = 1 pour tout n ∈ N

Corollaire 2.2 Soit A : X → X un opérateur linéaire compact sur un espace normé X.

Si l’équation homogène

ϕ− Aϕ = 0 (2.6)

admet uniquement la solution triviale ϕ = 0, alors pour toute f ∈ X, l’équation inhomo-
gène

ϕ− Aϕ = f (2.7)
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admet une solution unique ϕ ∈ X, dépendante de f .

Si l’équation homogène (2.6) admet une solution non triviale, alors elle admet un
nombre fini m ∈ N de solutions linéairement indépendantes ϕ1, ..., ϕm et l’équation inho-
mogène (2.7) ou bien, elle n’admet aucune solution ou bien, sa solution générale est de la
forme

ϕ = ϕ̃ +
m∑

k=1

αkϕk,

où α1, ..., αm sont arbitrairement des nombres complexes et ϕ̃ la solution particulière de
l’équation inhomogène.

2.2 Alternative de Fredholm

Définition 2.4 Deux espaces normés X et Y , munis d’une forme bilinéaire non dégénérée
〈., .〉 : X × Y → C sont appelés système dual, et est noté par 〈X, Y 〉.

Théorème 2.8 Soit G ⊂ Rm. Alors 〈C(G), C(G)〉 muni de la forme bilinéaire

〈ϕ, ψ〉 =

∫

G

ϕ(x)ψ(x)dx, ϕ, ψ ∈ C(G)

est un système dual.

Définition 2.5 Soient 〈X1, Y1〉 et 〈X2, Y2〉 deux systèmes duaux, Alors deux opérateurs
A : X1 → X2, B : Y2 → Y1, sont dit adjoint si

〈Aϕ,ψ〉 = 〈ϕ,Bψ〉

pour tout ϕ ∈ X1, ψ ∈ Y2.

Théorème 2.9 Soient 〈X1, Y1〉 et 〈X2, Y2〉 deux systèmes duaux. Si un opérateur A :

X1 → X2 admet un adjoint B : Y2 → Y1, alors B est unique, de plus A et B sont
linéaires.

Théorème 2.10 Soit k un noyau continu ou faiblement singulier. Alors, les opérateurs
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intégraux suivant

(Aϕ)(x) =

∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ G,

(Bψ)(x) =

∫

G

k(t, x)ψ(t)dt, x ∈ G

sont adjoints dans le système dual 〈C(G), C(G)〉

Preuve. Le théorème résulte de

〈Aϕ,ψ〉 =

∫

G

(Aϕ)(x)ψ(x)dx =

∫

G

(∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt

)
ψ(x)dx

=

∫

G

ϕ(t)

(∫

G

k(x, t)ψ(x)dx

)
dt =

∫

G

ϕ(t)(Bψ)(t)dt = 〈ϕ,Bψ〉

Théorème 2.11 (Alternative de Fredholm) Soient A : X → X, B : Y → Y deux
opérateurs compacts adjoints dans un système dual 〈X, Y 〉. Alors, ou bien I −A et I −B

sont bijectives ou bien ont des noyaux non triviaux de dimension finie

dim N(I − A) = dim N(I −B) ∈ N

et leurs images sont données par

(I − A)(X) = {f ∈ X : 〈f, ψ〉 = 0, ψ ∈ N(I −B)}

et

(I −B)(Y ) = {g ∈ Y : 〈ϕ, g〉 = 0, ϕ ∈ N(I − A)}

Corollaire 2.3 Soit G ⊂ Rm, et soit k un noyau continu ou faiblement singulier. Alors,
ou bien les équations intégrales homogènes

ϕ(x)−
∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt = 0, x ∈ G,

et

ψ(x)−
∫

G

k(t, x)ψ(t)dt = 0, x ∈ G,
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n’ont que les solutions triviales ϕ = 0 et ψ = 0 et dans ce cas les équations inhomogènes

ϕ(x)−
∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), x ∈ G,

et

ψ(x)−
∫

G

k(t, x)ψ(t)dt = g(x), x ∈ G,

admettent une solution unique ϕ ∈ C(G) et ψ ∈ C(G) respectivement pour chaque f ∈
C(G) et g ∈ C(G), ou bien les équations intégrales homogènes ont le même nombre fini
m ∈ N de solutions linéairement indépendantes et dans ce cas les équations intégrales
inhomogènes correspondantes sont résolubles si et seulement si

∫

G

f(x)ψ(x)dx =

∫

G

ϕ(x)g(x)dx = 0

respectivement, pour toute ψ solution de l’équation homogène adjointe et toute ϕ solution
de l’équation homogène.



Chapitre 3

Approximation d’opérateurs linéaires
bornés

Dans ce chapitre X et Y désignent deux espaces de Banach, et L(X, Y ) l’ensemble
des opérateurs linéaires bornés de X dans Y . Afin d’alléger les notations, ‖.‖ désignera
à la fois la norme dans X, Y et dans L(X, Y ). La plupart des méthodes numériques
présentées dans la suite - chapitre 4 - sont basées sur des approximations d’opérateurs
linéaires bornés. L’idée fondamentale dans la résolution de l’équation opérateur Aϕ = f

avec A ∈ L(X, Y ) est de remplacer cette équation par une autre équation approchée de
la forme Anϕn = fn, en utilisant une suite d’approximation An ∈ L(X,Y ) et une suite
d’approximation fn → f, n → ∞. Dans la pratique, en vira que le problème peut être
réduit à la résolution d’un système linéaire de dimension finie. Nous allons donc présenter
brièvement différents types d’approximations dans l’espace L(X, Y ).

Définition 3.1 On dit que An ∈ L(X,Y ) est une suite d’approximations de A ∈ L(X, Y )

si et seulement si pour tout ϕ ∈ X

lim
n→∞

‖(An − A)ϕ‖ = 0.

On dit aussi que la suite An converge ponctuellement (ou simplement) vers A.

Définition 3.2 On dit que An ∈ L(X, Y ) est une suite d’approximations uniforme de
A ∈ L(X,Y ) si et seulement si

lim
n→∞

‖An − A‖ = 0.

20
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3.1 Approximations par la convergence en norme

Théorème 3.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et A ∈ L(X, Y ) d’inverse borné
A−1. Soit An ∈ L(X, Y ) une suite converge en norme vers A (i.e., ‖An−A‖ → 0, n →∞).
Alors pour tout n assez grand, précisément pour tout n tel que

‖A−1(An − A)‖ < 1,

les opérateurs inverses A−1
n : Y → X existent et sont bornés par

‖A−1
n ‖ ≤ ‖A−1‖

1− ‖A−1(An − A)‖ (3.1)

Et pour les solutions des équations

Aϕ = f et Anϕn = fn

on a l’estimation de l’erreur suivante

‖ϕn − ϕ‖ ≤ ‖A−1‖
1− ‖A−1(An − A)‖{‖(An − A)ϕ‖+ ‖fn − f‖}

Preuve. Si ‖A−1(An − A)‖ < 1, alors il suffit d’appliquer le théorème de la série de
Neumann (2.2), l’inverse (I − A−1(A − An))−1 de I − A−1(A − An) = A−1An existe et
borné par

‖(I − A−1(A− An))−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1(An − A)‖ (3.2)

Mais, alors (I − A−1(A− An))−1A−1 est l’inverse de An et borné par (3.1). L’estimation
de l’erreur découle immédiatement de

An(ϕn − ϕ) = fn − f + (A− An)ϕ, (3.3)

Théorème 3.2 Supposons qu’il existe un n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 les opérateurs
inverses A−1

n : Y → X existent et sont uniformément bornés. Alors l’opérateur inverse
A−1 : Y → X existe et borné par

‖A−1‖ ≤ ‖A−1
n ‖

1− ‖A−1
n (An − A)‖ (3.4)
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pour tout n, avec ‖A−1
n (An − A)‖ < 1. Et pour les solutions des équations

Aϕ = f et Anϕn = fn

on a l’estimation de l’erreur

‖ϕn − ϕ‖ ≤ ‖A−1
n ‖

1− ‖A−1
n (An − A)‖{‖(An − A)ϕn‖+ ‖fn − f‖}

Preuve. Ceci résulte du théorème (3.1) en échangeant les rôles de A et An

Corollaire 3.1 Sous les hypothèses du théorème (3.1) on a l’estimation de l’erreur sui-
vante

‖ϕn − ϕ‖ ≤ C{‖(An − A)ϕ‖+ ‖fn − f‖} (3.5)

pour tout n assez grand et certaine constante C.

Théorème 3.3 Soit An ∈ L(X,Y ) une suite d’opérateurs ponctuellement bornés, i.e,
pour tout ϕ ∈ X il existe Cϕ > 0 tel que ‖Anϕ‖ ≤ Cϕ pour tout n ∈ N. Alors la suite
An est uniformément bornées, i.e, il existe une constante C telle que ‖An‖<C pour tout
n ∈ N.

Preuve. Voir [7]

Corollaire 3.2 Soit An ∈ L(X,Y ) une suite d’opérateurs ponctuellement convergente
vers un opérateur A : X → Y , ie, pour tout ϕ ∈ X, Anϕ → Aϕ, n → ∞. Alors A est à
son tour borné.

Preuve. Il suffi de noter que pour tout ϕ ∈ X, la suite Anϕ de Y est convergente donc
bornée. En appliquant le théorème de Banach-Steinhaus (3.3), on en déduit que ‖An‖ est
bornée, donc sa limite ‖A‖ l’est aussi

Théorème 3.4 Soit An ∈ L(X, Y ) une suite d’approximation ponctuellement conver-
gente vers A ∈ L(X,Y ). Alors elle est uniformément convergente sur tout sous ensemble
compact U de X, i.e.,

sup
ϕ∈U

‖Anϕ− Aϕ‖ → 0, n →∞.
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Preuve. Pour ε > 0 on considère les boules ouvertes B(ϕ, r) = {ψ ∈ X : ‖ψ − ϕ‖ < r} de
centre ϕ ∈ X et de rayon r = ε/3C, où C est une borne sur ‖An‖ ainsi que ‖A‖, Il est
claire que

U ⊂
⋃
ϕ∈U

B(ϕ, r)

forme un recouvrement ouvert de U . Comme U est compact, on peut extraire un recou-
vrement fini

U ⊂
m⋃

j=1

B(ϕj, r)

La convergence ponctuelle de An assure l’existence d’un entier N(ε) tel que

‖Anϕj − Aϕj‖ <
ε

3

pour tout n ≥ N(ε) et tout j = 1, ..., m. Maintenant soit ϕ ∈ U . Alors il existe une boule
B(ϕj, r) de centre ϕj contenant ϕ. Par conséquent, pour tout n ≥ N(ε) on a

‖Anϕ− Aϕ‖ ≤ ‖Anϕ− Anϕj‖+ ‖Anϕj − Aϕj‖+ ‖Aϕj − Aϕ‖
≤ ‖An‖‖ϕ− ϕj‖+

ε

3
+ ‖A‖‖ϕj − ϕ‖ ≤ 2Cr +

ε

3
= ε

d’où la convergence est uniforme sur U

Définition 3.3 Un ensemble A = {A : X → Y } d’opérateurs linéaires d’un espace normé
X dans un espace normé Y est dit collectivement compact si pour tout sous ensemble borné
U ⊂ X, l’image A(U) = {Aϕ : ϕ ∈ U,A ∈ A} est relativement compact.

Définition 3.4 On dit que An ∈ L(X,Y ) est une suite d’approximations collectivement
compacte de A ∈ L(X,Y ) si et seulement si, An converge ponctuellement vers A, et qu’il
existe n0 > 0 tel que

⋃
n≥n0

{(An − A)ϕ : ϕ ∈ X, ‖ϕ‖ ≤ 1}

est un sous ensemble relativement compact dans Y .

Théorème 3.5 Soient X, Z deux espaces normés et Y un espace de Banach. Soit A un
ensemble collectivement compact d’opérateurs définis de X dans Y , et soit Ln : Y → Z une
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suite d’opérateurs linéaires bornés converge ponctuellement vers l’opérateur L : Y → Z.
Alors

‖(Ln − L)(A)‖ → 0, n →∞,

uniformément pour tout A ∈ A.

Preuve. L’ensemble U = {Aϕ : ‖ϕ‖ ≤ 1, A ∈ A} est relativement compact. D’après le
théorème (3.4) la convergence Lnψ → Lψ, n → ∞, est uniforme pour tout ψ ∈ U . Donc
pour tout ε > 0 il existe un entier N(ε) tel que

‖(Ln − L)Aϕ‖ < ε

pour tout n ≥ N(ε), tout ϕ ∈ X avec ‖ϕ‖ ≤ 1, et tout A ∈ A. Par conséquent

‖(Ln − L)A‖ < ε

pour tout n ≥ N(ε), et tout A ∈ A

Corollaire 3.3 Soit X un espace de Banach et soit An : X → X une suite collectivement
compacte et ponctuellement convergente vers A : X → X. Alors

‖(An − A)A‖ → 0 et ‖(An − A)An‖ → 0, n →∞.

3.2 Approximations par la convergence ponctuelle

Théorème 3.6 Soit A : X → X un opérateur linéaire compact sur un espace de Banach
X tel que I −A injectif. Soit An : X → X une suite collectivement compacte et ponctuel-
lement convergente (Anϕ → Aϕ, n → ∞, pour tout ϕ ∈ X). Alors pour n assez grand,
précisément pour tout n tel que

‖(I − A)−1(An − A)An‖ < 1,

l’opérateur inverse (I − An)−1 : X → X existe et borné par

‖(I − An)−1‖ ≤ 1 + ‖(I − A)−1An‖
1− ‖(I − A)−1(An − A)An‖ (3.6)
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Et pour les solutions des équations

ϕ− Aϕ = f et ϕn − Anϕn = fn

on a l’estimation de l’erreur

‖ϕn − ϕ‖ ≤ 1 + ‖(I − A)−1An‖
1− ‖(I − A)−1(An − A)An‖{‖(An − A)ϕ‖+ ‖fn − f‖}.

Preuve. D’après le théorème de Riesz (2.6) l’opérateur inverse (I − A)−1 : X → X existe
et borné. On a l’identité

(I − A)−1 = I + (I − A)−1A

Considèrons

Bn = I + (I − A)−1An

une approximation pour l’inverse de I − An. Un calcul élémentaire donne

Bn(I − An) = I − Sn (3.7)

où

Sn = (I − A)−1(An − A)An.

Du corollaire (3.3) nous concluons que ‖Sn‖ → 0, n →∞. Pour ‖Sn‖ < 1, le théorème de
la série de Neumann (2.2) implique que (I − Sn)−1 existe et borné par

(I − Sn)−1 ≤ 1

1− ‖Sn‖ .

Maintenant (3.7) implique que I − An est injectif, et par conséquent, comme An est
compact, d’après le théorème (2.7) l’inverse (I − An)−1 existe. Alors de (3.7) il résulte
(I − An)−1 = (I − Sn)−1Bn, et également l’estimation (3.6). L’estimation de l’erreur
provient de

(I − An)(ϕn − ϕ) = fn − f + (An − A)ϕ,

ce qui achève la preuve



CHAPITRE 3. APPROXIMATION D’OPÉRATEURS LINÉAIRES BORNÉS 26

Théorème 3.7 Supposons qu’il existe un n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0 les opérateurs
inverses (I −An)−1 existent et sont uniformément bornés. Alors l’opérateur inverse (I −
A)−1 existe et borné par

‖(I − A)−1‖ ≤ 1 + ‖(I − An)−1A‖
1− ‖(I − An)−1(An − A)A‖ (3.8)

pour tout n tel que

‖(I − An)−1(An − A)A‖ < 1.

Et pour les solutions des équations

ϕ− Aϕ = f et ϕn − Anϕn = fn

on a l’estimation de l’erreur

‖ϕn − ϕ‖ ≤ 1 + ‖(I − An)−1A‖
1− ‖(I − An)−1(An − A)A‖{‖(An − A)ϕn‖+ ‖fn − f‖}

Preuve. Ceci résulte du théorème (3.6) en échangeant les rôles de A et An

Corollaire 3.4 Sous les hypothèses du théorème (3.6) on a l’estimation de l’erreur sui-
vante

‖ϕn − ϕ‖ ≤ C{‖(An − A)ϕ‖+ ‖fn − f‖} (3.9)

pour tout n assez grand et certaine constante C.



Chapitre 4

Méthodes de résolution approchées

On considère l’équation intégrale

ϕ(x) = f(x) +

∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ G (4.1)

avec G ⊂ Rm, m ≥ 1 un ensemble mesurable au sens de Jordan. Dans ce chapitre, pour
la majore partie des cas, on travaille dans l’espace X = C(G) muni de la norme ‖.‖∞, et
parfois dans X = L2(G) muni d’un produit scalaire 〈., .〉. L’opérateur intégral A de (4.1)
est supposé compact de X dans X.

4.1 Méthodes du noyau dégénéré

La méthode du noyau dégénéré est une méthode classique bien connue pour résoudre
numériquement les équations intégrales de second type, et elle est l’une des méthodes
numériques les plus simple à définir et analyser. L’idée principale consiste à remplacer le
noyau de l’équation intégrale par un noyau dégénéré, précisément on approxime le noyau
k(x, t) de l’équation (4.1) par une suite de noyaux dégénérés,

kn(x, t) =
n∑

i=1

ai(x)bi(t), n ≥ 1 (4.2)

où a1, ..., an et b1, ..., bn sont des éléments de X, tels que a1, ..., an sont linéairement indé-
pendants. En tenant compte du théorème (3.1) aplliqué aux opérateurs I −A et I −An,
cette approximation devient plus efficace en terme de convergence, si elle est réalisée de

27
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sorte que l’opérateur intégral associé An : X → X défini par

An(ϕ) =
n∑

i=1

〈ϕ, bi〉ai, (4.3)

satisfait la condition

lim
n→∞

‖An − A‖ = 0 (4.4)

Sur C(G), muni de la norme de la convergence uniforme, cela signifie exactement

max
x∈G

∫

G

|kn(x, t)− k(x, t)|dt → 0 quand n →∞

Généralement, nous voulons que cette convergence soit rapide pour obtenir une conver-
gence rapide de ϕn vers la solution ϕ, où ϕn est la solution approchée de l’équation
approximante

ϕn(x) = f(x) +

∫

G

kn(x, t)ϕn(t)dt, x ∈ G (4.5)

Théorème 4.1 Toute solution de l’équation

ϕn = f +
n∑

i=1

〈ϕn, bi〉ai (4.6)

s’écrit sous la forme

ϕn = f +
n∑

j=1

cjaj, (4.7)

où les coefficients c1, ..., cn sont solutions du système

ci −
n∑

j=1

cj〈aj, bi〉 = 〈f, bi〉, i = 1, ..., n. (4.8)

Preuve. Voir [26]
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4.1.1 Approximation par la série de Taylor

On considère l’équation intégrale unidimensionnelle

ϕ(x)−
∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (4.9)

Supposons que le noyau k admet un développement en série entière par rapport à la
première variable x,

k(x, t) =
∞∑
i=0

ki(x)(t− a)i (4.10)

ou par rapport à t,

k(x, t) =
∞∑
i=0

ki(t)(x− a)i (4.11)

Soit kn la somme partielle des n premiers termes de la série (4.10)

kn(x, t) =
n−1∑
i=0

ki(x)(t− a)i (4.12)

En utilisant la notation (4.2), kn est une suite de noyaux dégénérés

ai(x) = ki−1(x), bi(t) = (t− a)i−1, i = 1, ..., n (4.13)

Le système linéaire (4.8) devient

ci −
n∑

j=1

cj

∫ b

a

(t− a)i−1kj−1(t)dt =

∫ b

a

f(t)(t− a)i−1dt, i = 1, ..., n (4.14)

et la solution ϕn est donnée par

ϕn(x) = f(x) +
n−1∑
i=0

ci+1ki(x) (4.15)
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4.1.2 Interpolation du noyau

L’interpolation, est l’une des méthodes d’approximation de la fonction noyau par un
noyau dégénéré. Il existe différents types d’interpolation, mais nous allons présenter ici
l’interpolation en utilisant seulement les valeurs de k(x, t). Notons aussi qu’il existe plu-
sieurs fonctions d’interpolation, y compris les polynômes, les polynômes trigonométriques
(voir [26]), les fonctions splines (voir [9]), et autres. Nous allons décrire le cadre général
de cette approche, et nous illustrons ces idées par des cas particuliers.

Soit ψ1(x), ..., ψn(x) une base pour l’espace des fonctions d’interpolation. Par exemple,
pour l’espace des polynômes de degrés < n, on utilise la base

ψi(x) = xi−1, 1 ≤ i ≤ n (4.16)

Soit x1, ..., xn un système de noeuds (points d’interpolation) de l’ensemble G, et g une
fonction arbitraire dans C(G). Le problème d’interpolation peut être énoncé comme suit :
Soit g1, ..., gn, n points distincts, trouver une fonction

P (x) =
n∑

j=1

cjψj(x) (4.17)

telle que P (xi) = gi, i = 1, ..., n

Ainsi, nous allons déterminer les coefficients c1, ..., cn solutions du système linéaire

n∑
j=1

cjψj(xi) = gi, i = 1, ..., n (4.18)

Définition 4.1 Soit x1, ..., xn un système de noeuds. Alors

Li(x) =
n∏

j=1
j 6=i

x− xj

xi − xj

(4.19)

est appelé le i-ème polynôme de Lagrange. C’est un polynôme de degré n, il s’annule en
tout xj, sauf en xi où il prend la valeur 1. On écrit ceci, à l’aide de delta de Kronecker

Li(xj) = δij =

{
0, i 6= j

1, i = j
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Donc, pour la donnée d’une fonction arbitraire g,

P (x) =
n∑

i=1

g(xi)Li(x)

est une solution du problème d’interpolation énoncé ci-dessus.

Théorème 4.2 Si on se donne un système de noeuds x1, ..., xn, et les données g(x1), ..., g(xn),
alors il existe un polynôme unique, noté P , satisfait P (xi) = g(xi), i = 1, ..., n. Ce poly-
nôme s’écrit dans la base de Lagrange

P (x) =
n∑

i=1

g(xi)Li(x), (4.20)

où Li(x) est donné par (4.19)

Interpolation gauche du noyau

Soit

kn(x, t) =
n∑

j=1

Lj(x)k(xj, t) (4.21)

alors kn(xi, t) = k(xi, t), i = 1, ..., n, pour tout t ∈ G.
Le système linéaire associé à la méthode du noyau dégénéré (I − An)ϕn = f est

ci −
n∑

j=1

cj

∫

G

Lj(t)k(xi, t)dt =

∫

G

k(xi, t)f(t)dt, i = 1, ..., n (4.22)

La solution ϕn est donnée par

ϕn(x) = f(x) +
n∑

j=1

cjLj(x) (4.23)

Interpolation droite du noyau

Soit

kn(x, t) =
n∑

j=1

k(x, xj)Lj(t) (4.24)
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Alors, kn(x, xi) = k(x, xi), pour tout x ∈ G, i = 1, ..., n. La méthode du noyau dégénéré
est donnée par

ϕn(x) = f(x) +
n∑

j=1

cjk(x, xj) (4.25)

avec cj sont solutions du système

ci −
n∑

j=1

cj

∫

G

Li(x)k(x, xj)dx =

∫

G

Li(x)f(x)dx, i = 1, ..., n (4.26)

Interpolation linéaire par morceaux :

Soit G = [a, b], n ≥ 1, h = (b−a)/n, et xi = a+ih, i = 0, ..., n. Étant donné une fonction
g ∈ C[a, b]. Nous allons interpoler cette fonction aux points (xi) en utilisant l’interpolation
linéaire par morceaux. Pour i = 1, ..., n, on défini un opérateur de projection 1 Pn :

C[a, b] → C[a, b] par

Png(x) =
(xi − x)g(xi−1) + (x− xi−1)g(xi)

h
, xi−1 ≤ x ≤ xi (4.27)

En introduisant se qu’on appelle les fonctions chapeaux 2, dite aussi fonctions cardinales,
qui définissent une base de Lagrange

Li(x) =





1
h
(x− xi−1), xi−1 ≤ x ≤ xi, i ≥ 1,

1
h
(xi+1 − x), xi ≤ x ≤ xi+1, i ≤ n− 1,

0, ailleurs
(4.28)

L’opérateur de projection (4.27) s’écrit

Png(x) =
n∑

i=0

g(xi)Li(x) (4.29)

Il est linéaire et borné avec ‖Pn‖∞ = 1. En effet, de (4.29) nous avons

‖Pn‖∞ ≤ max
x∈G

n∑
i=1

|Li(x)|

1. Voir la section (4.3) sur les méthodes de projection
2. Voir [14, page 33] pour plus de précisions
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Choisissons maintenant z ∈ G tel que

n∑
i=1

|Li(z)| = max
x∈G

n∑
i=1

|Li(x)|

et une fonction f ∈ C(G) avec ‖f‖∞ = 1 et

n∑
i=1

f(xi)Li(z) =
n∑

i=1

|Li(z)|

Alors

‖Pn‖∞ ≥ ‖Pnf‖∞ ≥ |Pnf(z)| = max
x∈G

n∑
i=1

|Li(x)|,

donc on a l’égalité

‖Pn‖∞ = max
x∈G

n∑
i=1

|Li(x)| (4.30)

Et comme Li ≥ 0, pour tout i = 0, ..., n, on a
∑n

i=0 |Li(x)| =
∑n

i=0 Li(x) = 1 pour tout
x ∈ [a, b]. D’où ‖Pn‖∞ = 1.

Théorème 4.3 Soit g ∈ C2[a, b]. Alors, pour l’erreur d’interpolation linéaire par mor-
ceaux, nous avons l’estimation suivante

‖Png − g‖∞ ≤ 1

8
h2‖g′′‖∞ (4.31)

Preuve. Evidemment, le maximum de |Png − g| dans [xi, xi+1] est atteint en un point
intérieur ξ tel que g′(ξ) = (Png)′(ξ) = [g(xi+1)− g(xi)] /h. Sans perte de généralité nous
pouvons supposer que ξ − xi ≤ h/2. Puis, en utilisant la formule de Taylor, on trouve

(Png)(ξ)− g(ξ) = g(xi) + (Png)′(ξ)(ξ − xi)− g(ξ)

= g(xi)− g(ξ)− (xi − ξ)g′(ξ) =
1

2
(xi − ξ)2g′′(η)

avec η ∈]xi, ξ[. Par conséquent,

max
xi≤x≤xi+1

|(Png)(x)− g(x)| ≤ 1

8
h2‖g′′‖∞
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En interpolant k(x, t) par rapport à x, on a

kn(x, t) =
(xi − x)k(xi−1, t) + (x− xi−1)k(xi, t)

h
, xi−1 ≤ x ≤ xi (4.32)

pour i = 1, ..., n, a ≤ t ≤ b. Les coefficients de la matrice associée au système (4.22) sont
donnés par

〈ai, bi〉 =

∫ xi+1

xi−1

Li(t)k(xi, t)dt (4.33)

Pour calculer ces intégrales, nous essayons de choisir une méthode numérique d’intégration
qui exigera seulement quelques points de quadrature sur l’intervalle d’intégration, avec une
erreur d’intégration de même ordre que l’erreur commise sur la solution approchée ϕn(x).
Dans notre cas, la formule de Gauss-Legendre à deux points

∫ h

0

y(x)dx ≈ h

2

[
y

([
1− 1√

3

]
h

2

)
+ y

([
1 +

1√
3

]
h

2

)]
(4.34)

est tout à fait suffisante, une fois appliquée sur chaque sous intervalle [xi−1, xi].
Les côtés droits de (4.22) sont donnés par

〈f, bi〉 =

∫ b

a

f(t)k(xi, t)dt (4.35)

Du théorème (4.3), il en résulte que l’estimation de l’erreur commise dans l’approximation
d’un opérateur intégral A à noyau deux fois continûment différentiable par un opérateur
à noyau dégénéré An en utilisant l’interpolation linéaire par morceaux est donnée par

‖An − A‖∞ ≤ 1

8
h2(b− a)

∥∥∥∥
∂2k

∂x2

∥∥∥∥
∞

(4.36)

Donc, d’après les théorèmes (3.1) et (3.2) appliquées aux opérateurs I − A et I − An,
l’erreur d’approximation de la solution de l’équation intégrale correspondante est d’ordre
O(h2).
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4.1.3 Approximation par la série de Fourier généralisée

Soit X = L2(G) un espace d’Hilbert, et A : X → X un opérateur intégral compact.
On muni X du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫

G

w(x)f(x)g(x)dx (4.37)

où la fonction poids w(x) vérifie les propriétés suivantes
– Pour presque tout x ∈ X,w(x) ≥ 0.
– Pour tout n ≥ 0,

∫

G

w(x)|x|ndx < ∞

– Si f ∈ C(G) et f non négative sur G, alors
∫

G

w(x)f(x)dx = 0 ⇒ f(x) ≡ 0

Soit {ψ1, ..., ψn, ...} un système orthonormal complet dans L2(G). C’est à dire

1. 〈ψn, ψm〉 = δnm, pour 1 ≤ m,n < ∞
2. Si ϕ ∈ L2(G) et si 〈ϕ, ψn〉 = 0 pour tout n ≥ 1, alors ϕ = 0

Alors, pour tout ϕ ∈ L2(G), on peut écrire

ϕ(x) =
∞∑
i=1

〈ϕ, ψi〉ψi(x)

C’est la série de Fourier généralisée de ϕ par rapport à {ψi}, elle converge dans L2(G).

Nous pouvons donc appliquer ce développement dans l’approximation de k(x, t), par
rapport à l’une des variables.

En choisissant la première variable x, on a

k(x, t) =
∞∑
i=1

ψi(x)bi(t) (4.38)

avec

bi(t) = 〈k(., t), ψi〉 =

∫

G

w(x)k(x, t)ψi(x)dx (4.39)
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On défini le noyau d’approximation dégénéré par

kn(x, t) =
n∑

i=1

ψi(x)bi(t) (4.40)

L’équation (I − An)ϕn = fn est résolue par

ϕn(x) = f(x) +
n∑

i=1

ciψi(x) (4.41)

De (4.8), les coefficients ci sont solution du système

ci −
n∑

j=1

cj

∫

G

ψj(t)bi(t)dt =

∫

G

bi(t)f(t)dt, i = 1, ..., n (4.42)

4.2 Méthodes de quadrature

Une formule de quadrature est une méthode numérique d’approximation d’une intégrale
de la forme

Q(g) =

∫

G

g(x)dx,

où G est un sous ensemble compact de Rm, mesurable au sens de Jordan.

Dans cette partie, nous allons considérer seulement les règles de quadratures de la
forme

Qn(g) =
n∑

j=1

w
(n)
j g(x

(n)
j )

avec x
(n)
1 , ..., x

(n)
n sont des points de quadrature contenus dans G et les réels w

(n)
1 , ..., w

(n)
n

sont les poids de quadrature.

Dans la pratique, parmi les méthodes d’intégration numérique les plus usuelles , celles
de Newton-Cotes, elles sont basées sur l’interpolation de la fonction d’intégration g par
un polynôme construit sur un système de noeuds. Cependant, le comportement de la
convergence est insuffisant lorsque le degré d’interpolation est élevé, pour cette raison,
il est plus pratique d’utiliser ce qu’on appelle les règles composites. notamment la règle
composite du trapèze et la règle composite de Simpson. Pour la convenance, nous allons
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discuter l’analyse de l’erreur pour ces deux types de quadrature.
Soit G = [a, b], et xi = a + ih, i = 0, ..., n une subdivision équidistante d’un pas h =

(b− a)/n.

Théorème 4.4 Soit g ∈ C2[a, b]. Alors pour le reste

RT (g) =

∫ b

a

g(x)dx− h

[
1

2
g(x0) + g(x1) + ... + g(xn−1) +

1

2
g(xn)

]

de la règle composite du trapèze, on a l’estimation

|RT (g)| ≤ 1

12
h2(b− a)‖g′′‖∞.

Théorème 4.5 Soient g ∈ C(4)[a, b] et n un entier naturel pair. Alors pour le reste

RS(g) =

∫ b

a

g(x)dx− h

3
[g(x0) + 4g(x1) + 2g(x2) + 4g(x3) + 2g(x4)

+... + 2g(xn−2) + 4g(xn−1) + g(xn)]

de la règle composite de Simpson, on a l’estimation

|RS(g)| ≤ 1

180
h4(b− a)‖g(4)‖∞.

Définition 4.2 Une suite de règles de quadrature (Qn) est dite convergente si Qn(g) →
Q(g), n →∞, pour tout g ∈ C(G).

Théorème 4.6 Les formules de quadrature (Qn) converge si et seulement si Qn(g) →
Q(g), n →∞, pour tout g élément d’un ensemble U dense dans C(G) et

sup
n∈N

n∑
j=1

|w(n)
j | < ∞

4.2.1 Méthode de Nyström

Par le choix d’une suite de règles de quadrature (Qn) convergente, on approxime l’opé-
rateur intégral

(Aϕ)(x) =

∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ G, (4.43)
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à noyau k continu, par une suite d’opérateurs numériques

(Anϕ)(x) =
n∑

j=1

w
(n)
j k(x, x

(n)
j )ϕ(x

(n)
j ), x ∈ G, (4.44)

Alors, la solution de l’équation intégrale de second type

ϕ− Aϕ = f

est approchée par la solution de

ϕn − Anϕn = f,

ce qui est réduit à la résolution d’un système d’équations de dimension finie.

Théorème 4.7 Soit ϕn la solution de

ϕn(x)−
n∑

j=1

wjk(x, xj)ϕn(xj) = f(x), x ∈ G. (4.45)

Alors, les valeurs ϕ
(n)
i = ϕn(xi), i = 1, ..., n aux points de quadrature sont solution du

système

ϕ
(n)
i −

n∑
j=1

wjk(xi, xj)ϕ
(n)
j = f(xi), i = 1, ..., n. (4.46)

Réciproquement, si ϕ
(n)
i , i = 1, ..., n, sont solution du système (4.46). Alors la fonction ϕn

définie par

ϕn(x) = f(x) +
n∑

j=1

wjk(x, xj)ϕ
(n)
j , x ∈ G, (4.47)

est une solution de (4.45)

Théorème 4.8 Supposons que les règles de quadrature (Qn) sont convergentes. Alors la
suite (An) est collectivement compacte et ponctuellement convergente vers A, mais elle ne
l’est pas en norme.
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Preuve. Puisque les règles de quadrature Qn sont supposées convergentes, donc d’après le
théorème (4.6), il existe une constante C telle que

n∑
j=1

|w(n)
j | ≤ C

pour tout n ∈ N. Alors on a

‖Anϕ‖∞ ≤ C max
x,t∈G

|k(x, t)|‖ϕ‖∞ (4.48)

et

|(Anϕ)(x1)− (Anϕ)(x2)| ≤ C max
t∈G

|k(x1, t)− k(x2, t)|‖ϕ‖∞ (4.49)

pour tout x1, x2 ∈ G. Maintenant, soit U ⊂ C(G) borné. Alors de (4.48) et (4.49) on
remarque que {Anϕ : ϕ ∈ U, n ∈ N} est borné et équicontinue, car k est uniformément
continu sur G×G. Donc, par le théorème d’Arzelà-Ascoli, la suite (An) est collectivement
compacte.

Comme la quadrature est convergente, pour ϕ ∈ C(G) fixé, la suite (Anϕ) est ponc-
tuellement convergente, i.e.,(Anϕ)(x) → (Aϕ)(x), n → ∞, pour tout x ∈ G. Également
à la suite (4.49), la suite (Anϕ) est équicontinue. Par conséquent elle est uniformément
convergente ‖Anϕ− Aϕ‖ → 0, n →∞.(Puisqu’elle converge ponctuellement)

Pour ε > 0 choisissons une fonction ψε ∈ C(G) avec 0 ≤ ψε(x) ≤ 1 pour tout x ∈ G

telle que ψε(x) = 1 pour tout x ∈ G avec minj=1,...,n |x−xj| ≥ ε et ψε(xj) = 0, j = 1, ..., n.
Alors

‖Aϕψε − Aϕ‖∞ ≤ max
x,t∈G

|k(x, t)|
∫

G

(1− ψε(t)) dt → 0, ε → 0,

pour tout ϕ ∈ C(G) avec ‖ϕ‖∞ = 1. En utilisant ce résultat, on obtient

‖A− An‖∞ = sup
‖ϕ‖∞=1

‖(A− An)ϕ‖∞ ≥ sup
‖ϕ‖∞=1

sup
ε>0

‖(A− An)ϕψε‖∞
= sup

‖ϕ‖∞=1

sup
ε>0

‖Aϕψε‖∞ ≥ sup
‖ϕ‖∞=1

‖Aϕ‖∞ = ‖A‖∞,

d’où, la suite (An) ne converge pas en norme.

Corollaire 4.1 Pour toute équation intégrale de second type telle que, le noyau k et le
terme libre f sont deux fonctions continues, et admet une solution unique, la méthode de
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Nyström avec une suite de règles de quadrature convergentes est uniformément conver-
gente.

Analyse de l’erreur

En principe, en utilisant le théorème (3.6), il est possible d’avoir une majoration de
l’erreur. Mais du point de vue paratique, cela est un peu compliqué. Usuellement, il est
suffisant d’estimer l’erreur par extrapolation de l’ordre de convergence. Pour la discussion
de l’erreur basée sur l’estimation (3.9) du corollaire (3.4), nous avons besoin de la norme

‖(A− An)ϕ‖∞ = max
x∈G

∣∣∣∣∣
∫

G

k(x, t)ϕ(t)dt−
n∑

j=1

wjk(x, xj)ϕ(xj)

∣∣∣∣∣

et exiger une évaluation uniforme pour l’erreur de la quadrature appliquée à l’intégration
de k(x, .)ϕ. Donc, de l’estimation (3.9), il résulte que sous des hypothèses adéquates sur
la régularités du noyau k et la solution exacte ϕ, l’ordre de convergence de la formule
de quadrature est proportionnel à l’ordre de la convergence des solutions approchées
de l’équation intégrale. Nous illustrons ceci par le cas de la règle de Simpson. Sous les
hypothèses ϕ ∈ C4[a, b] et k ∈ C4[a, b]× [a, b], d’après le théorème (4.5), nous avons

‖(A− An)ϕ‖∞ ≤ 1

180
h4(b− a) max

x,t∈G

∣∣∣∣
∂4k(x, t)ϕ(t)

∂t4

∣∣∣∣ (4.50)

La méthode de Nyström peut être prolongée à la résolution des équations intégrales
faiblement singulières, c’est à dire, le noyau est une fonction discontinue de type (2.3). La
méthode d’intégration produit est l’une des méthodes les plus usuelles. Historiquement,
notons que l’origine de l’idée d’intégration produit pour l’approximation d’opérateur in-
tégral est introduite par Young [46]. Ce résultat a été amélioré par de Hoog et Weiss [15].
Plus tard, d’autres travaux ont étés effectués dans ce sens par Atkinson [2], Schneider
[42], Graham [22], et récemment par Allouch et autres [10].

4.3 Méthodes de projection

Définition 4.3 Soit X un espace normé et U ⊂ X un sous espace non trivial. Un opé-
rateur borné P : X → U est appelé opérateur de projection ou projecteur de X dans U

s’il vérifié Pϕ = ϕ pour tout ϕ ∈ U .
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Théorème 4.9 Un opérateur linéaire borné non trivial P , défini d’un espace normé X

dans lui même est un opérateur de projection si et seulement si P 2 = P . Dans ce cas on
a alors ‖P‖ ≥ 1.

Preuve. Soit P : X → U un opérateur de projection. Alors de Pϕ ∈ U il en résulte que
P 2ϕ = P (Pϕ) = Pϕ pour tout ϕ ∈ X. Réciproquement, soit P 2 = P et soit U = P (X).
Alors, pour tout ϕ ∈ U nous pouvons écrire ϕ = Pψ pour un certain ψ ∈ X, donc
Pϕ = ϕ. Finalement, P 2 = P , implique ‖P‖ ≤ ‖P‖2, d’où ‖P‖ ≥ 1

Définition 4.4 On se donne X et Y deux espaces de Banach, ainsi que A : X → Y un
opérateur borné injectif. Pour f ∈ A(X) ⊂ Y , on cherche à approximer la solution de
l’équation

Aϕ = f, ϕ ∈ X (4.51)

Pour ce faire, on se donne une suite de sous espaces Xn ⊂ X et Yn ⊂ Y de dimension finie
n, ainsi que des opérateurs de projection Pn : Y → Yn. On considère l’équation approchée

PnAϕn = Pnf, ϕn ∈ Xn (4.52)

Cette méthode de projection est dite convergente, s’il existe un rang n0 à partir duquel
pour tout f ∈ A(X), l’équation approchée (4.52) admet une unique solution ϕn ∈ Xn et
que cette solution converge vers la solution ϕ de (4.51).

Cette condition de convergence peut s’exprimer simplement en fonction de l’opérateur
An = PnA : Xn → Yn. Elle signifie simplement qu’à partir d’un certain rang, cet opérateur
est inversible, et que de plus, on a une convergence ponctuelle

A−1
n (Pnf) = A−1

n (Pn(Aϕ)) = (PnA)−1PnAϕ → ϕ, n →∞

Définition 4.5 On dit qu’un sous espace Xn d’un espace normé X possède la propriété
de densité en norme si

∀ϕ ∈ Xn, inf
ψ∈Xn

‖ψ − ϕ‖ → 0, n →∞. (4.53)

Théorème 4.10 On se place dans le cadre de la densité décrite par (4.53). Une méthode
de projection pour un opérateur linéaire injectif A : X → Y d’un espace de Banach X
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dans un espace de Banach Y converge si et seulement si, il existe un n0 à partir duquel
les opérateurs de dimension finie PnA : Xn → Yn sont inversible et si les opérateurs
(PnA)−1PnA : X → Xn sont uniformément bornés, i.e.,

∃M > 0, n ≥ n0, ‖(PnA)−1PnA‖ ≤ M, (4.54)

Dans le cas de convergence, on a l’estimation de l’erreur commise en approchant ϕ ∈ X

par la solution approchée ϕn = (PnA)−1(PnAϕ)

‖ϕn − ϕ‖ ≤ (1 + M) inf
ψ∈Xn

‖ψ − ϕ‖. (4.55)

Preuve. Si on suppose que la méthode de projection converge pour l’opérateur A, cela est
équivalent, comme nous l’avons déjà dit, qu à partir d’un certain rang n0, on a une conver-
gence ponctuelle des opérateurs d’approximations Bn = (PnA)−1PnA. Alors le théorème
(3.3) assure que les opérateurs Bn sont bornés uniformément, ce qui donne bien (4.54).
Réciproquement, si les hypothèses du théorème sont remplies, on peut écrire

ϕn − ϕ = (Bn − I)ϕ = ((PnA)−1PnA− I)ϕ

Et comme les ψ ∈ Xn, sont invariant par Bn, on obtient

ϕn − ϕ = (Bn − I)(ϕ− ψ) = ((PnA)−1PnA− I)(ϕ− ψ)

D’où l’estimation (4.55) et le résultat voulu

La méthode de projection pour une équation de second type

ϕ− Aϕ = f (4.56)

est définie seulement par la donnée d’une suite de sous espaces Xn ⊂ X et d’une suite
d’opérateurs de projection Pn : X → Xn, et on considère l’équation approchée

ϕn − PnAϕn = Pnf (4.57)

Théorème 4.11 Soit A : X → X compact et I − A injectif, et soit Pn : X → Xn une
suite d’opérateurs de projection ponctuellement convergente Pnϕ → ϕ, n →∞, pour tout
ϕ ∈ X. Alors la méthode de projection converge pour I − A.

Preuve. La première remarque importante est que la convergence des projections Pnϕ
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signifie la convergence de la méthode pour l’opérateur identité I. Avec le théorème (4.10),
on a donc l’existence d’une constante M telle que ‖Pn‖ ≤ M .

Avec la théorie de Riesz, comme A est compact, l’opérateur I − A : X → X qui est
injectif est donc aussi bijectif, et d’inverse borné par M1.
La convergence ponctuelle de Pn vers I ainsi que la compacité de l’opérateur A entraine,
par le théorème (3.5) la convergence en norme de l’opérateur PnA : X → Xn, ie :

‖(Pn − I)A‖ = ‖(I − PnA)− (I − A)‖ → 0, n →∞

Donc avec le théorème (3.1), à partir d’un certain rang n0, l’opérateur borné I −PnA est
inversible, d’inverse borné. Si on restreint cet opérateur à Xn, on obtient que l’opérateur
I − PnA = Pn(I − A) : Xn → Xn est inversible d’inverse borné par M2.
Pour montrer la convergence de la méthode pour I − A, il ne reste plus qu’à montrer la
condition (4.54), ce qui est immédiat :

‖ [Pn(I − A)]−1 Pn(I − A)‖ ≤ ‖(Pn(I − A))−1‖‖Pn‖‖I − A‖ ≤ M2MM1

Théorème 4.12 Soit A : X → X un opérateur compact, et I−A injectif. On suppose que
les projecteurs Pn : X → Xn vérifient ‖PnA−A‖ → 0, n →∞. Alors, pour n assez grand,
l’équation approchée (4.57) admet une solution unique pour tout f ∈ X (i.e, (I −PnA)−1

existe ) et nous avons l’estimation de l’erreur

‖ϕn − ϕ‖ ≤ M‖Pnϕ− ϕ‖ (4.58)

où M est une constante dependant de A.

Preuve. Les théorèmes (2.7) et (3.1), appliquées à I − A et I − PnA, impliquent qu’à
partir d’un certain rang, les opérateurs inverses (I − PnA)−1 existent, de plus, ils sont
uniformément bornés. Pour vérifier l’erreur, on applique l’opérateur de projection Pn à
(4.56), on obtient

ϕ− PnAϕ = Pnf + ϕ− Pnϕ.

En utilisant (4.57), on trouve

(I − PnA)(ϕn − ϕ) = Pnϕ− ϕ,

Ce qui prouve l’estimation (4.58)
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4.3.1 Méthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué à la résolution appro-
chée de l’équation opérateur

ϕ− Aϕ = f (4.59)

consiste à chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigeant que l’équation (4.59) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points appelés
points de collocation.

En paratique, nous choisissons une suite de sous espaces Xn ⊂ X, n ≥ 1 de dimension
finie, généralement des sous espaces de C(G) ou de L2(G). Soit {ψ1, ..., ψn} une base de
Xn. On cherche une fonction ϕn ∈ Xn, de la forme

ϕn(x) =
n∑

j=1

cjψj(x), x ∈ G (4.60)

Pour déterminer les coefficients (cj), on substituant, cette fonction dans l’équation (4.59),
et on exigeant que l’équation soit exacte dans le sens où le résidu

rn(x) = ϕn(x)−
∫

G

k(x, t)ϕn(t)dt− f(x)

=
n∑

j=1

cj

{
ψj(x)−

∫

G

k(x, t)ψj(t)dt

}
− f(x), x ∈ G. (4.61)

soit nul sur un système de noeuds x1, ..., xn ∈ G, (i.e, aux points de collocation)
Ce qui conduit systématiquement à la résolution du système linéaire

n∑
j=1

{
ψj(xi)−

∫

G

k(xi, t)ψj(t)dt

}
cj = f(xi), i = 1, ..., n (4.62)

de la forme ΨnX = fn. Évidemment, ce système admet une solution unique si le det Ψn

est non nul, ce qui dépend d’ailleurs du choix des points de collocation.

4.3.2 Méthode de Petrov-Galerkin

Il s’agit d’une méthode essentiellement Hilbertienne, c’est à dire qu’elle met en jeu la
projection de notre équation dans un sous espace de dimension finie. Pour ce faire, soit X
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un espcace d’Hilbert muni d’un produit scalaire 〈., .〉, on se donne une suite de sous espace
Xn ⊂ X de dimension finie. Soit {ψ1, ..., ψn} une base orthonormale de Xn, on cherche une
fonction ϕn ∈ Xn de la forme (4.60), proche de la solution exacte du problème original.

Donc pour le problème (4.59), l’idée est de minimiser l’erreur

rn =
n∑

i=1

ci(I − A)ψi − f (4.63)

d’où on impose la condition d’orthogonalité suivante

〈rn, ψj〉 =

〈
n∑

i=1

ci(I − A)ψi − f, ψj

〉
= 0, j = 1, ..., n (4.64)

ce qui implique
〈

n∑
i=1

ci(I − A)ψi, ψj

〉
− 〈f, ψj〉 = 0, j = 1, ..., n (4.65)

ou

n∑
i=1

ci {〈ψi, ψj〉 − 〈Aψi, ψj〉} = 〈f, ψj〉, j = 1, ...n (4.66)

Ainsi, on obtient le système linéaire

cj −
n∑

i=1

ci〈Aψi, ψj〉 = 〈f, ψj〉, j = 1, ...n (4.67)

4.3.3 Projection orthogonale et discussion de la convergence

Soit Xn une suite de sous espaces de dimension finie d’un espace d’Hilbert X, et soit
ϕ un élément de X, de la forme

ϕ =
∞∑

j=0

cjψj (4.68)

où, cj sont les coefficients de ce développement, et ψj sont les éléments d’un système
orthogonal. Notre objectif, est de chercher une solution approchée dans Xn à l’aide d’une
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suite de projecteurs Pn : X → Xn, sous la forme de la série tranquée

Pn

( ∞∑
j=0

cjψj

)
=

n∑
j=0

cjψj (4.69)

Par la donnée d’une fonction poids w = w(x) sur G, l’orthogonalité est définie par
∫

G

w(x)ψi(x)ψj(x)dx = δij

Alors, les coefficients cj dans (4.68) sont données par

cj =
1

‖ψj‖2
w

∫

G

w(x)ϕ(x)ψj(x)dx (4.70)

avec

‖ψj‖w =

(∫

G

w(x)ψj(x)ψj(x)dx

)1/2

(4.71)

Dans ce qui suit, soient I un intervalle borné de R, X = L2
w(I) et Xn = Pn, le sous

espace des polynômes de degré au plus n.

Théorème 4.13 Soient ϕ ∈ L2
w(I) et n ∈ N. Alors Pnϕ est la meilleure approximation

au sens de la norme L2 (4.71), d’une autre manière

‖ϕ− Pnϕ‖L2
w

= inf
ψ∈Pn

‖ϕ− ψ‖L2
w

(4.72)

Preuve. Comme ψ ∈ Pn, ils existent des coefficients cj, 0 ≤ j ≤ n tels que ψ =
∑n

j=0 cjψj.
De minimiser ‖ϕ− ψ‖L2

w
est équivalent à minimiser ‖ϕ− ψ‖2

L2
w
, on a

∂

∂ck

‖ϕ− ψ‖2
L2

w
=

∂

∂ck

(
‖ϕ‖2

L2
w
− 2

n∑
j=0

cj〈ϕ, ψj〉L2
w

+
n∑

j=0

c2
j‖ϕ‖2

L2
w

)

= −2〈ϕ, ψk〉L2
w

+ 2ck‖ψk‖2
L2

w
, 0 ≤ k ≤ n.

Le minimum est attient au point où la dérivée s’annule, donc

ck =
〈ϕ, ψk〉L2

w

‖ψk‖2
L2

w

, 0 ≤ j ≤ n
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ce qui achève la preuve

Théorème 4.14 Pour tout ϕ ∈ L2
w(I),

lim
n→∞

‖ϕ− Pnϕ‖L2
w

= 0. (4.73)

Preuve. Voir [20]

Le développement (4.68) est la base de toutes les méthodes de projection. Un exemple
classique d’une telle méthode est la méthode de Fourier en utilisant les fonctions

ψj(x) = eijx, i2 = −1 (4.74)

qui sont orthogonales dans l’intervalle [0, 2π] avec w(x) = 1. Ainsi en pratique, notons
que plusieurs polynômes orthogonaux peuvent être utilisés d’une manière analogue tels
que les polynômes de Legendre, de Chebyshev ou d’autres.

Polynômes trigonométriques de Fourier

Soit X = L2[0, 2π], muni du produit scalaire

〈ϕ, ψ〉 =

∫ 2π

0

ϕ(x)ψ(x)dx (4.75)

et de la norme

‖ϕ‖L2[0,2π] =

(∫ 2π

0

|ϕ(x)|2dx

)1/2

(4.76)

Soient Tn l’espace des polynômes trigonométriques de degré au plus n, engendré par le
système (4.74), et Pn : L2[0, 2π] → Tn, l’opérateur de la projection orthogonale sur Tn en
utilisant le produit scalaire (4.75) :

〈ϕ− Pnϕ, ψ〉 = 0, ∀ψ ∈ Tn

Si, on pose

Hm
p [0, 2π] =

{
ϕ ∈ L2[0, 2π] : pour 0 ≤ k ≤ m,

dkϕ

dxk
∈ L2[0, 2π]

}
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où la dérivée dkϕ
dxk est prise au sens des distributions périodiques.

Hm
p [0, 2π], muni du produit scalaire

〈ϕ, ψ〉m =
m∑

k=0

∫ 2π

0

dkϕ

dxk
(x)

dkψ

dxk
(x)dx

est un Hilbert, dont la norme induite est

‖ϕ‖Hm
p [0,2π] =

(
m∑

k=0

∥∥∥∥
dkϕ

dxk

∥∥∥∥
2

L2[0,2π]

)1/2

Théorème 4.15 Soit ϕ ∈ Hm
p [0, 2π], m ≥ 0. Alors, la série de Fourier tronquée, Pn(ϕ(x)) =∑n−1

j=−n cje
ijx est la meilleure approximation de ϕ(x) au sens de la norme L2. De plus

∃C > 0, telle que
‖ϕ− Pnϕ‖L2[0,2π] ≤ Cn−m‖ϕ(m)‖L2[0,2π] (4.77)

Preuve. voir [8]

Polynômes de Legendre

Similairement au système de Fourier, nous pouvons utiliser les polynômes de Legendre
définis par la relation de récurrence





L0(x) = 1

L1(x) = x

(m + 1)Lm+1(x) = (2m + 1)Lm(x)−mLm−1(x), m = 1, 2, 3, ...

(4.78)

qui sont orthogonaux sur [−1, 1], avec w(x) = 1. Soit

Hm[−1, 1] =

{
ϕ ∈ L2[−1, 1] : pour 0 ≤ k ≤ m,

dkϕ

dxk
∈ L2[−1, 1]

}
(4.79)

Hm[−1, 1] muni du produit scalaire

〈ϕ, ψ〉m =
m∑

k=0

∫ 1

−1

dkϕ

dxk
(x)

dkψ

dxk
(x)dx
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est un Hilbert, appelé espace de Sobolev. La norme associée est

‖ϕ‖Hm[−1,1] =

(
m∑

k=0

∥∥∥∥
dkϕ

dxk

∥∥∥∥
2

L2[−1,1]

)1/2

Théorème 4.16 Soit ϕ ∈ Hm[−1, 1]. Alors, la série de Legendre tronquée, Pn(ϕ(x)) =∑n
j=1 cjLj(x) est la meilleure approximation polynômiale de ϕ(x) au sens de la norme L2.

De plus, ∃C > 0, telle que

‖ϕ− Pnϕ‖L2[−1,1] ≤ Cn−m‖ϕ‖Hm[−1,1] (4.80)

Preuve. voir [18, 8]

Polynômes de Chebyshev

D’une manière similaire aux polynômes de Legendre, nous allons utiliser dans cette
section les polynômes de Chebyshev Tn(x) de premier espèce, définis par la relation de
récurrence





T0(x) = 1

T1(x) = x

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, 3, ...

(4.81)

qui sont orthogonaux sur [−1, 1], avec w(x) = (1− x2)−1/2. De même, soit

Hm
w [−1, 1] =

{
ϕ ∈ L2

w[−1, 1] : pour 0 ≤ k ≤ m,
dkϕ

dxk
∈ L2

w[−1, 1]

}

On rappel que la dérivée dkϕ
dxk est toujours prise au sens des distributions.

L’espace Hm
w [−1, 1] muni du produit scalaire

〈ϕ, ψ〉m,w =
m∑

k=0

∫ 1

−1

dkϕ

dxk
(x)

dkψ

dxk
(x)

dx√
1− x2

est à son tour un Hilbert. La norme associée est donnée par

‖ϕ‖Hm
w [−1,1] =

(
m∑

k=0

∥∥∥∥
dkϕ

dxk

∥∥∥∥
2

L2
w[−1,1]

)1/2
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Théorème 4.17 Soient ϕ ∈ Hm
w [−1, 1] et Pn(ϕ(x)) =

∑n
j=1 cjTj(x) la série tronquée de

Chebyshev de ϕ. Alors, on a l’estimation

‖ϕ− Pnϕ‖L2[−1,1] ≤ Cn−m




m∑

k=min(m,n+1)

‖ϕ(k)‖2
L2

w[−1,1]




1/2

(4.82)

Preuve. voir [8, 35].

Remarque 4.1 Les trois théorèmes (4.15), (4.16) et (4.17) permettent de conclure que
le taux de convergence de la série tronquée Pnϕ vers ϕ est n−m, c’est-à-dire qu’il dépend
de la régularité de ϕ et des polynômes orthogonaux ainsi choisis. D’autre part, sous les
hypothèses du théorème (4.12), nous concluons que ‖ϕ−ϕn‖ converge vers zero exactement
de la même vitesse que ‖ϕ− Pnϕ‖.

Autrement dit, le taux de convergence des approximations décrites ci-dessus est relatif
à la régularité (smoothness) de la fonction ϕ mesurée par sa différentiabilité. Pour un
rang d’approximation fixé n, plus que la fonction ϕ est dérivable autant de fois, plus que
la valeur de m est grande, et plus l’erreur d’approximation est petite, ce genre de taux de
convergence est appelé souvent dans la littérature sous le nom de la convergence spectrale.

Nous allons voir sur les schémas ci-dessous, le comportement de la convergence des
séries de Legendre et de Chebyshev des fonctions | cos(2πx)|2 et |x| sur l’intervalle [−1, 1].
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Figure 4.1 – Convergence des séries de Chebyshev des fonctions | cos(2πx)|2 et |x|.
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Figure 4.2 – Convergence des séries de Legendre des fonctions | cos(2πx)|2 et |x|.
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Figure 4.3 – Convergence spectrale : erreur de projection en norme L2 entre
| cos(2πx)|2, |x| et leurs séries tronquées de Legendre à l’ordre n en fonction
de n.

Dans ces exemples, les deux fonctions ne sont pas de classe C∞, mais leurs ordres de
dérivation superieurs sont différents. À partir de la figure (4.3) on remarque que les vitesses
de convergence des deux fonctions ne sont pas les mêmes, la vitesse de convergence de la
fonction | cos(2πx)|2 est plus rapide que celle de |x| du fait que cette dernière est moins
régulière que la première. On remarque aussi pour la fonction | cos(2πx)|2, que l’erreur en
norme L2 décroît jusqu’à n ≈ 32 où elle atteint le seuil de précision de la machine, par
contre l’approximation de |x| converge lengtement et linéairement quand on augmente le
degré de la série et il reste toujours une erreur visible à l’œil nu près de la singularité.
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Aussi, nous allons vérifier numériquement (figure 4.4), que pour des fonctions ana-
lytiques, le taux de convergence décroît plus vite que n’importe quel ordre algébrique,
précisément on peut montrer que

‖ϕ− Pnϕ‖L2
w
∼ Ce−αn‖ϕ‖L2

w
(4.83)

où C et α sont des constantes positives. Et par conséquent, la convergence spectrale
deviennent une convergence exponnentielle.
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Figure 4.4 – Convergence exponentielle : erreur de projection en norme L2

des fonctions ex, cos(πx) approchées par leurs séries tronquées de Legendre
à l’ordre n en fonction de n.



Chapitre 5

Résolution des équations de second
type

Notre objectif dans ce chapitre est de rendre accessible les idées que nous avons présenté
dans le chapitre précédent. Nous allons réaliser d’une manière détaillée certaines méthodes
numériques pour la résolution approchée des équations intégrales de second type. En
particulier, nous allons présenter notre contribution dans le domaine de la résolution
approchée pour ce genre d’équations, notamment la méthode de Simpson modifiée pour
les équations de Volterra et la méthode d’interpolation de Newton pour les équations de
Fredholm.

Puisque, la plupart des méthodes de résolution approchée des équations intégrales,
peuvent être considérées comme des méthodes de projection, alors il est capital de pré-
senter dans cette partie quelques unes.

5.1 Développement en série de Fourier généralisée

On rappelle qu’une méthode de développement en série de Fourier généralisée pour la
résolution d’une équation de la forme

ϕ(x)−
∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (5.1)

est essentiellement une méthode de projection, dans laquelle la solution approchée ϕn(x)

s’écrit comme une combinaison linéaire de la forme
∑n

j=1 cjψj(x) où les ψj(x), j = 1, ..., n

53
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sont généralement des polynômes orthogonaux.

Un premier exemple classique, en utilisant les polynômes de Chebyshev Tj(x) de pre-
mier type, El-gendi [19] a pensé au développement en série infinie de Chebyshev de la
fonction ϕ(x). Cette série est donnée par

ϕ(x) =
∞∑

j=0

′cjTj(x), (5.2)

où

cj =
2

π

∫ 1

−1

ϕ(x)Tj(x)√
1− x2

dx (5.3)

Le symbole
∑ ′ signifie simplement que le premier terme est divisé par deux. Pour évaluer

numériquement les coefficients (5.3) on utilise la règle de quadrature de Gauss-Chebyshev,
on obtient

cj ' b
(n)
j =

2

n

n∑

k=0

′′ϕ
(

cos
kπ

n

)
cos

jkπ

n
, j = 0, ..., n (5.4)

Cette fois-ci, le symbole
∑′′ signifie que le premier et le dernier terme sont divisés par

deux. Si la série de Chebyshev (5.2) converge rapidement vers la somme tronquée en
(j = n), on obtient une bonne approximation sur les coefficients exactes (5.3). Si de plus,
on utilise la règle de quadrature de Clenshaw-Curtis [11]

∫ 1

−1

ϕ(x)dx =
n∑

k=0

′′wkϕ

(
cos

kπ

n

)
, (5.5)

où

wk =
4

n

n∑
j=0

j pair

1

1− j2
cos

jkπ

n

Ainsi, on obtient une solution approchée pour l’équation (5.1) de la forme

ϕn(x) =
n∑

j=0

′b(n)
j Tj(x), (5.6)
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Exemple 5.1 On considère l’équation suivante 1

ϕ(x) +
1

π

∫ 1

−1

ϕ(t)

1 + (x− t)2
dt = 1, −1 ≤ x ≤ 1. (5.7)

Pour n = 8, El-gendi a obtenu les résultats suivants 2

b0 = 1.415185, b2 = 0.049385, b4 = −0.001048

b6 = −0.000231, b8 = 0.0000195, b1 = b3 = b5 = b7 = 0

Ceci suggère que la solution est symétrique par rapport à l’axe des x, et on déduit aussi
que les coefficients impairs b2j+1 = 0. Ainsi, on résout seulement [n/2] équations à [n/2]

inconnus b2j, et on obtient la solution ϕn en (n + 1) points équidistants de l’intervalle
[−1, 1]. Par exemple, pour n = 10, on résout seulement 5 équations à 5 inconnus b2j, j =

0, 1, 2, 3, 4, et on trouve la solution en 11 points équidistants de [−1, 1], les résultats
numériques sont présentés dans le tableau suivant

x 0 ±0.2 ±0.4 ±0.6 ±0.8 ±1
ϕn=10(x) 0.65740 0.66151 0.67390 0.69448 0.72248 0.75570

Tableau 5.1 – Méthode d’El Gendi. Eq (5.7)

D’une manière analogue, nous pouvons aussi utliser la base des polynômes de Legendre
{Lj(x)}n

j=0, définis par (4.78), qui sont orthogonaux sur [−1, 1]. Ainsi, notre but est de
chercher une solution approchée de la forme

ϕn(x) =
n∑

j=0

cjLj(x), a ≤ x ≤ b (5.8)

Pour déterminer les coefficients (cj), nous allons utiliser la méthode de collocation (voir

1. C’est un cas spécial de l’équation

ϕ(x) +
d

π

∫ 1

−1

ϕ(t)
d2 + (x− t)2

dt = 1, −1 ≤ x ≤ 1.

issue du domaine d’électrostatique, précisement le problème de détermination de la capacité d’un
condensateur à plaques circulaires. Ce problème a été étudié pour la première fois en 1949 par
Love [29], où il a montré, par des méthodes analytiques, qu’elle admet une solution unique, réelle
et continue.

2. Pour voir le corps du programme en Fortran et les résultats numériques avec d’autres valeurs de n
(n = 5 et n = 10), consultez : NAG Fortran Library Routine Document /code : D05ABF
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4.3.1) et nous pouvons prendre comme points de collocation, les points

xj = a +
j(b− a)

n
, j = 0, ..., n

de sorte que le résidu r(x) soit nul aux points xj, j = 0, ..., n. Ce qui revient à résoudre
le système d’équations linéaire ΨnX = fn tel que

Ψn = [Li(xj)−
∫ b

a

k(xj, t)Li(t)dt]nj=0, i = 0, ..., n

fn = [f(xj)], j = 0, ..., n

X t = [ci]
n
i=0

Pour calculer les intégrales

∫ b

a

k(xj, t)Li(t)dt, i = 0, ..., n (5.9)

on utilise la méthode d’intégration par quadrature de Gauss (voir John H. Mathews [34]),
qui repose sur le résultat d’approximation suivant :

∫ 1

−1

y(t)dt =
s∑

i=1

y(ti)wi + Rs(y) (5.10)

où les ti sont les zéros du polynôme de Legendre Ls, et où les poids wi sont donnés par la
relation

wi =
2(1− t2i )

(sLs−1(ti))2
(5.11)

Le reste est donné par

Rs(y) =
22s+1(s!)4

(2s + 1)[(2s)!]3
y(2s)(ξ), ξ ∈]− 1, 1[

Il est nul pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 2s− 1.

En dehors des polynômes orthogonaux, Golbabai. A et autre [21], dans un travail
récent ont présenté une méthode de résolution numérique des équations intégrales de
second type en utilisant les fonctions de base radiales (RBFs), qui sont définies par :

ψj : Rd → R, ψj(x) = ψ (‖x− cj‖) (5.12)
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où x et cj sont des vecteurs de Rd, dans notre cas d = 1. La fonction ψ dépend de
la distance radiale entre x et le centre cj de la RBF. ‖.‖ dénote la norme Euclidienne.
Maintenant, la fonction approchée s’ecrit comme combinaison linéaire des RBFs :

ϕ(x) ≈ ϕn(x) =
n∑

j=1

wjψj(x) (5.13)

où n est le nombre de RBFs et les wj sont des coefficients à déterminer.
Les RBFs les plus importantes et les plus utilisées généralement sont :

Distance radiale : ψ(r) = r,
Spline en plaque mince : ψ(r) = r2 ln r,
Spline à support compact : ψ(r) = (1− r)4

+(1 + 4r),

Gaussienne : ψ(r) = e
− r2

2a2
j ,

MQ : ψ(r) = (r2 + a2
j)

α
2

Inverse MQ : ψ(r) = (r2 + a2
j)
− 1

2 ,

où r = ‖x − cj‖, α > 0 et α n’appartient pas à 2N. Le paramètre aj est la largeur de
la BFR.
Si on utilise par exemple les fonctions multi-quadratiques (MQ), la formule (5.13) se réduit
à

ϕn(x) =
n∑

j=1

wj

(‖x− cj‖2 + a2
j

)α
2 (5.14)

Pour obtenir une solution approchée de l’équation intégrale (5.1), nous pouvons utiliser
la méthode de collocation, ce qui nécessite une discrétisation de l’intervalle [a, b]. Soit{
x1, ..., xmp

}
l’ensemble des points de collocation. Donc, nous avons le système d’équations

suivant :

((I − A)ϕ− f)(xj) = 0, j = 1, ..., mp (5.15)

Si ϕn(x) est une solution approchée de la forme (5.13) avec des paramètres d’ajuste-
ment (poids, centres, largeurs), alors le problème (5.15) se transforme en un problème de
minimisation de la somme d’erreurs au carré (fonction du coût) suivant :

min

mp∑
j=1

{((I − A)ϕn − f)(xj)}2 (5.16)
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Il existe plusieurs techniques d’optimisation pour résoudre ce problème, telles que la mé-
thode du gradient, de descente ou d’autres. Dans notre cas on utilise la méthode dite
BFGS quasi-Newton, et pour la simplicité, on considère

a1 = constante, ak =
β

k − 1

k∑
j=1

cj, k = 2, ..., n

où β est un réel fixé et β ' 1, et les centres cj sont choisis aléatoirement parmi les points
du domaine du problème.

Exemple 5.2 On considère l’équation de Volterra

ϕ(x) +

∫ x

0

xtϕ(t)dt =
(2− x)e−x2

+ x

2
, 0 ≤ x ≤ 1 (5.17)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = e−x2 . Avec 8 MQ (α = 1) sur 17 points donnés, et
β = 8/7, Golbabai a obtenu les résultats présentés dans tableau (5.2)

Exemple 5.3 On considère l’équation de Fredholm

ϕ(x) +
1

3

∫ 1

0

e2x− 5t
3 ϕ(t)dt = e2x+ 1

3 , 0 ≤ x ≤ 1 (5.18)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = e2x. Avec 8 Gaussiennes sur 26 points données, et
avec le même β, Golbabai a obtenu les résultats présentés dans le tableau suivant

x Exemple 5.2 Exemple 5.3
0.0 6.63344E-7 5.40631E-7
0.1 4.55966E-7 4.17207E-7
0.2 1.02901E-6 1.62255E-7
0.3 9.57762E-7 9.97279E-8
0.4 1.73393E-7 5.33277E-7
0.5 1.76781E-6 5.12821E-7
0.6 3.07131E-8 8.86581E-8
0.7 1.79362E-6 3.82386E-7
0.8 2.63545E-7 6.76977E-7
0.9 5.64856E-7 3.36868E-7
1.0 1.37644E-6 5.00635E-7

Tableau 5.2 – Méthode des RBFs, erreur absolue. Eq (5.17) et (5.18)
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5.2 Méthode de Simpson modifiée

Dans cette partie nous allons introduire la méthode de Simpson modifiée pour la résolu-
tion numérique des équations intégrales de Volterra de second type à noyau régulier, l’idée
principale est basée sur l’adaptation de la règle de quadrature de Simpson. Ainsi pour
tester l’efficacité de cette méthode, nous allons traiter quelques exemples numériques.
On considère l’équation

ϕ(x)−
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (5.19)

Notre objectif est d’approcher la solution de cette équation sur un ensemble de points
de [a, b] en utilisant la règle de quadrature de Simpson. Alors, d’après le théorème (4.5)
concernant l’estimation de l’erreur sur un sous-intervalle [τ, τ + 2h] on a

∫ τ+2h

τ

kx(t)ϕ(t)dt =
h

3
[kx(τ)ϕ(τ) + 4kx(τ + h)ϕ(τ + h)

+ kx(τ + 2h)ϕ(τ + 2h)]− h5

90
(kx(ξ)ϕ(ξ))(4)

Ceci est important, dans le sens où l’erreur d’intégration E(h) sur deux segments par la
règle de Simpson est proportionnelle à h5. En outre, on note que, si le segment h est réduit
de moitié, alors E(h/2) ≈ 1

16
E(h).

Soit a = x0 < x1 < ... < x2j−1 < x2j < ... < x2n une subdivision de l’intervalle [a, b]. En
exigeant que l’équation (5.19) soit vérifiée sur chaque nœud x2j, et on écrit

ϕ(x2j)−
∫ x2j

a

k(x2j, t)ϕ(t)dt = f(x2j) (5.20)

Ce qui s’écrit aussi

ϕ(x2j)−
j−1∑
i=0

∫ x2i+2

x2i

k(x2j, t)ϕ(t)dt = f(x2j) (5.21)

Dans la suite, pour la simplicité on utilise les notations ϕ2j, f2j, k2j,2i au lieu de ϕ(x2j),f(x2j),
k(x2j, t2i), En utilisant la règle de quadrature de Simpson, l’équation discrète (5.21) de-
vient

ϕ2j = f2j +

j−1∑
i=0

h

3
(k2j,2iϕ2i + 4k2j,2i+1ϕ2i+1 + k2j,2i+2ϕ2i+2) (5.22)
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Pour h suffisamment petit, une approximation de ϕ2j devient possible, en approchant la
solution ϕ2i+1 au nœud x2i+1 par la moyenne ϕ2i+ϕ2i+2

2
, donc on a

ϕ2j = f2j +

j−1∑
i=0

h

3

{
k2j,2iϕ2i + 4k2j,2i+1

ϕ2i + ϕ2i+2

2
+ k2j,2i+2ϕ2i+2

}

= f2j +

j−1∑
i=0

h

3
{(k2j,2i + 2k2j,2i+1) ϕ2i + (2k2j,2i+1 + k2j,2i+2) ϕ2i+2}

= f2j +

j−1∑
i=0

h

3
(k2j,2i + 2k2j,2i+1) ϕ2i +

j−1∑
i=0

h

3
(2k2j,2i+1 + k2j,2i+2) ϕ2i+2

= f2j +

j−1∑
i=0

h

3
(k2j,2i + 2k2j,2i+1) ϕ2i +

j∑
i=1

h

3
(2k2j,2i−1 + k2j,2i) ϕ2i

Ainsi, on écrit

ϕ2j = f2j +
h

3
(k2j,0 + 2k2j,1) ϕ0 +

h

3
(2k2j,2j−1 + k2j,2j) ϕ2j +

2h

3

j−1∑
i=1

(k2j,2i−1 + k2j,2i + k2j,2i+1) ϕ2i

D’où, pour j = 1, ..., n

ϕ2j

{
1− h

3
(2k2j,2j−1 + k2j,2j)

}
= f2j +

h

3
(k2j,0 + 2k2j,1) ϕ0 +

2h

3

j−1∑
i=1

(k2j,2i−1 + k2j,2i + k2j,2i+1) ϕ2i (5.23)

A partir de l’équation (5.19), il est claire que ϕ(x0) = f(x0), ie, ϕ0 = f0.

Exemple 5.4 On considère l’équation de Volterra

ϕ(x)−
∫ x

−1

ex−tϕ(t)dt = 2− ex+1, −1 ≤ x ≤ 1 (5.24)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = 1. Les résultats numériques sont présentés dans le
tableau suivant
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t h = 0 .1 h = 0 .05 h = 0 .025
-1.0 0 0 0
-0.8 1.37577E -07 8.55288E -09 5.32963E -10
-0.6 3.43374E -07 2.13204E -08 1.32786E -09
-0.4 6.51221E -07 4.03833E -08 2.52112E -09
-0.2 1.11172E -06 6.88414E -08 4.29281E -09
0.0 1.80057E -06 1.11320E -07 6.93944E -09
0.2 2.83099E -06 1.74730E -07 1.08812E -08
0.4 4.37238E -06 2.69410E -07 1.67856E -08
0.6 6.67807E -06 4.10718E -07 2.55695E -08
0.8 1.01271E -05 6.21688E -07 3.86717E -08
1.0 1.52864E -05 9.36628E -07 5.82840E -08

Tableau 5.3 – Méthode de Simpson modifiée, erreur absolue. Eq (5.24)

Exemple 5.5 On considère l’équation

ϕ(x)−
∫ x

0

e−(x−t)ϕ(t)dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1 (5.25)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = 1+x. Les résultats numériques sont présentés dans
le tableau ci-dessous

t h = 0 .1 h = 0 .05 h = 0 .025
0.0 0 0 0
0.2 5.66099E -07 3.54109E -08 2.21257E -09
0.4 1.15495E -06 7.22079E -08 4.51245E -09
0.6 1.76488E -06 1.10389E -07 6.90124E -09
0.8 2.39757E -06 1.49965E -07 9.37416E -09
1.0 3.05245E -06 1.90928E -07 1.19362E -08

Tableau 5.4 – Méthode de Simpson modifiée, erreur absolue. Eq (5.25)

Exemple 5.6 On considère l’équation

ϕ(x) +

∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt = 1, 0 ≤ x ≤ 1. (5.26)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = cos(x). Les résultats numériques sont présentés
dans le tableau suivant
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t h = 0 .1 h = 0 .05 h = 0 .025
0.0 0 0 0
0.2 6.58725E -05 1.65337E -05 4.13757E -06
0.4 2.58246E -04 6.48173E -05 1.62204E -05
0.6 5.61704E -04 1.40976E -04 3.52786E -05
0.8 9.51576E -04 2.38811E -04 5.97604E -05
1.0 1.39542E -03 3.50172E -04 8.76256E -05

Tableau 5.5 – Méthode de Simpson modifiée, erreur absolue. Eq (5.26)

Exemple 5.7 On considère l’équation

ϕ(x) +

∫ x

0

xtϕ(t)dt =
(2− x)e−x2

+ x

2
, 0 ≤ x ≤ 1. (5.27)

telle que la solution exacte est ϕ(x) = e−x2 . Les résultats numériques sont présentés dans
le tableau suivant

t h = 0 .1 h = 0 .05 h = 0 .025
0.0 0 0 0
0.2 2.55494E -05 6.29520E -06 1.56817E -06
0.4 1.67386E -04 4.12408E -05 1.02727E -05
0.6 5.88530E -04 9.54955E -05 2.37720E -05
0.8 4.78892E -04 1.16643E -04 2.89688E -05
1.0 2.09918E -04 4.79273E -05 1.16985E -05

Tableau 5.6 – Méthode de Simpson modifiée, erreur absolue. Eq (5.27)

En tenant compte de l’analyse de l’erreur faite dans le chapitre 4 pour ce type de
méthodes, précisément, la formule d’estimation de l’erreur (4.50), et dans l’objectif de
tester l’efficacité et la consistance de la méthode proposée, avec ces quatre exemples, nous
avons choisi différentes formes de la fonction noyau. Cependant, le comportement de la
solution est parfois linéaire, oscillatoire, et exponentielle. Les résultats numériques obtenus
dans les différents tableaux, montrent que l’erreur numérique décroît à chaque fois le pas
de la discrétisation est divisé par deux. Pour cette raison, il est préféré de répéter cet
algorithme avec des pas très petits autant possible pour améliorer la solution numérique.
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5.3 Méthode d’interpolation de Newton

Dans cette partie, on considère l’équation intégrale de Fredholm de second type

ϕ(x)−
∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (5.28)

Notre but est de chercher la solution approchée de cette équation, en approximant la fonc-
tion inconnue ϕ(x) par le polynôme d’interpolation de Newton en utilisant les différences
divisées. Précisément, par la donnée des points (xi, ϕi), où xi sont équirépartis dans [a, b]

et ϕi = ϕ(xi), i = 0, ..., n, nous allons construire le polynôme d’interpolation de degré
n qui passe par ces points. On note ∆ l’opérateur des différences vers l’avant divisées
définies par

∆0ϕ0 = ϕ0,

∆1ϕ0 = ∆ϕ0 = ϕ1 − ϕ0,

∆2ϕ0 = ∆∆ϕ0 = ∆(ϕ1 − ϕ0) = ∆ϕ1 −∆ϕ0 = ϕ2 − 2ϕ1 + ϕ0,

∆3ϕ0 = ∆∆2ϕ0 = ∆(ϕ2 − 2ϕ1 + ϕ0) = ϕ3 − 3ϕ2 + 3ϕ1 − ϕ0,
...

∆nϕ0 = ∆∆n−1ϕ0 = . . .

Avec une écriture matricielle, nous avons

∆Φ0 = MΦ (5.29)

où ∆Φ0 = (∆0ϕ0, ∆
1ϕ0, ..., ∆

nϕ0)
t, Φ = (ϕ0, ϕ1, ..., ϕn)t et

M =




1 0 0 0
...

−1 1 0 0
...

1 −2 1 0
...

−1 3 −3 1
...

. . . . . . . . . . . .
...




(5.30)

est une matrice triangulaire inférieure, telle que, pour 0 ≤ i, j ≤ n on a : mi0 = (−1)i,
mii = 1, mij = mi−1,j−1 −mi−1,j pour tout i > j, mij = 0 ailleurs.
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D’autre part, le polynôme de Newton est de la forme

Pn(x) = ϕ0 +
∆ϕ0

h
(x− x0) +

∆2ϕ0

2!h2
(x− x0)(x− x1) + ...

+
∆nϕ0

n!hn
(x− x0)...(x− xn−1) (5.31)

En substituant Pn(x) dans l’équation (5.28), on obtient l’équation approximante suivante

Pn(x)−
∫ b

a

k(x, t)Pn(t)dt = f(x), a ≤ x ≤ b (5.32)

Comme Pn(xj) = ϕ(xj), pour tout j = 0, ..., n, on obtient

ϕj = fj + ϕ0

∫ b

a

k(xj, t)dt +
∆ϕ0

h

∫ b

a

k(xj, t)(t− x0)dt + ...

+
∆nϕ0

n!hn

∫ b

a

k(xj, t)(t− x0)(t− x1)...(t− xn−1)dt (5.33)

En posant,

cj` =

∫ b

a

k(xj, t)dt, si ` = 0 (5.34)

cj` =
1

`!h`

∫ b

a

k(xj, t)(t− x0)...(t− x`−1)dt, si ` = 1, ..., n (5.35)

pour j = 0, ..., n. Le système (5.33) devient

ϕj = fj +
n∑

`=0

cj`∆
`ϕ0 (5.36)

D’une autre manière, nous avons

Φ = F + C∆Φ0 (5.37)

En utilisant la relation (5.29), on obtient finalement le système

(I− CM)Φ = F (5.38)

où I, est la matrice identité, F = (f0, ..., fn)t, C = (cj`) et M la matrice (5.30), Φ est le
vecteur des solutions à déterminer.
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Calcul des coefficients cj`

Pour évaluer numériquement les coefficient cj` de la matrice C, il suffit d’appliquer la
méthode d’intégration de Simpson aux même noeuds xi, abscisses des points d’interpola-
tion. Alors,
Pour ` = 0

cj0 =
h

3
[k(xj, x0) + 4k(xj, x1) + 2k(xj, x2) + · · ·+ k(xj, xn)] (5.39)

Pour ` impair, nous avons

cj` =
1

`!h`
× h

3
[4k(xj, x`)`(`− 1)..1h` + 2k(xj, x`+1)(` + 1)`..2h`+

· · ·+ k(xj, xn)n(n− 1)..(n− ` + 1)h`] (5.40)

d’où

cj` =
h

3
[4k(xj, x`) + 2k(xj, x`+1)

(` + 1)

1!
+ 4k(xj, x`+2)

(` + 2)(` + 1)

2!
+

· · ·+ k(xj, xn)
n(n− 1)..(` + 1)

(n− `)!
] (5.41)

ceci s’ecrit aussi

cj` =
h

3
[4k(xj, x`)C

0
` + 2k(xj, x`+1)C

1
`+1 + 4k(xj, x`+2)C

2
`+2+

· · ·+ k(xj, xn)Cn−`
n ] (5.42)

De la même manière, pout ` pair, on trouve

cj` =
h

3
[2k(xj, x`)C

0
` + 4k(xj, x`+1)C

1
`+1 + 2k(xj, x`+2)C

2
`+2 +

· · ·+ k(xj, xn)Cn−`
n ] (5.43)
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Exemples numériques

Exemple 5.8 On considère l’équation

ϕ(x) = ex + e−x −
∫ 1

0

e−x−tϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1 (5.44)

dont la solution exacte est ϕ(t) = et. Les résultats numériques pour n = 4 (i.e, 5 points
équirépartis) sont donnée dans la tableau suivant

x solution exacte solution approchée erreur absolue
0 1.00000000000000 1.00000000000000 4.44089E-16
0.25 1.28402541668774 1.28402541668774 0
0.50 1.64872127070013 1.64872127070013 2.22045E-16
0.75 2.11700001661267 2.11700001661267 0
1 2.71828182845905 2.71828182845905 0

Tableau 5.7 – Méthode d’interpolation de Newton. Eq (5.44)

Exemple 5.9 Ici, on considère l’équation

ϕ(x) =
√

x−
∫ 1

0

√
xtϕ(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1, (5.45)

dont la solution exacte ϕ(x) = 2
√

x/3. Avec 5 points (n = 4). Les résultats numériques
obtenus sont présentés dans le tableau suivant

x solution exacte solution approchée erreur absolue
0 0 0 0
0.25 0.33333333333333 0.33333333333333 1.11022E-16
0.50 0.47140452079103 0.47140452079103 5.55112E-17
0.75 0.57735026918963 0.57735026918963 1.11022E-16
1 0.66666666666667 0.66666666666667 0

Tableau 5.8 – Méthode d’intepolation de Newton. Eq (5.45)

Etude comparative et discussion

Dans l’objectif de tester l’efficacité de la présente méthode, nous allons effectuer une
étude comparative avec certaines méthodes numériques connues dans le domaine de la
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résolution approchée des équations intégrales.

Comaprativement aux résultats obtenus par la méthode des RBFs (exemple 5.3), la
méthode d’interpolation de Newton pour n = 20 a fourni les résultats suivants :

x Méthode RBFs [21] Présente méthode
0.0 5.40631E-7 1.43752E-10
0.1 4.17207E-7 1.65624E-10
0.2 1.62255E-7 1.71619E-10
0.3 9.97279E-8 2.36342E-10
0.4 5.33277E-7 3.02101E-10
0.5 5.12821E-7 3.41885E-10
0.6 8.86581E-8 3.94670E-10
0.7 3.82386E-7 4.07800E-10
0.8 6.76977E-7 7.07742E-10
0.9 3.36868E-7 5.44669E-10
1.0 5.00635E-7 1.00118E-09

Tableau 5.9 – Comparaison des résultats, erreur absolue. Eq(5.18)

Pour établir une comparaison avec la méthode d’El Gendi, nous avons considéré l’équa-
tion (5.7). Ainsi, avec n = 10 nous avons obtenus les résultats suivants :

x 0 ±0.2 ±0.4 ±0.6 ±0.8 ±1
Présente méthode 0.65741 0.66152 0.67388 0.69447 0.72248 0.75572
Méthode d’El Gendi 0.65740 0.66151 0.67390 0.69448 0.72248 0.75570

Tableau 5.10 – Comparaison des résultats. Eq (5.7)

D’autre part, en utilisant la méthode des trapèzes pour différents pas h, toujours avec
la même équation (5.7), C. T. H. Baker (1978, voir [27], p 110) a obtenu les résultats
suivants :

h 0 ±0.2 ±0.4 ±0.6 ±0.8 ±1
1/10 0.65787 0.66197 0.67432 0.69481 0.72249 0.75572
1/20 0.65752 0.66163 0.67340 0.69546 0.72252 0.75567
1/80 0.65742 0.66152 0.67389 0.69449 0.72249 0.75572

Tableau 5.11 – Méthodes des trapèzes. Eq (5.7)
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À travers ces exemples numériques et cette étude comparative nous avons testé l’effi-
cacité de la méthode proposée, ainsi comme nous le montrent les résultats obtenus dans
les tableaux (5.7) et (5.8), nous concluons que pour des petites valeurs de n (entre 4 et
20), l’erreur est très satisfaisante. D’autre part, la formulation matricielle de l’algorithme
de la méthode a simplifiée sa mise en oeuvre et sa programmation en utilisant un simple
language tel que le Matlab sur n’importe quel ordinateur. Notons aussi que cette méthode
peut être appliquée à la résolution d’autres types d’équations intégrales.



Conclusion générale et perspectives

Le présent travail a permis de traiter l’aspect numérique des équations intégrales dans
un cadre fonctionnel. Ainsi, nous avons donné les principaux types de méthodes d’ap-
proximation numérique que l’on peut partager en trois variantes :

¦ Méthodes du noyau dégénéré
¦ Méthodes de quadrature
¦ Méthodes de projection

Les méthodes du noyau dégénéré sont les plus simples à réaliser et analyser. Générale-
ment, comme nous l’avons vu dans le chapitre 4, leur principe est basé sur l’approximation
de la fonction noyau via l’interpolation, notons aussi pour ce choix, plusieurs techniques
d’approximations peuvent être utilisées, de plus, si on travail dans l’espace C[a, b] muni
de la norme uniforme, alors sous certaines conditions de régularité du noyau, on obtient
une convergence uniforme de l’opérateur intégral An vers A, c’est à dire

‖An − A‖ = max
a≤x≤b

∫ b

a

|kn(x, t)− k(x, t)| → 0,

Et par conséquent, la vitesse de convergence, ne dépend pas de la différentiabilité de l’in-
connue ϕ (ce qui n’est pas le cas pour les méthodes de quadrature et celles de projection).
D’ailleurs, d’après le corollaire (3.1) si ‖An − A‖ converge rapidement vers zéro, alors il
en est de même pour ‖ϕn − ϕ‖.

Avec le choix d’une règle de quadrature convergente appliquée sur un système de noeuds
(points de quadrature), le principe des méthodes de quadrature consiste à approcher
l’opérateur intégral Aϕ dans l’équation intégrale par une somme finie, et de chercher
la solution approchée en un nombre fini de points (points de Nyström) ce qui conduit
systématiquement à la résolution d’un système d’équations algébriques de dimension finie.
Notons ici, qu’il est clair que la solution approchée dépend de l’ordre de la règle de
quadrature choisie d’une part, et d’autre part, de la régularité du noyau et celle de la
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solution cherchée, la question primordiale qui s’impose alors : Cette solution dépend t-
elle aussi du choix des points de quadrature et des points de Nyström? L’expérience à
travers les divers travaux effectués dans ce sujet a prouvée que les différents choix de la
discrétisation du domaine d’intégration et du choix des points de Nyström produisent
différentes solutions. Mais nous n’avons vu aucun travail qui optimise le choix des points
de Nyström qui donne la meilleure solution. Bien qu’il n’est pas nécessaire de prendre les
points de Nyström, les mêmes points de quadrature.

Concernant les méthodes de projection (Collocation, Galerkin), comme nous l’avons
vu, leur stratégie est basée sur la projection de notre équation dans un sous espace fonc-
tionnel de dimension finie, dans lequel on cherche à approcher la solution exacte par une
combinaison linéaire des éléments de la base de cet sous espace et de travailler avec le
résidu. Mais, la même question se pose toujours, également aux méthodes de quadrature,
pour le choix des points de collocation et de la base qui mènent à la meilleure approxi-
mation de la solution.

En fin, en concluant que les conditions spontanées de régularité de la fonction noyau,
et le comportement de la solution exacte pour chaque équation intégrale, pose un défi
pour le calcul numérique à haute résolution. Cependant dans l’objectif d’améliorer nos
résultats (la solution approchée), notre intuition, est d’exhibé des méthodes d’ordre élevé,
notamment les méthodes spectrales.

Par conséquent, dans la continuité directe de notre travail de thèse, précisément dans
le cas de notre contribution sur les méthodes de résolution numérique des équations inté-
grales et dans l’objectif d’améliorer les résultats obtenus, il est indispensable de maîtriser
les différentes techniques d’approximation récentes, d’interpolation, d’intégration ou de
développement en série d’une part, d’autre part, de posséder les clefs qui mettent en
oeuvre ces méthodes sous forme d’algorithmes efficaces, de maîtriser les différents lan-
gages de programmation évolue.
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Notations

A opérateur intégral
An suite d’approximation de A

C[a, b] ensemble des fonctions continues sur [a, b]

Ck[a, b] classe des fonctions k fois continûment dérivables sur [a, b]

C ensemble des nombres complexes
EDO équations différentielles ordinaires
EIST équations intégrales de second type
f terme libre dans l’équation intégrale
fn suite d’approximation de f

I opérateur identique
G ensemble mesurable au sens de Jordan
G fermé d’un ensemble G (adhérent)
∂G frontière de G

|G| mesure de Jordan d’un ensemble G

G(x, ξ) fonction de Green
Hm

p [0, 2π] espace de Sobolev
k(x, t) noyau de l’équation intégrale
L(X, Y ) ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y

L opérateur (I − A)

L−1 inverse de l’opérateur intégral = (I − A)−1

L2(G) espace fonctionnel
Li(x) ième polynôme de Lagrange
N(L) noyau de l’opérateur L

N,N∗ ensemble des entiers naturels, des entiers strictement positifs
P, Pn,Pn opérateurs de projection
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R(L) image de l’opérateur L

R ensemble des réels
Rm ensemble des vecteurs réels à m dimensions
rn(x) résidu
RBF fonctions de base radiales
Tj(x) polynômes de Chebyshev de premier type
Lm(x) polynômes de Legendre
w(x) fonction poids
w

(n)
j poids de quadrature
〈u, v〉 produit scalaire de u et v

χG fonction caractéristique
δij delta de Kronecker (= 0 si i 6= j, = 1 si i = j)
ϕ la fonction inconnue dans l’équation intégrale
ϕn solution approchée
λ paramètre numérique∑′ sommation dont le premier terme est divisé par 2∑′′ sommation dont le premier et le dernier terme sont divisés par 2
⊕ somme directe
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Abstract

Integral equations are the mathematical model of many problems with memory arising
from reformulation of some differential equations (ordinary and partial), or naturally in
mathematical modeling of different problems in biology, chemistry, physics, engineering.
However, the analytical solution of these equations is practically difficult with knowing
impossible in more part of the cases. This thesis presents efficient methods for approximate
numerical solution of the integral equations within a functional framework, in particular,
analysis of existence of solutions, the convergence study and the error estimate.
Keywords : Integral equations, Volterra equations, Fredholm equations, Nyström method,
degenerate kernel methods, projection methods.

Résumé

Les équations intégrales sont issues d’une manière ou d’une autre à partir de plusieurs
domaines de la recherche scientifique, précisément par remaniement de certaines EDO et
EDP ou naturellement par modélisation mathématique des différents problèmes issus de
la physique mathématique, de la biologie, de la chimie et des sciences de la technologie.
Cependant, la résolution analytique de ces équations est pratiquement ardue, à savoir
impossible dans la majore partie des cas. Cette thèse présente des méthodes numériques
efficaces pour la résolution approchée des équations intégrales dans un cadre fonctionnel,
notamment, l’analyse de l’existence des solutions, l’étude de la convergence et l’estimation
de l’erreur.
Mots clés : Equation intégrale, équation de Volterra, équation de Fredholm, méthodes de
quadrature, méthodes du noyau dégénéré, méthodes de projection.


