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Notations:  
ℛ(ܣ) ∶= { ω ϵ W; ω = ,  (v)ܣ v ϵ V }.   

 .au  sous espace vectoriel T ܣ  ∶=  La restriction de/ܣ

(ܣ)ࣨ ∶=  {v ϵ V , (v)ܣ = 0  }.   

Vଵ +  Vଶ ∶= {  vଵ + vଶ ; vଵ ϵ Vଵ , vଶ ϵ Vଶ}.  

Vଵ ∔  Vଶ ∶= La somme directe de deux espaces vectoriel. 

I ∶=L’application identitéque . 

ℐ(ܣ) ≔ {ℬ; ܣℬܣ = ,ܣ ℬ linéaire}.  

θ(ܣ) ≔ {ℬ; ℬܣℬ = ℬ, ℬ linéaire}.   

Tࣨ () ≔ ൛T; T un supplémentaire de ࣨ(ܣ) dans  Vൟ.  

Sℛ()  ≔ {S; S  un supplémentaire de ℛ(ܣ) dans  W}.    

P(ࣨ()) ≔ ൛P; Pଶ = P; ℛ(P)                                                                             .ൟ (ܣ)ࣨ =

Q൫ℛ()൯ ≔ {Q; Qଶ = Q;  ℛ(Q) = ℛ(ܣ)}. 

ℒ(V; W) := Espace vectoriel topologique des opérateurs linéaires continus. 

Pℛ() ≔ {P; Pଶ = P, ℛ(P) = ℛ(ܣ) et P∗  = P }.  

Span ࣛ ∶= ൛∑ β୧x୧  ;     x୧  ∈୧∈୍ ࣛ, β୧ ϵ ॶൟ 

P   Est un projecteur orthogonal où  ℛ(P) = L  . 

P,  Est un projecteur  tels que P ϵ ℒ(V; W) , ℛ(P) = L et ࣨ(ܣ) = T.  

ঋ ≔ Le corps des nombres réels ou complexes. 

A∗ La matrice adjoint de A. 

 ܣ L’application linéaire accessit de la matrice  ܣ

ℂ,(ঋ) l'espace des matrices ݉ × ݊ sur ঋ 

A{1} ≔  {AℬA = A;  ܣ ߳ ℂ,(ঋ) et ℬ ߳ ℂ,(ঋ)} 

A{2} ≔  {ℬAℬ = ℬ;  ܣ ߳ ℂ,(ঋ) et ℬ ߳ ℂ,(ঋ)}  

A{1,2} ≔  {AℬA = A et ℬAℬ = ℬ;  ܣ ߳ ℂ,(ঋ) et ℬ ߳ ℂ,(ঋ)} 

[X , Y ] = 0 ⇔ XY - YX = 0 

గܣ ≔ Est un projecteur orthogonal sur ࣨ(ܣ) 
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Introduction générale 

    

 

La  notion d’inversibilité est une notion très importante dans tous les domaines de  

mathématiques. L’équation ݔܣ =  possède une solution unique  lorsque l’opérateur linéaire ݕ

A  est inversible, malheureusement, on ne se trouve pas toujours dans ce cas, en pratique, on 

obtient souvent des données sous forme d’une matrice rectangulaire qui est un opérateur   non 

inversible, ou bien dans le cas général on se trouve avec un opérateur non surjectif ou non 

injectif, ou d’inverse non borné.  Dan ce cas on essaie de trouver un opérateur qui possède le 

maximum de propriété que possède l’inverse s’il existait, un tel opérateur sera appelé un 

inverse généralisé de ܣ.  

Pour un opérateur ܣ  on peut définir différents types d’inverses généralisés, qui, malgré 

leurs différences, possèdent tous des propriétés communes, notamment leurs relations 

avec les projections. 

Dans ce travail, on contente d’exposer différents types d’inverses généralisés, en basant 

d’une manière essentielle, sur leurs liens   avec les projecteurs en question. 

Ce travail est constitué de quatre chapitres, le premier est une simple introduction à la 

notion de l’inverse généralisé, avec des propriétés élémentaires, le deuxième chapitre 

expose les propretés minimales des inverses généralisés dans un  espace euclidien ou 

hilbertien dans un cas plus général, où le rôle des projecteurs est bien visible. 
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Dans le troisième chapitre on traite la notion d’inverse généralisé  noté ܣ,ୗ
(ଶ)  

C’est-à-dire lié à un projecteur à image et noyau prédéterminés. 

Le quatrième chapitre est consacré aux inverses généralisés aux projecteurs égaux, notés EP 

inverses, l’étude est faite sur des espaces euclidiens de dimension finie, ou bien sur des 

espaces de Hilbert.  



Chapitre 1:  
 

 Les inverses   
 

Généralisés      
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                              Chapitre 1: les inverses généralisés 

 

Introduction   

Soient V et W deux espaces vectoriels sur le même corps ঋ et  ܣ un opérateur linéaire défini 

de  V dans W. 

Au début de ce chapitre nous définissons  l'inverse généralisé ℬ de ܣ, qui est la solution au 

système suivant: 

                        ቄܣℬܣ = ܣ
ℬܣℬ = ℬ

� ……..(++) 

Où: ℬ est un opérateur linéaire défini de W dans V . 

Remarquons que le système précédent admet plusieurs solutions, ce qui a conduit à la 

définition de l'inverse généralisé  ܣ,ொ
≉  unique de  ܣ , qui est la solution du système suivant: 

                    (1)  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ℬܣℬ = ℬ
 

ܣℬܣ = ܣ
 

ℬܣ = ܳ 
 

    ℬܣ = ܫ − P

� 

Tels que P et ܳ des projecteurs sur ࣨ(ܣ)  et  ℛ(ܣ) respectivement. 

1-1  Préliminaires 

1-1-1 Définition: Soient Vଵ et  Vଶ deux espaces vectoriels de V ; on dit que Vଵ et Vଶ sont 

supplémentaires si    Vଵ ∩  Vଶ = {0}   et   Vଵ +  Vଶ = V.  

De façon équivalente: tout vecteur v ϵ V  s'écrit de manière unique   vଵ + vଶ = v 

Où  vଵϵ Vଵ et vଶϵ Vଶ.  V est alors somme directe de  Vଵ  et  Vଶ , noté par   Vଵ⨁ Vଶ = V.      
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1-1-2 Proposition: Tout sous espace vectoriel possède un supplémentaire.  

1-1-3 Définition : On appelle opérateur linéaire ܣ: V →  W, toute application telle que  

∀  vଵ, vଶϵ V , ܣ(vଵ + vଶ) = vଵܣ +  .vܣα = (vߙ)ܣ  vଶ     et  ∀ v ϵ V,  ∀  α ϵ ঋ, on aitܣ

Soit P un opérateur linéaire défini de V dans lui même. 

1-1-4 Définition: On dit  que P est un projecteur  si  Pଶ = P.   

1-1-5 Proposition: tout projecteur P décompose V en  somme  directe  de  deux  sous  espaces  

Vଵ  et   Vଶ  Tels que: 

                       Vଵ⨁ Vଶ  = V,   Où   Vଵ = ࣨ(P)  et  Vଶ = ℛ(P). 

1-1-6 Proposition: toute somme directe détermine un projecteur  P.                        

Preuve: 

Soit Vଵ⨁ Vଶ = V  , quel que soit v ϵ V il existe ( vଵ, vଶ) Unique tel que  vଵ + vଶ = v ,  

on définie P par   P( vଵ + vଶ ) = vଵ.  Alors  P est linéaire et   P = Pଶ. 

1-1-7 Proposition: Soit P : V        V un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes sont 

équivalentes: 

a) P = Pଶ 

b) P(v) = v; ∀ v ϵ ℛ(P) 

c) ℛ(I − P) = ࣨ(P) 

d) ℛ(P) =  ࣨ(I − P) 

e) V = ℛ(I − P) ⨁  ℛ(P) 

1-2   Inverse intérieur   

1-2-1 Définition: Soit ℬ: W              V un opérateur linéaire, on dit que ℬ est un inverse 

intérieur de ܣ,  si  ܣℬܣ =  .ܣ

1-2-2 Proposition: Soit ℬ un inverse intérieur de  ܣ,  alors  
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a) (ܣℬ)ଶ = ଶ(ܣℬ) (ℬ      et          bܣ = ℬܣ   

c) ℛ(ܣℬ) = ℛ(ܣ)     et      d) ࣨ(ܣ) = ࣨ(ℬܣ)  

Preuve:  

ܣℬܣ (ܽ = ܣ ⟹ ℬܣℬܣ = ℬܣ ⟹ ଶ(ℬܣ)  =     . ℬܣ

ܣℬܣ (ܾ = ܣ ⟹ ℬܣℬܣ = ℬܣ ⟹  (ℬܣ)ଶ = ℬܣ.                                                                                                     

ܿ) ℛ(ܣ)  = ℛ(ܣℬܣ) ⊂ ℛ(ܣℬ) ⊂ ℛ(ܣ). 

d) ࣨ(ܣ)  ⊂  ࣨ(ℬܣ) ⊂ (ܣℬܣ)ࣨ   (ܣ)ࣨ =

1-2-3 Théorème : Tout opérateur linéaire admet un inverse intérieur linéaire.  

Preuve:  

Soit ܣ est un opérateur linéaire défini de V dans W 

On pose ܸ = T ⨁ ⨁ (ܣ)et  ℛ  (ܣ)ࣨ   S = ܹ  c'est-à-dire   T est un Supplémentaire de 

 dans ܹ, on considère (ܣ)dans ܸ et S un supplémentaire de ℛ (ܣ)ࣨ

.݅)  መܣ =/ܣ ݁; :መܣ  T           ℛ(ܣ)), Alors  ܣመ  admet un inverse ℬ: ℛ(ܣ)           T , on définit  

ℬ sur  ܹ dans  ܸ  par : ℬ(ݒ) = ℬ(ݒ), ∀ ݒ ߳ ℛ(ܣ)  et  ℬ(ݒ) =   .S ߳ ݒ ∀   ;  0

Exemple: 

Soit A est un opérateur  linéaire de ℓଶ dans lui mémé, définie par: 

              A(ݔଵ; ;ଶݔ …) = (0; ;ଵݔ    (… ;ଶݔ

On définit l'opérateur ℬ de ℓଶ dans lui mémé par: 

                 ℬ(ݔଵ; ;ଶݔ ;ଶݔ ) = (… ;ଷݔ …)   

Donc,  

              AℬA(ݔଵ; ;ଶݔ … )  = Aℬ(0; ;ଵݔ … ;ଶݔ ) = A(ݔଵ; ;ଶݔ …) 

1-2-4 Remarque: On considère l’équation  ݒܣ = ߱  tel que   ݒ ߳ ܸ  et  ߱ ߳ ܹ 

Soit ℬ : ܹ            ܸ un opérateur linéaire, alors ℬ est un inverse intérieur de ܣ si et seulement 
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 si ℬ߱ est une solution  de l'équation ݒܣ = ߱ pour tout ߱ appartenant à  ℛ(ܣ). 

1-2-5 Proposition: Soit ℬ est  un  inverse intérieur de ܣ, alors (ܫ − ℬܣ) est  un projecteur 

sur ࣨ(ܣ).  

Preuve: 

ܫ) − ℬܣ)ଶ = ܫ + ℬ2 – ܣ ℬܫ = ܣ − ℬܣ     

Et   (ܫ − ℬݒ(ܣ = ݒ − ℬݒܣ = ,ݒ .݅) ;(ܣ)ࣨ ߳ ݒ ∀ ݁; ℛ(ܫ − ℬ(ܣ)ࣨ = (ܣ). 

1-2-6 Proposition: Soit ℬ: ܹ                 ܸ est un inverse intérieur linéaire de  ܣ, alors 

ܸ = ⨁ (ܣ)ࣨ  ℛ(ℬܣ)    ݁ݐ     ܹ =  ℛ(ܣ) ⨁   .(ℬܣ)ࣨ 

1-2-7 Proposition:  Les propriétés suivantes sont équivalentes:            

a)     ℬ ߳ ℐ(ܣ) . 

b)   (ܣℬ)ଶ = (ℬܣ)ℬ      et    ℛܣ = ℛ(ܣ). 

ܿ)    (ℬܣ)ଶ = ℬܣ     et    ࣨ(ܣ) = ࣨ(ℬܣ). 

d)    (ℬܣ)ଶ = ℬܣ     et     ܸ = ⨁ (ܣ)ࣨ  ℛ(ℬܣ). 

e)    (ܣℬ)ଶ = ⨁ (ℬܣ)ࣨ =ܹ   ℬ     etܣ  ℛ(ܣ). 

f)    (ℬܣ)ଶ = ℬܣ      et    ࣨ(ℬ) ∩  ℛ(ܣ) =  {0}.  

Preuve:  

a) ⇒ ܾ),  on applique la proposition (1-2-2) ;  nous trouvons ܾ)  

ܾ) ⇒ c), il est évident que   (ܣℬ)ଶ =    ℬܣ

Par (1-2-2) et (1-2-5) on a    ℛ(ܫ − ℬܣ) = ࣨ(ℬܣ) = ࣨ(ܣ) 

ܿ) ⇒ d),  ܸ = ࣨ(ℬܣ) ⨁  ℛ(ℬܣ) = ࣨ(ܣ) ⨁  ℛ(ℬܣ) 

݀) ⇒ e), Il est évident que   (ܣℬ)ଶ =    ℬܣ

ܹ  = ⨁ (ℬܣ)ࣨ  ℛ(ܣℬ) = ࣨ(ܣℬ) ⨁  ℛ(ܣ) 

݁)⇒ f),  il est évident que   (ℬܣ)ଶ = ℬܣ , 
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On suppose  ߱ ϵ ࣨ(ℬ) ∩ ℛ(ܣ)  et  ߱ ≠ 0 

ℬ߱ ℬ߱ܣ ⟹ 0 = = 0, on a donc contradiction parce que  ࣨ(ܣℬ) ∩  ℛ(ܣ) =  {0}.      

Il est évident que f) implique  ܣℬܣ =                          .ܣ

1-2-8 Proposition: Soit ℬ  un inverse intérieur  de ܣ, on pose  P = I − ℬܣ   et   ܳ = ܣℬ 

ℚ≀ et P≀ des projecteurs sur  ℛ(ܣ)  et  ࣨ(ܣ) respectivement, on définit ℬ≀ par :  

                   ℬ≀ = ܫ) + P − P≀)ℬ(ܫ − ܳ + ℚ≀)   

Alors,      ℬ≀  est un autre inverse intérieur de  ܣ.  

Preuve: 

ܣ≀ℬܣ = ܫ)ܣ + P − P≀)ℬ(ܫ − ܳ + ℚ≀)ܫ)ܣ = ܣ + P − P≀)ℬܣ =ܣℬܣ = ܣ. 

1-3  Inverse extérieur   

1-3-1 Définition: Soit ℬ: ܹ            ܸ est un opérateur linéaire, on dit que ℬ est un inverse 

extérieur de  ܣ, si  ℬܣℬ = ℬ. 

1-3-2 Proposition: Soit   ℬ: ܹ            ܸ un inverse extérieur de ܣ, alors: 

a)     (ℬܣ)ଶ = ℬܣ    et    (ܣℬ)ଶ =  .ℬܣ

b)    ℛ(ℬܣ) = ℛ(ℬ)    et     ࣨ(ℬ) =  (ℬܣ)ࣨ

c)     ܸ = ࣨ(ℬܣ) ⨁  ℛ(ℬ)    et    ܹ = ࣨ(ℬ) ⨁  ℛ(ܣℬ)   

Preuve: 

Semblable à la preuve de la proposition (1-2-2). 

Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes:    

a)  ℬ ߳ (ܣ)ߠ 

b)  (ℬܣ)ଶ = ℬܣ      et    ℛ(ℬܣ) = ℛ(ℬ) 

c)  (ℬܣ)ଶ = ℬܣ     et    ܸ = ࣨ(ℬܣ) ⨁  ℛ(ℬ)  

d)  (ܣℬ)ଶ = ℬ      et    ࣨ(ℬ)ܣ =   (ℬܣ)ࣨ
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e)   (ܣℬ)ଶ = ⨁ ℬ      et    ܹ= ࣨ(ℬ)ܣ  ℛ(ܣℬ) 

e) (ܣℬ)ଶ = (ܣ)ࣨ  ℬ  etܣ ∩  ℛ(ℬ) =  {0} 

Preuve:  

Semblable à la preuve de la proposition (1-2-7). 

1-3-4 Conséquence: Si  ℬଵ ߳ ℐ(ܣ) et  ℬଶ ߳ ℐ(ܣ), alors       ℬଵܣ ℬଶ  ߳  ℐ(ܣ) ∩  (ܣ)ߠ

1-4  Inverse généralisé                                                                                                                               

1-4-1 Définition: Soit  ℬ: ܹ           ܸ  est un opérateur linéaire. Si  ℬ ߳ (ܣ)ߠ ∩  ℐ(ܣ), on dit 

que ℬ est un inverse généralisé de  ܣ. 

1-4-2 Proposition: Tout opérateur linéaire admet un inverse généralisé.  

Exemple: 

On rappelle que C([0; 1]) est l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1] 

Soit ܣ: C([0; 1])                       C([0; 1]) un opérateur linéaire ,tel que   ݐ)ݔ)ܣ   . (ଶݐ)ݔ = (( 

On défini ℬ de C([0; 1]) dans lui même par ∶    ℬ(ݐ)ݔ  (  ݐ√)ݔ = (( 

Nous avons, 

ݐ)ݔ൫ܣℬܣ                    )൯ ݐ)ݔ)ܣ = ( (ଶݐ)ݔ)ℬܣ =  )) 

                  ℬܣℬ൫ݐ)ݔ  )൯ = ℬ(  ݐ√)ݔ)ܣ = ℬ(ݐ)ݔ  ))     

Alors,     ℬ est un inverse généralisé de ܣ. 

1-4-3 Proposition: Soit ℬ est un inverse généralisée  de ܣ, alors: 

a)     (ܣℬ)ଶ = ଶ(ܣℬ)    ℬ      etܣ = ℬܣ. 

b)    ࣨ(ℬ) = (ܣ)ࣨ    et   (ℬܣ)ࣨ = ࣨ(ℬܣ). 

c)    ℛ(ܣℬ) = ℛ(ܣ)    et     ℛ(ℬܣ) = ℛ(ℬ). 

D’autre part,  
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                  ܸ = ⨁ (ܣ)ࣨ  ℛ(ℬ)  , ܹ= ࣨ(ℬ) ⨁  ℛ(ܣ). 

Preuve: 

On utilise les propositions (1-2-2) et (1-3-2).     

1-4-4 Remarque: Si ℬ est un inverse généralisé de ܣ,  alors ܣℬ est un projecteur sur  ℛ(ܣ) 

et  ℬܣ est un projecteur sur ℛ(ℬ) .  

On suppose que 

                       ܸ = T ⨁ ܹ    et     (ܣ)ࣨ  = ℛ(ܣ) ⨁  S. 

Soient P et ܳ deux projecteurs sur ࣨ(ܣ)  et  ℛ(ܣ) respectivement tels que 

ࣨ(P) = T  et   ࣨ(ܳ) = S 

Alors,  le système suivant: 

 (1) 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ܺܣܺ = ܺ
 

ܣܺܣ = ܣ
 

ܺܣ = ܳ 
 

ܣܺ = ܫ − P

� 

 Admet une solution unique, on la note par  ܣ,ொ
≉ . 

Preuve: ܺ ≠ ܻ 

ܺ = ܺܣܺ = ܺܣܺܣܺ = ܻܣܺܣܻ = ܻܣܻ = ܻ.  

La construction est illustrée par le diagramme commutatif suivant:   

,ொܣ       ܹ                 ܣ             ܸ  
≉   ܸ 

ܫ      ܫ                    − P             J  ܳ                    ܫ    ܫ − P 

  T              ܣመ          ℛ(ܣ)       ܣመିଵ            T  

L'inverse généralisé  ܣ,ொ
≉   est donné par:  ܣ,ொ

≉  .መିଵܳܣܫ =

1-4-5 Remarque: (ܣ,ொ
≉ )ூିொ,ூି୮

≉   .ܣ = 
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1-4-6 Théorème: Soient P et ܳ  deux projecteurs tels que  ℛ(P) =  ,(ܣ)et  ℛ(ܳ) = ℛ  (ܣ)ࣨ

alors, le système: 

                                        (2)

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ܺܣܺ = ܺ
 

ܣܺ = ܫ − P
 

ܺܣ = ܳ

�  

Admet la solution unique  ܺ = ܣ,ொ
≉ . 

Preuve:  

On supposeque   ܻ ≠ ܺ  

ܺ = ܫ ) = ܺ(ܣܺ) =ܺܣܺ − P)  ܺ = ܺܣܻ = (ܺܣ)ܻ = ܻܳ = ܻܣܻ = ܻ. 

Il est évident que   ܣ,ொ
≉  est une solution du système (2). 

1-4-7 Proposition: Soit ߁: P(ࣨ()) × ܳ(ℛ())                        Tࣨ () × Sℛ() est une application 

Définie par:   ߁(P, ܳ)=(T, S) . Alors, ߁ est une bijection. 

Preuve:  

Si (T, S) ߳ Tࣨ () × Sℛ() ⟹ ܸ = T ⨁ ;(ܣ)ࣨ   ܹ = ℛ(ܣ) ⨁  S 

Par (1-1-6) il existe deux projecteurs  P  et  ܳ sur ࣨ(ܣ)  et  ℛ(ܣ) respectivement 

alors, ߁ est surjective. 

,P)߁ ,Pᇱ)߁ = (ܳ ܳᇱ) ⟹ (T, S) = (Tᇱ, Sᇱ) ⟹  T = Tᇱ   et   S = Sᇱ 

par (1-1-5 ) on a    P = Pᇱ et ܳ = ܳᇱ;   donc ߁ est injective. 

1-4-8 Remarque: On note la solution par  ܣ,ொ
≉   ou   ܣ,ୗ. 

1-4-9 Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a)     ℬ  est un inverse généralisé de ܣ. 

b)    (ܣℬ)ଶ = ⨁ (ℬ)ࣨ = ܹ   ݐ݁  ℬܣ  ℛ(ܣ).  

ܿ)    (ℬܣ)ଶ = ℬܣ   et  ܸ = ⨁ (ܣ)ࣨ  ℛ(ℬ) . 
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d)    (ܣℬ)ଶ = , ℬܣ ࣨ(ℬ) = (ℬܣ)et  ℛ  (ℬܣ)ࣨ = ℛ(ܣ). 

e)    (ℬܣ)ଶ = ℬܣ ,   ℛ(ℬܣ) = ℛ(ℬ )  et   ࣨ(ܣ) = ࣨ(ℬܣ). 

f)     ℬ = ℬ,ୗ = =∶ መܣ   መିଵܳ  oùܣ /ܣ  , ܸ = T ⨁ , (ܣ)ࣨ  ܹ = ℛ(ܣ) ⨁  S. 

Tel que  ܳ est un projecteur sur  ℛ(ܣ). 

g)    ℬ est un inverse intérieur de  ܣ, s’il vérifie: 

ℬ(ݔ)ܣ = ,ݔ (ݕ)T  et  ℬ ߳ ݔ ∀ =  .S ߳ ݕ ∀  ;0

Et 

ℬ ( ݕଵ +  .ଶ ߳ Sݕ ∀  ;(ܣ)ଵ߳ ℛݕ tels que ( ଵݕ)ଶ) = ℬݕ

h)    ℬ = ℬ,ୗ = ܫ) − P)ℬଵܳ  tels que   ܣℬଵܣ =  .ܣ

P et  ܳ sont des projecteurs sur  ࣨ(ܣ)  et  ℛ(ܣ) respectivement. 

Preuve: 

On utilise les propositions (1-2-7) et (1-4-3).       

1-4-10 Proposition: Soient ℬଵ, ℬଶ deux inverses intérieurs de ܣ, on pose 

ℬଵܣ = ܳଵ,      ܣℬଶ = ܳଶ,        ܫ − Pଵ = ℬଵܣ   et      ܫ − Pଶ = ℬଶܣ,  

Alors: 

ܽ) ℬଵܣℬଶ = భ,ொమܣ
≉    

b) ܣభ,ொభ
≉ = భ,ொమܣ

≉ మ,ொభܣܣ
≉   

Preuve: 

ℬଶܣℬଵܣ (ܽ  = ℬଶܣ = ܳଶ,      ܫ − ℬଵܣℬଶܣ = ܫ  − ℬଵܣ = Pଵ. 

 b)  ܣభ,ொభ
≉ = ℬଵܣℬଵ = (ℬଵܣℬଶ)ܣ(ℬଶܣℬଵ) = భ,ொమܣ

≉ మ,ொభܣܣ
≉ .  

1-5   Inverse intérieur topologique 
a-  Inverse droit intérieur topologique 

Ci-après: W est un espace vectoriel topologique 



Chapitre 1                                                                                                                                                               Les inverses généralisés 

 

 Mémoire de magister  Page 12 

 

 ℛ(ܣ)തതതതതതത ∶= la fermeture de  ℛ(ܣ) dans W, 

ܳ un projecteur sur  W tels que : 

                                    ܳ ߳ ℒ (W)    ݁ݐ   ℛ(ܳ) = ℛ(ܣ)തതതതതതത  

On écrit alors, 

    W = ℛ(ܣ)തതതതതതത ⨁  S 

ॄொ  ∶= ℛ(ܣ) ⨁  S = ℛ(ܣ) ⨁ ࣨ(ܳ) 

Maintenant on considère  ܣ : ܸ ⟶ ॄொ    et   ܳି ∶= ܳ/ॄொ     

Si ℬொ∼ : ॄொ                ܸ est un inverse intérieur de ܣ  et  ܣℬொ∼ = ܳି , alors  

ℬொ∼  est dit un inverse droit intérieur topologique.  

Soit ℬ  un inverse intérieur de ܣ, si ܣℬ est un projecteur (continue) sur ℛ(ܣ) dans ॄொ    

On a, par la Proposition (1-2-8)  

                                     ℬொ∼ = ℬ(I − ℬܣ + ܳି ) 

est un inverse droit intérieur topologique. 

Nous utilisons la notation   ܣௗ,ொ  ∶= inverse  droit intérieure topologique. 

1-5-1 Proposition: [18]Soit ܳ un projecteur continue sur  ℛ(ܣ)തതതതതതത, alors  ܣ  admet inverse droit 

intérieur topologique si et seulement, s’il existe un opérateur linéaire, noté par 

 : ௗ,ொ vérifiantܣ 

(5) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⨁ (ܣ)ௗ,ொ : ℛܣ ⎧  ࣨ(ܳ)  ⟶ ܸ         

 
ܣ ௗ,ொܣ ܣ =                        ܸ   sur  ܣ

 
= ௗ,ொܣ ܣ ܳ   sur  ℛ(ܣ) ⨁  ࣨ(ܳ)

 

�   

Soient  ܸ et W  des espaces de dimension finie, où  W est  un  espace  de  Hilbert  et  ܳ est  le  

projecteur Orthogonal sur  ℛ(ܣ), alors ܣ admet un inverse droit intérieur topologique ܣௗ,ொ ; 

vérifie: 
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                                             (3)  ൝    
ܣ ௗ,ொܣ ܣ = ܸ  sur  ܣ

  
∗(ௗ,ொܣܣ ) =  ௗ,ொܣܣ

 �  

b-  Inverse gauche intérieur topologique  

Soit ܣ un opérateur défini sur D(ܣ) ⊂  ܸ dans W  tel que ܸ un espace vectoriel topologique 

1-5-2 Définition: Soit D(ܣ) ⊂ ܸ, on dit que le domaine de ܣ est décomposable par rapport 

au projecteur  P ߳ ℒ (ܸ) si  ࣨ(ܣ) ⊂ ℛ(P), ∀ ݔ ߳ D(ܣ); P (ݔ) ߳ ࣨ(ܣ)  et  D(ܣ) ∩  ࣨ(P) 

dense dans ࣨ(P). 

Dans ce cas nous appelons : 

                     CP ∶= D(ܣ) ∩    ܣ est le support de ,(ܣ)ࣨ 

1-5-3 Définition: Soit ℬ un inverse intérieur linéaire de  ܣ. Si  ℬܣ  admet  une  extension  au   

projecteur  (ܫ − P ) ߳ ℒ (ܸ) tel que  ℛ(ܫ − P) =  ℛ(ℬܣ)തതതതതതതതത , alors on dit que  ℬ est un inverse 

gauche intérieur topologique. 

Nous utilisons la notation ܣ,୮ ∶= Inverse gauche intérieur  topologique. 

1-5-4 Théorème: Soit ܣ: D(ܣ)            ܹ un opérateur linéaire. Si  ܷ =ܣ,୮ , alors 

D(ܣ) est décomposable par rapport à  P .  

Preuve: 

∀ ऊ ߳ ࣨ(ܣ);  ܷ ऊܣ = ܫ) − P )ऊ = 0 ⟹ ∀ ऊ ߳ ࣨ(ܣ);  Pऊ = ऊ  

Donc,  ࣨ(ܣ) ⊂ ℛ(P ) 

ऊܣܷ = ܫ) − P )ऊ;  ∀ ऊ ߳ D(ܣ) ⟹ Pऊ = ऊ −  (ܣ)ऊ; ∀ ऊ ߳ Dܣܷ

Pऊܣ ⟹                                                   = ऊܣ − ऊܣܷܣ = 0; ∀ ऊ ߳ D(ܣ) 

Alors,         Pऊ ߳ ࣨ(P);    ∀ ऊ ߳ D(ܣ) 

Nous avons,  ℛ(ܷܣ)തതതതതതതതത  = ࣨ(P); donc,    D(ܣ) ⋂  ࣨ(P) est dense dans  ࣨ(P). 

1-5-5 Théorème: Si le domaine de ܣ est décomposable par rapport au projecteur  P ߳ ℒ (ܸ), 
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Alors,  ܣ admet un inverse gauche intérieur topologique. 

Preuve:  

Soit ܷᇱ un inverse intérieur de ܣ, on écrit 

Pᇱ ܫ = −  ܷᇱܣ. Soit  P෩  la restriction de P à D(ܣ) 

Par la propriété (1-2-8)  

                                  ܷ = ܫ2) −  ܷᇱܣ −  P෩ )ܷᇱ  et  ܷܣ = ܫ −  P෩  

Aussi, 

ℛ(ܷܣ) = ࣨ(P) = ࣨ(P) ∩ D(ܣ) = CP , qui est dense dans  ࣨ(P) = ℛ(ܫ −  P). 

Si  ܸ et ܹ sont des espaces de dimensions finies, où  ܸ est un espace de Hilbert, soit P le 

projecteur orthogonal sur ࣨ(ܣ), alors 

 :,୮ , vérifieܣ admet un inverse gauche intérieur topologique ܣ

                                         (4) ൝
ܣ ,୮ܣܣ    =               ܣ

  
∗( ,୮ܣ ܣ)   =  ,୮ܣ ܣ

 � 

1-6  Inverse généralisé topologique 

Ci-après: W et ܸ sont des  espaces vectoriels topologiques 

1-6-1 Définition: Soit ܣ :  D(ܣ) ⊂ ܸ ⟶ ܹ est un opérateur linéaire, si U vérifie : 

1) U est un inverse droit intérieur topologique de ܣ. 

2) U  est un inverse gauche intérieur topologique de ܣ. 

3)  U ܣ U = U. 

Alors, U est dit un inverse généralisé topologique, on le note par ܣ,ொ
⋆ .  

1-6-2 Théorème: [18]Soit ܣ : D(ܣ)  ⟶ W un opérateur linéaire, si le domaine de ܣ  est 

décomposable par rapport au projecteur P ߳  ℒ (V) et  s’il  existe   un  projecteur  ܳ sur  ℛ(ܣ)തതതതതതതത, 



Chapitre 1                                                                                                                                                               Les inverses généralisés 

 

 Mémoire de magister  Page 15 

 

alors ܣ admet l'inverse généralisée topologique unique (relatif au choix de P  et ܳ) noté 

par ܣ,ொ
⋆  et vérifie: 

· D൫ܣ,ொ
⋆ ൯ = ℛ(ܣ) ⨁  ࣨ(ܳ). 

· ℛ൫ܣ,ொ
⋆ ൯ =  .(ܣ)୮ܥ

· ࣨ൫ܣ,ொ
⋆ ൯ = ࣨ(ܳ). 

,ொܣ ·
⋆ ݔܣ = ݔ − Pݔ  ; pour tout ݔ ߳ D(ܣ). 

,ொܣܣ ·
⋆ ݕ = ,ொܣD൫ ߳ ݕ pour tout ;  ݕܳ

⋆ ൯. 

1-6-3 Théorème: Soit ܣ ߳ ℒ (V, W). On suppose que ࣨ(ܣ) admet un supplémentaire 

topologique dans V et  ℛ(ܣ)തതതതതതതത = ℛ(ܣ) admet un supplémentaire topologique dans W, soient P 

un projecteur sur ࣨ(ܣ) dans V et ܳ un projecteur sur ℛ(ܣ) dans W, alors  ܣ admet l'inverse 

généralisé topologique unique noté par  ܣ,ொ
⋆  qui vérifie les équations suivantes: 

,ொܣܣ    ·
⋆ ܣ =  sur  V  ܣ

,ொܣ   ·
⋆ ,ொܣܣ

⋆ = ,ொܣ
⋆  sur  W  

,ொܣ   ·
⋆ ݔܣ = ݔ − Pݔ  ; pour tout  ݔ ߳ V 

,ொܣܣ    ·
⋆ ݕ =  W ߳ ݕ  pour tout ;  ݕܳ

Preuve:  

On définie ܣ,ொ
⋆  par: 

,ொܣ
⋆ ݔܣ =  (P)ࣨ ߳ ݔ     ; ݔ

,ொܣ
⋆ ,ொܣ  =  ݕ

⋆ ,ொܣ   ,ଵݕ
⋆    ଶ = 0ݕ

où     ݕ = ଵݕ +   (ܳ)ࣨ ଶ߳ݕ  et  (ܣ)ଵ߳ ℛݕ        ,ଶݕ

Il est évident que l'inverse généralisé est unique 

Remarque: ܣ,ொ
⋆  dans ce cas est une application continue. 
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Ci-après on présente quelque des inverses généralisés:   

1-7  Inverse généralisé de Moore- Penrose    

Ce genre d’inverses généralisés est le plus important, car il conserve une bonne partie des 

propriétés des inverses ordinaires, telle que l'unicité de l'inverse, les  propriétés de symétrie 

et beaucoup d'autres qui font concept central en algèbre linéaire, analyse numérique et dans  

diverses applications. 

a-  L'inverse de Moore-Penrose d'un opérateur linéaire 

Soient ℋଵet ℋଶ des espaces de Hilbert. 

1-7-7 Proposition: Soient A ߳ ℒ (ℋଵ, ℋଶ) et  ℛ(A) =  ℛ(A), Il existe l'inverse généralisé 

unique de A, on le note par Aା, qui vérifie les équations suivantes: 

                       

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

      ܺ ܺܣ = ܺ      …           (1)
 

ܣܺܣ      = (2)         …       ܣ
 

= ܣܺ      I − Pࣨ()   … (3)
 

=  ܺܣ        Pℛ()     …     (4) 

� 

Aା est appelé l'inverse de Moore-Penrose de l’opérateur A. 

Preuve: 

ࣨ(A)  et  ℛ(A)  sont des sous espace fermé dans ℋଵ et  ℋଶ alors ils existent deus projecteurs 

Orthogonaux  Pࣨ()  et   Pℛ()  sur ࣨ(A)  et   ℛ(A)  respectivement, tels que  

  ℋଵ = ࣨ(A) ⨁  ࣨ ቀPࣨ() ቁ = ࣨ(A) ⨁ ୄ(ܣ)ࣨ   
 

Et  

     ℋଶ = ℛ(A)  ⨁  ࣨ൫Pℛ()൯ = ℛ(A) ⨁ ℛ(A)ୄ    

Par (1-6-3)  Aା existe  et  Aା défini  par: 
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Aା(ݕ) = ݕet  Aା  ୄ(ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀  ;0   .(ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀  ; ݕଵି(ℛ(∗)/ܣ) =

b-  L'inverse de Moore-Penrose d'une matrice 

Soit ܣ ߳ ℂ,(ℂ), on définit  ܣା: ℂ  → ℂ par: 

(ݕ)ାܣ = ݕାܣ   et  ୄ(ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀  ;0  . (ܣ)ℛ ߳ ݕ∀  ; ݕଵି(ℛ(∗)/ܣ) =

Remarquons que  ܣା  est  un inverse généralisé de  ܣ .  

1-7-1 Proposition: Soit ܣ ߳ ℂ,(ℂ), alors 

ݔ ܣାܣ   (ܽ = 0, ݔܣାܣ   et  (ܣ)ࣨ ߳ ݔ ∀ =      . (ାܣ)ℛ = (∗ܣ)ℛ ߳ ݔ ∀ ,ݔ

ݕାܣܣ   (ܾ = 0, ݕାܣܣ   et   ୄ(ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀ = ,ݕ    . (ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀

 .dans ℂ (ାܣ)ℛ = (∗ܣ)est le projecteur orthogonal sur  ℛ   ܣାܣ    (ܿ

 . dans ℂ (ܣ)ା  est  le  projecteur orthogonal sur  ℛܣܣ    (݀

Preuve: 

ݔܣ  (ܽ = (ܣ)ࣨ ߳ ݔ ∀  ; 0 ⟹ ݔܣାܣ  =  (ܣ)ࣨ ߳ ݔ ∀ ;0

Et 

⟹   (∗ܣ)ℛ ߳ ݔ ∀  ;(ܣ)ℛ ߳ ݔܣ    ݔܣାܣ  ݔܣଵି(ℛ(∗)/ܣ) = =    .(∗ܣ)ℛ ߳ ݔ ∀ ;ݔ

b) ∀ ݕ ߳ ℛ(ܣ)ୄ  ⟹ ݕାܣ  = 0, (ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀ ⟹ ݕ ାܣܣ = 0,  ୄ(ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀

Et  

⟹  (ܣ)ℛ ߳ ݕ ∀ ݕାܣ = ݕଵି(ℛ(∗)/ܣ) ⟹ ݕାܣܣ = ݕଵି(ℛ(∗)/ܣ) ܣ =  .ݕ

ܿ) Nous avons, ℛ(ܣାܣ) = ℛ(ܣା)  

Appliquons a) de la Proposition (1-7-1) on trouve 

 sur  ℂ (ାܣ)est un projecteur de ℛ ܣାܣ                        

Soient ݔ, ᇱ߳ ℂݔ , nous avons 

ݔ = ଵݔ
 + ଶݔ

ᇱݔ  ,  = ଵݔ
ᇱ + ଶݔ

ᇱ ,  tels que   ݔଵ
 , ଵݔ

ᇱ ଶݔ  et (ܣ)ࣨ ߳ 
  , ଶݔ

ᇱ  ߳ ℛ(ܣ∗)  
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〈ᇱݔ ,ݔܣାܣ〉 = ଵݔ)ܣାܣ〉
 + ଶݔ

 ), ଵݔ
ᇱ + ଶݔ

ᇱ 〉  

                   = ଵݔܣାܣ〉
 , ଵݔ

ᇱ 〉 + ଵݔܣାܣ〉
 , ଶݔ

ᇱ 〉 + ଶݔܣାܣ〉
 , ଵݔ

ᇱ 〉 + ଶݔܣାܣ〉
 , ଶݔ

ᇱ 〉  = ଵݔ 〉
 , ଵݔ

ᇱ 〉. 

,ݔ〉  ݔ ܣାܣ ᇱ〉 = ଵݔ〉
 + ଶݔ

 , ଵݔ)ܣାܣ
ᇱ + ଶݔ

ᇱ )〉 

                     = ଵݔ 〉
 , ଵݔܣାܣ

ᇱ 〉 + ଵݔ 〉
 , ଶݔܣାܣ

ᇱ 〉 + ଶݔ 〉
 , ଵݔܣାܣ

ᇱ 〉 + ଶݔ 〉
 , ଶݔܣାܣ

ᇱ 〉  = ଵݔ 〉
 , ଵݔ

ᇱ 〉. 

 Donc,    (ܣାܣ )∗ =   ܣାܣ

d) De même façon, nous montrons que  ܣܣା est le projecteur orthogonal sur ℛ(ܣ) .  

1-7-2 Définition de l'inverse généralisé de Moore: Si  ܣ ߳ ℂ,(ℂ), alors ܣା l’unique 

inverse généralisé qui vérifie les équations suivantes: 

= ܣାܣ  (1 Pℛ(∗) 

ାܣܣ   (2 = Pℛ()                                                            

1-7-3 Définition de l'inverse généralisé de Penrose : ܣ ߳ ℂ,(ℂ), alors ܣାest la solution 

unique du système suivant: 

                     (s)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ܺܣܺ = ܺ      …     (1)
 

ܣܺܣ  = (2)     …       ܣ
 

∗(ܣܺ)  = (3)    …  ܣܺ
 

∗(ܺܣ)    =  (4)     …    ܺܣ

� 

1-7-4 Théorème: Les deux définitions précédentes sont équivalentes .  

Preuve: 

supposons que, ܣାܣ = Pℛ(∗) et  ܣܣା = Pℛ() , on applique (c) et (d) de (1-7-1), alors:  

 .ା sont des projecteurs orthogonauxܣܣ et ܣାܣ

D’autre part, 

ାܣ ܣାܣ              = Pℛ(∗) ܣା = Pℛ(శ) ܣା  .ାܣ =

Et 
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ܣାܣܣ               = Pℛ()ܣ =  .ܣ

Enfin, ܣା est une solution du système (s). 

Réciproquement, si ܣା est une solution du système (s) alors, 

Nous avons,   ܣܣାܣ = ܣ ⟹ ܣାܣܣାܣ  = ܣାܣ ⟹ ଶ(ܣାܣ) =      ܣାܣ

Par (1-7-1) on a 

∗( ܣାܣ)                      = (ܣାܣ)et ℛ  ܣାܣ = ℛ(ܣା) = ℛ(ܣ∗)  

Donc,      ܣାܣ = Pℛ(∗) .  

De la même façon, nous montrons que  ܣܣା = Pℛ(). 

1-7-5 Remarque: On  montre que  ܣା est une solution unique du système (s) 

Preuve: 

 On suppose que l'on a ܣଵ
ା, ܣଶ

ା deux inverses de Penrose de ܣ 

ଵܣ             
ା ଵܣ =

ା ܣܣଵ
ା ଵܣ =

ା(ܣܣଵ
ା)∗ ଵܣ =

ା(ܣଵ
ା)∗ܣ ∗ ଵܣ =

ା(ܣଵ
ା)∗ܣ∗ ܣଶ

ାܣ ∗ 

ଵܣ =                   
ା(ܣܣଵ

ା)∗(ܣܣଶ
ା)∗ ଵܣ =

ା( ܣܣଵ
ା)(ܣܣଶ

ା) ଵܣ =
ାܣܣଶ

ା 

ଵܣ =                   
ାܣܣଶ 

ା ଶܣܣ
ା = ଵܣ)

ାܣ)∗(ܣଶ
ାܣ∗(ܣଶ

ା ଵܣ)∗ ܣ =
ା)∗ܣ)∗ ܣଶ

ା)∗ܣଶ
ା 

                   = ଶܣ)∗ܣ
ା)∗ܣଶ

ା =  ଶܣ)
ା ଶܣ∗(ܣ

ା = ଶܣ)
ାܣ(ܣଶ

ା = ଶܣ
ା. 

1-7-6 Proposition: Soient ܣ ߳ ℂ,(ℂ); ߣ ߳ ℂ, alors: 

a) (ܣା)ା  ܣ =

b) (ܣା)∗ =  .ା(∗ܣ)

c) (ܣߣ )ା = ߣ ା tels que siߣାܣ ≠ 0, alors ߣା = ଵ
ఒ
  et si ߣ = 0, alors ߣା = 0. 

d) ܣ 
∗ =  ܣ 

ାܣܣ∗ =  ܣܣାܣ 
∗. 

e) ܣା =  ܣ)
 ܣା(ܣ∗

∗ =  ܣ
 ܣܣ)∗

∗)ା. 

f) (ܣ 
ା(ܣ∗ =  ܣ)ାܣ

∗)ା. 

g) (ܷܸܣ)ା =  ܸ
 ܣ∗

ା
 ܷ
∗ , tels que ܷ ݁ݐ ܸ des matrices unitaires 
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Preuve:  

a)  (ܣା)ା: ℂ               ℂ  

ݔା(ାܣ) ;(∗ܣ)ℛ ߳ ݔ ∀ = ݔଵି( ଵି(ℛ(∗)/ܣ))  = ݔା( ଵି(ℛ(∗)/ܣ))    ݔܣ =

Et 

,ୄ(∗ܣ)ℛ ߳ ݔ ∀ ݔା(ାܣ) = 0,    Donc (ܣା)ା  .ܣ =

b)  ∀ ݕ ߳ ℛ(ܣ∗),   ൫ܣ∗൯ା
ݕ ∗ܣ)  =

/ℛ())ିଵݕ  = = ∗( ଵି(ℛ(∗)/ܣ)) ൫ܣା൯∗
 .ݕ

D'autre part, 

(ା(∗ܣ))ࣨ                            = ℛ(ܣ∗)ୄ; ࣨ((ܣା)∗) = ℛ(ܣା)ୄ = ℛ(ܣ∗)ୄ . 

c) Evident. 

d)  ܣାܣ ܣ 
∗ = Pℛ(∗)ܣ 

∗ =  ܣ
∗   et   ܣ ܣ∗ܣା

 
Pℛ()∗ܣ =  =  ∗ܣ

Puisque ܣାܣ  et  ܣାܣ sont des projecteurs orthogonaux  sur  ℛ(ܣ∗)  et ℛ(ܣ) respectivement . 

e) ܣ 
ା(∗ܣܣ)∗ =  ܣ

ାܣା∗ܣ ∗ =  ܣ
ାܣ∗ାܣ ∗ =  (ܣାܣ)

ାܣ∗ = ାܣܣାܣ =  ାܣ

D'autre part, 

∗ܣା(ܣ∗ܣ)            =  ܣା∗ܣ ାܣ
∗ =  ܣା∗ܣ ାܣ

∗ =  (ାܣ ܣ)ାܣ
∗ = ାܣܣାܣ =  ାܣ

f) Il suffit de vérifier que la matrice ܣା(ܣ 
∗)ାest une solution du système de Penrose suivant: 

                    (s1)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

 ܣ)ܺ
ܺ (ܣ∗ = ܺ             

                
 ܣ)

 ܣ)ܺ (ܣ∗
= (ܣ∗      ܣ

     
 ܣ)ܺ)

∗( (ܣ∗ =  ܣ)ܺ
 (ܣ∗

 
 ܣ)) 

∗(ܺ (ܣ∗ =  ܣ)ܺ
  (ܣ∗

� 

g) Il suffit de vérifier que la matrice  ܸ
 ܣ∗

ା
 ܷ
∗ est une solution du système de Penrose suivant: 
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                   (s11)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ܺ (ܸܣܷ)ܺ = ܺ
                

= (ܸܣܷ)ܺ (ܸܣܷ)  ܣ
     

∗( (ܸܣܷ)ܺ) =  (ܸܣܷ)ܺ

 
∗(ܺ (ܸܣܷ))  =  ܺ (ܸܣܷ)

� 

1-7-8 Proposition: Soit A ϵ ℂ୫,(ℂ), alors:   

1. ℛ(A) = ℛ(AAା) = ℛ(AA 
∗).  

2. ℛ(Aା) = ℛ(A 
∗) = ℛ(AାA) = ℛ(A 

∗A).     

3. ℛ(I − AAା) = ࣨ(AAା) = ℛ(A∗A)ୄ.  

4. ℛ(I − AାA) = ࣨ(AାA) = ࣨ(A) = ℛ(A∗)ୄ.  

1-7-8 Théorème: Soit A ϵ ℂ
୫,୬ (ℂ), si {ݒଵ, ,ଶݒ … ,   } est une base de  ℛ(A∗) etݒ

,ଵ ݓ} ,ଶݓ … ,  ୬ି} est une base de  ࣨ(A∗), alorsݓ

Aା = [ݒଵ, ,ଶݒ … , ݒ , 0, … ,0][Aݒଵ, Aݒଶ, … , Aݒ , ,ଵ ݓ ,ଶݓ … ,  ୬ି]ିଵݓ

Preuve: 

En utilisons la définition de  Aା, nous trouvons 

Aା[Aݒଵ , … , Aݒ , ,ଵ ݓ ,ଶݓ … , ,ଵݒ୬ି]  = [AାAݒ … , AାAݒ , Aାݓ ଵ, Aାݓଶ, … , Aାݓ୬ି] 

,ଵݒ] =                                                         ,ଶݒ … , ݒ , 0, … ,0] 

Autre part, 

{ Aݒଵ, Aݒଶ, … , Aݒ , ,ଵ ݓ ,ଶݓ … ,  ୬ି}  est une base de ℂݓ
୬, donc 

Aା = [ݒଵ, ,ଶݒ … , ݒ , 0, … ,0][Aݒଵ, Aݒଶ, … , Aݒ , ,ଵ ݓ ,ଶݓ … ,   ୬ି]ିଵݓ

Exemple:   Calcul de  Aା 

Soit A = ቌ
1 0 1
2
1

1
0

3
1

0 −1    −1   
ቍ 
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൝൭ 
2 
1 
 3 

൱ ൭
 0

−1 
−1 

൱ൡ est une base de ℛ(A∗) 

A ൭ 
2 
1 
 3 

൱ = ቌ
2
 52

−1 
ቍ                      et             A ൭ 

0
−1  
−1  

൱ = ቌ
−1 
 −4  
−1 
   2 

ቍ 

Donc, 

 Aା ቌ
2
 52

−1 
ቍ = ൭ 

2 
1 
 3 

൱                         et            Aା ቌ
−1 
 −4  
−1 
   2 

ቍ = ൭ 
0

−1  
−1  

൱ 

Nous devons maintenant calculer la base de ℛ(ܣ)ୄ 

On remarque  que  ℛ(ܣ)ୄ = ࣨ(A∗) 

On résout le système   A∗ݔ = 0,  

Nous obtenons  

ଵݔ = ݔ
  

⎝

⎜
⎛

    1

 −
ଵ
ଶ

  0
− ଵ

ଶ
 ⎠

⎟
⎞

ଶݔ +
  

⎝

⎜
⎛

    0

 −
ଵ
ଶ

    1
  − ଵ

ଶ
 ⎠

⎟
⎞

 donc,      Aା

⎝

⎜
⎛

    1

 −
ଵ
ଶ

  0
− ଵ

ଶ
 ⎠

⎟
⎞

= 0  et   Aା

⎝

⎜
⎛

    0

 −
ଵ
ଶ

    1
  − ଵ

ଶ
 ⎠

⎟
⎞

= 0 

Donc 

Aା

⎝

⎜
⎛

2 −1         1  0
5
2

−4     − ଵ
ଶ
   

−1          0    
− ଵ   

ଶ
  

   1  
−1    2      − ଵ

ଶ
  − ଵ

ଶ
   ⎠

⎟
⎞

 = ൭    
2  0      0       0 
1 −1      0       0  
3 −1      0       0 

൱  

Nous avons, ℂସ = ℛ(ܣ)  ⊕   ℛ(ܣ)ୄ  

Donc, Aା = ൭    
2  0      0       0 
1 −1      0       0  
3 −1      0       0 

൱

⎝

⎜
⎛

2 −1         1  0
5
2

−4     − ଵ
ଶ
   

−1          0    
− ଵ   

ଶ
  

   1  
−1    2      − ଵ

ଶ
  − ଵ

ଶ
   ⎠

⎟
⎞

ିଵ

   

1-8 Inverse de Drazin 
1-8-1 Lemme: [3]pour toute matrice carrée A il existe un nombre positive ݇ telle que 

     ℂ = ℛ(A) ⨁  ࣨ(A)  

1-8-2 Définition: [3]Soit ܣ est une matrice sur ℂ,, le  plus petit entier positif  tel que 
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ℂ = ℛ(ܣ) ⨁ (ାଵܣ)qui est aussi le  plus petit entier positif  tel que  rg , (ܣ)ࣨ  = rg(ܣ) 

S'appelle l'indice de ܣ, on le  note par ind (ܣ). 

si ܣ est inversible on a,   ind (ܣ) = 0  . 

1-8-3 Lemme: Si  ܣ est une application linéaire sur ℂ et ind(ܣ) = ݇, alors l'application 

définie par:  ܣଵ: ℛ൫ܣ൯              ℛ൫ܣ൯; telle que  ܣଵ = ܣ/ℛ൫ೖ൯ est inversible. 

Preuve: 

ܣ   ቀℛ൫ܣ൯ቁ = ℛ൫ܣାଵ൯ = ℛ൫ܣ൯. 

1-8-4 Définition: Si ܣ ϵ ℂ,(ℂ), l'inverse de Drazin de ܣ est une matrice carrée d'ordre n 

notée ܣ qui satisfait les équations suivantes:   

                                            

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܺܣܺ = ܺ

 
ܣܺ = ܺܣ

 
ାଵܣܺ = ܣ

�         ݇ : est l’indice de  ܣ 

1-8-5 Définition: Soit ܣ ϵ ℂ,(ℂ)  , ind(ܣ) = ݇ et tout vecteur ݔ de ℂ s'ecrit de manière  

unique ݔ = ݑ + ܣ On définit .(ܣ)ࣨ ϵ ݒ et (ܣ)ϵ ℛ ݑ aù ݒ  sur ℂ par: 

 ܣ est appelée l'inverse de Drazin de l’opérateurܣ  ,ݑℛ൫ೖ൯/ܣ  = ݔܣ

1-8-6 Proposition: Soit ܣ ϵ ℂ,(ℂ) et ind(ܣ) = ݇, alors : 

a) ℛ(ܣ) = ℛ(ܣ)   et   ࣨ(ܣ) =  .(ܣ)ࣨ

b) ܣܣ = ܣܣ = Pℛ൫ೖ൯ ,   ࣨ൫ೖ൯. 

c) (ܣ−ܫܣ) = (ܣܣ−ܫ) =  Pࣨ൫ೖ൯ ,   ℛ൫ೖ൯. 

d) ܣఈାଵܣ = ;ఈܣ ߙ∀ ≥ ݇ où ߙ est un nombre entier positif. 

e) Si ܣ est inversible alors,   ܣ =  ଵିܣ

Preuve:        

a), c) et e) sont évidents. 
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b) Nous avons, ℛ(ܣ) = ܴ(ܣܣܣ) ⊂ ℛ(ܣܣ) = ℛ(ܣܣ) ⊂  ℛ(ܣ)  

Donc ,      ℛ(ܣ) = ℛ(ܣܣ) = ℛ(ܣܣ) 

Aussi, 

(ܣ)ࣨ                  = (ܣܣܣ)ࣨ ⊃ (ܣܣ)ࣨ = (ܣܣ)ࣨ ⊃  (ܣ)ࣨ

Donc ,     ࣨ(ܣ)  (ܣܣ)ࣨ =(ܣܣ)ࣨ =

D’autre part, il est évident que  (AAୈ)ଶ = (AୈA)ଶ = AAୈ.                        

d) ∀ߙ ≥ ݇   , ܣఈାଵܣ = ܣఈିାାଵܣ = ܣାଵܣఈିܣ = ܣఈିܣ =   ఈܣ

1-9  Le groupe inverse 

1-9-1 Définition: Soit  ܣ une matrice carrée d'ordre n, on considère le système suivant : 

                                           (G) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ܣܺܣ = ܣ

 
ܺܣܺ  = ܺ

 
ܺܣ = ܣܺ

� 

si   ܺ est  une  solution  du  système (G)  ,  alors  on  dit  que  ܺ est le groupe inverse de ܣ on le  

note par ܣ# 

1-9-2 Proposition: Soit ܣ une matrice carrée d'ordre ݊,  et  de  rang  r, alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

1) rg (ܣ)= rg (ܣଶ). 

2) ℛ(ܣ) = ℛ(ܣଶ) . 

3) ℛ(ܣ) ⨁ (ܣ)ࣨ  = ℂ. 

 .existe #ܣ (4

Preuve: 

On a évidemment que 1) et 2) sont équivalentes. 

Par l'application des définition (1-8-2), donc 2) et 3) sont équivalents. 
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On va montrer l'équivalence entre  2) et 4) 

4)⟹ 2), le système (G) est équivalent au système suivant: 

                            (G1 ) 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ଶܺܣ = ܣ

 
 ܺଶܣ = ܺ

 
ܺܣ = ܣܺ

� 

Donc, 

                ℛ(ܣ) = ℛ(ܣଶܺ) ⊂  ℛ(ܣଶ) ⊂ (ܣ)alors ℛ , (ܣ)ܴ = ℛ(ܣଶ). 

2)⟹ 4), Soit ܣ = ϵ ℂܨ tels que ܧܨ
,, ܧϵ ℂ

, et  rg ܣ = ,݅ );ݎ  forment la ܧ et  ܨ ݁

factorisation de même rang de ܣ  ).   

Remarquons que,      ܨܧ ϵ ℂ 
, 

D'autre part,   ℛ(ܣ) = ℛ(ܣଶ) 

Alors,      ܨܧ est inversible  

On pose  ܺ =  . remarquons que  ܺ une solution du système (G) , ܧଶି(ܨܧ)ܨ

1-9-3 Proposition: Quand le groupe inverse de ܣ existe,  il est unique. 

Preuve: 

Supposons que nous avons deux groupe inverses  ܣଵ
#  et  ܣଶ

#. 

On applique successivement les trois équations de (G), on obtient:  

ଵܣ
ଵܣ = #

#ଶܣ = ଵܣ
#ଶ(ܣଶܣଶ

#) = ଵܣ
ଵܣ)#

ଶܣ(ଶܣ#
# = ଵܣ

ଶܣ ܣ#
# = ଵܣ

ଶܣଶܣ)#
ଶܣ(#

#  

ଵܣ) =                                                                                     
ଶܣ(ଶܣ#

#ଶ = ܣܣଶ
#ଶ = ܣଶ

#. 

1-10  Inverse pondéré  

1-10-1 définition: Soit B ϵ ℂ,(ℂ), on dit que la matrice B est auto-adjointe,  ou 

Hermitienne,  si   B∗ = B. 

1-10-2 Définition: (Matrice positive) 
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Soit B une matrice carrée d’ordre ݊ à coefficients réels ou complexes.  

On dit que la matrice B est positive, si      ∀ ݔ ϵ ℂ   〈Bݔ, 〈ݔ ≥ 0 . 

1-10-3 Définition : (Matrice définie positive) 

Soit B une matrice carrée d’ordre ݊  à coefficients  réels ou complexes. . On dit que  B est une 

définie positive si B est positive et      ݔ = 0 ⟺ 〈Bݔ, 〈ݔ = 0 . 

On rappelle que le produit scalaire standard sur ℂ୬, est défini par : 

,ݖ〉     :  ℂ  ߳ ݕ ,ݖ ∀ 〈ݕ = ∑ തݕ

ୀ ,ଵݖ) = ݖ  ;    ݖ … , ,ଵݕ) = ݕ     ,(୬ݖ … ,   .(ݕ

Soit N une matrice définie positive d'ordre  ݊    

La formule ci –dessous, définit un produit scalaire sur  ℂ୬ 

,ݖ]                                           [ݕ = ,ݖ〉 〈ݕ = 〈Nݖ,                                       〈ݕ

1-10-4 Proposition: Soit B une matrice hermitienne. La matrice B est positive si et seulement  

si toutes ses valeurs propres sont positives . 

Elle  est  définie  positive  si  et  seulement  si  toutes  ses  valeurs  propres  sont  strictement  

positives. 

1-10-5 Remarque: toute matrice hermitienne  et définie positive est inversible. 

Soient  M et N deux matrices d'ordre ݉ et ݊ respectivement.  Alors, le système  suivant : 

                               (w1)

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ܺܣܺ = ܺ                 
              

ܣܺܣ =                 ܣ
               

∗(ܣܺ) = N 
ିଵܺܣ N

 
∗(ܺܣ)  = MܺܣM 

ିଵ  

� 

Admet une solution unique,  elle s'appelle l'inverse généralisé pondéré de ܣ, on le note 

par ܣ,
ା . 

L'inverse généralisé ܣ,
ା   est donné par:   ܣ,

ା =  N 
ି భమ(M 

భ
మܣN 

ି భమ)ାM 
భ
మ  
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1-10-6 Proposition: le système (w1) admet une solution unique. 

Preuve: 

On suppose que l'on a ଵܺ, ܺଶ deux inverses généralisés pondérés de ܣ 

ܺ = ଵܺܣ ଵܺ = M 
ିଵ( ଵܺܣ)∗M ଵܺ = M 

ିଵ(ܺଶܣ)∗M ଵܺ = ܺଶܣ ଵܺ = ܺଶ N(ܣ ଵܺ)∗ = ܺଶ N(ܺܣଶ)∗N 
ିଵ                            

                                                                                                             = ܺଶܺܣଶ = ܺଶ. 

1-10-7 Proposition: On suppose que ܺ est une solution de (w1) 

1) Si ℂ muni du produit scalaire 

,ݖ]                            [ݕ = ,ݖ〉 〈ݕ = 〈Mݖ,  ℂ ߳ ݕ ,ݖ          〈ݕ

Alors,  est le projecteur orthogonal sur N ܣܺ
ିଵℛ(A∗), on note par ∶ I −  Pࣨ ()

 
షభ

 

2) Si ℂ୬ muni du produit scalaire      

,ݖ]                           [ݕ = ,ݖ〉 〈ݕ = 〈Nݖ,  ℂ  ߳ ݕ ,ݖ        ;    〈ݕ

Alors, ∶ on le note par ,  (ܣ)est le projecteur orthogonal sur  ℛ ܺܣ  Pℛ()
  

Preuve: 

ܣܺܣ  (1 = ܣ ⟹ ܣܺܣܺ = ܣܺ ⟹  (ܣܺ)
ଶ =   ܣܺ

,ݖܣܺ]   ℂ  ߳ ݕ ,ݖ ,(ݖܣNܺ)〉 = [ݕ ,ݖ 〉 = 〈ݕ (Nܺܣ) 
,ݖ 〉 = 〈ݕ∗ (Nܺܣ 

,ݖN 〉 = 〈ݕ(   ܣܺ)
 〈ݕ( 

,ݖ] =                                                                                                               [ݕܣܺ

Donc,  (ܣܺ)
∗ =  ܣܺ

ℛ(ܺܣ) = ࣨ(N 
ିଵܺܣN)ୄ = ࣨ(N 

ିଵAାܣN)ୄ  N = ୄ( ܣN)ࣨ=  ୄ(Nܣା( Nܣ))ࣨ  =
ିଵℛ(A∗) 

2) De la même manière, nous pouvons prouver que ܺܣ est le projecteur orthogonal sur ℛ(ܣ). 
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 Chapitre 2:   Propriétés minimales 

 

Introduction    

Dans ce chapitre  on utilise les inverses généralisés  pour  déterminer  les solutions 

approximantes de l’équation  linéaire  Aݔ = ܾ 

2-1  Orthogonalité dans les espaces normés 

Soit ߋ un espace normé et ࣛ ⊂ ,ݔ)݀ .ߋ ࣛ ) = ݔ‖} ݂݊݅ − ;‖ݕ ݕ ∈ ࣛ} 

On définit une notion d’orthogonalité comme suite :    

⊥ ݔ   ݕ
 

⇔ ,ݔ)݀  span{ݕ}) = ‖ݔ‖. 

ी ⊥ ࣛ
 

⇔ ,ݔ)݀  ࣛ) = ;  ी ߳ ݔ∀ ;‖ݔ‖ ी ⊂   .ߋ

L’orthogonalité dans un espace normé n'est pas nécessairement symétrique. 

Soit ℳ un sous espace vectoriel dans ߋ et ℳ admet un supplémentaire topologique dans ߋ 

Pℳ ∶={ P ߳ ℒ (ߋ) /  P = Pଶ et  ℛ(P) = ℳ} 

Pℳ ,ܫ)݀ ) ≥ 1 ∶=   ൛P ߳ Pℳ ,ܫ)݀   :  P)  ≥ 1   ൟ 

2-1-1 Proposition: Soit P ߳ Pℳ ; alors les propriétés  suivantes sont équivalentes : 

‖P−ܫ ‖  (ܽ = 1.       

ܾ)   ࣨ(P) ⊥ ℛ(P).  

, ߋ ߳ ݔ ∀   (ܿ ݔ ‖ − Pݔ‖ ≤ ݔ ‖ −  .ℳ ߳ ݕ ∀  ;‖ݕ

Preuve: 

Supposons ܽ), soit ݔ ߳ ࣨ(P),  z ߳ ℛ(P), alors  

‖ݔ‖                                = ݔ)(P−ܫ)‖ − ‖(ݖ ≤ ݔ‖ −   ‖ݖ

Donc,  
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, ݔ൫݀  (P)ࣨ ߳ ݔ ∀                                    ℛ(P)൯ =   ,‖ݔ‖

Supposons  b), soit ߋ ߳ ݔ   et z ߳ ℛ(P),  alors  

ݔ‖             − ‖ݖ = ݔ(P−ܫ)‖ − P(ݖ − ≤  ‖(ݔ ݀൫(ܫ−P)ݔ, ℛ(P)൯ = ݔ‖ − Pݔ‖. 

Supposons c), ∀ ߋ ߳ ݔ; il existe (ݕ, ݔ       unique tel que (ݖ = ݕ +  ݖ

Où     ݕ = Pݔ ߳ ℛ(P)   et    ݖ = )ࣨ ߳ ݔ(P−ܫ) ܲ)   

‖ݔ‖            = ݕ ‖ − ‖(ݖ−) ≥ ݖ‖ − Pݖ‖ = ‖ݖ‖ =  ‖ݔ(P−ܫ)‖

Par conséquent,         ‖ ܫ−P‖ = 1.         

Si P ߳ Pℳ  et  P vérifie l’une des conditions de la proposition précédente, alors  

ℛ(P) est le supplémentaire orthogonal de  ࣨ(P).  

Mais,  ࣨ(P) n'est pas nécessairement un supplémentaire orthogonal de ℛ(P). 

2-1-2  Exemple: 

Tout sous espace de co-dimension égale à 1 admet un hyperplan supplémentaire orthogonal. 

Soit  ݔ ߳ ߋ et ݔ ≠ ݁ (par Hahn –Banach) existe ߋ ߳ ܣ∗ tels que  ܣ(ݔ) = 1, ‖ ܣ ‖ = 1 

on définit  P  par :  Pݔ = ݔ − (ݔ)ܣ  ௫బ
‖ ௫బ ‖

 , alors   ࣨ(ܣ) = ℛ(P ) et ‖ P − ‖ܫ = 1  

En général, dans les espaces normés les supplémentaires orthogonaux des sous espaces sont 

rares. 

2-2 Solution minimale d'une équation linéaire dans un espace normé.  

Soit ߋ          ܸ :ܣଶ un opérateur linéaire et ߋଶ un espace normé.  

ݒܣ   est une solution approximante de l'équationݒ  ߳ ܸ, on dit queݒ =     minimiseݒ si ݕ

ݒܣ‖ − ݒܣ‖ C'est-à-dire ‖ ݕ − ‖ ݕ ≤ ݒܣ‖ −  .ܸ ߳ ݒ ∀  ; ‖ ݕ

Soit ܸ un espace normé, on dit que ݒ est une solution minimale si ݒ une solution 

approximante et ‖ ݒ ‖ <  ࣮ ߳ ݓ ∀ ; ‖ ݓ ‖
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࣮ est l’ensemble des solutions approximantes de l'équation Aݒ =  ݕ

 Inverse intérieur orthogonal. 

2-2-1 Définition: Soit ߋ          ܸ :ܣଶ un opérateur linéaire. On dit que ܷ est un inverse droite 

intérieur orthogonal de ܣ si  ܷ = ܫ ‖  ௗ,ொ  etܣ − ܳ ‖ = 1, on le note par ܣௗ,ொ 
ୄ. 

Soit ߋ :ܣଵ            ܹ un opérateur linéaire. On dit que ܷ est un inverse gauche intérieur 

orthogonal de ܣ, si  ܷ ܫ ‖  ,୮  etܣ = − P ‖ = 1, on le note par ܣ,୮ 
ୄ. 

On dit que  ܷ  est un inverse intérieur orthogonal de ܣ, si ܷ est un inverse droite intérieur 

orthogonal et ܷ est un inverse gauche intérieur orthogonal de ܣ; C'est-à-dire  

ܷ =  ,୮ܣ
ୄ =  ௗ,ொܣ

ୄ.  On le note par  ܣ୮,ொ 
ୄ.  

2-2-2 Théorème: Soit ߋ        ܸ :ܣଶ un opérateur linéaire, si ܣௗ,ொ 
ୄ = ܷ est un inverse  

Droite intérieur de ܣ, alors:  

ݒܣ  est une solution approximante de l'équation  ݕܷ    ; ொॄ ߳ ݕ ∀               =   .ݕ

Preuve: 

Par la proposition (2-1-1) on a: 

ݕ‖                                − ‖ݕܳ ≤ ݒܣ‖ − ऊ‖;  ∀ ऊ ߳ ℛ(ܣ) 

Mais, 

ݕܳ = ; ݕܷܣ (ܣ)ொ  = ℛॄ ߳ ݕ  ⊕  ࣨ(ܳ) 

Alors, 

ݒ                            = ݒܣ‖ Minimise   ݕܷ −   ‖ ݕ

2-2-3 Théorème: Soit ܣ: D(ܣ)         ܹ un opérateur linéaire;  D(ܣ) ⊂  ,୮ܣ , ଵߋ
ୄ = ܷ est  un 

inverse gauche intérieur orthogonal de ܣ et l'équation  ݔܣ = admet ݓ  une  solution   ,  alors    

ݔܣ  est une solution minimale de l'équation  ݓܷ =   . ݓ

Preuve: 
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Remarquons que, 

ݓܷ + ݔܣ est une solution de l'équation ݖ =  Maintenant nous cherchons la .(ܣ)ࣨ ߳ ݖ  où ݓ

solution minimale. Par la proposition (2-1-1) on a∶ 

                 ‖(I − P)ܷݓ‖ ≤ ݓܷ‖ − ऊ‖; ∀ ऊ ߳ ℛ(P)  

Mais;    ࣨ(ܣ) ⊂  ℛ(P).  Donc, 

               ‖(I − P)ܷݓ‖ ≤ ݓܷ‖ − ऊ‖; ∀ ऊ ߳ ࣨ(ܣ)  

Alors, (I − P)ܷݓ est une solution minimale de l'équation ݔܣ =  ݓ

Mais,   (I − P)ܷݓܷ = ݕܷܳ = ݓܷܣܷ = ݓ. 

2-2-4 Théorème: Soient ܣ: D(ܣ) ⊂  ଶ un opérateur linéaire et ܷ est un inverseߋ               ଵߋ

orthogonal de ܣ, si pour tout  ݔ appartenant à  ߋଶ, il existe ऊ dans ℛ(ܣ)തതതതതതത  unique tel que  

ݔ‖                               − ऊ‖ < ݔ‖ − y‖;  ∀ ݕ ߳ ℛ(ܣ)തതതതതതത 

Alors,  ܷݕ  est une solution minimale de l'équation  ݔܣ =  .ݕ

Preuve: 

Par le théorème (2-2-2) on a: 

ݔܣ est l’unique solution approximante de l'équation ݕܷ =  est l’unique ݕܷ donc ,ݕ

solution de l'équation   ݔܣ =  .ݕܳ

On applique le théorème (2-2-3) à l'équation ݔܣ =  nous trouvons ,ݕܳ

ݕܷܳ = ݕܷܣܷ = ݔܣ est une solution minimale de l’équation  ݕܷ =  .ݕ

2-3   Solution minimale d'une équation linéaire dans un espace de Hilbert 

2-3-1 Théorème:[17] Soient ℋ un espace de Hilbert et C une partie convexe Fermée non vide 

de  ℋ. Pour tout ݔ ߳ ℋ; il existe un et un seul point  ݕ de C en lequel la fonction  

ݔ‖            ݕ   −   . Atteint son minimum, pour tout y ߳ C  ‖ݕ
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2-3-2 Définition: Si ℱ est un sous espace vectoriels fermé d'un espace de Hilbert  ℋ.  

On appelle projecteur orthogonal sur ℱ l'opérateur ℱܲ: ℋ            ℋ  qui  associe  à  tout  

vecteur ݔ ߳ ℋ sa projection orthogonal sur ℱ.  On pose   ℱܲݔ  ݕ =

2-3-3 Proposition: Si ℱ est un sous espace vectoriel fermé dans un espace de Hilbert ℋ, 

alors pour tout ݔ ߳ ℋ, d(ݔ, (ݕ = ,ݔ)݀}݂݊݅ ;(ݖ {ℱ ߳ ݖ ⇔ ݔ〉 − ,ݕ 〈ݖ = 0 ; ℱ ߳ ݖ ∀  

Preuve: 

ݔ‖ − ଶ‖ݕ ≤ ݔ‖ − ݕ) + ଶ‖(ݖߚ = ݔ‖ − ଶ‖ݕ − ,ݖ〉ߚ2ܴ݁ ݔ − 〈ݕ +   ଶ‖ݖ‖ଶߚ

Par conséquent, 

,ݖ〉ߚ2ܴ݁                              ݔ − 〈ݕ ≤ ߚ ଶ, on pose‖ݖ‖ଶߚ = ,ݖ〉ߦ ݔ − , തതതതതതതതതതതത〈ݕ  ℝ, alors ߳ ߦ

,ݖ〉| 2 ݔ − ≥ |〈ݕ ,ݖ〉| ߦ ݔ −  alors ,0 ߦ et quand  ‖ݖ‖ |〈ݕ

,ݖ〉                               ݔ − 〈ݕ = 0 ;  .ℱ ߳ ݖ∀

⟸) Si   〈ݔ − ,ݕ 〈ݖ = 0 ;  ℱ, alors ߳ ݖ∀

ݔ‖           − ଶ‖ݖ = ݔ‖ − ଶ‖ݕ + ݕ‖ − ଶ‖ݖ ≤ ݔ‖ −  .ℱ ߳ ݖ ∀ ;ଶ‖ݕ

2-3-4 Proposition: Soient ℋ un espace Hilbertien et ℱ un sous-espace vectoriel fermé 

 Dans ℋ, alors       ℋ = ℱ ⊕  ℱୄ. 

Nous rappelons que si ℱ est un sous espace fermé d’un espace de  Hilbert, alors  ℱ  admet  

un supplémentaire orthogonal  ℱୄ, dans ce cas le projecteur est auto-adjoint. 

Réciproquement, si P est un projecteur auto-adjoint sur un espace de Hilbert, alors  

ࣨ(  ܲ) ⊥ ℛ(  ܲ)  et ⊥ est  symétrique.   

2-3-5 Proposition: Soit ܣ ߳ ℂ, , alors :  

a) ℛ(ܣ)ୄ =  ܣ)ࣨ
∗) 

b) ࣨ(ܣ) = ℛ(ܣ 
∗)ୄ 

Preuve:  
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a) y ϵ ℛ(A)ୄ ⟺ 〈 Aݔ; y〉 = 0 ; ∀ ݔ ߳ ℂ୬ ⟺ ;ݔ 〉  ܣ 
∗y〉 = 0 ; ∀ ݔ ߳ ℂ୬ 

                                                   ⟺  ܣ 
∗y = 0 ;  ℂ୬ ߳ ݔ ∀

                                                   ⟺  y ߳ ࣨ(ܣ 
∗). 

2-3-6 Définition: Soient ܣ ߳ ℂ,(ℂ)  et ܾ ߳ ℂ୫. On dit que ݑ ߳ ℂ୬ est une solution minimale 

de l'équation  Aݔ = ܾ si pour tout ݔ ߳ ℂ୬ ‖Aݑ − ܾ‖ ≤ ‖Aݔ − ܾ‖ et ‖ݑ‖ <  ࣮ ᇱ߳ݑ ;‖ᇱݑ‖

࣮ est l’ensemble des solutions approximantes de l'équation Aݔ = ܾ. 

2-3-7 Proposition: Si ܧ ϵ ℂ
, et  ܧଶ = ܧ, alors 

    . on le note par  Pℛ(ா),   ࣨ(ா) ,( ܧ)est projecteur sur  ℛ ܧ (ܽ

b) ℂ = ℛ(ܧ ) ⨁  .(ܧ)ࣨ 

Preuve:      

a) ∀ ݕ ϵ ℛ(ܧ ) ݔܧ : ϵ ℂ ݔ ∃ ⟹ = ݕ ⟹ ݔܧ ܧ  ϵ ℂ ݔ ∃ =  ݕ

                                 ⟹ ݕ ܧ  =  .ݕ

b)   Evident. 

2-3-8 Proposition: Soient ܣ ߳ ℂ,  , ܣܺܣ =  : et   ܺ߳ ℂ,, alors   ܣ

ܺܣ           = Pℛ(),   ࣨ()   ,    ܺܣ = Pℛ(),   ࣨ() . 

Preuve: 

ܣܺܣ  = ܣ ⟹ ܣܺܣ et  ܺܣ =(ܺܣ) = ܣ ⟹    ܣܺ =(ܣܺ)

On applique ( 2-3-7) sur ܺܣ  et  ܺܣ on a : 

ܺܣ = Pℛ(),   ࣨ() = Pℛ(),   ࣨ()    et   ܺܣ = Pℛ(),    ࣨ() = Pℛ(),   ࣨ() . 

2-3-9 Proposition: Si   ℂ =ܮ ⨁  M, alors: 

                  ℛ൫P,
∗ ൯   = ൫P,ࣨ   , ୄܯ

∗ ൯   = et   P,   ୄܮ
∗ = pெ఼,఼ . 

Preuve: 

On utilise la proposition (2-3-5) on trouve : 



Chapitre 2                                                                                                                Propriétés minimales 

 

 Mémoire de magister  Page 34 

 

                              ℛ൫P,
∗ ൯ = ࣨ(P, )ୄ =  ୄܯ et  ࣨ(P,

∗ ) = ℛ(P, )ୄ=ୄܮ. 

Par (2-3-7) nous pouvons écrire,                    P, 
∗  = Pெ఼,఼ . 

2-3-10 Théorème: Soit ℂ ⨁ ܮ =  :on a ܯ 

si et seulement si  P, = P,  ୄܮ=ܯ
∗  

Preuve: 

⟹)    ℛ൫P,
∗ ൯ =  ࣨ൫P, ൯

ୄ
= ୄܯ =   ܮ

        et          ࣨ൫P,
∗ ൯

ୄ
= ℛ(P, )ୄ = ୄܮ = M  

D'autre part, on emploie la proposition (2-3-9) on a:    P,
∗  = P, . 

P,
∗   = P, ⟹ ℛ൫P,

∗ ൯ = ܮ,   donc    ୄܯ =                     .ܮ

2-3-11 Proposition: Soit ܣ ߳ ℂ,  on a:  

ܣܺܣ  (ܽ = ⟺  ܺܣ = ∗(ܺܣ) et ܣ ܺܣ  = Pℛ(),  ℛ()఼ . 

ܣܺܣ  (ܾ = ⟺  ܣܺ = ∗(ܣܺ) et ܣ ܺܣ  = Pℛ(),  ℛ()఼ . 

Preuve: 

a) ⟹)  ܣܺܣ = ܣ ⟹  : et  par  (2-3-8) on a  ܺܣ =(ܺܣ)

ܺܣ                            = Pℛ(),   ࣨ(). 

D'autre part, par la proposition (2-3-10) on a :     ࣨ(ܺܣ) =  ℛ(ܣ)ୄ       

Donc;               ܺܣ = Pℛ(),   ℛ()఼ . 

ܺܣ (⟸ = Pℛ(),  ℛ()఼ ⟹ ܣܺܣ  = Pℛ(),  ℛ()఼ ܣ = ܣ . 

ܺܣ =  (ܺܣ) ⟹ ℂ୬ = ℛ(ܣ ) ⨁ (ܺܣ)ࣨ  = ℛ(ܣ ) ⨁  ୄ(ܣ)ܴ 

 Car  ࣨ(ܺܣ) = ℛ((ܺܣ)∗)ୄ 

2-3-12 Proposition: Soient ܣ ߳ ℂ,, Y ߳ ℂ, , ܣYܣ =  . Yܣ =∗(Yܣ)  et  ܣ

ܺ est une solution de l'équation  ܺܣ ܣܺܣ Y si et seulement siܣ = = ∗(ܺܣ) et ܣ    ܺܣ =
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Preuve: 

 Si ܺ est une solution de l'équation ܺܣ  : Y, alorsܣ =

ܺܣ                                  Yܣ = ⟹ ܣܺܣ   ܣ = ܣYܣ =

ܺܣ                                 Yܣ = ⟹ ∗(ܺܣ) = ∗(Yܣ)  = Yܣ  ⟹ ∗(ܺܣ) =  ܺܣ

Réciproquement, ܣY = Yܣܺܣ = ∗(Yܣ)∗(ܺܣ)  ∗ܣ∗Y ∗ܣ∗ܺ =

∗ܣ∗ܺ =                                                                                   = ∗(ܺܣ)  .ܺܣ =

2-3-13 Théorème: Soient ܣ ߳ ℂ,, ܾ ߳ ℂ  et  ܺ ߳ ℂ,. 

Si  ܣܺܣ = ∗(ܺܣ) et  ܣ = ݔalors,  ܾܺ une solution approximante de l'équation  A  ܺܣ = ܾ. 

Réciproquement, si Yܾ minimise l'équation  Aݔ = ܾ, alors   ܣYܣ =  .Yܣ =∗(Yܣ)     et    ܣ

Preuve: 

 :ϵ ℂ୬,  ∀ b ϵ ℂ୫ on a ݔ ∀   

                         Aݔ−Pℛ(),  ℛ()఼ b  ϵ  ℛ(ܣ) 

 et 

                          Pℛ(), ℛ()఼ b −  b = ൫  Pℛ(),  ℛ()఼ − I൯b =  Pℛ()఼,  ℛ() b ϵ ℛ(A)ୄ  

On écrit,  Aݔ −  b = (Aݔ −   Pℛ(),  ℛ()఼ b) + ( Pℛ(),  ℛ()఼ b −  b) 

Nous avons; 

                          ‖Aݔ −  b‖ଶ = ฮAݔ −   Pℛ(),  ℛ()఼ bฮଶ
+ ฮ Pℛ(),  ℛ()఼ b −  bฮଶ

 

Donc,                 ‖Aݔ −  b‖ ≥ ฮAݔ −   Pℛ(),  ℛ()఼ bฮ 
 

Par conséquent, ݑ minimise l'équation Aݔ = ܾ si et seulement si ݑ est  une  solution  de  

l'équation  Aݔ = Pℛ(),  ℛ()఼ ܾ. 

Par la proposition (2-3-11) nous avons,    Aܺ = Pℛ(),  ℛ()఼   

Aݔ = Pℛ(),  ℛ()఼ ܾ ⟹  Aݔ = Aܾܺ,  donc ܾܺ  minimise  Aݔ = ܾ  

Réciproquement,   si Yܾ minimise l'équation de  Aݔ = ܾ, alors : 



Chapitre 2                                                                                                                Propriétés minimales 

 

 Mémoire de magister  Page 36 

 

Yܾ est une solution de l’équation Aݔ = pℛ(),  ℛ()఼ ܾ  c'est –à-dire  AYܾ = pℛ(), ℛ()఼ ܾ 

donc,          AY = pℛ(),  ℛ()఼  

par la proposition (2-3-12) nous avons:      ܣYܣ = ∗(Yܣ)  et ܣ =  .Yܣ

2-3-14 Proposition: Soient  ܣ ߳ ℂ,, Y ߳ ℂ, ,  ܣYܣ =  ܣY =∗(Yܣ)   et  ܣ

ܺ une solution de l'équation ܺܣ = Yܣ si et seulement si  ܣܺܣ =  .ܣܺ = ∗(ܣܺ) et ܣ

Preuve:  

si ܺ une solution de l'équation ܺܣ = Yܣ, alors : 

ܣܺ                                       = Yܣ ⟹ ܣܺܣ   ܣ=ܣYܣ =

et 

ܣܺ                                     = Yܣ ⟹ ∗(ܣܺ) =  (Yܣ)∗ =  Yܣ ⟹ ∗(ܣܺ) =  .ܣܺ

Réciproquement, Yܣ = Yܣܺܣ = (Yܣ)∗(ܺܣ)∗ =  ∗ܺ ∗ܣ∗Y ∗ܣ

∗ܺ∗ܣ =                                                                                 = ∗(ܣܺ)  .ܣܺ =

2-2-15 Lemme: Soit  ܣ ߳ ℂ,, on définie  ܣ ෩  sur  ℛ(ܣ∗)  dans   ℛ(A),  par:  

 (∗ܣ)ϵ ℛ ݔ ∀   ; ݔܣ= ݔሚܣ                 

alors, ܣ ෩ est une bijection 

  :܍ܞܝ܍ܚ۾

ϵ ℛ(A) ݕ ∀  ⟹ ݔܣ= ݔሚܣ :ϵ ℂ  ݔ ∃ =   ݕ

Donc,  ܣሚ est surjective. 

,ݔ ∀ ݔ ′ ϵ ℛ(ܣ∗), ܣሚܣ= ݔሚݔ ′ ⟹ ݔܣ= ݔܣ ′ ⟹ ݔܣ− ݔܣ) ′) =0 ⟹ ݔ− ݔ)ܣ ′)  = 0 

Nous avons,ℂ୬ ⨁ ( ܣ)ࣨ =  ℛ(ܣ∗) ⟹ (∗ܣ)ℛ⋂( ܣ)ࣨ = {0}  

ݔ− ݔ)ܣ ′)  = 0 et  (ݔ− ݔ ′) ϵ ℛ(ܣ∗) ⟹ ݔ− ݔ ′ = 0 ⟹ = ݔ ݔ ′ 

Donc,   ܣሚ est injective. 
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2-3-16 Proposition: Soient ܣ ߳ ℂ,, ܾ ߳ ℛ(A), alors L'équation  Aݔ = ܾ admet une solution 

minimale unique. 

  :܍ܞܝ܍ܚ۾

Par le lemme (2-2-15) on a :  

L'équation  Aݔ = ܾ admet une solution unique ݔ telle que ݔ ߳ ℛ(ܣ∗) 

ݔ  =ݔ ;( ܣ)ࣨ ϵ ݕ ∀  + ݔest une solution de l'équation A  ݕ = ܾ  

 D'autre part,  nous avons :‖ݔ‖ = ‖ݔ ‖ + ‖ݕ‖ ⟹ ‖ݔ‖ ≥   .‖ݔ ‖

2-3-17 Théorème: Soit ܣ ߳ ℂ,, ܺ ߳ ℂ, telles que   ܣܺܣ = ∗(ܣܺ)   et   ܣ =  .ܣܺ

Si l'équation Aݔ = ܾ admet une solution, alors ܾܺ est une solution minimale unique. 

Réciproquement, si l'équation Aݔ = ܾ admet  une  solution,  et  Yܾ est une solution minimale 

telle que  Y ߳ ℂ, , alors        ܣYܣ = ∗(ܣY)  et ܣ = Yܣ. 

  :܍ܞܝ܍ܚ۾

Nous avons, Aݔ = ܾ ⟹ ݔܣܺܣ = ܾ ⟹ ܾܺܣ = ܾ  

Donc,  par conséquent,  ܾܺ est solution de l'équation Aݔ = ܾ 

On utilise (2-3-16); il existe  ݔ ߳ ℛ(ܣ∗) unique telle que  ݔ soit solution minimale de 

l'équation Aݔ = ܾ. 

D'ailleurs, ℛ(ܺܣ)  = ࣨ(ܺܣ)ୄ = ℛ(ܣ∗)  et  

par le lemme (2-3-15) on a :     ݔ = ܾܺ. 

Réciproquement,  si ܾ est une colonne de la matrice ܣ, alors Yܾ ߳ ℛ(ܣ∗) 

Par (2-3-14) on a:     ܾܺ = Yܾ   ; donc  ܺܣ = Yܣ , 

 Et par  la Proposition (2-3-12)  on a : 

ܣYܣ                                           = ∗(ܣY)  et ܣ = Yܣ.                     
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Exemple: 

Soient ܣ ߳ ℂ,   , ܾ ߳ ℂ   , On considère l'équation  Aݔ = ܾ  

Par le théorème (2-3-13):  ܣାܾ est une solution approximante de l'équation  Aݔ = ܾ. 

Donc,  ܣାܾ  est une solution de l'équation  Aݔ = Aܣାܾ  

Par le théorème (2-3-17): ܣାAܣାܾ est une solution minimale unique de l'équation  Aݔ = Aܣାܾ 

Alors, ܣାܾ est une solution minimale de l'équation  Aݔ = ܾ. 
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Chapitre 3: Inverse généralisé à projections prédéterminées  ܁,܂ 
()  

 

Introduction 

Dans ce chapitre plusieurs méthodes sont exposées pour trouver l'inverse généralisé d'une  

matrice dont le  noyau  S  et l'image  T sont donnés, on le note par  ܣ,ୗ
(ଶ) . 

3-1 Propriétés de l'inverse intérieur  

3-1-1 Rappel:  Soit E une matrice carrée d'ordre n. On dit que E est un  projecteur si  Eଶ = E. 

3-1-2 Proposition: Si ܣ ϵ ℂ୫,୬ , ܺ ϵ {1} ܣ et  ܾ ϵ ℂ୫, alors  ܣ ܾܺ = ܾ  admet une solution si 

et seulement si l'équation  ݔܣ = ܾ admet une solution. 

Preuve: 

ܾܺ ܣ   (⟹ = ܾ ⟹ ݔ ܣ = ܾ avec  ݔ = ܾܺ.  

ݔ ܣ  (⟸ = ܾ ⟹ ݔ ܣܺܣ = ܾ ⟹ ܾܺܣ = ܾ. 

3-1-3 Lemme: Soient ܣ ϵ ℂ୫,୬  et  B ϵ ℂ୬,୯,  alors 

a) ℛ(ܣB) = ℛ(ܣ) ⟺ rg ܣB = rg ܣ  

b) ࣨ(ܣB) = ࣨ(B) ⟺ rg ܣB = rg B  

3-1-4 Lemme: Soient ܣ ϵ ℂ
୫,୬, ߣ ϵ ℂ , ܺ ϵ {1} ܣ, alors 

a)    ܺ∗ ϵ {1} ∗ܣ 

b)    rg ܣ ≤ rg ܺ 

c)    Si ܷ  ϵ ℂ 
୬,୬ et ܸ ϵ ℂ 

୫,୫ sont inversibles, alors: 

                                                       ܷିଵܺ ܸିଵ ϵ ܸ{1} ܷܣ  

d)  ܺܣ et ܺܣ sont projecteurs. 

e)  rg ܺܣ = rg ܺܣ = rg ܣ 
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Preuve:  

a)  ܣܺܣ = ܣ ⟹ ∗(ܣܺܣ) = ∗ܣ ⟹ ∗ܣ∗ܺ∗ܣ = ∗ܣ ⟹ ܺ∗ ϵ {1} ∗ܣ. 

b) rg (ܣ) = rg (ܣܺܣ)≤ min{rg(ܣ), rg(ܺ)} ≤ rg(ܺ). 

c) et d) sont évidentes. 

e)  Par le lemme (3-1-3) on a: 

                   rg (ܣ) = rg (ܺܣ)     et      rg(ܺܣ) = rg (ܣ) 

Par conséquent, nous obtenons, 

                                  rg ܺ ܣ = rg ܺܣ = rg ܣ. 

3-1-5 Lemme: Soient  ܣ ϵ ℂ
୫,୬, ܺ ϵ {1} ܣ, alors  

a) ܺܣ = ⟺ ୬ܫ ݎ  = n 

b) ܺܣ = ⟺ ୫ܫ ݎ  = m 

Preuve: 

a) ܣܺ (⟹ = ୬ܫ ⟹ rg (ܺܣ) = n ⟹ rg (ܣ) = n;  

car,    rg (ܺܣ) = rg(ܣ)  

 ⟸) rg (ܺܣ) = n,  ce qui implique que  ܺܣ est inversible.  

ܣܺܣ  = ܣ ⟹  (ܣܺ)
ଶ = ܣܺ ⟹  (ܣܺ)

ିଵ(ܺܣ)(ܺܣ) = (ܺܣ) 
ିଵ(ܺܣ)  ⟹ ܣܺ =  .୬ܫ

b) De la même manière, nous pouvons prouver que  ܺܣ = ⟺ ୫ܫ ݎ  = m 

3-1-6 Lemme: Soient  ܣ ϵ ℂ 
୫,୬, ܺ ϵ {1} ܣ, alors 

                ܺ ϵ {1,2} ܣ ⟺ rg (ܣ) = rg(ܺ). 

Preuve: 

ܺܣܺ (⟹ = ܺ ⟹  ℛ(ܺܣ) = ℛ(ܺ) ⟹ rg (ܺܣ) = rg(ܺ)   

Par le Lemme (3-1-4)         rg (ܺܣ) = rg(ܣ)            

Donc, par conséquent 

                                rg(ܺ) = rg(ܣ).                                       



 Chapitre 3                                                                               Inverse généralisé à projections prédéterminées                                                                                                                              

 

 Mémoire de magister  Page 41 

 

⟸) ൝
rg(ܺܣ) = rg(ܺ)

 
ℛ(ܺܣ) ⊂ ℛ(ܺ)          

�     ⟹  ℛ(ܺܣ) = ℛ(ܺ) 

D’autre part, 

ܤܺ                           =  ϵ ℂ ܤ ∀   ܤܣܺ
୬,୫ 

Alors,          ܤܺܣ = ܤܣܺܣ = ܤܣ ⟹ ܤܺܣܺ ܤܣܺ = =   .ܤܺ

3-1-7 Définition: Soit ܣ une matrice rectangulaire, telle que ܣ ϵ ℂ
୫,୬. On dit que les matrices 

= ܣ   si ܣ forment la décomposition de même rang de ܨ et ܧ ϵ ℂ ܨ  ,ܧܨ
୫,   et   ܧ ϵ ℂ

,୬ 

3-1-8 Théorème: Soit ܣ ϵ ℂ
୫,, alors il  existe deux matrices  ܨ et ܧ telles que  ܨ ϵ ℂ

୫,  ,

ϵ ℂ ܧ
,  et  ܣ  .ܧܨ =

Preuve: 

Soit ܨ ϵ ℂ 
୫, , les colonnes de ܨ forment une base de ℛ(ܣ), donc 

rg (ܨ)= est la matrice unique qui vérifie l’équation  A ܧ et ݎ  ܧܨ =

Nous avons    rg(ܧܨ) ≤ rg(ܧ) ,  donc   rg(ܧ) =  ݎ

3-1-9 Lemme: (Langenhop) Soit ܣ une matrice carrée d'ordre n, on suppose que  

ϵ ℂ ܨ   ,ܣ = ܩܨ
୬,  et    ܩ ϵ ℂ

,୬. Alors, 

 ܫ = ܨܩ  si et seulement si ܣ = ଶܣ                      

Preuve: 

Par le lemme (3-1-5)  

ܻܩ = ܨܺ                             =  .{1} ܣ ϵ ܻ , {1} ܣ   ܺ ϵܫ

D’autre part, 

ܣ =ଶܣ                                ⟹ = =ଶܣ  ⟹ ܩܨ ܻܩܨܩܨܺ = ܻܩܨܺ ⟹ ܨܩ =  ܫ

Maintenant, on suppose que   ܫ = ܨܩ 

ܩܨܩܨ = ଶܣ  ⟹ ܩܨ = ܩܫܨ =ଶܣ   .ܣ =

3-1-10 Lemme: Si ܣ ϵ ℂ 
୫,୬, B ϵ ℂ 

୬,୫  et  ܺ ϵ {1} ܤܣ, alors  
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a) ܣܺܤܣ = ܣ ⟺  rg (ܣB) = rg(ܣ). 

b) ܤܣܺܤ = ܤ ⟺  rg (ܣB) = rg(B). 

 3-1-11 Lemme: Si ܧ ϵ ℂ 
୬,୬ et  ܧଶ= ܧ, alors 

a)  ܧ∗ et I− ܧ sont projecteurs. 

b) ܧ ϵ {1,2}ܧ. 

c) ݕ = ݕ ܧ ⟺  .(ܧ)ܴ ϵ ݕ

d) ࣨ(ܧ) = ℛ(I −  ( ܧ 

e) ܧ(I − ( ܧ  = (I − ܧ( ܧ  = 0. 

f) sont {0,1} les valeurs propres de  ܧ. 

Preuve: 

a), b) et e) sont évidentes. 

c)  ݕ = ݕ ܧ ⟺ ⟺ ݕ = ݕ ܧܧ  ݔ  où  ݕ = ݔܧ   =     (ܧ)ϵ ℛ ݕ   ⟺ ݕ ܧ

d) ݕ ϵ ࣨ(ܧ) ⟺ – ݕ ݕ = ݕܧ ⟺ (I − ݕ( ܧ  = ݕ ⟺ ϵ ℛ(I ݕ −  ( ܧ 

f)  ݔܧ = ݔߣ ⟹ ݔܧܧ = ݔܧߣ ݔܧ(ߣ−1)⟹ = 0 

                                           ⟹ ߣ = 1 ou   ݔܧ =  .ݔ0

3-1-12 Lemme: Soit ܣ ϵ ℂ 
୫,୬ , ℂ = ܮ  ⨁  M , alors 

a)  P, ܣ ⟺ ܣ =  ℛ(ܣ) ⊂  .ܮ

b) ܣ P, = ܣ ⟺ (ܣ)ࣨ  ⊃ M 

P,  est un projecteur sur  ܮ de direction M dans ℂ. 

Preuve: 

a) ⟹) ℛ(ܣ)  = ℛ൫P, ܣ൯ ⊂ ℛ൫ P, ൯  .ܮ = 

ݕ P,   ,ܮ ϵ ݕ ∀ (⟸    = ݕ ⟹ ݕ P,   ,(ܣ)ϵ ℛ ݕ ∀ =  ݕ

                                       ⟹ ݔܣ ϵ ℂ,   P, ݔ ∀ =  ݔܣ
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b) ⟹) ࣨ(ܣ) = ࣨ൫ܣ P,  ൯ ⊃ ࣨ൫ P, ൯ = M       

   ⟸) Par le lemme (3-1-11) 

                      ࣨ൫P, ൯ = ℛ൫I −  P,  ൯ = M 

Donc      ܣ൫I −  P,  ൯ = 0  ;  car  ࣨ(ܣ) ⊃ M . 

En 1974 Ben-Israel a introduit la notion de ܣ,ୗ
(ଶ) 

a- Formule d'un projecteur    

3-1-13 Théorème: Soit ℂ୬ =M ⨁  alors il existe un projecteur unique  noté ,ܮ 

par  P,, vérifiant∶ 

           ℛ൫P,൯ = et         ࣨ൫P,൯          ܮ = M. 

Preuve: 

Soit { ݔଵ, ݔଶ, … ,ାଶݔ ,ାଵݔ } et ܮ }  une base deݔ , …  ,୬} est une base de Mݔ ,

On définit l'opérateur  P, par: 

                         P,ݔ = ൜ ,ଶݔ ,ଵݔ }߳ ݔ           ݔ  …     {ݔ ,
,ାଶݔ ,ାଵݔ }߳ ݔ     0    …      {୬ݔ ,

� … … … … . (∗)  

Il est évident que   P, est un projecteur. 

On va montrer que  P, est unique 

(∗)  ⟺  P,[U, V]  =  [U, 0]   

[U, 0] est une matrice de la forme [ ݔଵ, ݔଶ, … , ݔ  , 0ାଵ, … , 0୬]  

[U, V] est une matrice de la forme [ ݔଵ, ݔଶ, … ݔ , ,ାଶݔ ,ାଵݔ , … ,  [୬ݔ 

[U, V] est inversible  parce que { ݔଵ, ݔଶ, … ݔ ,  , ,ାଵݔ , … ,  ୬} est une base de ℂݔ 

Donc l'équation  P,[U, V] = [U, 0] admet une solution unique et P , = [U, 0][U, V] ିଵ. 

b- La définition de l'inverse ܁,܂
()  
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3-1-14 Théorème: Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, ℛ(ܣ) = (ܣ)ࣨ , ܮ = M,   ℂ = M ⨁  T   

 ℂ୫ = ܮ  ⨁  S  et  ܻ ϵ {1} ܣ, alors:  

a)  ܺ ϵ {1} ܣ  tel que  ࣨ(ܺܣ) = S et    ℛ(ܺܣ) = T  ⟺ ܺܣ  = P,ୗ   et   ܺܣ = P, . 

ܾ) ∀ ܻ ϵ {1} ܣ , ܼ = P,ܻP,ୗ  est une solution qui vérifie :   ܼܣ = P,ୗ , ܣܼ = P,  

c)  ܼ = P,ܻP,ୗ  est l'inverse généralisé de  ܣ  tel que  ࣨ(ܼ) = S  et  ℛ(ܼ) = T 

Dans ce cas ܼ est unique, on le note par  ܣ,ୗ
(ଵ) .  

Preuve: 

a) ⟹)    ܣܺܣ = ܣ ⟹ = ܣܺܣܺ ܣܺ ⟹  (ܣܺ)
ଶ = (ܣܺ)et  ℛ  ܣܺ = T                                    

Par le Théorème (2-3-7) on a:    ܺܣ = P, 

ܣܺܣ = ܣ ⟹ ܺܣܺܣ = ܺܣ ⟹  (ܺܣ)
ଶ = (ܺܣ)ࣨ et  ܺܣ = S                                  

Par le Théorème (2-3-7) on a:  

ܺܣ                                                 = P,ୗ . 

ܺܣ  (⟸ = P,ୗ ⟹  ܣ =  ܣ P,ୗ = ܣܺܣ

ܺܣ = P,ୗ ⟹ (ܺܣ)ࣨ = S     et   ܺܣ = P, ⟹  ℛ(ܺܣ) = T 

b)  nous avons,     ܼܣ =     P,ܻP,ୗܣ

Par  b) et a) du Lemme (3-1-12) on a  

ܼܣ                                             = = P,ୗܻܣ P,ୗ . 

Nous avons, ܼܣ = P,ܻP,ୗ ܣ   

Par le Lemme (3-1-12) on a: 

ܣܼ                                               = P,ܻܣ = P,  . 

c) On va montre que   ܼ ϵ {1,2} ܣ 

il est évident que, ܼ ϵ {1} ܣ. 

Par le Lemme (3-1-4-e) on a 
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                                       rg ൫P,ୗ ൯ = rg൫P,൯  ݎ =

ܼ = P,ܻP,ୗ  ⟹  rg(ܼ) ≤  rg ൫P ,ୗ ൯  ݎ =

et par le Lemme (3-1-4-b) on a  

= ݎ                                      rg(ܣ) ≤  rg (ܼ) 

Donc,  

                                   rg(ܣ) = rg (ܼ) =  .ݎ

Maintenant, par le Lemme (3-1-6) nous trouvons  ܼ ϵ {2} ܣ. 

ܼ ϵ {2} ܣ ⟹ ℛ(ܼܣ) = ℛ(ܼ)  ⟹ ℛ൫P,൯ = ℛ(ܼ) = T 

ܼ ϵ {2} ܣ ⟹ (ܼܣ)ࣨ = ࣨ(ܼ)  ⟹ ࣨ൫P,ୗ ൯ = ࣨ(ܼ) = S. 

Unicité: supposons que nous avons deux inverses généralisés  ܼଵ, ܼଶ 

                  ܼଵ = ܼଵܼܣଵ = ܼଵܼܣଶ = ܼଶܼܣଶ = ܼଶ. 

3-1-15 Théorème: Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, U ϵ ℂ 

,, ܸϵ ℂ 
,୫ et ܺ = U(ܸܣU)(ଵ)ܸ 

Telles que (ܸܣU)(ଵ)ϵ (ܸܣU) {1}. 

a)  ܺ ϵ {1} ܣ   ⟺  rg (ܸܣU) = rg(ܣ). 

b)  ܺ ϵ {2} ܣ   et   ℛ(ܺ) = ℛ(U)   ⟺   rg (ܸܣU) = rg(U).  

c)  ܺ ϵ {2} ܣ   et  ࣨ(ܺ) = ࣨ(ܸ)  ⟺  rg (ܸܣU) = rg(ܸ). 

d)  ܺ = ℛ(),   ࣨ()ܣ
(ଶ)  ⟺   rg (ܸܣU) = rg(U) = rg(ܸ) = ݎ 

Preuve: 

 a) ⟹)ܣ = ܣܺܣ ܣܺܣܺܣ = =  ܣܸ(ଵ)(Uܣܸ)Uܣܸ(ଵ)(Uܣܸ)Uܣ

 rg (ܣ) = rg ൫ܣU(ܸܣU)(ଵ)ܸܣU(ܸܣU)(ଵ)ܸܣ൯ ≤ rg (ܸܣU) ≤ rg (ܣ) =  ݎ

Donc,       rg (ܣ) = rg (ܸܣU) 

ݎ (⟸  = rg (ܣ) = rg (ܸܣU) ≤ rg (ܣU) ≤ rg (ܣ) =          ݎ

rg (ܣU) = rg (ܣ) = Uܣ  ce qui implique  ݎ =   ܣ
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On remarque que,    ܣUY =  Y ϵ ℂ    ܣ
୮,ௗ  

Par le lemme (3-1-10) on a 

ܣܺܣ                    = ܣܸ(ଵ)(Uܣܸ)Uܣ = UYܣܸ(ଵ)(Uܣܸ)Uܣ = UYܣ =                 ܣ

b) ⟹) Nous avons,  ܺ = ܺܣܺ  = U(ܸܣU)(ଵ)ܸܣU(ܸܣU)(ଵ)ܸ et rg (U)  = rg (ܺ) 

Donc, 

                             rg (ܺ) = rg (ܸܣU) ≤ rg (U)  = rg (ܺ) 

⟸) On a, rg (ܸܣU) = rg(U) 

Par le lemme (3-1-10-b) on a: 

Uܣܺ                                  = U(ܸܣU)(ଵ)ܸܣU = U 

Uܣܺ = U ⟹ (ܸ(ଵ)(Uܣܸ)U)ܣܺ = U(ܸܣU)(ଵ)ܸ ⟹ ܺܣܺ  = ܺ. 

rg (ܺ) = rg (U) ⟹  ℛ(ܺ) = ℛ(U) 

c) Semblable à b). 

d) ⟹)Nous avons, ܺ ϵ {1,2} ܣ, ℛ(ܺ) = ℛ(U) et ࣨ(ܺ) = ࣨ(ܸ) 

Par le théorème (3-1-14) on a 

       rg (ܸܣU) (Uܣܸ) rg  , ݎ = = rg ܴ(U)  et   rg (ܸܣU) = rg ܴ(ܸ) 

Donc,  rg (ܸܣU) = rg(U) = rg(ܸ) = ݎ 

⟸) par a) ,b) et c) on trouve: 

                                  ܺ ϵ {1,2} ܣ, ℛ(ܺ) = ℛ(U) et ࣨ(ܺ) = ࣨ(ܸ) 

et par le théorème (3-1-14) on obtient: 

                                       ܺ = ℛ(),   ࣨ()ܣ
(ଶ)   

3-1-16 Théorème: Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 

, dim ܶ = ݏ ≤  ݎ

ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
୫ et dim ܵ = m − s, alors 

ܺ ϵ {2} ܣ   tel que   ℛ(ܺ) = ܶ  et  ࣨ(ܺ) = ܵ  ⟺ ⨁ ܶܣ    ܵ = ℂ 
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ܺ est dans ce cas  unique, et on le note par   ்ܣ,ୗ
(ଶ) . 

Preuve:  

⟹)Nous avons,  ℛ(ܺ)  = ܶ ⟹ (ܺ)ℛܣ = ܶܣ ⟹ ℛ(ܺܣ) =   ܶܣ

                           et  ࣨ(ܺܣ) = ࣨ(ܺ) = ܵ 

Par le Théorème (2-3-7) on a: 

                                      ℛ(ܺܣ) ⨁  ࣨ(ܺܣ) = ⨁ ܶܣ  ܵ = ℂ୫ 

⟸)  Soit U ϵ ℂௌ
,ௌ tel que les colonnes de U forment une base de ܶ 

ܸ∗ ϵ ℂௌ
୫,ௌ tel que les colonnes de ܸ∗ forment une base de ܵୄ 

On remarque que, dim ܶܣ = rang ܣU = s . 

rg(ܸܣU) = s   car 

ݕUܣܸ = 0 ⟹ ݕUܣ ⊥ ܵୄ ⟹ ܵ ϵ ݕUܣ ⟹ ݕUܣ = 0  ; parce que    ܶܣ ∩ ܵ ={0} 

ݕUܣ = 0      et    rang ܣU = s ⟹ ݕ    = 0.      

Et par le Théorème (3-1-15), nous obtenons 

                                                        U(ܸܣU)ିଵܸ = ܺ = ℛ(),   ࣨ()ܣ
(ଶ) . 

Donc, 

                   ℛ(ܺ) = ℛ(U) = ܶ. 

et 

                   ࣨ(ܺ) = ࣨ(ܸ) = ℛ(ܸ∗)ୄ  = (ܵୄ)ୄ = ܵ. 

 Unicité: Supposons que nous avons deux   ଵܺ, ܺଶ  ϵ {2} ܣ   

                    ଵܺ = ( ଵܺܣ) ଵܺ = (ܺଶܣ ) ଵܺ = ܺଶ(ܣ ଵܺ) = ܺଶܺܣଶ = ܺଶ. 

Exemple: calcul ܁,ࢀ
() 

 Soit                         ܣ = ቀ1 1 0
0 1 2ቁ ϵ ℂଶ

ଶ,ଷ      
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ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 
ଷ, engendré par le vecteur ݁ଷ(0 ; 0 ; 1) 

ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
ଶ,  engendré par le vecteur  ݁ଵ

ᇱ(1  ; 0) 

    ቀ1 1 0
0 1 2ቁ ൭

0
0
1

൱   est engendré par le vecteur (0 ; 2) ܶܣ  , (2 , 0) =

Remarquons que,       ܶܣ ⨁  ܵ = ℂଶ 

On pose U = ൭
0
0
1

൱ ,         ܸ∗ = ቀ0
1ቁ ,         ܸ = (0 ; 1) 

Par le Théorème (3-1-16) on a 

Il existe ܺ ϵ {2} ܣ   tel que   ܺ = U(ܸܣU)ିଵܸ,   ℛ(ܺ) = ܶ ,   ࣨ(ܺ) = ܵ 

U = (0,1)ܣܸ ቀ1 1 0
0 1 2ቁ ൭

0
0
1

൱ = 2 

ܺ = U(ܸܣU)ିଵܸ =  ଵ
²

 ܸU = ଵ
²

൭
0
0
1

൱ (0  , 1) = ቌ
0 0
0 0
0 ଵ

²

ቍ 

3-1-17 Proposition: [] Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 

, dim ܶ =   ݎ

ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
୫ et dim ܵ = m −  alors les propriétés suivantes sont ,ݎ

équivalentes: 

a)  ܶܣ ⨁  ܵ = ℂ୫. 

b)  ℛ(ܣ) ⨁  ܵ = ℂ୫    et     ࣨ(ܣ) ⨁  ܶ = ℂ୬. 

c) Il existe ܺ ϵ {1,2} ܣ  tel que   ℛ(ܺ) = ܶ  et  ࣨ(ܺ) = ܵ . 

Exemple: calcul ܁,ࢀ
() 

Soit                  ܣ = ቌ
  3 1   0

 −2
−5

4
−4

−2
−1

  0  7   3
ቍ     ϵ  ℂଶ

ସ,ଷ 

 ܶ un sous espace vectoriel de  ℂ 
ଷ, engendré par les vecteurs ݁ଵ(0 ; 0 ; 1)  ݁ݐ  ݁ଶ(1 ;  0 ; 1)          
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ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
ସ, ܵ engendré par les vecteurs suivants: 

݁ଵ
ᇱ  (0;  0 ; 0 ; 1)  ݁ଶ

ᇱ  (1 ;  0 ; 0 ; 1) 

ቌ
3 1 0

−2
−5

4
−4

−2
−1

0  7 3
ቍ ൭

0
0
1

൱ = (0; −2; 1;  −3)    

 ቌ
3 1 0

−2
−5

4
−4

−2
−1

0 7 3
ቍ ൭

1
0
1

൱ = (3 ; −4 ; −4 ; −3) 

݁ଵ
ᇱ(0 ;  −2 ; 1 ; −3)  et  ݁ଶ

ᇱ (3 ;  −4 ;  −4 ; −3) sont linéaire indépendants, alors ܶܣ est  un  sous  

espace vectoriel de ℂ 
ସ, engendré par les vecteurs suivants : 

݁ଵ
ᇱ(0;  −2;  1; ଶ݁  ݐ݁  (3− 

ᇱ (3;  −4;  −4;  −3) 

On remarque que,  ܶܣ ⨁  ܵ = ℂସ et dim ܶܣ = rg(ܣ) = 2. 

On pose 

U =൭
0 1
0 0
1 1

൱,           ܸ∗ = ቌ
1 0
0 1
0
0

0
0

ቍ ,             ܸ = ቀ1 0 0 0
0 1 0 0ቁ 

Par la Proposition (3-1-17) on a 

Il existe  ܺ ϵ {1,2} ܣ  tel que   ܺ = U(ܸܣU)ିଵܸ,   ℛ(ܺ) = ܶ ,   ࣨ(ܺ) = ܵ 

ଵ =ቌି(Uܣܸ)                                  
ିଶ
ଷ

ିଵ
ଶ

ଵ
ଷ

0
ቍ 

ܺ = ൭
0 1
0 0
1 1

൱ ቌ
ିଶ
ଷ

 ିଵ
ଶ

ଵ
ଷ

0
ቍ ቀ1 0 0 0

0 1 0 0ቁ  =   ൮

ଵ
ଷ

0 0 0
0

 ିଵ
ଷ

0
 ିଵ

ଶ
 0

0
0
0

൲. 

3-2  Les Méthodes du calcul ܁,ࢀ
()  

a- Méthode de groupe inverse   

3-2-1 Proposition:[19] Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 

, dim ܶ = ݏ ≤   ݎ
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ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
୫ et dim ܵ = m − s, soit ܩ ϵ ℂ

,୫ tel que 

ℛ(ܩ) = (ܩ)ࣨ   , ܶ = ܵ.  Si  ܣ admet ܣ,ୗ
(ଶ), alors: 

a) ind (ܩܣ) = ind(ܣܩ) = 1. 

b) ܣ,ୗ
(ଶ) = #(ܩܣ)ܩ   .ܩ#(ܣܩ) =

Exemple: 

Soient   ܣ ቀ1 2
0 0ቁ   et     ܩ ቀ3 0

1 0ቁ   

ℛ(ܩ) = (3; 1) = (ܩ)ࣨ   ,ܶ = (0; 1) = ܵ 

ቀ1 = ܶܣ 2
0 0ቁ ቀ3

1ቁ = ቀ5
0ቁ  et  ቀ5

0ቁ ⨁ ቀ0
1ቁ = ℂ 

ଶ  

 Par (3-1-16) on a : ܣ,ୗ
(ଶ)  = ቌ




0



0
ቍ  

ቀ5 = ܩܣ 0
0 0ቁ donc;  (ܩܣ)# = ቆ




0
0 0

ቇ    et   (ܩܣ)ܩ# = ቌ



0



0
ቍ  

ቀ3 = ܣܩ 6
1 2ቁ donc;  (ܣܩ)# = ଵ

ହ
 ቀ3 6

1 2ቁ    et    (ܣܩ)#ܩ = ቌ



0



0
ቍ  

b-  Méthode de décomposition  

3-2-2 Proposition: Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, F et E forment la décomposition de même rang de ܣ tel 

que  ܣ = FE, alors: 

                     ܽ)   ℛ(ܣ ) = ℛ(F ) ,                           ܾ)   ࣨ(ܣ) = ࣨ(E)  

Preuve: 

= ܣ   (ܽ FE ⟹ ℛ(ܣ ) = ℛ(FE ) ⊂ ℛ(F ) ⟹ ℛ(ܣ ) ⊂ ℛ(F ) 

ℛ(ܣ) ⊂ ℛ(F ) et rg(ܣ) = rg(F)  ce qui implique  ℛ(ܣ ) = ℛ(F ). 

= ܣ (ܾ FE ⟹ (ܣ)ࣨ = ࣨ(FE) ⊃ ࣨ(E) ⟹ (ܣ)ࣨ ⊃ ࣨ(E) 
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rg(ܣ) = rg(E) ⟹ dimࣨ(ܣ) = dimࣨ(E) 

Donc, ࣨ(ܣ) ⊃ ࣨ(E)  et dimࣨ(ܣ) = dimࣨ(E)  ce qui implique  ࣨ(ܣ) = ࣨ(E). 

3-2-3  Proposition: [20] Soient ܣ ϵ ℂ
୫,, ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 

, dim ܶ = ݏ ≤  ݎ

ܵ un sous espace vectoriel de ℂ 
୫ et dim ܵ = m − s, soit ܩ ϵ ℂ

,୫ tel que  ℛ(ܩ) = ܶ,  

(ܩ)ࣨ = ܵ , U et ܸ forment la décomposition de même rang de ܩ  où  Uܸ =  .ܩ

Si ܣ admet ܣ,ୗ
(ଶ), alors: 

a) ܸܣU est inversible. 

b) ܣ,ୗ 
(ଶ) = U(ܸܣU)ିଵܸ 

Preuve: 

a) Par la proposition (3-2-2) on a : 

                                      ℛ(ܩ) = ℛ(U) = ܶ       

(ܩ)ࣨ                                       = ࣨ(ܸ) = ܵ 

D’autre part, par le Théorème (3-1-16) on a 

                                       ℛ(ܩܣ) = ℛ(ܣU) = ℛ(U)ܣ =        ܶܣ

Cela veut dire que , rg(ܣU) = dim(ܶܣ) = dim(ܶ) = s  

Remarquons que les matrices ܣU et ܩ forment la décomposition de même rang de ܩܣ  telles 

que   ܣU ϵ ℂୱ
୫,ୱ , ܸ ϵ ℂୱ

ୱ,୫ 

Par la proposition (3-2-1) on a 

   ind (ܩܣ) = 1 

ind (ܩܣ) = 1 ⟺ ଶ(ܩܣ) = ܩܣ ⟺ ܸ(Uܣܸ)ܲܣ = ,Uܸܣ U ϵ ℂୱܣ
୫,ୱ  et  ܸ ϵ ℂୱ

ୱ,୫   

Alors,       ܸܣU ϵ ℂ 
ୱ,ୱ 

D'autre part, 

                        rg(ܣUܸ) = rg (ܩܣ) = dim(ܶܣ) = s 
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Par conséquent, 

 Uܸ ϵ  ℂୱܣ                                   
ୱ,ୱ. 

b)  U(ܸܣU)ିଵܸܣU(ܸܣU)ିଵܸ = U(ܸܣU)ିଵܸ 

Comme U et ܸ forment la décomposition de même rg de ܩ et Uܸ =  alors ,ܩ

               ℛ(U(ܸܣU)ିଵܸ ) = ℛ(U ) = ܶ  

Et 

                 ࣨ(U(ܸܣU)ିଵܸ ) = ࣨ(ܸ) = ܵ  

Exemple:  

Soit                       ܣ = ቆ
1 1 3 3
2
0

1
1

4
2

3
1

ቇ ϵ ℂଶ
ଷ,ସ 

ܶ est un sous espace vectoriel de ℂ 
ସ, engendré par les vecteurs suivants: 

 ݁ଵ (0 ,0 , 1 ,1) , ݁ଶ (1 , 1 ,0 , 0) 

ܵ est un sous espace vectoriel de ℂ 
ଷ, ܵ engendré par le vecteur ݁ଵ

ᇱ  (1 ,1 , −1)  

ܩ                                       = ቌ
1 0 1
1
1

0
1

1
2

1 1 2
ቍ      ϵ  ℂଶ

ସ,ଷ 

ܩ = ቌ
1 0 1
1
1

0
1

1
2

1 1 2
ቍ = ቌ

 1 0
 1 0 
 0
 0

1 
1 

 ቍ  ቀ1 0 1
1 1 2ቁ 

On pose              ܷ = ቌ
 1 0
 1 0 
 0
 0

1 
1 

 ቍ   ϵ ℂଶ
ସ,ଶ                ܸ = ቀ1 0 1

1 1 2ቁ  ϵ ℂଶ
ଶ,ଷ 

Donc,                        

ܷܣܸ                                    = ቀ3 9
7 19ቁ  

Et 
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ଵ = ଵି(ܷܣܸ)                                      
ି

ቀ 19 −9
−7  3 ቁ 

 ,ୗܣ
(ଶ)    =   ܷ(ܸܷܣ)ିଵܸ  =  ଵ

ି
 ቌ

 1 0
 1 0 
 0
 0

1 
1 

 ቍ ቀ  19 −9
 −7   3ቁ ቀ1 0 1

1 1 2ቁ 

                                 = ቌ
10 −9   1
10
−4

−9
   3

   1
−1

−4   3 −1
ቍ 

3-3 les Méthodes numériques de calcul ܁,܂ۯ  ܝ܌
()  

Dans ce qui suit on propose des méthodes de calcul du  ܣ,ௌ
(ଶ). 

3-3-1 lemme: [6] Soient ܣ ϵ ℂ
୫,  et ܺϵ ℂ 

,୫  , ܶ un sous espace vectoriel de ℂ 
,  

dim ܶ = ݏ ≤  un sous espace vectoriel de ℂ ܵ ,ݎ
୫ et  dim ܵ = m − s, alors 

ܺܣܺ = ܺ , ࣨ(ܺ) = S et    ℛ(ܺ) = T si et seulement si l'une des propriétés suivantes est 

valable: 

Tܣ ⨁  ܵ = ℂ୫  … … … . {ܽ} 

ୄܵ ∗ܣ ⨁  Tୄ = ℂ … … {ܾ} 

Pௌ఼ ܶܣ = ܵୄ … … … … . {ܿ}  

P ܣ∗ܵୄ = T … … … … .{݀} 

Dans  ce cas ࢄ est unique, on le note par  ܁,܂ۯ
() . 

Dans cette section nous laissons les sous espace T et ܵ même comme dans le lemme (3-3-1)  

et les conditions {ܽ}, {ܾ} sont valable. 

3-3-2 Théorème: [17] Soit ܣ ϵ ℂ 
,, les quatre conditions suivantes sont équivalentes: 

1)  lim→ା∞ ܣ = 0 ,     0 ϵ ℂ 
,  

 ϵ ℂ ݒ ∀ (2
; lim→ା∞ ݒܣ = 0 
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(ܣ)ߩ (3 < 1 (rayon spectral). 

4) il existe au mois une norme matricielle induite, telle que  ‖ܣ‖ < 1. 

3-3-3 lemme: [17]  Soit ܣ ϵ ℂ 
,  et  ‖ܣ‖ < 1, alors 

a) (I −  . est inversible (ܣ

b) (I − ଵି( ܣ = ∑ ܣ
ୀ . 

c) ‖ܣ‖ ≤ ଵ
ଵି‖‖

 

a-   Méthode itérative d'ordre 1. 

3-3-4 Théorème: Soient  ܻϵ ℂ 
,୫,  ℛ(ܻ) ⊂ T ,  ࣨ(ܻ) ⊃ S et ߚ ϵ ঋ . 

On définit la suite {ܺ}ℕ   par: 

         ൜ܺାଵ =  ܺ I)ܻ ߚ +  − (ܺܣ … … … … {ܽ1}
݇ = 0; 1; 2; 3 …

�  

 

1) pour tout  ܺ ϵ ℂ 
,୫ tel que ℛ(ܺ) ⊂ T   

La suite {ܺ}ℕ  converge si et seulement si  ߩ(p − (ܣܻ ߚ < 1.  

2) si ߩ(P − (ܣܻ ߚ < 1   et  lim→ା∞ ܺ = ܺ∞  alors: 

· ܺ∞ = ,ௌܣ
(ଶ) . 

· A,ୗ
(ଶ)  = β(P఼ − β YA )ିଵY … … … … {a2} 

En plus si    ‖P − ‖ܣܻ ߚ = ଵݍ < 1 on a   

     ቛܺ∞ − A,ୗ
(ଶ)ቛ ≤ ଵݍ

(‖ܺ‖+ ݍ+ ݊√)ߚଵ(1 −  ((‖ଵ)ିଵ‖Yݍ

3) Si toutes les valeurs propres de ܻܣ sont positives on a : 

− P)ߩ · (ܣܻߚ < 1 ⟺ rg (ܻܣ) = dim T  et   0 ߚ > < ଶ
ఘ()

 … … … … {a3} 

Preuve: 

1) On a     ܻPௌ఼ = ܻ  ,   Pௌ఼ ܣܣ,ௌ
(ଶ) = Pௌ఼  
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Donc,    ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)  = ܺ − ,ௌܣ

(ଶ) + ܻߚ(Pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣ)  

                                  = ܺ − ,ௌܣ
(ଶ) + ߚ ܻ(Pௌ఼ ܣܣ,ௌ

(ଶ) − Pௌ఼ ܺܣ) 

                                     = P (ܺ − ,ௌܣ
(ଶ)) − ܺ)ܣܻߚ − ,ௌܣ

(ଶ)) 

                                     = (P   − βYA )ାଵ(ܺ − ,ௌܣ
(ଶ)) 

Par récurrence on trouve, 

                            ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)   =  (P  − βYA )ାଵ(ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) … … … … {a4} 

Et par le Théorème (3-3-1) on a:               

 lim→ା∞(P   − βYA ) = 0 

 lim→ା∞( ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)) = lim→ା∞( P   − βYA )ାଵ(ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) = 0 

Donc,     lim→ା∞ ܺାଵ = ,ௌܣ
(ଶ)   

Maintenant on suppose que  lim→ା∞ ܺାଵ = ,ௌܣ
(ଶ)   et ܺ ϵ ℂ 

,୫  tels que 

                       ℛ(ܺ) ⊂ T      et   ܺ = P ܺ 

On écrit {a4} sous la forme: 

                   ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)  =  (P  − βYA)ାଵP (ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) 

 =  (P  − βYAP )ାଵ(ܺ − ,ௌܣ
(ଶ))  … … … … {a5} 

On considère  ܸ = [ ଵܸ, ଶܸ] une matrice unitaire telle que ℛ( ଵܸ) = T et  ℛ( ଶܸ) =Tୄ, alors                

              ܸ∗(P  − β YA)ܸ =  ቂܫௌ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ ∗

0 0
ቃ … … … … {ܾ1}     

              ܸ∗(P  − β YAP )ܸ =  ቂܫௌ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ 0

0 0
ቃ … … … … {ܾ2} 

Par  {a5} , {ܾ2} et {ܾ1} on a : 

ܸ∗(ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)  )  = ܸ∗(P  − β YAp )ାଵܸܸ∗(ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) 
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                                 = ܸ∗ ቂܫௌ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ 0

0 0
ቃ

ାଵ
ܸܸ∗(W − ,ௌܣ

(ଶ))  

                                 = (ܸ∗(P  − β ଵܸ
∗YA ଵܸ)ܸ)ାଵܸ∗(W − ,ௌܣ

(ଶ)  )  

                                        =  (ܫௌ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ)ାଵ 0
0 0

൨,   

lim→ା∞ ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)  = 0 ⟹ lim→ା∞(ܫௌ − β ଵܸ

∗YA ଵܸ)ାଵ = 0    

On applique  le Théorème (3-1-1), nous obtenons,  

ௌܫ)ߩ                                         − β ଵܸ
∗YA ଵܸ) < 1 

Et par  {ܾ1} on a 

ௌܫ)ߩ                                 − β ଵܸ
∗YA ଵܸ) = − P)ߩ (ܣܻ ߚ < 1  

2)   ܺାଵ =  ܺ I)ܻ ߚ +  −  (ܺܣ

                 = ܺ ܺܣܻߚ −  +  ܻ ߚ

ܻߚ =                  + (P −  ; Puisque  ℛ(ܺ)ܺ(ܣܻߚ ⊂ T  

ܻߚ =                 + (P − ܻߚ)(ܣܻߚ + (P −      ( ିଵܺ(ܣܻߚ

ܻߚ =                  + (p − ܻߚ(ܣܻߚ + (P − ܻߚଶ(ܣܻߚ + ⋯ + (P −    ܻߚ(ܣܻߚ

       +(P −    ାଵܺ(ܣܻߚ

                = [I + (P − (ܣܻߚ + (P − ଶ(ܣܻߚ + ⋯ + (P −  ܻߚ[(ܣܻߚ

       +(P −      ାଵܺ(ܣܻߚ

Par le lemme (3-3-3) on a: 

                  lim→ା∞ ∑ (P − (ܣܻߚ
ୀ = (I − P + ଵ =(P఼ି( ܣܻߚ + βYA )ିଵ. 

 lim→ା∞ ܺାଵ = lim→ା∞   [(∑ (P − )βY(ܣܻߚ
ୀ + (P −  [ାଵܺ(ܣܻߚ

                         = β(P఼   − βYA )ିଵY =ܺ∞ 

lim→ା∞( ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)  ) = lim→ା∞  (P   − βYA )ାଵቀܺ − ,ௌܣ

(ଶ)ቁ = 0 

Donc,               ܣ,ௌ
(ଶ)  = ܺ∞. 
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ܺ − ,ௌܣ
(ଶ)= −(P − [I(ܣܻߚ + (P  − (ܣܻ ߚ + (P − ଶ(ܣܻߚ + ⋯ + (P − (ܣܻߚ + ⋯    ܻߚ[

                 +(P  −  ܺ(ܣܻߚ 

                       =  (P − [−(I(ܣܻߚ + (P − (ܣܻߚ + (P − ଶ(ܣܻߚ + ⋯ ܻߚ( +  ܺ ].    

ቛܺ − ,ௌܣ
(ଶ) ቛ ≤ ‖(P − ‖‖[−(I(ܣܻߚ + (P − (ܣܻߚ + (P − ଶ(ܣܻߚ + ⋯ ܻߚ( + ܺ ]‖  

                        ≤ ‖(P − ‖(‖[ (I(ܣܻߚ + (P − (ܣܻߚ + (P − ଶ(ܣܻߚ + ⋯ ‖[  ܻߚ( + ‖ܺ‖)   

                           ≤ ‖(P − I)ߚ]‖)‖(ܣܻߚ + (P − (ܣܻߚ + … )‖ܻ‖ ]‖ + ‖ܺ‖)     

                       ≤ ଵݍ
(‖ܺ‖+ ݍ+ ݊√)ߚଵ(1 −  .((‖ଵ)ିଵ‖Yݍ

3) On suppose que les valeurs propres de YA sont positives, si ߩ(P − (ܣܻߚ < 1, alors  

par le lemme (3-1-3) 

                                     I − (P − −   P఼)  = (ܣܻߚ βYA ) est inversible  

Par le {ܾ1} donné ci-après 

                                        ܸ∗(P఼   − βYA )ܸ =  ቂβ ଵܸ
∗YA ଵܸ ∗
0 I

ቃ 

Donc,      ଵܸ
∗YA ଵܸ est inversible  

rg (YA) = ݏ = dim T, car ݏ = rg ( ଵܸ
∗YA ଵܸ ) ≤ rg (YA) ≤ rg (Y) ≤ dim  T =  ݏ

D’autre part, les matrices ଵܸ
∗YA ଵܸ et YA  ont les mêmes valeurs propres. 

Soient ( λ୧)ଵ ஸ  ஸ ௦  les valeurs propres de la matrice  ଵܸ
∗YA ଵܸ  

Par les  conditions suivantes {ܾ1} et ߩ(p − (ܣܻߚ < 1 , nous obtenons  

− P)ߩ ௌܫ)ߩ =  (ܣܻߚ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ)  = ௌܫ−)ߩ + β ଵܸ

∗YA ଵܸ)  

                                                           = maxଵ ஸ  ஸ ௦|−1 + β λ୧| ⟹ |−1 + β λ୧| < 1  

Alors,        0 ߚ > < ଶ
ఘ()

 

Donc,      ߩ(p − (ܣܻ ߚ < 1   implique {a3} 

Réciproquement, supposons que rg (YA) = dim T  et   0 ߚ > < ଶ
ఘ()
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    rg ( ଵܸ
∗YA ଵܸ)≥ rg ( ଵܸ ଵܸ

∗YA ଵܸ ଵܸ
∗) = rg (YA) = dimT = s 

  On a donc, 

        ଵܸ
∗YA ଵܸ est inversible et ses valeurs propres sont positives 

Nous avons, 

                          0 ߚ > < ଶ
ఘ()

= ଶ
ఘ(భ

∗ଢ଼భ)
 

Ce qui implique que,            ܫ)ߩௌ − β ଵܸ
∗YA ଵܸ) < 1 

3-4-5 Théorème: Soit ܻϵ ℂ 
,୫, ℛ(ܻ) ⊂ T , ࣨ(ܻ) ⊃ S et ߚ ϵ ঋ. On définit la suite {ܺ}ℕ  

par:         ൜ܺାଵ =  ܺ I) ߚ +  − ܺܣ)ܻ … … … …  {ܿ1}
݇ = 0; 1; 2; 3 …

�               

1) Pour toute  ܺ ϵ ℂ 
,୫ telle que ℛ(ܺ) ⊃ S , La  suite {ܺ}ℕ  converge vers   ܣ,ௌ

(ଶ) si  et  

seulement si  ߩ(pௌ఼ − (ܻܣ ߚ < 1.  

2) Si ߩ(pௌ఼ − (ܻܣ ߚ < 1 et  lim→ା∞ ܺ = ܺ∞, alors: 

· ܺ∞ = ,ௌܣ
(ଶ) . 

· A,ୗ
(ଶ) = βY(Pௌ  − β AY)ିଵ  

En plus si    ‖Pௌ఼ − ‖ܻܣ ߚ = ଶݍ < 1 on a: 

ቛܺ∞ − A,ୗ
(ଶ)ቛ ≤ ଶݍ

(‖ܺ‖+ ߚ(√m +ݍଶ(1 −  ((‖ଶ)ିଵ‖Yݍ

3) Si toutes les valeurs propres de ܻܣ sont positives on a: 

− Pௌ఼)ߩ · (ܻܣ ߚ < 1 ⟺ rg (ܻܣ) = dim ܣT et 0 ߚ > < ଶ
ఘ()

   

Preuve: 

Semblable à la preuve du théorème (3-3-4). 

3-4-6 Conséquence: Soit ܻϵ ℂ 
,୫, ℛ(ܻ) ⊂ T , ࣨ(ܻ) ⊃ S 

Pour tout  ܺϵ ℂ 
,୫, ℛ(ܺ) ⊂ T et  ࣨ(ܺ) ⊃ S alors, chacune des itérations   {ܽ1}, {ܿ1} 
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converge vers  A,ୗ
(ଶ)   si et seulement si l'une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée: 

a) ߩ(P − (ܣܻߚ < 1    

− Pௌ఼)ߩ (ܾ (ܻܣ ߚ < 1 

Preuve: 

 Nous considérons la matrice unitaire U = [Uଵ, Uଶ] telle que ℛ(Uଵ) = ܵ et  ℛ(Uଶ) = ܵୄ 

                     U∗(Pௌ఼ − U(ܻܣ ߚ  =  ቂܫௌ − βUଵ
∗YAUଵ 0

∗ 0
ቃ … … … … {ܿ2}   

Les matrices Uଵ
∗YAUଵ et ଵܸ

∗YA ଵܸadmettent les mêmes  valeurs propres  non nulles.  

L'application de {ܾ1} et {ܿ2} implique  

− P)ߩ                                    (ܣܻߚ < 1 = − Pௌ఼)ߩ (ܻܣ ߚ < 1 

Autrement, si ߩ(P − (ܣܻߚ < 1 ⟺ − Pௌ఼)ߩ (ܻܣ ߚ < 1 , il est évident que les itérations 

{ܽ1}, {ܿ1}  convergent  vers  A,ୗ
(ଶ)  . 

3-3-b Méthode d'ordre      

Les méthodes itératives  définies dans les théorèmes (3-3-4), (3-3-5) sont du premier ordre,  

maintenant on étudie les méthodes itératives d'ordre m;   ݉ ≥ 2 et  (݉ ߳ ℕ). 

3-3-7 Théorème: Soient ܻϵ ℂ 
,୫, (ܻ) ⊂ T , ࣨ(ܻ) ⊃ S et ߚ ϵ ঋ. 

Supposons ܺ = ܻߚ. On définit la suite {ܺ}ℕ  par: 

    ൜ܺାଵ = ܺ[I + (I − (ܺܣ + (I − )ଶܺܣ + ⋯ + (I − [)ିଵܺܣ … … … …  {##1}
݇ = 0; 1; 2; 3 …

�    

            

1) Quand (P − ܺ ܣ) < 1 implique la suite {ܺ}ℕ converge vers   ܣ,ௌ
(ଶ)  

Où                  ܣ,ௌ
(ଶ) = (P఼ + ܺ ܣ)ିଵܺ … … … …  {1ߙ}

Si      ‖P − ܺ ܣ‖ = ଵݍ < 1, alors 

      ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)   =  (P − ܺA )(ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) … … … …  {2ߙ}
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     ቛܺ∞ − A,ୗ
(ଶ) ቛ ≤ ଵݍ

ೖ(√n +ݍଵ(1 − ‖ଵ)ିଵ)‖ܺݍ … … … …  {3ߙ}

 2) Si les valeurs propres de la matrice ܻܣ (où ܻܣ) sont positives, alors 

dim  T et   0 = (ܣܻ) est réalisable si et seulement si rg {2ߙ} ߚ > < ଶ
ఘ()

   

Preuve: 

 1) Posons  R = Pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣ . On remarque que  ܺ =  ܺPௌ఼ ; ∀ ݇ ≥ 0 

On a,  ܺ(I − )ܺܣ = ܺ(Pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣ) = ܺR
   ݆ ≥ 1. 

Exprimons ܺାଵ par, 

                             ܺାଵ = ܺ[I + (I − (ܺܣ + (I − )ଶܺܣ + ⋯ + (I −  [)ିଵܺܣ

    = ܺ + ܺR
 + ܺR

ଶ + ⋯ ܺR
ିଵ 

    = ܺ(I + R
 + R

ଶ + ⋯ R
ିଵ)  … … … … {ܾܽ} 

De plus, nous avons   

R
 − Pௌ఼ ܺܣR

 = R
pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣR

 = (Pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣ) R
  =   R

ାଵ 

Donc,  

                                    Rାଵ = R
 = R

಼శభ
 … … … … {ܾܽ} 

Par {ܾܽ} et {ܾܽ} on a  

         ܺ = ܺ ቀI + R
 + R

ଶ + ⋯ R
಼ିଵቁ … … … … {∗∗} 

Et 

         ܺR
 = ܺ(Pௌ఼ − Pௌ఼ ܺܣ)R

ିଵ  
 =  (ܺPௌ఼ − ܺPௌ఼ ܺܣ)R

ିଵ  
  

                                                                     =  (ܺ  − ܺ ܺܣ)R
ିଵ  

 

                                                                      = (P − ܺܣ)ܺR
ିଵ       

                                                                       = ⋯ = (P − ܺܣ)ܺ … … … … {2} 

On remplace  ܺR
 par (P − ܺܣ)ܺ dans la  formule {∗∗}, nous trouvons 
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ܺ = ቀI + (P − ܺܣ)  + (P − ܺܣ)ଶ + ⋯ (P − ܺܣ) ಼ିଵቁ ܺ … … … … {∗∗ 1} 

Si  (P − ܺܣ) < 1, alors 

         lim
→ା∞

ܺ = lim→ା∞൫∑ (P − (ܣܻߚ
ୀ ൯ܺ =(P఼ + ܺA )ିଵܺ = ܺ∞… … …   {11ߙ}

Mais par {a2}, nous avons     ܣ,ௌ
(ଶ)  = ܺ∞ .    

Donc,          lim
→ା∞

ܺ = ,ௌܣ
(ଶ)     

En utilisant  {∗∗ 1} et {11ߙ}, nous obtenons  

ܺ − ,ௌܣ
(ଶ)  = (P − ܺܣ) ಼

(I + (P − ܺܣ)  + (P − ܺܣ)ଶ + ⋯ )ܺ.    

 ,ௌܣ
(ଶ) −  ܺ  = (P − ܺܣ) ಼

(I + (P − ܺܣ) + (P − ܺܣ)ଶ + ⋯ )ܺ   

                  = ቀ(P − ܺܣ) ಼
+ (P − ܺܣ) ಼ାଵ + ⋯ ቁ ܺ      

                  = ቀ(P − ܺܣ) ಼
+ (P − ܺܣ) ಼ାଵ + ⋯ ቁ ܺ+((P − ܺܣ)  

+ 

                    (P − ܺܣ)  ାଵ + ⋯ (P − ܺܣ) ಼ିଵ)ܺ −((P − ܺܣ)  
+ (P −  ܺܣ)  ାଵ 

                  + ⋯ (P − ܺܣ) ಼ିଵ)ܺ   

                  = ൬൫P – ܺܣ൯
  

 + ⋯ + ൫P – ܺܣ൯
 ಼

+ ܺܣ) ಼ାଵ + ⋯ ൰ ܺ − 

                    ቀܫ + (P − ܺܣ)  ଵ … (P − ܺܣ) ಼షభିଵ  ቁ ܺ 

                  =  ൫P – ܺܣ൯
  

(I + (P − ܺܣ)  + (P − ܺܣ)ଶ + ⋯  )ܺ − 

                   (P − ܺܣ)  
ቀܫ + (P − ܺܣ)  ଵ … (P − ܺܣ) ಼షభିଵ  ቁ ܺ 

                   = ൫P – ܺܣ൯
  

,ௌܣ 
(ଶ) − (P − ܺܣ)  

ܺିଵ  

                  = ൫P – ܺܣ൯
  

,ௌܣ)
(ଶ) − ܺିଵ ). 

ቛܺ − ,ௌܣ
(ଶ) ቛ ≤ ቛ(P − ܺܣ) ಼

ቛ ‖(I + (P − ܺܣ) + (P − ܺܣ)ଶ + ⋯ )ܺ‖  
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                       ≤ ଵݍ
಼(√݊ +ݍଵ(1 −  .‖ଵ)ିଵ)‖ܺݍ

2)   Semblable à la preuve du théorème ((3-1-4)- (3)). 

3-3-8 Théorème: Soient ܻϵ ℂ 
,୫, ℛ(ܻ) ⊂ T , ࣨ(ܻ) ⊃ S et ߚ ϵ ঋ . 

Supposons que    ܺ = ܻߚ. On définit la suite {ܺ}ℕ  par: 

        ൜ܺାଵ = ܺ[I + (I − ܺܣ) + (I − ܺܣ)ଶ + ⋯ + (I − ܺܣ)ିଵ]ܺ … … … …  {#, #1}
 ݇ = 0; 1; 2; 3 …

�   

 

1) Si  (Pௌ఼ − (ܺܣ  < 1, alors la suite {ܺ}ℕ converge vers  ܣ,ௌ
(ଶ)  

Où                  ܣ,ௌ
(ଶ) =  ܺ(pௌ  + ܺܣ)ିଵ … … … … ,ߙ} 1} 

Si ‖Pௌ఼ − ‖ܺܣ  = ଶݍ < 1, alors 

ܺାଵ − ,ௌܣ
(ଶ)   =  (pௌ఼ − Aܺ)(ܺ − ,ௌܣ

(ଶ)) … … … … ,ߙ} 2} 

     ቛܺ − A,ୗ
(ଶ) ቛ ≤ ଶݍ

ೖ(√n +ݍଶ(1 − ‖ଶ)ିଵ)‖ܺݍ … … … … ,ߙ} 3} 

Preuve: 

On pose R෩ = P  − ܺAP , comme dans la preuve du théorème (3-3-4)  

Nous pouvons obtenir  

       R෩ାଵ= R෩


 = R෩
಼శభ

 … … … … {ܾ, ܽ} 

         ܺ = ܺ ቀI + R෩
 + R෩

ଶ + ⋯ R෩
಼ିଵቁ … … … … {∗∗}  

          ܺ = ܺ ቀI + (Pௌ఼ − +  (ܺܣ (Pௌ఼ − )ଶܺܣ + ⋯ (Pௌ఼ − ) ಼ିଵቁܺܣ … … … … {∗,∗ 1} 

Si (Pௌ఼ − (ܺܣ  < 1, on a  

       lim
→ା∞

ܺ = lim→ା∞ ܺ൫∑ (Pௌ఼ − )ܺܣ
ୀ ൯ = ܺ(Pௌ − )ିଵܺܣ = ܺ∞… … … ,ߙ} 11} 

3-3-9  Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes: 

− P)ߩ (1 ܺܣ) < 1.          
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Pௌ఼)ߩ  (2 − (ܺܣ < 1.                    

(R)ߩ (3 = − Pௌ఼)ߩ Pௌ఼ ܺܣ) < 1.       

൫R෩൯ߩ (4 −  P)ߩ = ܺAP) < 1. 

3-3-10  Proposition: [1] Si A est une matrice de type m×n, alors 

ℛ(∗),ࣨ(∗)ܣ = ାܣ
(ଶ) . 

,ܣ
ା షభℛ(∗),   షభℛ(∗)ܣ = 

(ଶ)  

 M et N sont des matrices hermitiennes définies positives d'ordre m et n respectivement. 

Si A une matrice de type n×n, alors 

Si ind (ܣ) = k, on a 

ℛ(ౡ),ࣨ൫ౡ൯ܣ =  ܣ                           
(ଶ) . 

Si ind (ܣ) = 1, on a 

ℛ(),ࣨ()ܣ =  #ܣ                          
(ଶ) . 

3-3-11 Exemples : Soit A une matrice de type m×n, On pose 

ܺାଵ = ܺ I)ܻߚ +  − ≤),         kܺܣ 0 

 Ou  

ܺାଵ = ܺ I)ߚ +  − ≤)ܻ,        kܺܣ 0 

Si    ܻ et   0   ∗ܣ = ߚ > < ଶ
ఘ(∗)

  alors 

                                lim
→ା∞

ܺାଵ =    .ାܣ

Si    ܻ = ܰିଵܯ∗ܣ    et    0 ߚ > < ଶ
ఘ(ேషభ∗ெ )

 , alors 

                               lim
→ା∞

ܺାଵ = ெ,ேܣ
ା . 

Si    ܻ  ୩, alorsܣଶ୩ାଵ∗ܣ୩ܣ =
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                               lim
→ା∞

ܺାଵ =  .ܣ

Si     ܻ et     0      ܣଷ(∗ܣ) ܣ = ߚ > < ଶ
ఘ(మౡశభ∗మౡశభ)

  ,  alors 

                               lim
→ା∞

ܺାଵ =  .#ܣ



 
Chapitre 4:  

  EP 
Opérateurs   
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                         Chapitre 4:   EP Opérateurs 

 

Introduction 

Soit ℋ un espace de Hilbert, ܣ ߳ ℒ(ℋ ), un EP opérateur ou opérateur à projection égales et 

tel que Aାܣ =  Aା; mais notre exposé on commencera par une définition équivalente. Dans ܣ

ce chapitre on  présente aussi les conditions nécessaires et suffisantes pour que  le produit de 

deux opérateurs EP avec images fermées soit un EP opérateur avec une image fermée .   

4-1 EP opérateur et représentation matricielle  

4 -1-1 Définition: Soit A un opérateur linéaire de ℋ dans lui même. On dit que A est 

EP opérateur linéaire où bien opérateur à projection égales si ℛ(A) = ℛ(A∗). 

4-1-2 Proposition:  [ 11] Soit ܣ ߳ ℒ(ℋ ) ; s'il existe ݇ ߳ ℕ telle que ℛ(Aାଵ) = ℛ( A), alors 

 Aୈ  existe et  Aୈ ߳ ℒ(ℋ ). 

Aୈ ∶= L'inverse de Drazin de A. 

4-1-3 Remarque: si ݇ =1, alors Aୈ = A# 

A# ∶= Groupe inverse de A 

4-1-4 Proposition:[11  ] Soient A ߳ ℒ(ℋ ) et ℋ = ࣨ(A) ⨁  ℛ(A), alors la représentation 

matricielle de A par rapport à la somme orthogonale  ℛ(A) ⨁  ࣨ(A)  = ℋ  

est de la forme     A = ቂAଵ 0
0 0ቃ:  ቈ

ℛ(A)
ࣨ(A)

                                   ቈ
ℛ(A)
ࣨ(A)

    

 et   A# = Aଵ
ିଵ 0

0 0
൨ ; où  Aଵ=A/ℛ(): ℛ(A)                      ℛ(A) est bijectif. 

4-1-5 Proposition: [11  ] Soient A ߳ ℒ(ℋଵ, ℋଶ) et  ℛ(A) = ℛ(A), alors  on a la représentation :   
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      A = A 0
0 0

൨:  ቈ
ℛ൫A∗൯

ࣨ(A)
                                      ቈ

ℛ(A)
ࣨ൫A∗൯

   

       Et   Aା = A
ିଵ

0
0 0

൨ tel que  A = A/ℛ(∗): ℛ(A∗)                    ℛ(A) 

4-1-6 Remarque: Si A est EP opérateur linéaire on a:     Aା = A# 

4-1-7 Théorème: Soient A ߳ ℒ(ℋ ) et  ℛ(A) = ℛ(A). Si [AାA  , A + Aା ] = 0     

  et  [AAା , A + Aା ] = 0, alors A est EP opérateur. 

Preuve: 

[AାA  , A + Aା ] = 0 ⟹ (AାA )(A Aା) = AAା, donc  ℛ(AାA) ⊆ ℛ(AAା) ⟺  ℛ(A∗) ⊆ ℛ(A) 

De la même manière, nous pouvons prouver que [AAା , A + Aା ] = 0 ⟹  ℛ(A) ⊆ ℛ(A∗). 

4-1-8 Proposition: Soit ܣ une matrice de type n × n et rg(ܣ) = ݎ, les propriétés suivantes sont 

équivalentes: 

 est EP matrice ܣ (1

ାܣ (2 =  .#ܣ

3)  ℂ = ࣨ(ܣ) ⨁  ℛ(ܣ). 

4) il existe une matrice unitaire U telle que  

U = ܣ  ቂܣଵ 0
0 0ቃ U∗;  où   Aଵ=A/ℛ(): ℛ(A)                ℛ(A) 

Preuve:  

1) ⟹ 2)  Par les définitions ( 1-7-2) et (1-9-1) on a: ܣା =  .#ܣ

ାܣ   (3 ⟹ (2 = #ܣ ⟹  ℛ(ܣା) = ℛ(ܣ#) ⟹  ℛ(ܣ∗) = ℛ(ܣ).  

3) ⟹ 1)  ℂ = ࣨ(ܣ) ⨁  ℛ(ܣ) = ࣨ(ܣ) ⨁  ℛ(ܣ∗) alors, ℛ(ܣ) = ℛ(ܣ∗). 

Nous allons prouver l'équivalence entre 3) et 4) 

Il est évident que 4) implique  3) 
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Soit {ݒଵ, ,ଶݒ … , ,ଵ ݓ} et (ܣ)} une base de  ℛݒ ,ଶݓ … ,  (ܣ)ࣨ  ୬ି} une base deݓ

Remarquons que ॐ = ,ଵݒ}  ,ଶݒ … , ݒ , ,ଵ ݓ ,ଶݓ … ,  ୬ି} est une base ℂ, par le théorème deݓ

Gram-Schmidt il est possible, à partir d’une famille libre ॐ  de vecteurs de  ℂ , de construire 

une famille orthonormées qui engendre le même espace. Donc U∗ est une matrice de passage 

de la base ॐ à la base orthonormée. 

4-1-9 Théorème: Soit ܣ une matrice de type n × n, les propriétés suivantes sont équivalentes: 

 est EP matrice ܣ (1

2) [AାA  , A + Aା ] = 0 

3) [AAା , A + Aା ]  = 0 

4) [AାA  , A +  0 = [ ∗ܣ

5) [AAା , A +  0 = [ ∗ܣ

6) [ A , AାA ] = 0 

7) [ A , AAା ] = 0 

Preuve:  

Il est évident que 1) implique les autre propriétés. 

On va montrer que 2) ⟹1) 

[AାA  , A + Aା] = 0 ⇔ AାAଶ + Aା − Aାଶ = A ⇔ Aା(Aଶ + I − Aା) = A ⟹ ℛ(A) ⊆ ℛ(A∗) 

Donc;   ℛ(A) = ℛ(A∗)   parce que rg(A) = rg(A∗). 

La preuve des 3) ⟹1), 4) ⟹1), 5) ⟹1) est semblable à celle de  2) ⟹1). 

Maintenant; on montre que 6) implique 1) 

[ A , AାA ] = 0 ⇔ A = AାAଶ ⟹  AAା = (AାA)(AAା) ⟹  ℛ(AାA) ⊆ ℛ(AAା) 

Donc,  ℛ(AାA) = ℛ(AAା); parce que rg(AାA) = rg(AAା)  

La démonstration de 7) ⟹1) est semblable à la preuve 6) ⟹1).  
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D’autre part,   AAା et AାA sont des projecteurs orthogonaux, alors AAା= AାA  

4-2   Caractérisations des EP opérateurs   

4-2-1 Lemme:[12  ] Soient  ℋଵ, ℋଶ deux espaces de Banach Bଵ ߳ ℒ(ℋଵ ) et Bଶ ߳ ℒ(ℋଶ, ℋଵ). 

On définit ܣ par:  

ቂB1=  ܣ                                   B2
 0 0 ቃ  : ℋ1

ℋ2
൨                   ℋ1

ℋ2
൨ 

Alors,  Bଵ
# existe si et seulement si ܣ# existe ; Dans ce cas 

ቈB1 = #ܣ                              
# (B1

#)
2
B2 

 0    0
. 

4-2-2 Lemme: Soit ܣ ߳ ℒ(ℋ)    et   ℛ(ܣ) = ℛ(ܣ),  

a) La représentation matricielle de ܣ par rapport  à  la somme orthogonale  ℛ(ܣ) ⨁   (∗ܣ)ࣨ 

est de la forme:   

1ܣ  = ܣ                2ܣ
 0 0 ൨   : ቈ

ℛ(ܣ)
ࣨ൫ܣ∗൯

                                   ቈ
ℛ(ܣ)

ࣨ൫ܣ∗൯
 …….(1-1) 

B = ܣଵܣଵ
∗ + ଶܣଶܣ 

∗ : ℛ(ܣ)                       ℛ(L)  définie positive, alors: 

ା =  ቈܣ                                            1ܣ
∗B−1 0

2ܣ 
∗B−1 0

 

En plus, si ind(ܣ)=1 alors: ܣଵ est inversible   

    et                            ܣ# = 1ܣ
1ܣ    1−

 2ܣ2−
 0    0

൨ 

b) la représentation matricielle de ܣ par rapport  à la somme orthogonale  ℛ(ܣ∗) ⨁   (ܣ)ࣨ 

est de la forme:    ܣ =   3ܣ 0
4ܣ  0൨:  ቈ

ℛ൫ܣ∗൯ 
(ܣ)ࣨ

                               ቈ
ℛ൫ܣ∗൯ 
(ܣ)ࣨ

   …….(1-2) 

U =ܣଷ
ଷܣ∗ ସܣ +

 est définie positive, alors  (ܣ)ℛ                     (ܣ)ସ : ℛܣ∗
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ାܣ              =  Uିଵܣଷ
∗ Uିଵܣସ

∗ 
0 0

൨  

En plus,    si ind(ܣ)=1   alors, 

ቈ = #ܣ       ଷ est inversible    etܣ  3ܣ
−1 0 

3ܣ4ܣ 
−2    0

 

Preuve: 

a) On a,  ܣ∗ =  ቈ 1ܣ
∗ 0

2ܣ 
∗ 0

 nous obtenons  ܣܣ∗ = ቂB 0
 0 0ቃ. 

Donc,     (ܣܣ∗)# = ା = ቂBିଵ(∗ܣܣ) 0
0 0

ቃ 

D’autre part,  

 ܣ=ାܣ
 ܣܣ)∗

∗)ା= ቈ 1ܣ
∗ 0

2ܣ 
∗ 0

 B−1 0
 0 0

൨ = ቈ 1ܣ
∗B−1 0

2ܣ 
∗B−1 0

. 

Nous appliquons le lemme (4-2-1), on obtient l'expression de ܣ#  

1ܣ = #ܣ                                 
1ܣ    1−

 2ܣ2−
 0    0

൨ 

b) Nous appliquons les résultats de la partie précédente de la preuve à ܣ∗ et  on  trouve   les  

adjoints de (ܣ∗)ା et (ܣ∗)#. 

Dans le théorème suivant  nous considérons des opérateurs à l'image fermée et d'indice égale 

à 1 Ces opérateurs sont simultanément  Moore-Penrose et groupe  inverse, mais les deux 

inverses sont en général différents. 

4-2-3 Théorème: Soient ܣ ߳ ℒ(ℋ) et  ℛ(ܣ) = ℛ(ܣ), alors ܣ est EP opérateur si et seulement 

si ind(ܣ) = 1 et l'une des conditions suivantes est vérifiée: 

 .ାܣ ܣ#ܣ  =  #ܣାܣ ܣ    (2       . ܣ#ܣାܣ  =  #ܣାܣ ܣ (1

 . #ܣܣାܣ  =   ାܣ#ܣܣ   (4                      .#ܣ ܣ∗ܣ  =   ∗ܣ#ܣܣ (3
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 ܣାܣ#ܣ  =  #ܣ ܣାܣ   (6                     .ܣାܣ#ܣ  =  ାܣ#ܣܣ  (5

#ܣାଶܣ   (ା                     8ܣ#ܣାܣ  =   #ܣାଶܣ (7   =  ାଶܣ#ܣ 

ାଶܣ   (ଶ                             10#ܣ =  #ܣାܣ    (9  =  ଶ#ܣ 

ାܣ  (12                               #ܣ =  ାଶܣܣ  (11    =  #ܣ∗ܣ 

 ାܣ = ܣାܣ#ܣ  (ା                     14ܣ =  #ܣ ܣାܣ  (13

Preuve: 

Si ind(ܣ) = 1, il est évident que les conditions sont équivalentes. 

Donc, il suffit montrer que , ܣ est un EP opérateur si et seulement si ind(ܣ) = 1 

et la condition (4) est valable. Si ܣ est un EP opérateur, alors de (4), on obtient les équations 

suivantes: ܣܣା = (ܣ)Réciproquement, ind .#ܣ =ାܣ  et ܣାܣ  =  1  ⟹ et  #ܣ = ାܣ   par  la  

représentation (1-1) L'équation (4) est équivalente à    1ܣ
1ܣ 1−

 2ܣ2−
 0    0

൨ =  1ܣ
−1 0

 0  0
൨ 

L’équation  ܣଵ
ିଶܣଶ = 0  implique  ܣଶ =0    

Donc, par le lemme (4 -3-2)  A est un EP opérateur. 

4-3  produit des EP opérateurs 

4-3-1 Lemme: Soient A et B deux opérateurs linéaires de ℋ dans lui même  si  A = A∗ 

et B  = B∗, alors: (AB)∗= AB si et seulement si  BA = AB. 

Preuve: 

(AB)∗= AB ⟹ B∗A∗= AB ⟹ BA= AB. 

Réciproquement, (AB)∗= B∗A∗ = BA = AB. 

4-3-2 Proposition: Soient  A , B ߳ ℒ(ℋ ) sont EP opérateurs tels que ℛ(A) = ℛ(A)  

et ℛ(B) =  ℛ(B). Si  BA = AB, alors   AB est un EP opérateur et ℛ(AB)  =  ℛ(AB). 

Preuve: 
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Nous avons, A#A = AA# et B#B = BB# 

Par [10]; A# , A, B#, B sont mutuellement commutatifs, et on a   (AB)# = B#A# =BାAା  et  

(ABB#A#)∗ = (BB#AA#)∗= (BBାAAା)∗ = (AAା)∗(BBା)∗= AAାBBା = AA#BB#  = ABB#A# 

(B#A#AB)∗ = (A#AB#B)∗ = (AାABାB)∗ = (BାB)∗(AାA)∗= BାBAାA = B#BA#A = B#A# AB. 

Exemple: 

Soient         A = ቆ
ଵ
ଶ

0
0 0

ቇ         et     B = ቆ
ଶ
ଷ

0
0 0

ቇ  

Il est évident que  A et B sont EP matrices 

Nous avons,   BA = AB = ቆ
ଵ
ଷ

0
0 0

ቇ 

Donc,     AB est EP matrices. 

4-3-3 Remarque: Soient  A , B ߳ ℒ (ℋ ), dans [8] on  a  démontré  que  si  ℛ(A) , ℛ(B) 

et  ℛ(AB) sont fermés, alors les propriétés suivantes  sont équivalentes: 

a) (AB)ା= BାAା. 

b) ℛ(A∗AB) ⊂ ℛ(B)  et   ℛ(BB∗A∗) ⊂ ℛ(A∗). 

4-3-4 Théorème: Soient  A , B ߳ ℒ (ℋ ) des EP opérateurs tels que  ℛ(A)  =  ℛ(A)   

et  ℛ(B) = ℛ(B). Si  ℛ(A) = ℛ(B), alors: (AB)ା=BାAା. 

Preuve: 

On a  ℛ(A∗) = ℛ(A) = ℛ(B) = ℛ(B∗).   

ℛ(A∗AB) = A∗Aℛ(B) = A∗Aℛ(A∗) = ℛ(A∗) = ℛ(B) 

ℛ(BB∗A∗) = BB∗ℛ(B) = ℛ(B) = ℛ(A∗)  

Donc, par la remarque (4 -3-3), on a    (AB)ା= BାAା 

4-3-5 Proposition: Soit ܣ est EP matrice carrée de type n × n, alors: 

ܣ                = ାܣଶܣ =   ∗ܣା(ܣ∗ܣ)ଶܣ 
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Preuve: 

On a   ܣା =  ܣ)
 ܣା(ܣ∗

∗ et ܣ = ܣ :ା , alorsܣଶܣ =  ∗ܣା(ܣ∗ܣ)ଶܣ 

 4-3-6 Proposition: Soient ܣ, B des EP matrices de même ordre, les propriétés suivantes sont 

équivalentes: 

 .B est EP matriceܣ  (1

  .0 = (Bܣ)గ = 0   et   Bగܣ(Bܣ)  (2

(ܣ)ࣨ  (3 ⊂ (Bܣ)et   ℛ  (Bܣ)ࣨ ⊂ ℛ(B). 

(Bܣ)ࣨ  (4 (ܣ)ࣨ = + ࣨ(B)   et   ℛ(ܣB) = ℛ(ܣ) ∩ ℛ(B) 

Preuve: 

1) ⟹ 2) On a , ܣగܣ = ܣగܣ  = 0 

Par la Proposition précédente on a: 

 0 = ∗(ܣగܣ)∗గ = UBܣ ∗ܣ∗గ = UBܣ∗(Bܣ)గ = Uܣ(Bܣ)

 BܣU =∗ܣ∗est EP matrice, alors:  B ∗(Bܣ)

B∗ܣ∗Bగ= UܣBBగ = 0 ⟹   0 = (Bܣ)Bగ =Bగ∗(Bܣ)

(ܣ)ࣨ donc  ,(ܣ)ࣨ = (గܣ)గ = 0  et ℛܣ(Bܣ)  (3 ⟹ (2 ⊂  (Bܣ)ࣨ

Bగ(ܣB) = 0 et ℛ(B) = ࣨ(Bగ),  donc  ℛ(ܣB) ⊂ ℛ(B). 

3) ⟹ 4) Supposons que  ࣨ(ܣ) ⊂ (Bܣ)ࣨ on définit ߮ sur ,(Bܣ)ࣨ  ࣨ(B)ൗ  dans 

(ܣ)ࣨ + ࣨ(B) par: ߮ ቀݔ + ࣨ(B)ቁ = Bݔ 

߮ est un isomorphisme, donc  dim(ࣨ(ܣ) ∩ ࣨ(B)) = dim ࣨ(ܣB) − dim ࣨ(B) 

ℂ= ࣨ(B) ⨁  ℛ(B), nous déduisons que: 

(ܣ)ࣨ) ∩ ℛ(B)) ⨁  ࣨ(B) ⊂ (ܣ)ࣨ + ࣨ(B) ⊂  (Bܣ)ࣨ

par conséquent on a: dim(ቀࣨ(ܣ) ∩ ℛ(B)ቁ ⨁  ࣨ(B)) = dim ࣨ(ܣB) 
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Et   ࣨ(ܣ) ∩ ℛ(B)) ⨁  ࣨ(B) =ࣨ(ܣ) + ࣨ(B) =ࣨ(ܣB) 

Ensuite,  ℛ(ܣB) ⊂ ℛ(B) implique que ࣨ(B∗) ⊂  (∗(Bܣ))ࣨ

de la même manière, nous pouvons prouver que ࣨ((ܣB)∗) = (∗ܣ)ࣨ + ࣨ(B∗) ce que est 

équivalent à ℛ(ܣB) = ℛ(ܣ) ∩ ℛ(B). 

(Bܣ)ࣨ (1 ⟹ (4 (ܣ)ࣨ = + ࣨ(B) implique   ℛ(ܣB)∗) = ℛ(ܣ∗) ∩ ℛ(B∗) 

ℛ(ܣB)∗) = ℛ(ܣ∗) ∩ ℛ(B∗) = ℛ(ܣ) ∩ ℛ(B) = ℛ(ܣB). 

  

 



  
           
 
 
 
 
 
 

 ملخص   :               
دور الإسقاطات في دراسة نظریة المقلوبات المعممة للمؤثرات الخطیة، حیث  ثنستعرض في ھذا البح

الخواص الدنیا والتقریبیة لھذه المؤثرات، كما نستعرض المقلوبات المعممة المتعلقة بإسقاطات نبدأ بعرض 
   .بینما نستعرض في الأخیر نظریة المقلوبات المتساویة الإسقاطات مسبقا؛ ة و النواةمحددة الصور

 
 
 
 
 
 
 

Abstract : 
 
We expose  some topics related  to the role of projectors in the theory of  
generalized inverses, we begin by mentioning some minimal and approximant 
properties ,  next we expose the theory of generalized inerses related to 
projectors  with predetermined image and kernel, and in the end the  EP 
operators are discussed. 
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	Dans  ce cas 𝑿 est unique, on le note par  𝐀𝐓,𝐒(𝟐).

