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Notations:

RA) :={weW; o =A() ,veV}

A, := Larestriction de A au sous espace vectoriel T.
N(A) := {veV,A(v) =0y }.

Vi+ Voi={vi+vy;vieV,vyeV,}

V, + V, := La somme directe de deux espaces vectoriel.

[ :=L’application identitéque .

J(A) == {B; ABA = A, B linéaire}.

0(A) = {B; BAB = B, B linéaire}.

Trrcay = {T; T un supplémentaire de V'(4) dans V}.

Sy = {S;S un supplémentaire de R(4) dans W}

Povay) = {P;P? = P; R(P) = V(4) }.

Q) ={Q@Q* =Q R(Q =R}

L(V; W) := Espace vectoriel topologique des opérateurs linéaires continus.
Preay == {P;P> = P,R(P) = R(A) etP* =P},

Span A := {Ziel Bxi; Xi EAP, € ]K}

P, Est un projecteur orthogonal ot R(P) =L .

P, Estun projecteur tels que P e L(V; W) ,R(P) =LetN(4) = T.
k = Le corps des nombres réels ou complexes.

A* La matrice adjoint de A.

A L’application linéaire accessit de la matrice A

C™™ (k) l'espace des matrices m X n sur k

A{1}:= {ABA=A; Ae C™" (k) etBe C"(k)}

A{2} = {BAB = B; AeC™"(k) et Be C"™(k)}

A{1,2} = {ABA=AetBAB =B; AeC™"(k)etBe C"(k)}
[X,Y]=0 & XY-YX=0

A™ := Est un projecteur orthogonal sur V'(4)



Introduction générale

Introduction générale

La notion d’inversibilité est une notion trés importante dans tous les domaines de
mathématiques. L’équation Ax = y posséde une solution unique lorsque 1’opérateur linéaire
A est inversible, malheureusement, on ne se trouve pas toujours dans ce cas, en pratique, on
obtient souvent des données sous forme d’une matrice rectangulaire qui est un opérateur non
inversible, ou bien dans le cas général on se trouve avec un opérateur non surjectif ou non
injectif, ou d’inverse non borné. Dan ce cas on essaie de trouver un opérateur qui posséde le
maximum de propriété que posseéde I’inverse s’il existait, un tel opérateur sera appelé un
inverse généralisé de A.

Pour un opérateur A on peut définir différents types d’inverses généralisés, qui, malgré

leurs différences, possedent tous des propriétés communes, notamment leurs relations

avec les projections.

Dans ce travail, on contente d’exposer différents types d’inverses généralisés, en basant
d’une manicre essentielle, sur leurs liens avec les projecteurs en question.

Ce travail est constitué de quatre chapitres, le premier est une simple introduction a la
notion de I’inverse généralis¢, avec des propriétés élémentaires, le deuxiéme chapitre
expose les propretés minimales des inverses généralisés dans un espace euclidien ou

hilbertien dans un cas plus général, ou le role des projecteurs est bien visible.
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Introduction générale

(2)
TS

Dans le troisiéme chapitre on traite la notion d’inverse généralisé¢ noté A
C’est-a-dire 1i¢ a un projecteur a image et noyau prédéterminés.
Le quatriéme chapitre est consacré aux inverses généralisés aux projecteurs égaux, notés EP

inverses, I’étude est faite sur des espaces euclidiens de dimension finie, ou bien sur des

espaces de Hilbert.

Mémoire de magister EEXICy)



Chapitre 1:

L.es inverses

Geéneéralisés



Chapitre 1 Les inverses généralisés

Chapitre 1: les inverses généralisés

Introduction

Soient V et W deux espaces vectoriels sur le méme corps k et A un opérateur linéaire défini
de V dans W.
Au début de ce chapitre nous définissons I'inverse généralis¢ B de A, qui est la solution au

systéme suivant:

(ABA=4

BAB =B
Ou: B est un opérateur linéaire défini de W dans V .
Remarquons que le systéme précédent admet plusieurs solutions, ce qui a conduit a la

définition de I'inverse généralisé A%, unique de A, qui est la solution du systéme suivant:

r BAB =B
ABA = A
(1) |
AB =Q
\ BA=]-P

Tels que P et Q des projecteurs sur N'(A) et R(A) respectivement.

1-1 Préliminaires

1-1-1 Définition: Soient V; et V, deux espaces vectoriels deV ; on dit que V; etV, sont
supplémentairessi V; N V, = {0y} et V; + V, =V.

De fagon équivalente: tout vecteur v € V s'écrit de maniére unique vy +v, =V

Ou v,eV; et vy,e V,. Vest alors somme directe de V; et V, , noté par V@V, = V.
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

1-1-2 Proposition: Tout sous espace vectoriel posseéde un supplémentaire.
1-1-3 Définition : On appelle opérateur linéaire A:V — W, toute application telle que
V vy, vaeV, A(v; +v,) = Avy + Av, et VveV, V aelk, onait A(av) = adv.
Soit P un opérateur linéaire défini de V dans lui méme.
1-1-4 Définition: On dit que P est un projecteur si P? = P.
1-1-5 Proposition: tout projecteur P décompose V en somme directe de deux sous espaces
V; et V, Tels que:
V@V, =V, Ou V, = N(P) et V, = R(P).
1-1-6 Proposition: toute somme directe détermine un projecteur P.
Preuve:
Soit V;@® V, =V , quel que soit v € V il existe ( v4, v,) Unique tel que v; + v, = v,
on définie P par P(v; +v, ) = v;. Alors P est linéaire et P = P2,
1-1-7 Proposition: Soit P : V— V un opérateur linéaire, alors les assertions suivantes sont
équivalentes:
a) P = P?
b) P(v) =v; VveR(P)
c)R(I1—-P) =N(P)
dRP)= N(I-P)

e)V = R(I—-P) ® R(P)

1-2 Inverse intérieur

1-2-1 Définition: Soit B: W—— V un opérateur linéaire, on dit que B est un inverse
intérieur de 4, si ABA = A.

1-2-2 Proposition: Soit B un inverse intérieur de A, alors
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

a) (AB)2 =AB et b) (BA)? = BA
C)R(AB) =R(A) et d)N() = N(BA)
Preuve:
a) ABA=A = ABAB = AB = (AB)?> = AB.
b) ABA = A = BABA = BA = (BA)? = BA.
c) R(A) = R(ABA) c R(AB) c R(A).
d)N(A) € N(BA) c N(ABA) = N(4)
1-2-3 Théoréme : Tout opérateur linéaire admet un inverse intérieur linéaire.
Preuve:
Soit A est un opérateur linéaire défini de V dans W
On pose V=T ® N(A) et R(A) ® S =W clest-a-dire T est un Supplémentaire de
N'(A) dans V et S un supplémentaire de R(A) dans W, on considére
A, = A (i.e; A:T—R(A)), Alors A admet un inverse B: R(A)—» T, on définit
B sur W dans V par: B(v) = B(v),VveR(A) et B(v) =0 ; VveS.
Exemple:
Soit A est un opérateur linéaire de £, dans lui mémé, définie par:
A(x1;x9;..) =(0;x15 x5 ..)
On définit l'opérateur B de £, dans lui mémé par:
B(x1;X9; ) =( Xy X35 ..)
Donc,
ABA(xq; x3; ...) =AB(0;x1; x5; ...) =A(xq; x3; ...)
1-2-4 Remarque: On considere I’équation Av = w telque veV et we W

Soit B : W——V un opérateur linéaire, alors B est un inverse intérieur de 4 si et seulement
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

si Bw est une solution de 1'équation Av = w pour tout w appartenant a3 R(A).

1-2-5 Proposition: Soit B est un inverse intérieur de A, alors (I — BA) est un projecteur
sur N'(4).

Preuve:

(I-BA?=1+BA-2BA=1—-BA

Et (I —BA)v=v—BAv =v,VveN(A); (i.e; R(I —BA) = N(A)).

1-2-6 Proposition: Soit B: W———V est un inverse intérieur linéaire de A, alors
V=N(A) ® R(BA) et W= R(A) ® N(AB).

1-2-7 Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) BeIl(A).

b) (AB)2=A4B e

=

R(AB) = R(A).

¢) (BA2=BA et N(4) = N(BA).

d) (BA)?=BA et V=N(A) ® R(BA).

e) (AB)?=AB et W=N(AB) ® R(A).

f) (BA)2=BA et N(B)n R(4) = {0}.

Preuve:

a) = b), on applique la proposition (1-2-2) ; nous trouvons b)
b) = c), il est évident que (AB)? = AB

Par (1-2-2) et (1-2-5) ona R(I — BA) = N'(BA) = N'(4)
0)=>d), V=N(BA) ® R(BA)=N(4) ® R(BA)

d) = e), Il est évident que (AB)? = AB

W = N(4AB) ® R(AB) = N(AB) ® R(A)

e)= f), il est évident que (BA)? = BA,
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

On suppose w e N(B) N R(A) et w # 0

Bw = 0 = ABw = 0, on a donc contradiction parce que N(AB) N R(A4A) = {0}.

I1 est évident que f) implique ABA = A.

1-2-8 Proposition: Soit B un inverse intérieur de A,onpose P=1—BA et Q=AB

Q! et P! des projecteurs sur R(A) et N(A) respectivement, on définit B* par :
B'=(I+P—-P)B(I-Q+Q)

Alors, B! estun autre inverse intérieur de A.

Preuve:

AB'A=A(I+P—-P)Y)B(I—-Q+ QHYA=A( +P —P)BA=ABA = A.

1-3 Inverse extérieur

1-3-1 Définition: Soit B: W——V est un opérateur linéaire, on dit que B est un inverse
extérieur de A, si BAB = B.

1-3-2 Proposition: Soit B: W_—» V un inverse extérieur de 4, alors:
a) (BA)?=BA et (AB)? = AB.

b) R(BA) =R(B) et N(B)=N(AB)

c) V=N(BA) ® R(B) et W=N(B) ® R(AB)

Preuve:

Semblable a la preuve de la proposition (1-2-2).

Proposition: Les propriétés suivantes sont €quivalentes:

a) Beb(A)

b) (BA)? =BA et R(BA) = R(B)

c) (BA)>=BA et V=N(BA) @ R(B)

d) (AB)>=AB et N(B)=N(4B)
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

e) (AB)2=AB et W=N(B) ® R(AB)
e) (AB)2=AB et ¥(4)n R(B) = {0}
Preuve:

Semblable a la preuve de la proposition (1-2-7).

1-3-4 Conséquence: Si B; € 7(A) et B, € I(A), alors B;AB, € I(A) N 6H(A)

1-4 Inverse généralisé
1-4-1 Définition: Soit B: W.— .V est un opérateur linéaire. Si B e 8(A) N J(A), on dit
que B est un inverse généralisé de A.
1-4-2 Proposition: Tout opérateur linéaire admet un inverse généralisé.
Exemple:
On rappelle que C([0; 1]) est I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0; 1]
Soit A: C([0; 1]) —————» C([0; 1]) un opérateur linéaire ,tel que A(x(t)) = x(t?).
On défini B de C([0; 1]) dans lui méme par: B(x(t)) = x(/t )
Nous avons,
ABA(x(t)) = AB(x(t?) ) = A(x(t))
BAB(x(t)) =BA(x(\t ) =B(x(t))

Alors, B estun inverse généralisé de A.

1-4-3 Proposition: Soit B est un inverse généralisée de A, alors:
a) (AB)?=AB et (BA)?=BA.

b) N(B) = N(AB) et N(A) = N(BA).

c) R(AB) =R(A) et R(BA) = R(B).

D’autre part,
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

V=Nl ® R(B) ,W=N(B) @ R(4).
Preuve:
On utilise les propositions (1-2-2) et (1-3-2).
1-4-4 Remarque: Si B est un inverse généralisé de A, alors AB est un projecteur sur R(A)
et BA est un projecteur sur R(B) .
On suppose que

V=T® N() et W=R(A) @ S.

Soient P et Q deux projecteurs sur N'(4) et R(A) respectivement tels que
NP)=Tet NQ)=S

Alors, le systéme suivant:

F XAX =X
AXA=A
(1) A
AX =Q
\XA=1-P

Admet une solution unique, on la note par A% .

Preuve: X #Y
X = XAX = XAXAX = YAXAY =YAY =Y. v
La construction est illustrée par le diagramme commutatif suivant:

4

A WA, 14
Il [1-P JI
T >R

~

A

~

Q
(A__ A T

L'inverse généralisé A}, est donné par: Af, = IA1Q.

1-4-5 Remarque: (A} 5)ig—p = A
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

1-4-6 Théoréme: Soient P et Q deux projecteurs tels que R(P) = N(4) et R(Q) =R(A),

alors, le systéme:

I(XAX=X
(2){XA=1—P

|

\ ax =0

Admet la solution unique X = Ag,.

Preuve:

On supposeque Y # X

X =XAX=XA)X=(I-P)X=YAX =Y(AX) =YQ =YAY =Y.

Il est évident que Ap , est une solution du systeme (2).

1-4-7 Proposition: Soit I": Povcay X Qra)) ———> T4y X Sx(a) est une application
Définie par: I'(P,Q)=(T,S) . Alors, I est une bijection.

Preuve:

Si(T,S) € Ty(p X Sy =V =T & N(A); W=R(A) ® S

Par (1-1-6) il existe deux projecteurs P et Q sur N'(A4) et R(A) respectivement
alors, I' est surjective.

re,Q) =re, Q)= (T,S)=(T,S)= T=T e S=S

par (1-1-5)ona P =P'etQ = Q'; donc I' est injective.

1-4-8 Remarque: On note la solution par Af, ou Arg.

1-4-9 Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) B estun inverse généralisé de A.

b) (AB)?=AB et W=N(B) ® R(A4).

¢) (BA)2=BA et V=N(4) ® R(B).
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

d) (AB)? =AB, N(B) = N(AB) et R(AB) = R(A).

e) (BA)2= BA, R(BA) =R(B) et N(A) = N(BA).

f) B=Brs=A7Qou A:=4,, ., V=T® N ,W==1RA) @ S.
Tel que Q est un projecteur sur R(A).

g) B estuninverse intérieur de 4, s’il vérifie:

BA(x) =x, VxeTet B(y) =0; VyeS.

Et

B (v, +y,) =B(y;) tels que y;e R(A); Vy,€S.

h) B=Brs = —P)B;Q telsque AB;A =A.

P et Q sont des projecteurs sur N'(A) et R(A) respectivement.

Preuve:

On utilise les propositions (1-2-7) et (1-4-3).

1-4-10 Proposition: Soient B;, B, deux inverses intérieurs de A, on pose
AB, =Q,, AB,=0Q,, I—P,=BA et [—P,=B,A,

Alors:

a) B1AB, = Ay o,

b) A% o, = A%, 0,445, 0,

Preuve:

a) AB;AB, =AB,=Q,, [—B;AB,A=1—-BA=P.

b) 1481:8)1'Q1 = BlABl = (BlABz)A(BzABl) = Agl'QZAAgsZ'Ql'

1-5 Inverse intérieur topologique

a- Inverse droit intérieur topologique

Ci-apres: W est un espace vectoriel topologique
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Chapitre 1 Les inverses généralisés

R(A) := la fermeture de R(A) dans W,
Q un projecteur sur W tels que :
QeL(W) et R(Q) =R(A)
On écrit alors,
W=RA)® S
Gy = R(A) ® S = R(A) @ N(Q)

Maintenant on considére A:V — ®, et Q7 := Q/0,
SiBgy~:®,—V estun inverse intérieur de A et ABy~ = @7, alors
B~ est dit un inverse droit intérieur topologique.
Soit B un inverse intérieur de A, si AB est un projecteur (continue) sur R(A) dans G,
On a, par la Proposition (1-2-8)

By~ =B(I-AB+Q7)
est un inverse droit intérieur topologique.
Nous utilisons la notation A;, := inverse droit intérieure topologique.
1-5-1 Proposition: [18]Soit Q un projecteur continue sur R(A), alors A admet inverse droit
intérieur topologique si et seulement, s’il existe un opérateur linéaire, noté par
Ag o vérifiant :

I(Ad,Q::R(A) ® N@Q) —V

(5){ AAgogA=Asur V

|
(AAgq =Q sur R(4) & N(Q)

Soient V et W des espaces de dimension finie, ou W est un espace de Hilbert et Q est le

projecteur Orthogonal sur R(A), alors A admet un inverse droit intérieur topologique A 40>

vérifie:
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AAd'QA:A sur V

(3)
(Adgg)" = Ahqy

b- Inverse gauche intérieur topologique
Soit A un opérateur défini sur D(A) € V dans W tel que V un espace vectoriel topologique
1-5-2 Définition: Soit D(A) c V, on dit que le domaine de A est décomposable par rapport
au projecteur Pe L (V) si N(A) c R(P), VxeD(A); P(x) e N(A) et D(A) n N(P)
dense dans V'(P).
Dans ce cas nous appelons :

Cp:=D(A) N NV(A), est le support de A
1-5-3 Définition: Soit B un inverse intérieur linéaire de A.Si BA admet une extension au
projecteur (I —P) e L (V) tel que R(I — P) = R(BA) , alors on dit que B est un inverse
gauche intérieur topologique.
Nous utilisons la notation Ay, := Inverse gauche intérieur topologique.

1-5-4 Théoréme: Soit A: D(A) —»W un opérateur linéaire. Si U =4, ,, alors

ap’
D(A) est décomposable par rapport a P.
Preuve:
VzeN(A); UAz=(U—-P)z=0=VzeN(A); Pz=3
Donc, N(4) c R(P)
UAz=(—-P)z; VzeD(A) = Pz =23—UAz; VzeD(4)
= APz = Az — AUAz = 0; V 3 € D(4)
Alors, Pz e N(P); VzeD(4)

Nous avons, R(UA) = N'(P); donc, D(4) N N(P) est dense dans N (P).

1-5-5 Théoréme: Si le domaine de A est décomposable par rapport au projecteur P e L (V),
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Alors, A admet un inverse gauche intérieur topologique.
Preuve:
Soit U’ un inverse intérieur de A, on écrit
P’ = I — U'A. Soit P la restriction de P a D(A)
Par la propriété (1-2-8)
U=QI—UA-P)U et UA=1-TP
Aussi,
R(UA) = N(P) = N(P)nD(A) = Cp, qui est dense dans N'(P) = R(I — P).
Si V et W sont des espaces de dimensions finies, ou V est un espace de Hilbert, soit P le
projecteur orthogonal sur V'(A4), alors
A admet un inverse gauche intérieur topologique Ay, , vérifie:

AAgp A=A

(4) *
(AAgp) =AAgp

1-6 Inverse généralisé topologique

Ci-aprés: W et IV sont des espaces vectoriels topologiques

1-6-1 Définition: Soit A : D(A) € V — W est un opérateur linéaire, si U vérifie :

1) U est un inverse droit intérieur topologique de A.

2) U est uninverse gauche intérieur topologique de A.

3) UAU=U.

Alors, U est dit un inverse généralisé topologique, on le note par Ap .

1-6-2 Théoréme: [18]Soit A : D(A) — W un opérateur linéaire, si le domaine de A est

décomposable par rapport au projecteur P € L (V) et s’il existe un projecteur Q sur R(A),
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alors A admet l'inverse généralisée topologique unique (relatif au choix de P et Q) noté
par A;,Q et vérifie:

. D(4p,) = R(4A) ® N(Q).

. R(4} ) = Cp(A).

. N(45,4) = N(Q).

. Ap oAx = x — Px ; pour tout x € D(4).

o AAp oy = Qy ;pourtouty € D(A;,,Q).

1-6-3 Théoréme: Soit Ae L (V, W). On suppose que N(A) admet un supplémentaire
topologique dans V et R(A) = R(A) admet un supplémentaire topologique dans W, soient P

un projecteur sur N'(A) dans V et Q un projecteur sur R(A) dans W, alors A admet l'inverse

généralisé topologique unique noté par Ap , qui vérifie les équations suivantes:
o AAp,A=A surV

o ApoAAp, = Aposur W

e ApoAx =x—Px ;pourtout x eV

e AAp,y=Qy ;pourtout ye W

Preuve:

On définie A;,'Q par:

ApoAx =x; xeN(P)

A;’,Qy = A;’,lef AE,QYZ =0

ou y=y1+¥, yieR(A) et y,e N(Q)
Il est évident que l'inverse généralisé est unique

Remarque: A} , dans ce cas est une application continue.
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Ci-aprés on présente quelque des inverses généralisés:

1-7 Inverse généralisé de Moore- Penrose

Ce genre d’inverses généralisés est le plus important, car il conserve une bonne partie des
propriétés des inverses ordinaires, telle que I'unicité de l'inverse, les propriétés de symétrie
et beaucoup d'autres qui font concept central en algebre linéaire, analyse numérique et dans

diverses applications.

a- L'inverse de Moore-Penrose d'un opérateur linéaire

Soient H; et H, des espaces de Hilbert.

1-7-7 Proposition: Soient A € L (1, },) et R(A) = R(A), 1l existe l'inverse généralisé
unique de A, on le note par A*, qui vérifie les équations suivantes:

( XAX =X .. (1)

AXA=A .. (2)

XA =1=Py . 3)

A™ est appelé l'inverse de Moore-Penrose de I’opérateur A.

Preuve:
N(A) et R(A) sont des sous espace fermé dans H; et H, alors ils existent deus projecteurs

Orthogonaux Py ) et Pgpsy sur V(A) et R(A) respectivement, tels que
Hy=N(B) @ N (Py ) =N (A)® N(A)*
Et

H; =R(B) @ N(Preay) =R(A) ®R(A)*

Par (1-6-3) A* existe et A* défini par:
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A*(y) = 0; Vye R(A"' et ATy = (Azan)"'y; VyeR(A).

b- L'inverse de Moore-Penrose d'une matrice

Soit A € C™™(C), on définit A*: C* — C™ par:
A*(y) =0; VyeR(A)* et A'y = (A/run)"'y; Yy eR(A).
Remarquons que A* est un inverse généralisé de A4 .
1-7-1 Proposition: Soit A € C"™"(C), alors
a) AtAx =0, VxeN(A) et ATAx =x,VxeR(A*)=R(A").
b) AAty =0,VyeR(A)* et AAty =y,VyeR(4).
c) A*A estle projecteur orthogonal sur R(A*) = R(A*) dans C™.
d) AA* est le projecteur orthogonal sur R(A) dans C™ .
Preuve:
a) Ax=0; VxeN(A) = ATAx=0; Vxe N(4)
Et
Ax e R(A); VxeR(A*) = AtAx = (A/p@an) 'Ax = x; ¥V x € R(A*).
bVyeR(A)!t = Aty =0,YyeR(A) = AATy =0,Vye R(A)*
Et
VyeR(A) = A%y = (Ajpan) "'y = AATy = A(Ajra) 'y = .
¢) Nous avons, R(ATA) = R(A™)
Appliquons a) de la Proposition (1-7-1) on trouve
A* A est un projecteur de R(A*) sur C™
Soient x, x'e C™, nous avons

X =x;+x, x'=x;+ x5, tels que x4,x1 € N(4) et x,,x5 € R(A¥)
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(A*Ax, x") = (AT A(x; + x3), x1 + x3)

= (A*Axy, x1) + (AT Axy, x3) + (AT Ax,, x1) + (AT Axy, x5) = (x4, x1)-
(x, ATAx") = (x1 + x5, ATA(x1 + x3))

= (x, ATAx{) + (xq, AT Axg) + (x5, AT Ax1) + (x5, AT Axy) = (xq,x1).

Donc, (ATA)" =A%A
d) De méme fagon, nous montrons que AA* est le projecteur orthogonal sur R(A4) .
1-7-2 Définition de l'inverse généralisé de Moore: Si Ae C™"(C), alors A* I"unique
inverse généralisé qui vérifie les équations suivantes:
1) A*A =Py
2) AAY = Ppy
1-7-3 Définition de l'inverse généralisé de Penrose : A € C™"(C), alors A*est la solution

unique du systéme suivant:

( XAX=X .. (1
AXA=4 .. (2
(8)3
(XA =XA .. (3)
L (AX)" = AX .. (4)

1-7-4 Théoréme: Les deux définitions précédentes sont équivalentes .
Preuve:
supposons que, A¥A = Py 4 et AAT = Py, , on applique (c) et (d) de (1-7-1), alors:
A*A et AA™ sont des projecteurs orthogonaux.
D’autre part,
A*A A% = Py gy A* = Ppyue) AT = A%,

Et
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AATA = P pA = A.
Enfin, A* est une solution du systéme (s).
Réciproquement, si A* est une solution du systéme (s) alors,
Nous avons, AATA=A= AYAATA=ATA = (ATA)? = A*A
Par (1-7-1) on a
(ATA)* = A*A et R(A*TA) = R(AY) = R(A)
Donc, A*A =Py .
De la méme fagon, nous montrons que AA™ = Pg(4).
1-7-5 Remarque: On montre que A* est une solution unique du systéme (s)
Preuve:
On suppose que l'on a A7, A} deux inverses de Penrose de A
Af = Af AAT = AT(AAD) = AT(AD)'A* = AT(AD)A°ASA"
= A} (AAD)(AAD) = AT(AAD)(AAY) = ATAA}
= ATAAAAS = (ATA)'(A3A)'AF = A°(AD)"A"(A$) A3

= A"(A3)"A; = (A7 A)'A7 = (A7A)A7 = A3,

1-7-6 Proposition: Soient A € C™"™(C); A € C, alors:

A

b (AN =AD"

c) (AA)*T = A* A" tels que siA # 0, alors AT = % etsid =0, alors A* = 0.
d)  A"= A"AA* = ATAA.

) AT = (A*A)A" = A(AA)*.

D WA= AT

UAV)t = V*ATU* , tels que U et V des matrices unitaires
g q
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Preuve:
a) (AH)*: C"——»C™
VxeR(AD; (AN x = ((Aran) ™ ) x = ((Ajran) ™) tx = Ax
Et
VxeR(A)L, (AN x =0, Donc (4" = A.
b) VyeR(A), (A)'y= (@)Y = (@Amu)™) = @)y
D'autre part,
N((A)*) =R(ADY; N((AT)) = R(AT) = R(AD)* .

c¢) Evident.
d) ATAA" = PgeunA” = A" ot A"AAT = APy = A°
Puisque A*A et A* A sont des projecteurs orthogonaux sur R(A4*) et R(A) respectivement .
&) A (AA)* = A* A*HA* = A" A¥"A* = (ATA)'A* = AT AA* = A+
D'autre part,

(A*A)*A* = A* A A" = A% AT A" = AT (A AY)* = AT AA* = A*

f) Il suffit de vérifier que la matrice A* (A*)%est une solution du systéme de Penrose suivant:

(XA X=X

(A"A) X(A*A) = A

(s1)4
(X(4*A) )" = X(A*A)

L((A*4) X)" = X(A4"4)

) Il suffit de vérifier que la matrice V*A*U* est une solution du systéme de Penrose suivant:
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(XA X =X

(UAV) X(UAV) = A
(s11)s
(X(UAV))* = X(UAV)

L ((UAV) X)* = (UAV) X

1-7-8 Proposition: Soit A € C™"(C), alors:

1. R(A) = R(AAY) = R(AAY).

2. R(A*Y) = R(A*) = R(A*A) = R(A*A).

3. R(1—AA*Y) = N(AAY) = R(A*A)L.

4. RO1—AtA) = N(ATA) = MN(A) = R(A*)L.

1-7-8 Théoréme: Soit A € C*" (C), si {vy,v,, ..., .} est une base de R(A*) et

{fw,wy, ...,w,_,} est une base de N'(A*), alors

At =[v,, vy, ..., 1, 0, ...,0][Avy, Avy, o, AV, W, Wy, oo, Wy | 7L

Preuve:

En utilisons la définition de A*, nous trouvons

At[Av,, ..., Av,w,wy, ..., vy | =[AYAV,, ..., AYAv,, Atw , ATw,, ..., Atw,_,]
=[vy, vy, ..., 1,0, ...,0]

Autre part,

{Av,, Av,, ..., Av,,w{,W,, ..., W,_,} est une base de C", donc

1

+ . p—
At =[vy, vy, ..., 1,0, ... ,0][Avy, AUy, ..., AV, W, Wo, oo, Wy

Exemple: Calculde A*

Soit A=

_o RO
(SR SV

O N
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0
{( ) ( 1 )} est une base de R(A*)
1
2 -1
0
5 | -4
(G-5) < B3
1 _
Donc,

2 -1

ol 5. 2 (T2 (O
> ]={1 et AT 1 |=| -1
1 3 -1

Nous devons maintenant calculer la base de R(A4)*

On remarque que R(A)L = N(A*)
On résout le systéme A*x =0,

Nous obtenons
[
_1

X =% 02 + x
_1
2

Donc
/ 2 -1
.\ 5 —4
A 2 1
-1 2
Nous avons, C* = R(4) @ R(A)*

2 0 O 0
Donc, AT = 1 -1 0 0

3 -1 0 O

A

donc, A" 0 =0 et At
_1
2

2 0 0
1 -1 0

NIR R N[R O

~_
I
o

N
—
|

NIR R N[R O

N|»—u—\N|'-‘O

—

w
I
-
o
o o<
S~

NIRrON|R =
|

S~
I

|
=

N|»—u—\N|'-‘O

I
~_

= NN
I
N NN
| |
NIRrON|R =

1-8 Inverse de Drazin

1-8-1 Lemme: [3]pour toute matrice carrée A il existe un nombre positive k telle que
C" = R(AF) @ IN(AK)

1-8-2 Définition: [3]Soit A est une matrice sur C™", le plus petit entier positif tel que

Mémoire de magister Page 22



Chapitre 1 Les inverses généralisés

C" = R(4A*) @ N(AF), quiest aussile plus petit entier positif tel que rg(4**1) = rg(4*)
S'appelle l'indice de A, on le note par ind (4).

si A est inversible ona, ind (A)=0 .

1-8-3 Lemme: Si A est une application linéaire sur C" et ind(A) = k, alors I'application
définie par: A;: R(A*)——» R(A¥); telle que A; = A p(ak) est inversible.

Preuve:

4 (R(4)) = R(4*+1) = R(4¥).

1-8-4 Définition: Si A € C*"*(C), l'inverse de Drazin de A est une matrice carrée d'ordre n

notée AP qui satisfait les équations suivantes:

I{ XAX =X

{ XA = AX k : est 'indice de A
|

kXAk+1 — Ak

1-8-5 Définition: Soit A € C*™*(C) , ind(A) = k et tout vecteur x de C™ s'ecrit de maniére
unique x = u + v at u € R(4A¥) et v e N (4¥). On définit AP sur C"* par:

APx=A JR(4F)Us APest appelée l'inverse de Drazin de 1’opérateur A

1-8-6 Proposition: Soit A € C*™(C) et ind(A) = k, alors :

a) R(AP) = R(A¥) et N(4P) = W (AF).

b) APA = AAP = Pristy iaby.

©) (I-APA) = (I-AA) = Py (). m(a)

d) A**1AP = A%;Va > k ou « est un nombre entier positif.

e) Si A est inversible alors, AP = A1

Preuve:

a), ¢) et e) sont évidents.
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b) Nous avons, R(AP) = R(APAAP) c R(APA) = R(AAP) c R(AP)
Donc, R(AP) =R(APA) = R(AADP)
Aussi,

N(AP) = (AP AAP) o N (AAP) = (AP A) o N (4P)
Donc, N(4P) = N(44P)=N(4APA)
D’autre part, il est évident que (AAP)? = (APA)? = AAD.
d)Va >k AT 1AP = Aa-k+k+1gD — pa—k gk+14D — ga-k gk — ga
1-9 Le groupe inverse

1-9-1 Définition: Soit A une matrice carrée d'ordre n, on considére le systéme suivant :
Yy

(AXA=4
(G) { XAX =X
|
\Lax = x4

si X est une solution du systéme (G) , alors on dit que X est le groupe inverse de A on le
note par A*

1-9-2 Proposition: Soit A une matrice carrée d'ordre n, et de rang r, alors les propriétés
suivantes sont équivalentes :

)  rg(A)=r1g(4?.

2) R(A) = R(4?%).

3) R(A) ® N(A) =C™

4) A* existe.

Preuve:

On a évidemment que 1) et 2) sont équivalentes.

Par l'application des définition (1-8-2), donc 2) et 3) sont équivalents.
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On va montrer 1'équivalence entre 2) et 4)

4)= 2), le systéme (QG) est €équivalent au systéme suivant:

I(AZX =A
(G1)4 X?A=X

|

\ax = x4

Donc,
R(A) = R(A%X) ¢ R(4%) c R(A) , alors R(A) = R(4?).
2)= 4), Soit A=FE tels queFeC}", EeC." et rgA=r;i,eF etE forment Ia
factorisation de méme rang de A ).
Remarquons que, EF eC™"
D'autre part, R(A4) = R(4?)
Alors, EF estinversible
On pose X = F(EF)™2E , remarquons que X une solution du systéme (G) .
1-9-3 Proposition: Quand le groupe inverse de A existe, il est unique.
Preuve:
Supposons que nous avons deux groupe inverses A% et A%,
On applique successivement les trois équations de (G), on obtient:
Af = AT A = A (A248) = AJ(A1ADAY = ASA A = AY(A2A%)AY

2 2
=(ATAD AL = AAS" = A3,

1-10 Inverse pondéré
1-10-1 définition: Soit B € C™"(C), on dit que la matrice B est auto-adjointe, ou
Hermitienne, si B* = B.

1-10-2 Définition: (Matrice positive)
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Soit B une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels ou complexes.
On dit que la matrice B est positive,si  VxeC" (Bx,x) > 0.
1-10-3 Définition : (Matrice définie positive)
Soit B une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels ou complexes. . On dit que B est une
définie positive si B est positiveet x =0 < (Bx,x)=0.
On rappelle que le produit scalaire standard sur C", est défini par :
Vz,ye € (zy)=Xio¥izi ;5 2= (21 02Zn), ¥ =01 Vo)
Soit N une matrice définie positive d'ordre n
La formule ci —dessous, définit un produit scalaire sur C"
[z,y] = (z,y)n = (Nz,y)
1-10-4 Proposition: Soit B une matrice hermitienne. La matrice B est positive si et seulement
si toutes ses valeurs propres sont positives .
Elle est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont strictement
positives.
1-10-5 Remarque: toute matrice hermitienne et définie positive est inversible.

Soient M et N deux matrices d'ordre m et n respectivement. Alors, le systéme suivant :

r XAX =X

AXA=A
(W1)3
(XA)* =N"1XAN

\ (4X)* = MAXM™?

Admet une solution unique, elle s'appelle l'inverse généralisé pondéré de A, on le note

+
par Ay -

1 1 1 1
L'inverse généralis¢ Ay;y est donné par: Ay = N™z(M2AN™2)*M:
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1-10-6 Proposition: le systéme (w1) admet une solution unique.
Preuve:
On suppose que l'on a X;, X, deux inverses généralisés pondérés de A

X == X1AX1 = M_l(XlA)*Mxl = M_l(XzA)*Mxl :XZAX1 :XZ N(AXl)* :Xz N(AXz)*N_l

=X,AX, = X,.
1-10-7 Proposition: On suppose que X est une solution de (w1)
1) Si €™ muni du produit scalaire
[z,y] = (z,y)m = (Mz,y) z,yeC™"
Alors, XA est le projecteur orthogonal sur N"1R(A*), on note par: [ — P]l\\;(:)

2) Si C" muni du produit scalaire

[z,y] =(z,y)n=(Nz,y) ; zyeC"
Alors, AX est le projecteur orthogonal sur R(A) , on le note par : Pgl;[( 4)
Preuve:
1) AXA = A= XAXA = XA = (XA)? =XA
z,y € C* [XAz,y]=((NXAz),y)=(z,(NXA)"y)=(z,(NXA)y) =(Nz, (XA)y)

=[z, XAy]

Donc, (XA)" = XA
R(XA) =N(NTIXAN)L = N(N"IATAN)* = N((AN)TAN)L =N(NA )L =N"1R(A*)

2) De la méme maniére, nous pouvons prouver que AX est le projecteur orthogonal sur R(A).
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Chapitre 2: Propriétés minimales

Introduction
Dans ce chapitre on utilise les inverses généralisés pour déterminer les solutions
approximantes de I’équation linéaire Ax = b
2-1 Orthogonalité dans les espaces normés
Soit N un espace norméet A € N.d(x,A) =inf {llx —yll;y € A}
On définit une notion d’orthogonalité comme suite :
x Ly & d(x, span{y}) = [|x]|.
BlAe dx,A) =|x|l; VvxeB ;B c N.
L’orthogonalité dans un espace normé n'est pas nécessairement symétrique.
Soit M un sous espace vectoriel dans N et M admet un supplémentaire topologique dans N
Py :={PeL(N)/ P=P2et R(P) = M}
d(I,Pyy) >1:= {PePy: d(I,P) =1 }
2-1-1 Proposition: Soit P, € Py,; alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) I 1-Rll = 1.
b) N(P,) L R(Py).
c) VxeN, lx=Pux||<llx—yll; VyeM.
Preuve:
Supposons a), soit x € N'(Py), ze R(P,), alors
llxll = 1T=Pe) (x — 2) | < [lx — z|

Donc,
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VxeN(®) d(x,R(P)) = llxll,

Supposons b), soit x e N etze R(P,), alors

llx =zl = 1I=Pp)x = Py (z = 0 = d(I=Pp)x, R(Py)) = llx — Pox|l.
Supposons ¢), V x € N; il existe (y, z) unique telque x =y +z
Ou y=PxeR(P) et z=U-Py)xeN(Py)

Ixll =11y — (=2)Il = llz = Pozll = llz|l = [[(Z—Pp)xl|
Par conséquent, | I-PF,|| = 1.
SiP € Py, et P vérifie I'une des conditions de la proposition précédente, alors
R(P,) est le supplémentaire orthogonal de V' (P,).

Mais, NV'(P,) n'est pas nécessairement un supplémentaire orthogonal de R(P,).

2-1-2 Exemple:
Tout sous espace de co-dimension égale a 1 admet un hyperplan supplémentaire orthogonal.

Soit xy € N et x, # e (par Hahn —Banach) existe A € N* tels que A(xy) =1, |[A]l =1

X0

ll 2o II'”

on définit P par: Px = x — A(x) alors N(A) =R(P)et||P—-1I|=1

En général, dans les espaces normés les supplémentaires orthogonaux des sous espaces sont

rarcs.

2-2 Solution minimale d'une équation linéaire dans un espace normé.

Soit A: V— N, un opérateur linéaire et N, un espace normé.

vy € V, on dit que v, est une solution approximante de 1'équation Av = y si vy minimise

|[Av — y || C'est-a-dire ||Avy —y || < |Av—y ||; VveV.

Soit V un espace normé, on dit que v, est une solution minimale si v, une solution

approximante et || vy || < [|w | ;VweT
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T est ’ensemble des solutions approximantes de 1'équation Av =y

Inverse intérieur orthogonal.
2-2-1 Définition: Soit A: V —N, un opérateur linéaire. On dit que U est un inverse droite
intérieur orthogonal de A si U = A, et || 1 — Q|| = 1, onle note par A, ¢ L
Soit A: Ni———» W un opérateur linéaire. On dit que U est un inverse gauche intérieur
orthogonal de 4,si U = Ay, et [[I =P || =1, on le note par 4, , L
On dit que U est un inverse intérieur orthogonal de A4, si U est un inverse droite intérieur
orthogonal et U est un inverse gauche intérieur orthogonal de A; C'est-a-dire
U=A44, L= Aao . On le note par Apo t
2-2-2 Théoréme: Soit A: V——» N, un opérateur linéaire, si 4,4 + = U est un inverse
Droite intérieur de 4, alors:

Vye®,; Uy estune solution approximante de I'€quation Av =y.
Preuve:
Par la proposition (2-1-1) on a:

ly — Qyll < lAv — zll; V 2 € R(A)
Mais,
Qy=AUy;ye®, = R(4) @ N(Q)
Alors,
v =Uy Minimise ||[Av —y ||

2-2-3 Théoréme: Soit A: D(A)—»W un opérateur linéaire; D(A) € N;, A, = Uest un

g.p
inverse gauche intérieur orthogonal de A etl'équation Ax = w admet une solution , alors

Uw est une solution minimale de 1'équation Ax = w .

Preuve:
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Remarquons que,
Uw + z est une solution de 1'équation Ax = w ou z € N'(A4). Maintenant nous cherchons la
solution minimale. Par la proposition (2-1-1) on a:
I(1—-P)Uw]|| < |[lUw — 3]|; ¥V 2 € R(P)

Mais; N(4) ¢ R(P). Donc,

(1 —=P)Uw]|| < ||lUw — 3||; V 2 € N(A)
Alors, (I — P)Uw est une solution minimale de I'équation Ax = w
Mais, (I—P)Uw =UAUw=UQy=Uw.
2-2-4 Théoréme: Soient A: D(A) € N— N, un opérateur linéaire et U est un inverse
orthogonal de A, si pour tout x appartenant & N,, il existe z dans R(A) unique tel que

lx =zl < llx —yll; ¥yeR@A)

Alors, Uy est une solution minimale de 1'équation Ax = y.
Preuve:
Par le théoréme (2-2-2) on a:
Uy est I'unique solution approximante de I'équation Ax = y, donc Uy est I’'unique
solution de 1'équation Ax = Qy.
On applique le théoréme (2-2-3) a I'équation Ax = Qy, nous trouvons

UQy = UAUy = Uy est une solution minimale de 1’équation Ax = y.

2-3 Solution minimale d'une équation linéaire dans un espace de Hilbert

2-3-1 Théoréme:[17] Soient H un espace de Hilbert et C une partie convexe Fermée non vide
de H . Pour tout x € H; il existe un et un seul point y, de C en lequel la fonction

y —|lx — y|| Atteint son minimum, pour touty € C .
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2-3-2 Définition: Si F est un sous espace vectoriels fermé d'un espace de Hilbert .
On appelle projecteur orthogonal sur F l'opérateur Pr: H ———»H qui associe a tout
vecteur x € I sa projection orthogonal sur F. Onpose Prx = y,
2-3-3 Proposition: SiF est un sous espace vectoriel fermé dans un espace de Hilbert H,
alors pour tout x € 7, d(x, y) = inf{d(x,z);ze F} & {(x —y,z) =0;VzeF
Preuve:
lx = ylI> < llx — (v + B2II> = llx — ylI> — 2Refi(z, x — y) + p?lIzII?
Par conséquent,
2ReB{z,x — y) < B2||z||%, onpose B = &(z,x — y),& € R, alors
2z, x —y) <&[z,x — )| |lz|| et quandé —0, alors
(z,x—y)=0;VzeF.
&)Si (x—y,z) =0;VzeF,alors
lx = zlI? = llx =yl +lly —zlI? < llx = yll*; Vze F.
2-3-4 Proposition: Soient ' un espace Hilbertien et F un sous-espace vectoriel fermé
Dans H,alors H =F @ F*.
Nous rappelons que si F est un sous espace fermé d’un espace de Hilbert, alors F admet
un supplémentaire orthogonal F+, dans ce cas le projecteur est auto-adjoint.
Réciproquement, si P est un projecteur auto-adjoint sur un espace de Hilbert, alors
N(P) L R(P) et L est symétrique.
2-3-5 Proposition: Soit A ¢ C"™" , alors :
a) R(A)t = V(4"
b) N(4) = R(A*)*

Preuve:
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a)yeRA)t & (Ax; y)=0,VxeC' & (x; A'y)=0,;VxeC"
© Ay =0;VxeC
& yeN(AY).
2-3-6 Définition: Soient A € C"™"(C) et b € C™. On dit que u € C" est une solution minimale
de I'équation Ax = b sipour tout x € C" ||Au — b|| < ||Ax — b]| et |[u]l < ||v'||; u'e T
T est ’ensemble des solutions approximantes de I'équation Ax = b.
2-3-7 Proposition: Si E € C;'" et E2 =E, alors

a) E est projecteur sur R(E ), on le note par Pre), v

b)C"=R(E) @ N(E).
Preuve:
a) VyeR(E)=3xeC":Ex=y=3xeC" EEx=y
= Ey=y.
b) Evident.
2-3-8 Proposition: Soient A € C"™" ,AXA=A et Xe C*™, alors :
AX = PR(AX), N(AX) XA = PR(XA), N(xA4) -
Preuve:
AXA = A= (AX)?=AX et AXA = A= (XA)?*=XA
On applique ( 2-3-7) sur AX et XAona:
AX = PR(AX), N(AX) — PR(A), neax) ©t XA = PR(XA), N(xa) — PR(XA), N(A) -
2-3-9 Proposition: Si C" =L @ M, alors:
R(Prv) =M, N(Pry) =L' et Ply =pyiyt-
Preuve:

On utilise la proposition (2-3-5) on trouve :
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R(PZ,M) =N(P,m)t = M*tet N(Py) =R(P,m ) =L
Par (2-3-7) nous pouvons écrire, P'v =Py
2-3-10 Théoréme: Soit C* =L @ M ona:
M=L* sietseulement si P,y =Py
Preuve:
=) R(Pw) = N(Pw) =Mt =1L
et N(Py) =REM)=L'=M
D'autre part, on emploie la proposition (2-3-9)ona: Py = Py
P’y =Pv = R(Py) =L, donc M* =L
2-3-11 Proposition: Soit A € C™™ on a:
a) AXA=Aet(AX)" =AX & AX = Pgs) ra)t-
b) AXA =Aet(XA)'=XA & AX =Pyrx), ri)t -
Preuve:
a) =) AXA = A= (AX)*=AX et par (2-3-8)ona:
AX = Py, neax).
D'autre part, par la proposition (2-3-10)ona: N(4X) = R(A)*
Donc; AX = Prea), ®ea)t -
&) AX = Prg), ra)t = AXA =Pr) rayrt A= A.
(AX)? =AX=C"=R(A) @ N(AX) = R(A) ® R(A)*
Car N(AX) = R((AX)*)*

2-3-12 Proposition: Soient A € C™", Y e C™™ ,AYA = A et (AY)*=AY.

X est une solution de I'équation AX = AY si et seulement si AXA = A et (AX)*

= AX
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Preuve:
Si X est une solution de I'équation AX = AY, alors :
AX = AY = AXA = AYA=A
AX = AY = (AX)* = (AY)" = AY = (AX)* = AX
Réciproquement, AY = AXAY = (AX)*(AY)* = X*A* Y*A*
= X*A* = (AX)* = AX.
2-3-13 Théoréme: Soient Ae C™", b e C™ et X € C™™.
Si AXA=A et (AX)* = AX alors, Xb une solution approximante de I'équation Ax = b.
Réciproquement, si Yb minimise 1'équation Ax = b, alors AYA=A et (AY)*=AY.
Preuve:
VxeC" VbeC™ona:

Ax—Pg(a), ra)t b € R(4)
et

Pray,z@aytb = b= ( Pray, zayt —1)b = Prayt zeabeR(A)*:
On écrit, Ax — b=(Ax — Pg(a) =)t b) + (Prea), @)t b — b)
Nous avons;

lAx — blI* = ||Ax — Pz, rayt b”2 + ” Preay, reayt b — bHZ
Donc, [|[Ax — b|| = ||Ax — Pra), =)t b||
Par conséquent, u minimise 1'équation Ax = b si et seulement si u est une solution de
I'équation Ax = Ppay rea)t b
Par la proposition (2-3-11) nous avons, AX = Pg(,) »a)t
Ax = Pga) gyt b = Ax = AXD, donc Xb minimise Ax = b

Réciproquement, si Yb minimise l'équation de Ax = b, alors :
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Yb est une solution de I'équation Ax = pg(a), g(a)t b c'est —a-dire AYD = pxr(a) ra)t b
donc, AY = DPra), r(a)t

par la proposition (2-3-12) nous avons: ~ AYA = A et (AY)* = AY.

2-3-14 Proposition: Soient A e C™™, Y e C"™ , AYA=A et (AY)*=YA
X une solution de 1'équation XA = YA si et seulement si AXA = A et (XA)* =XA.
Preuve:
si X une solution de I'équation XA = YA, alors :
XA = YA = AXA = AYA=A
et

XA = YA= (XA)* = (YA)" = YA = (XA)* = XA.

Réciproquement, YA = YAXA = (YA)*(XA)* = A* Y'A* X*
= A*X* = (XA)* = XA.
2-2-15 Lemme: Soit A € C™", on définiec A sur R(A*) dans R(A), par:
Ax =Ax; VY xeR(4AY)
alors, 4 est une bijection
Preuve:
VyeR(A) =3 xeC™Ax=Ax=1y
Donc, A est surjective.
Vx,x € R(A"), Ax =Ax' = Ax =Ax = (Ax —Ax)=0= A(x —x) =0
Nous avons,C" = N(4) @ R(4*) = N(A)NR(A*) = {0}
A(x —x) =0et (x x)eRA)=>x—x =0=x=x

Donc, A est injective.
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2-3-16 Proposition: Soient A € C™™", b € R(A), alors L'équation Ax = b admet une solution
minimale unique.

Preuve:

Par le lemme (2-2-15)on a :

L'équation Ax = b admet une solution unique x, telle que x, € R(A*)

VyeN(A); x= xo +y estune solution de I'équation Ax = b

D'autre part, nous avons :||x|| = || xoll + l[¥Il = x|l = || x,]l.

2-3-17 Théoréme: Soit A € C™", X € C""™ telles que AXA=A et (XA)* = XA.

Si I'équation Ax = b admet une solution, alors Xb est une solution minimale unique.
Réciproquement, si 1'équation Ax = b admet une solution, et Yb est une solution minimale
telle que Y e C™™ , alors AYA = A et (YA)* = YA.

Preuve:

Nousavons, Ax =b = AXAx=b = AXb=b>b

Donc, par conséquent, Xb est solution de l'équation Ax = b

On utilise (2-3-16); il existe x,€ R(A*) unique telle que x, soit solution minimale de
I'équation Ax = b.

D'ailleurs, R(XA) = N(XA)t =R(A*) et

par le lemme (2-3-15)ona: x, = Xb.

Réciproquement, si b est une colonne de la matrice A, alors Yb € R(A*)

Par (2-3-14)ona: Xb=Yb ;donc XA =YA,

Et par la Proposition (2-3-12) ona:

AYA = Aet (YA)" = YA.
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Exemple:

Soient A € C"™™ ,b e C™ , On considére I'équation Ax = b

Par le théoréme (2-3-13): A*b est une solution approximante de I'équation Ax = b.

Donc, A*b est une solution de 1'équation Ax = AA*b

Par le théoréme (2-3-17): A*AA* b est une solution minimale unique de I'équation Ax = AA™b

Alors, A*b est une solution minimale de I'équation Ax = b.
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Chapitre 3 Inverse généralisé a projections prédéterminées

Chapitre 3: Inverse généralisé a projections prédéterminées A(TZS)

Introduction

Dans ce chapitre plusieurs méthodes sont exposées pour trouver l'inverse généralisé d'une

matrice dont le noyau S et I'image T sont donnés, on le note par A

3-1 Propriétés de l'inverse intérieur

3-1-1 Rappel: Soit E une matrice carrée d'ordre n. On dit que E est un projecteur si E2 = E.

3-1-2 Proposition: Si A e C™" , X e A{1} et b e C™, alors AXb = b admet une solution si

et seulement si I'équation Ax = b admet une solution.

Preuve:

=) AXb=b= Ax =bavec x = Xb.

&) Ax=b= AXAx =b= AXb = b.

3-1-3 Lemme: Soient A € C™" et B e C™9, alors

a) R(AB)=R(A) ©rgAB=rgA

b) N(AB)=N(B) & rg AB=rgB

3-1-4 Lemme: Soient A € C"", 1€ C, X € A {1}, alors

a) X*eA {1}

b) rgA<rgX

c) SiUeC™ etV eC™™ sontinversibles, alors:
U-lX V-1 eVAU {1}

d) XA et AX sont projecteurs.

e) rgXA=rgAX =rgA
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Preuve:
a) AXA=A= (AXA)" = A" = A'X*A" =A== X" eA* {1}.
b) rg (A) = rg (AXA)< min{rg(4),rg(X)} < rg(X).
c) et d) sont évidentes.
e) Par le lemme (3-1-3) on a:
rg (A) =rg (XA) et rg(AX) = rg(4)
Par conséquent, nous obtenons,
rg XA =rgAX =rgA.
3-1-5 Lemme: Soient A € C}", X € A {1}, alors
A XA=I1,& r=n
b)AX =1, r=m
Preuve:
a) =) XA=1,=rg(XA) =n=rg(4) =n;
car, rg(XA) = rg(4)
<) rg (XA) = n, ce qui implique que XA est inversible.
AXA = A= (XA)? = XA = (XA) 1(XA)(XA) = (XA) Y (XA) = XA =1,.
b) De la méme manicre, nous pouvons prouver que AX =1, & r=m
3-1-6 Lemme: Soient 4 € C™", X € 4 {1}, alors
XeA{1,2} & rg(A) = rg(X).
Preuve:
=) XAX =X = R(XA) = RX) = rg (XA) = rg(X)
Par le Lemme (3-1-4) rg (XA) = rg(4)
Donc, par conséquent

rg(X) = rg(4).
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rg(X4) = rg(X)

&) = R(XA) = R(X)

R(XA) c R(X)
D’autre part,

XB = XAB V Be(C™™

Alors, AXB = AXAB = AB = XAXB = XAB = XB.
3-1-7 Définition: Soit A une matrice rectangulaire, telle que A € C;". On dit que les matrices
E et F forment la décomposition de méme rang de Asi A= FE, Fe C;"" et E e C"
3-1-8 Théoréme: Soit A € C;", alors il existe deux matrices F etE telles que F e C;",
EeC™et A= FE.
Preuve:
Soit F € C™7, les colonnes de F forment une base de R(A), donc
rg (F)=r et E est la matrice unique qui vérifie ’équation A = FE
Nous avons rg(FE) <rg(E), donc rg(E) =r
3-1-9 Lemme: (Langenhop) Soit A une matrice carrée d'ordre n, on suppose que

FG=A, FeC' et GeC". Alors,

A? = A si et seulement si GF = I,
Preuve:

Par le lemme (3-1-5)
XF=GY =1, XeA{l1},YeA{1}.
D’autre part,
A’=A = A*==FG = XFGFGY = XFGY = GF =1,
Maintenant, on suppose que GF =1,
A>=FGFG = A?>=FI.G=FG = A.

3-1-10 Lemme: Si A e C™", Be C™™ et X € AB {1}, alors
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a) ABXA = A < rg (4B) = rg(A4).
b) BXAB = B < rg (AB) = rg(B).
3-1-11 Lemme: Si E € C™" et E%2=E, alors
a) E* et I— E sont projecteurs.
b) E € E{1,2}.
c)Ey=y < yeR(E).
HNE)=R(I- E)
e)E(l1— E)=(—- E)E =0.
f) sont {0,1} les valeurs propres de E.
Preuve:
a), b) et ¢) sont évidentes.
¢) Ey=y= EEy=y & Ex=youx=Eye yeR(E)
DyeN(E)e=y-Ey=yeo(I-E)y=ye=yeR(-E)
f) Ex = Ax = EEx = AEx =>(1-A)Ex =0
= A=1o0u Ex =0x.
3-1-12 Lemme: Soit Ae C™" ,C"*=L ® M, alors
a) buAd= A & R(4) c L.
b)APR,y = A & N(A) oM
P, m est un projecteur sur L de direction M dans C".
Preuve:
a) =) R(4) = R(P,wA) cR(P,m) = L.
&)Vyel, Bbyy=y=VyeR(), BbLuy=y

=VxeC", P yAx = Ax
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b) =)NA) =N(APy )2 N(Py)=M
&) Par le lemme (3-1-11)
NEPpm)=R(I—- Py )=M
Donc  A(l— P,y ) =0 ; car N(A) D M.

En 1974 Ben-Israel a introduit la notion de A(ng

a- Formule d'un projecteur
3-1-13 Théoréme: Soit C"=M @ L, alors il existe un projecteur unique  noté
par P\, vérifiant:
R(PMm)=L et N(Py)=M.
Preuve:
Soit { x4, X, ..., Xp} une base de L et { Xp,q, Xpyp, ..., Xp} €St une base de M,

On définit l'opérateur P par:

P x = { X; x; €{ xq, x5, .., Xp} e,
' 0 x;e{xpy1, Xpio, ey Xn}
Il est évident que Py est un projecteur.
On va montrer que P,y est unique
(*) & P,m[U,V] = [U,0]
[U, 0] est une matrice de la forme [ x;, x5, ..., Xp, Op41, ..., Oyl
[U, V] est une matrice de la forme [ x4, X5, ..., Xp, Xps1, Xpi2s ower Xnl

[U, V] est inversible parce que { X1, X, ..., Xp ,Xpy1,, -, Xn} €St une base de C*

Donc I'équation Py \[U, V] = [U, 0] admet une solution unique et P,  =[U, 0][U, V] ~2.

b- La définition de l'inverse A(ng
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3-1-14 Théoréme: Soient A e C;'"*, R(A) =L , N(A) =M, C"=M @ T
CM=L @ S et YeA({1}, alors:

a) XeA{1} telque N(AX) =Set R(XA) =T < AX=P,5 et XA=Pry.
b)yVY eA{l1},Z = PryYP, s est une solution qui vérifie: AZ =P, 5,ZA = Pry
¢) Z = PpyYP, s estl'inverse généralisé de A telque N(Z) =S et R(Z) =T

Dans ce cas Z est unique, on le note par A(Tlg .

Preuve:
a) =) AXA=A= XAXA = XA = (XA)? =XA et R(XA) =T
Par le Théoréme (2-3-7) ona: XA = Pry
AXA = A = AXAX = AX = (AX)? = AX et N(AX) =S
Par le Théoréme (2-3-7) on a:
AX =Py 5.

&) AX =P s > AXA=P A=A
AX =P, > N(AX) =S et XA=Py= R(XA) =T
b) nous avons, AZ = APpnYP, ¢
Par b) eta) du Lemme (3-1-12) on a

AZ = AYP s = P.s.
Nous avons, ZA = PryYP, s A
Par le Lemme (3-1-12) on a:

ZA=PryYA=Pry .
¢) On va montre que Z € A {1,2}
il est évident que, Z € A {1}.

Par le Lemme (3-1-4-¢) on a
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rg (PL,S) = rg(PT,M) =T
Z=PyYPs = rgZ)<rg(Ps)=r
et par le Lemme (3-1-4-b) on a
r=rg(4) < rg(2)
Donc,
rg(d) =rg(Z) =r.
Maintenant, par le Lemme (3-1-6) nous trouvons Z € A {2}.
ZeA{2}=> R(ZA) =R(Z) = R(Prm) =R(Z) =T
ZeA2}=>NAZ2) =NZ) = N(Ps)=N(2) =S.
Unicité: supposons que nous avons deux inverses généralisés Z;,Z,
Z, = Z,AZ, = Z,AZ, = Z,AZ,=Z,.
3-1-15 Théoréme: Soient A € C;*™, U e C™P, Ve C4™ et X = U(VAU)DV
Telles que (VAU)We (VAU) {1}.
a) XeA{l} & rg(VAU) = rg(4).
b) XeA{2} et R(X)=R(U) & rg((VAU) = rg(U).
c) XeA{2} et N(X) =N(V) & rg(VAU) = rg(V).

d X = A;:()U), vy © T8 (VAU) =rg(U) =rg(V) =r

Preuve:

a) =)A = AXA = AXAXA = AUWVAU)DVAUWVAU)DVA

rg (4) = rg (AU(VAU)DVAU(VAU)DVA) < rg (VAU) <rg(A) =7
Donc, rg(A4) =rg(VAU)

=)r=rg(4A) =rg(VAU) <rg(AU) <rg(4) =r

rg (AU) =rg (A) = r ce qui implique AU = A
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On remarque que, AUY =4 Ye(CP4
Par le lemme (3-1-10) on a
AXA = AUWVAU)DVA = AU(VAU)DVAUY = AUY = A
b) =) Nous avons, X = XAX = U(VAU)DVAUWVAU)DV etrg (U) = rg (X)
Donc,
rg (X) =rg (VAU) <rg (U) =rg (X)
&) Ona, rg (VAU) = rg(U)
Par le lemme (3-1-10-b) on a:
XAU = U(VAU)DVAU = U
XAU = U = XA(U(VAU)DY) = U(VAU)DY = XAX = X.
rg (X) =rg (V) = RX) = R(U)
¢) Semblable a b).
d) =)Nous avons, X € A {1,2}, R(X) = R(U) et N(X) = N(V)
Par le théoréme (3-1-14) on a
rg (VAU) = r, rg (VAU) =rgR(U) et rg (VAU) =rgR(V)

Donc, rg (VAU) =rg(U) =rg(V)=r
&) par a) ,b) et ¢) on trouve:

XeA{1,2},R(X) = RU) et N(X) = N(V)
et par le théoréme (3-1-14) on obtient:

_ 4@
X= AR(U). N()

3-1-16 Théoréme: Soient A € C;", T un sous espace vectoriel de C*, dimT = s < r

S un sous espace vectoriel de C™ et dim S = m — s, alors

XeA{2} telque RX)=T et NX)=S & AT® S=C™
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©)

X est dans ce cas unique, et on le note par A,7.

Preuve:
=)Nous avons, R(X) =T = AR(X) = AT = R(AX) = AT
et VAX)=NX)=S
Par le Théoréme (2-3-7) on a:
RAX)® N(AX) =AT ® S=C™
&) SoitUe (C?‘S tel que les colonnes de U forment une base de T

V* € C2° tel que les colonnes de V* forment une base de S*

On remarque que, dim AT =rang AU = s .

rg(VAU) =s car

VAUy = 0= AUy 1 S* = AUy eS = AUy = 0 ; parce que AT NS ={0}
AUy =0 e rangAU=s = y=0.

Et par le Théoréme (3-1-15), nous obtenons

1y — y — 2(2)
U(VAU) V—X—AR(U)' Ny

Donc,

R(X)=RU) =T.
et

NX)=NV)=RVHLt =EHt =5
Unicité: Supposons que nous avons deux X;,X, €4 {2}

X1 =(X14) X, = (XA)X, = Xz(AX1) = X,AX; = X,.

Exemple: calcul A(ng
. (1 1 0 2,3
Soit A= ( 0 1 2) € C5
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T un sous espace vectoriel de C3, engendré par le vecteur e5(0;0; 1)
S un sous espace vectoriel de C?, engendré par le vecteur e;(1 ; 0)

0
) (O) = (0,2), AT est engendré par le vecteur (0; 2)
1

Remarquons que, AT @ S = C?

0
OnposeU=<0>, V*=((1)), V=(0;1)
1

Par le Théoréme (3-1-16) on a

Il existe X € A {2} telque X =UWAU)V, RX)=T, ¥X)=S

VAU = (0,1) ((1) 1 g) (8) =2
1

NR O O

0 0
X =UWVAU) WV =2vyy= %(o) 0,1)=(0
1 0

3-1-17 Proposition: [1] Soient A € C}", T un sous espace vectoriel de C*, dim T = r

S un sous espace vectoriel de C™ et dimS = m — r, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes:

a) AT ®@ S =Cm

b)) RA ® S=C" et NA @ T =C"

c) Il existe X € A {1,2} telque R(X) =T et N(X)=S.

Exemple: calcul A;ZS)

3.1 0

. -2 4 -2 ,

Soit A=\ -, ] €&
o 7 3

T un sous espace vectoriel de €3, engendré par les vecteurs e;(0;0; 1) et e,(1; 0;1)
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S un sous espace vectoriel de C*, S engendré par les vecteurs suivants:

e;(0; 0;0;1)ey,(1; 0;0;1)

3 1 0 0
-2 4 =2 (0) =(0; —2; 1; —3)

-5 -4 -1

o 7 3/

3 1 0 1

-2 4 -2 (3 eh —he —
0 7 3

e;(0; —2;1;-3) et e5(3; —4; —4;—3) sont linéaire indépendants, alors AT est un sous
espace vectoriel de C*, engendré par les vecteurs suivants :

e;(0; =2; 1; =3) et e;(3; —4; —4; —3)

On remarque que, AT @ S = C* et dim AT = rg(4) = 2.

On pose

0 1
Uu={0 0], V=
11

Par la Proposition (3-1-17) on a

S OO
S O O
<
Il
)
[En
(=)
(=)
o
N—

Ilexiste XeA{1,2} telque X =UWAU)V, RX) =T, NX)=S§

-1

-2

1| 3 2
(vAu)t= 1
3

0
1
0 1\/=2 =X 5 0 00
_ 3 2 (1 0 0 0)_
X(00>10(0100) 0% 00
1 1/\5 —~ = 00
3

3-2 Les Méthodes du calcul A;ZS)

a- Méthode de groupe inverse

3-2-1 Proposition:[19] Soient A € C;", T un sous espace vectoriel de C*, dimT =s < r
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S un sous espace vectoriel de C™ et dim S = m — s, soit G € C"™ tel que
R(G) =T, N(G) =S. Si Aadmet AL, alors:

a)ind (AG) = ind(GA) = 1.

b) A% = G(AG)* = (GA)*G.

Exemple:

Soient A(é é) et G(i 8)

RGE=GD=T, NG)=(0;1)=S

1r=(5 o)D) e« e()-«
20
Par (3-1-16) ona: ALY = 8 .
5
1 E 0
AG:((S) g)donc; (AG)#=<(§) g) et G(AG)" = i 0
5
20
oa=0 Yoms 0r-2C 9w nvo-(;
5

b- Méthode de décomposition
3-2-2 Proposition: Soient A € C;", F et E forment la décomposition de méme rang de A tel
que A = FE, alors:
a) R(A) =R(F), b) N(4) = N(E)
Preuve:
a) A=FE=R(A)=R(FE)cR(F) =R(A) c R(F)
R(A) € R(F) etrg(A) = rg(F) ce qui implique R(A) = R(F).

b) A = FE = N(4) = N(FE) o V(E) = N(4) o N(E)
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rg(A) = rg(E) = dimN(4) = dimN(E)

Donc, N'(A) o N(E) etdimN(A) = dimN(E) ce qui implique N (A) = N (E).

3-2-3 Proposition: [20] Soient A € C;"*, T un sous espace vectoriel de C*, dimT =s < r
S un sous espace vectoriel de C™ et dim S = m — s, soit G € C;'™ tel que R(G) =T,
N(G) = S ,UetV forment la décomposition de méme rang de G ou UV = G.

Si A admet A(Tz‘é, alors:

a) VAU est inversible.

b) AR =urAau)~v
Preuve:
a) Par la proposition (3-2-2) on a :

R(G)=RWU) =T

NG)= NIV)=S
D’autre part, par le Théoréme (3-1-16) on a

R(AG) = R(AU) = AR(U) = AT
Cela veut dire que , rg(AU) = dim(AT) = dim(T) = s
Remarquons que les matrices AU et G forment la décomposition de méme rang de AG telles
que AU€eC"®,V eCI™
Par la proposition (3-2-1) on a
ind (AG) =1

ind (AG) = 1 © (AG)? = AG & AP(VAU)V = AUV, AU e Cy"® et Ve Co™
Alors, VAUEeCCSS
D'autre part,

rg(AUV) =rg (AG) =dim(AT) = s
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Par conséquent,
AUV e C2°.
b) U(VAU)"1VAU(VAU) 1V =U(VAU)"tV
Comme U et V forment la décomposition de méme rg de G et UV = G, alors

RUWVAU) W) =RU) =T

Et
NUWVAD W)= NV) =S
Exemple:
11 3 3
Soit A=<2 1 4 3>e<c§'4
01 2 1

T est un sous espace vectoriel de C*, engendré par les vecteurs suivants:
e;(0,0,1,1),e,(1,1,0,0)

S est un sous espace vectoriel de C3, S engendré par le vecteur e; (1,1,—1)

1 0 1
(1 0 1 43
G = 1 1 2 e C,
1 1 2
1 0 1 1 0
_(1 0 1})_[1 0 1 0 1
G={1 1 2 0 1 (1 1 2)
1 1 2 0 1
1 0
{1 0 4,2 (1 0 1 2,3
On pose U=\, 1 e C, V—(1 1 2)6((32
0 1
Donc,
(3 9
VAU_(7 19)
Et
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vAp)~ ==( 19 _9)

“e\—7 3

1 0
@ _ o 1(1 0 19 —9\/1 0 1
Aps = UVADTV = —| 5 | (—7 3)(1 1 2)

0 1

10 -9 1

_[(10 -9 1

4 3 -1

4 3 -1

3-3 les Méthodes numériques de calcul du A(TZ%

Dans ce qui suit on propose des méthodes de calcul du A%

3-3-1 lemme: [6] Soient A € C;"" et Xe C™™ , T un sous espace vectoriel de C*,

dimT = s < r, S un sous espace vectoriel de C™ et dim S = m — s, alors

XAX =X ,N(X) =S et R(X)=T siet sculement si l'une des propriétés suivantes est
valable:

AT® S=Cm .......{a}

ASt® TH=C" ... {b}

PoL AT =S+ ... ... {c}

PrA*St =T .........0d}

Dans ce cas X est unique, on le note par A(TZ;

Dans cette section nous laissons les sous espace T et S méme comme dans le lemme (3-3-1)
et les conditions {a}, {b} sont valable.

3-3-2 Théoréme: [17] Soit A € C™", les quatre conditions suivantes sont équivalentes:

1) limy,4, A =0, 0eC™

)V veClim,, ., A¥v =0
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3) p(4) < 1 (rayon spectral).

4) il existe au mois une norme matricielle induite, telle que ||A|| < 1.
3-3-3 lemme: [17] Soit A € C*" et ||A]| < 1, alors

a) (I — A) est inversible

b) I -A4)" =T, 4%

1
<
o lAll <
a- Meéthode itérative d'ordre 1.
3-3-4 Théoréme: Soient Ye C™™, R(Y)c T, N(Y) > SetBek.

On définit la suite {X) }iey par:

k=0;1;2;3..

1) pour tout X, € C™™ tel que R(X,) c T
La suite {X; }reny converge si et seulement si p(pr — B YA) < 1.
2)sip(Pr —fYA) <1 et limy,,, X =X, alors:
D
. AZ) =PB(Pre —BYA) Y. fa2)
Enplussi |[Pr —B YAl =q, <1lona
| — A% | < @ Axol+ BVm +40(1 = g IYI)

3) Si toutes les valeurs propres de YA sont positives on a :

. p(Pr —BYA) < 1o rg (YA) =dimT et 0<f < p(jA) e eee e {23}

Preuve:

)Ona YPu =Y, PoAAY) =P
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Donc, Xiy1 — A%s = X — AZ) + BY (P51 — Ps1 AX,)
_ _ 2@ (2) _
2 2
= P (X, — AD)) — BYA(X, — AT
=P — BYA)k+1(X —A(Z))
T k TS
Par récurrence on trouve,
2 2
Xirr — ALY = (Pr = BYA)Y 1 (Xo — ADD) {2}
Et par le Théoréme (3-3-1) on a:
limk—>+oo(PT - BYA)k =0
I Xsr — AP =1i Pr —PBYA)H1(X, — A% =0
1mk—>+oo( k+1 T,S) 1mk—>+oo( T B ) ( k T,S)
: —_ 1@
Donc,  limy o Xit1 = Apg

(2)

rs €t Xy e C¥™ tels que

Maintenant on suppose que limy_, X311 =4
:R(Xo) C T et XO ES PT XO

On écrit {a4} sous la forme:

2 2
Xisr — ALY = (Pr — BYA) 1Py (Xo — AT)

= (Pr — BYAPp)*1(Xo — AZY) .. {25}

On considére V = [V;, V] une matrice unitaire telle que R(V;) =T et R(V,) =T+, alors

VP, —BYAV = [’S‘B‘Q*YAVl (’;] (D1
V(P — BYAP )V = [’S‘B%*YA‘G 8] B2}

Par {a5},{b2}et{b1}ona:

V*(Xisr — A) = V*(Pr — B YApr)K*1VV* (%o — AT))
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* k+1

0
% % % 2
= (V*(Pr — BVy YAV)V)<H Vs (W — AC)

_ [(Is — BV YAV ) 0]
0 of

iMoo Xir1 — ATY = 0 = limy, 4, (Is — BV; YAV, ) = 0
On applique le Théoréme (3-1-1), nous obtenons,
p(Is — BV, "YAV,) < 1
Et par {b1} ona
pUs — BV, YAV)) = p(Pr —BYA) <1
2) Xgy1= X tBY(A—AXy)
=X, — BYAX, +BY
= BY + (Pr — BYA)X; ; Puisque R(X,) c T
= pY + (Pr — BYA)(BY + (Pr — fYA) Xy 1)
= BY + (pr — BYA)BY + (Pr — BYA)*BY + - + (P — BYA)*BY
+(Pr — BYA)**1 X,
= [I+ (Pr — BYA) + (Pr — BYA)? + - + (Pr — BYA)*]BY
+(Pr — BYA)**1 X,
Par le lemme (3-3-3) on a:
limye, 40 0o (Pr — BYA)K = (1 — Pp 4+ BYA )™t =(Ppr + BYA) .
My Xperqr = limyyo, [(BRoo(Pr — BYA))BY + (Pr — BYA)<+1X,]
=B(Prr —BYA)Y =X,

. 2 .
llmk_,+w(Xk+1 - A(T,;) = hmk—>+oo (PT - BYA )k+1(X0 - Ag‘z,;) =0

@ _
Donc, AT,S =X..
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X = AC)=—(Pr — BYA) 1+ (Pr — BYA) + (P — BYA)? + -+ (Pp — YA + - 1BY
+(Pr — BYA)*X,
= (Pp — BYA)*[—(1 + (Pr — BYA) + (Pr — BYA)? + - )BY + X, ].
X = AS || < G = BY A= + (Pr = BYA) + (P = BYA)? + )Y + X ]|

< [I(Pr = BYA (Il A+ (Pr — BYA) + (Pr — BYA)? + - )BY Il + lIX, D)
< |(Pr = BYAD IIAIBA + (r = BYA) + DIV I+ 11X,
< q:*(IIXoll+ B(Vn +q: (1 — ) IYID).
3) On suppose que les valeurs propres de YA sont positives, si p(Pr — fYA) < 1, alors
par le lemme (3-1-3)
[—(Pr —BYA)= (Ppr — BYA) est inversible
Par le {b1} donné ci-aprés

BV, YAV, *]
0 I

V(P — YAV = |
Donc, V;"YAV; est inversible
rg (YA)=s=dimT,cars=rg (V;"YAV; ) <rg(YA) <rg(Y) <dimT=s
D’autre part, les matrices V; "YAV; et YA ont les mémes valeurs propres.
Soient (A;); <;<s les valeurs propres de la matrice V; YAV,
Par les conditions suivantes {b1} et p(py — BYA) < 1, nous obtenons

p(Pr — BYA) =p(ls — BV;"YAVy) = p(~I5 + pV;"YAV;)

=max;<;<s|—1+ BNl = [-1+BAl <1

2
p(Y4)

Alors, 0<p<

Donc, p(pr —BYA) <1 implique {a3}

2
p(YA)

Réciproquement, supposons que rg (YA) =dimT et 0 <f <
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On a donc,

V,"YAV, est inversible et ses valeurs propres sont positives

Nous avons,
2 2
0<p< p(YA) — p(Vi"YAV;)
Ce qui implique que, p(ls — BV YAV) < 1

3-4-5 Théoréme: Soit Ye C™™, R(Y) c T, N(Y) D S et B € k. On définit la suite {X} }en

par' {Xk+1 = Xk + ﬁ (I _XkA)Y {Cl}
) k =0:1;2:3..

1) Pour toute X, € C™™ telle que R(X,) D2 S, La suite {X} }xey converge vers A(ng, si et
seulement si p(pgr — f AY) < 1.

2) Sip(pst — B AY) < 1et limy, o X = X, alors:

. X, = A(ng, .

o AQY=PY(R —pAV)

Enplussi [[Pse — B AY|| =g, <1ona:

| = A2| = g2*Ulxoll+ B/M +a2(1 = g2)7HIYI)

3) Si toutes les valeurs propres de AY sont positives on a:

2
p(AY)

. p(Psr —BAY) <1 = r1g(AY)=dimATet0 <f <
Preuve:

Semblable a la preuve du théoréme (3-3-4).

3-4-6 Conséquence: Soit Ye C"™, R(Y) c T, N(Y) DS

Pour tout Xye C™™, R(X,) € T et N (X,) D S alors, chacune des itérations {al}, {c1}
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2 . . .. . , . SRy
converge vers A(T% si et seulement si I'une des conditions suivantes équivalentes est vérifiée:

a)p(Pr —pYA) <1
b) p(Psr —pAY) <1
Preuve:

Nous considérons la matrice unitaire U = [U,, U,] telle que R(U;) =S et R(U,) =S+

U*(Per — B AY)U = [’S‘ﬁul*YAUl 8] {2}

*
Les matrices U; “YAU, et V;"YAV,admettent les mémes valeurs propres non nulles.
L'application de {b1} et {c2} implique

p(Pp —BYA) <1=p(Psr —BAY)< 1
Autrement, sip(Pp — BYA) <1 p(Pgr — B AY) <1, il est évident que les itérations

(2
{al},{c1} convergent vers Ars .

3-3-b Méthode d'ordre m

Les méthodes itératives définies dans les théorémes (3-3-4), (3-3-5) sont du premier ordre,
maintenant on étudie les méthodes itératives d'ordre m; m > 2 et (me N).

3-3-7 Théoréme: Soient Ye C™™, (Y) c T, N(Y) D SetB ek.

Supposons X, = BY. On définit la suite {X} };y par:

{Xk+1 == Xk[l + (I - AXk) + (I - AXk)Z + b + (I _AXk)m_l] {##1}
k=0;1;2;3..

1) Quand (Pr — X, A) < 1 implique la suite {X}, } ey converge vers A(TZ;
Ou ACY = (Prr + X A) Xy v a1}
Si  ||IPr — X, Al|l = g, < 1, alors

2 2
Xir1 — ALY = (Pr = XoA ) (Xp = ALY oo {2}
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1% — A2 < ¢ Va0 = g) DKol .. .. . {3}

2) Si les valeurs propres de la matrice AY (ou YA) sont positives, alors

2
p(Y4)

{a2} est réalisable si et seulement sirg (YA) =dim Tet 0 < <

Preuve:
1) Posons Rg = Pg1 — Pg1 AX), . On remarque que X = X3 Pgi;Vk >0
Ona, X,(I—AX,) = X,(Psx —Per AX)) = X, R/ j = 1.
Exprimons X}, par,
Xpsr = X I+ A= AX) + 1 —AX )2 + -+ (1 — AX,)™ ]
=X, + X Rg + X Re2 4+ X Re™
=X, (I1+Rgx + R+ R™ ™Y v {ab}
De plus, nous avons

Ri/ — Por AX, Ry’ = Ry/pgr — P AX Ri) = (Per — Per AX) R/ = Ry/™

Donc,
Risr =Rg™=Ry™ " e oon o {ba}
Par {ab} et {ba} ona
X, = X, (1 +Ry +Ry? + -+ RO"‘K‘l) S

Et
XoRo! = Xo(Psr — P AX)Ry ™t = (XoPg1 — XoPgr AXg)Ry ™!
= (Xo —Xo AXO)ROJ—l
= (Pr — XoA)XoRy ™
== (Pp — XpA) Xy e ove e {2}

On remplace XyR,’ par (Pr — XoA4)/X, dans la formule {*#}, nous trouvons
p p
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X = (1+ (Pr = XoA) + (Pr — XoA)? + - (Pr — Xo4) mK‘l)xo e [ 13
Si (Pr — X,A) < 1, alors

Jim X = limy 4o (XK _o(Pr — BYA)K) Xy =(Prr + XoA ) 71Xy = X\ cee e {al1}
Mais par {a2}, nous avons A(ng, =X,.
Donc lim X, = A®?

> k—+o k T.s

En utilisant {*x* 1} et {a11}, nous obtenons
Xie — ALY = (P = XoA)™ (14 (Pr — Xo4) + (P — XpA)? + )X,
AP — X = (Pr—XoA) ™ (1+ (P — XoA) + (Pr — XoA)? + )Xo
= ((Pr = XoA)™ + (Pr = Xod) ™+ 4 ) X,
= (Pr=XoA)™ + e = XM ™ 4 ) XoH(Pr — Xod) ™+
(Pr = XoA) ™™ (P = X)) ™ )Xo —((Pr — X)) ™ + (P — XA) ™
oo (P — Xo )™ "HXq
= ((PT “XoA) " 4 (P - XpA) ™ X A) ™ )XO -
(1+ (Pr = Xo4) .. (Pr — Xo4) mii-1 )Xo
= (Pr-XoA) " (14 (Pr — XoA) + (Pr — XoA)? + -+ )Xo —
(Pr = XoA) ™ (1 + (Pr = XoA) * ... (Pr — Xo4) mi- )Xo
= (Pr-Xod) " AD — (Pr — Xod) ™ Xis
= (Pr-Xod) " (A%} — Xio1).

% = 42 || < [|Pr = Xo) ™ || 1+ (Pr = Xo) + (Br = XoA)? + - )Xol
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< @™ (nrq(1 = q) DXl
2) Semblable a la preuve du théoreme ((3-1-4)- (3)).
3-3-8 Théoréme: Soient Ye C*™, R(Y) c T, N(Y) oD SetBek.
Supposons que X, = LY. On définit la suite {X} }xey par:

k=2012;3..

1) Si (Pgr — AX,) < 1, alors la suite {X, }xey converge vers A(ng,

Ou A = Xo(ps + AXo) ™ e, 13

Si||Psr — AX,ll = g, < 1, alors

Xir1 =AY = (psr — AXp)™ (X — ALY v {, 2}
(2) mk -1
|6 = A% || = @™ 442 (1 = a) DKol ., 3)
Preuve:

On pose R, = Py — X, APy, comme dans la preuve du théoréme (3-3-4)

Nous pouvons obtenir

- — m ~ mK+1
Riui=R, =R," b}
~ ~ ~ K—
X, = X, (1 +Ry +Ry + R, 1) e oo o 6}
Xie = Xo (14 (Pgr = AXp) + (Psr — AXg)? + - (Pys — AXo) "‘K‘l) e (i 13

Si(Pgr — AXy) <1,0na
Jim Xy = limy ., Xo(Zk_o(Psr — AX)*) =Xo(Ps — AXg) ™t = Xop ere eee e {a,11}

3-3-9 Proposition: Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) p(Pr — X,4) < 1.
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2) p(Ps1 — AX,) < 1.
3)p(Rp) = p(Ps1 — Pg1 AXy) < 1.
4)p(Ro) = p(Pr — XoAPp) < 1.

3-3-10 Proposition: [1] Si A est une matrice de type mXn, alors

+_ 22
A" = An vy
+ _ 2@
AM,N - AN_1R(A*), M—IR(A*)

M et N sont des matrices hermitiennes définies positives d'ordre m et n respectivement.
Si A une matrice de type nXn, alors
Siind (A) =k, ona

D _ 22
A _AR(A“),N(A“)'

Siind (A)=1,ona

# _ 22
A _AR(A),N(A)'

3-3-11 Exemples : Soit A une matrice de type mXn, On pose
Xes1 = X + BY (1 — AX)), k>0
Ou

Xk+1 :Xk +ﬁ(I_AXk)Y, kZO

2
p(a*a)

Si Y=4" e 0<p< alors

lim X,,, = A".
m Kjeq

Si Y=N1A'M et 0< B< , alors

p(AN~1A*M)

; — A+
lim Xy 1 = Ay n-
k—+o

Si Y= AkA*2k+1Ak, alors
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lim X,.,, = AP.
Jm Xjeyq

2
p(A2k+1A*2k+1)

Si Y=A(A")3A e 0< B< , alors

lim X,., = A".
Jm Xy
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Chapitre 4: EP Opérateurs

Introduction

Soit £ un espace de Hilbert, A € L(HH), un EP opérateur ou opérateur a projection égales et

tel que A*A = A A*; mais notre exposé on commencera par une définition équivalente. Dans
ce chapitre on présente aussi les conditions nécessaires et suffisantes pour que le produit de

deux opérateurs EP avec images fermées soit un EP opérateur avec une image fermée .

4-1 EP opérateur et représentation matricielle

4 -1-1 Définition: Soit A un opérateur linéaire de ' dans lui méme. On dit que A est

EP opérateur linéaire ou bien opérateur a projection égales si R(A) =R(A*).

4-1-2 Proposition:[ 11] Soit A € L(H) ; s'il existe k € N telle que R(A**1) = R( A¥), alors
AP existe et AP € L(H).

AP := L'inverse de Drazin de A.

4-1-3 Remarque: si k =1, alors AP = A*

A* := Groupe inverse de A

4-1-4 Proposition:[11] Soient A € L(H) et H=N(A) @ R(A), alors la représentation

matricielle de A par rapport a la somme orthogonale R(A) @ N(A) =H

R(A R(A
est de la forme AZ[AO1 g][ @) :[ (A)

N(A) N(A)
-1
ot A#:[Alo 8];°u A=Az R(AA—— » R(A) est bijectif.

4-1-5 Proposition: [11] Soient A € L(H;, H,) et R(A) =R(A), alors on a la représentation :
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a8 O[] i)

-1 .
Et A*= [Ao 8] tel que A=A pany: RAA)X— HR(A)

4-1-6 Remarque: Si A est EP opérateur linéaire ona: A" = A*
4-1-7 Théoréme: Soient A € L(F) et R(A) =R(A). Si[A*A,A+A*]=0
et [AA*,A+ A" ] =0, alors A est EP opérateur.
Preuve:
[A*A,A+A*]=0= (A*A)(AA*") =AA* donc R(A*A) € R(AA") & R(A*) € R(A)

De la méme maniére, nous pouvons prouver que [AA* , A+ AT ] =0= R(A) € R(A").

4-1-8 Proposition: Soit A une matrice de type n x n et rg(A) =r, les propriétés suivantes sont
équivalentes:
1) A est EP matrice
2) At = A*,
3) C"=N(4) ®@ R(A).
4) il existe une matrice unitaire U telle que
A=U [‘%1 8] U ot Aj=A peay: R(A)————> R(A)
Preuve:
1) = 2) Par les définitions ( 1-7-2) et (1-9-1) on a: AT = A*.
2)=3) AT =A* = R(AY) = R(A*) = R(AY) = R(4).
=1 C"=N(A) ®@ R(A) =N(4) ® R(A") alors, R(A) =R(A").
Nous allons prouver I'équivalence entre 3) et 4)

Il est évident que 4) implique 3)
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Soit {vy, vy, ..., 1.} une base de R(A) et{w,w,, ..., w,_,} une base de N'(A)

Remarquons que B = {v,Vy, ..., Vy, W1, Wy, ..., Wy_-} €st une base C", par le théoréme de
Gram-Schmidt il est possible, a partir d’une famille libre B de vecteurs de C", de construire
une famille orthonormées qui engendre le méme espace. Donc U* est une matrice de passage

de la base B a la base orthonormée.

4-1-9 Théoréme: Soit A une matrice de type n x n, les propriétés suivantes sont équivalentes:
1) A est EP matrice

2) [A*ALA+AT]=0

3) [AA* ,A+AY] =0

4) [ATA,A+A"]

0

5) [AA" ,A+A"]=0

6) [A,A*A]=0

7) [A,AAT]=0

Preuve:

Il est évident que 1) implique les autre propriétés.

On va montrer que 2) =1)

[ATA,A+AY] =0 ATA2 + AT — At = A & AT(A2+1—-AY) =A = R(A) S R(AY)
Donc; R(A) = R(A*) parce que rg(A) = rg(A").

La preuve des 3) =1),4) =1), 5) = 1) est semblable a celle de 2) =1).
Maintenant; on montre que 6) implique 1)

[A,ATA]=0 A=ATA2 = AAT = (AtA)(AAT) = R(ATA) € R(AAY)
Donc, R(ATA) = R(AA"); parce que rg(A*A) = rg(AA™)

La démonstration de 7) = 1) est semblable a la preuve 6) =1).
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D’autre part, AA* et A*A sont des projecteurs orthogonaux, alors AA*=A*A

4-2 Caractérisations des EP opérateurs
4-2-1 Lemme:[12] Soient #{;, #{, deux espaces de Banach B; € L(H; ) et B, € L(F{;, 7y).
On définit A par:
O R g 145
2 2

# . . . .
Alors, B;" existe si et seulement si A* existe ; Dans ce cas

2
A¥ = [Bl# 8,")’B, ]
0 0

4-2-2 Lemme: Soit A € L(H) et R(A) =R(A),
a) La représentation matricielle de A par rapport a la somme orthogonale R(A4) @ N (4*)

est de la forme:

_ A1 4] [ RA [ RA
A= [01 02] .[N(A*) '[N(A*) ....... (1-1)

B=A4,A;"+ A,A," : R(A) ——»R(L) définie positive, alors:

A - [Al*B_l 0]

A,BL 0
En plus, si ind(A)=1 alors: A; est inversible

ot At = [Al_l A4, ]
0 0

b) la représentation matricielle de A par rapport a la somme orthogonale R(A*) @ N(A)

A3 0]. [R(A*) > [:R(A*)
Ay OF | v N(A)

est de la forme: A= [

U=A43"A;+ A, A, : R(A) ——>R(A) est définie positive, alors
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a4+ = [U7t45 U‘1A4*]
0 0

En plus, siind(A)=1 alors,

-1
As estinversible et A% = [ 43 . 0]
AL A3 0
Preuve:
a)Ona, A™ = Ali nous obtenons AA* = [B 0 .
’ A, 0 0 0

-1
Donc, (AA*)#=(AA*)+=[BO 8]

D’autre part,

A" 0]t A Bt 0
At=A"(AA")*= |21, “B 0]=[ 1 ]
(447 [Az ojlo ol l4a,B™' o

Nous appliquons le lemme (4-2-1), on obtient I'expression de A%

At = [Al_l A4, ]
0 0

b) Nous appliquons les résultats de la partie précédente de la preuve a A* et on trouve les

adjoints de (4*)* et (4*)*.

Dans le théoréme suivant nous considérons des opérateurs a l'image fermée et d'indice égale
a 1 Ces opérateurs sont simultanément Moore-Penrose et groupe inverse, mais les deux

inverses sont en général différents.

4-2-3 Théoréme: Soient A € L(H) et R(A) =R(A), alors A est EP opérateur si et seulement
siind(A) =1 et I'une des conditions suivantes est vérifiée:
1)AAYA* = ATA*A. 2) AATA* = A*A AT

3) AA*A* = A*A A*. 4) AA*AT = ATAA*.
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5) AA*A* = A*A*A. 6) ATAA* = A*ATA
7) AYZA* = ATA*AY ) At’A* = A*At+?
9) A*tA* =A*’ 10) A*? = A**

11) AA*? = A* 12) A* = A*A*
13) ATAA* =A* 14) A*AYA=A*
Preuve:

Siind(A) = 1, il est évident que les conditions sont équivalentes.

Donc, il suffit montrer que , A est un EP opérateur si et seulement si ind(4) =1

et la condition (4) est valable. Si A est un EP opérateur, alors de (4), on obtient les équations
suivantes: AAY = ATA et A*=A". Réciproquement, ind(4) = 1 = At =A" et par la

—1 -2 —1
représentation (1-1) L'équation (4) est équivalente a Aé A1 "4 ] = [Al 0]

0 0 O
L’équation A; %A, =0 implique A, =0

Dong, par le lemme (4 -3-2) A est un EP opérateur.

4-3 produit des EP opérateurs

4-3-1 Lemme: Soient A et B deux opérateurs linéaires de H dans lui méme si A = A"
et B = B*, alors: (AB)*= AB si et seulement si BA=AB.

Preuve:

(AB)"=AB = B*A"= AB = BA=AB.

Réciproquement, (AB)*=B*A"* =BA = AB.

4-3-2 Proposition: Soient A,B € L(H) sont EP opérateurs tels que R(A) = R(A)

et R(B) = R(B). Si BA=AB, alors AB est un EP opérateur et R(AB) = R(AB).

Preuve:
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Nous avons, A*A = AA* et B¥B = BB*

Par [10]; A*, A, B¥, B sont mutuellement commutatifs, et ona (AB)#* = B¥A* =BTA* et
(ABB¥A™)* = (BB¥AA*)"= (BB*AA*)" = (AA*)"(BB+)"= AA*BB* = AA*BB* = ABB*A"
(B*A¥AB)* = (A*AB#B)* = (A*AB*B)* = (B*B)"(A*A)*= B*BA*A = BBA"A = BA" AB.

Exemple:

2
Soient A= < 0> et B= <§ 0>
0 0 0 0

Il est évident que A et B sont EP matrices

N | =

1
Nous avons, BA=AB = <§ 0)
0 0

Donc, AB est EP matrices.

4-3-3 Remarque: Soient A,B € L(H), dans [8] on a démontré que si R(A),R(B)
et R(AB) sont fermés, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) (AB)*= B*A*.

b) R(A*AB) c R(B) et R(BB*A*) c R(A").

4-3-4 Théoréme: Soient A,B € L (') des EP opérateurs tels que R(A) = R(A)
et R(B) =R(B). Si R(A) = R(B), alors: (AB)*=B*A*.

Preuve:

Ona R(A*) = R(A) = R(B) = R(B*).

R(A*AB) = A*AR(B) = A*AR(A*) = R(A*) = R(B)

R(BB*A*) =BB*R(B) = R(B) = R(A*)

Donc, par la remarque (4 -3-3),ona (AB)*=B*A*

4-3-5 Proposition: Soit A est EP matrice carrée de type n x n, alors:

A= A2AT = A2(A A A
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Preuve:

Ona A' = (A*A)TA* et A = A%A* ,alors: A = A%(A*A)*TA*

4-3-6 Proposition: Soient A, B des EP matrices de méme ordre, les propriétés suivantes sont
équivalentes:

1) AB est EP matrice.

2) (AB)A™=0 et B™(AB)=0.

3) N(A) c N(AB) et R(AB) c R(B).

4) N(AB) = N(A) + N(B) et R(AB) = R(A) N R(B)

Preuve:

1)=2)Ona,A"A= A"A=0

Par la Proposition précédente on a:

(AB)A™" =U(AB)*A™ =UB*A* A™ =UB*(4A"4)" =0

(AB)* est EP matrice, alors: B*A*=UAB

B*A*B™= UABB™ = 0 = (4B)*B" =B"(4B) =0

2)=3) (AB)A™ =0 et R(A™) =N (A4), donc N(4) c N(AB)

B™(AB) = 0 et R(B) = N(B™), donc R(AB) c R(B).

3) = 4) Supposons que N'(A) € N (AB), on définit ¢ sur N(AB)/ N(B) dans

N(A) + N (B) par: ¢ (x + N(B)) = Bx

@ est un isomorphisme, donc dim(NV'(4) N NV (B)) = dim N (AB) — dim N (B)
C*=N(B) ®@ R(B), nous déduisons que:
(M@ NRB))® N(B) c N(4) + V(B) c N(4B)

par conséquent on a: dim((V'(4) N R(B)) @ N(B)) = dim N (4B)
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Et N(A) NR(B))® N(B) =N(4) + N(B) =N(4B)

Ensuite, R(AB) c R(B) implique que N(B*) € N ((AB)*)

de la méme maniére, nous pouvons prouver que N ((AB)*) = N(A*) + N(B*) ce que est
équivalent 3 R(AB) = R(A) n R(B).

4) = 1) N(AB) = N'(4) + N'(B) implique R(AB)*) = R(A*) N R(B*)

R(AB)*) = R(A*) N R(B*) = R(A) N R(B) =R(AB).
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Abstract :

We expose some topics related to the role of projectors in the theory of
generalized inverses, we begin by mentioning some minimal and approximant
properties , next we expose the theory of generalized inerses related to
projectors with predetermined image and kernel, and in the end the EP
operators are discussed.
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	Dans  ce cas 𝑿 est unique, on le note par  𝐀𝐓,𝐒(𝟐).

