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0.1 Introduction

En 1920, E. H Moore a introduit la notion d’inverse généralisé d’une matrice.
Cette notion d’inverse généralisé reformulée par M. Penrose en 1955, ot il a donné un outil
trés puissant pour la résolution d’un systéme d’équations linéaires.

La théorie des inverses généralisés a ses racines génétiques essentiellement dans
le cadre des problémes linéaires interprétés par une équation du type Ax = b, Ou A est
une transformation linéaire. Pour que I’équation proposée admette une solution pour z,
il est nécessaire que A posséde un inverse, et comme ce n’est pas toujours le cas, il peut
étre souhaitable de chercher une matrice possédant des propriétés trés proches de celle de
Iinverse, ce qui a été énoncé par M. Penrose en intoduisant une matrice A verifiant les

quatre équations suivantes :
(WAXA=A, 2)XAX =X, (3)(AX)" = AX, et (4)(XA)" = XA.

Ainsi les systémes d’équations linéaires connaissent ’apparition de la solution approchée

comme : "la solution & moindres carrées", "la solution & norme minimale", "la solution
& moindres carrées et & norme minimale", "la solution a rang minimal". La mojorité des
propriétés de l'inverse généralisé ont été traitées dans les livres, voir [2], [3], [8], [19], [20],
[32].

Donc, un inverse généralisé de la matrice A est une matrice ayant quelques pro-
priétés de la matrice inverse de A (quand A est inversible). Le but de la construction de
I'inverse généralisé est d’obtenir une matrice qui peut servir comme l’inverse en quelque sorte
pour une classe de matrices plus large que celles des matrices inversibles. Autrement dit,

I'inverse généralisé existe pour une matrice arbitraire, et quand une matrice est inversible,



alors son inverse coincide avec son inverse généralisé.
L’une des équations linéaires les plus connues dans la théorie des matrices est
I’équation matricielle

AXB=C (1)

ou A, B et C sont connues et X est inconnue.

Résoudre des équations matricielles est 1'un des problémes principaux du cal-
cul matriciel. De nombreuses techniques ont été proposées et développées pour étudier
des équations matricielles, par exemple, si ’équation matricielle (1) n’est pas consistente,
les chercheurs essaient souvent de trouver ses solutions approximées qui satisfont certains
critéres optimaux.

L’une des solutions approximées les plus utilisées de (1) est "la solution a moindres
carrées", qui est définie comme étant une matrice X qui minimise la norme de la différence
AXB - C, c-a-d ||AXB —C||p = min. Une autre solution approximées moins utilisée
par rapport & celle des moindres carrées, est "la solution a rang minimal" de (1) qui est
définie comme étant une matrice X qui minimise le rang de la différence AXB — C, c-a-d
r (AXB — C) = min. Le concept de la solution & rang minimal d’équations matricielle a
été proposé dans [27], [30], par Yongge Tian dans I’étude du rang minimal de la fonction
matricielle linéaire C'— AX B . De toute évidence, la solution & moindres carrées, la solution
a rang minimal et la solution ordinaire de (1) toutes coincident si (1) est consistente. Dans
la litterature on rencontre 1’étude de cette équation et ses applications, par exemple [15],
[16], [17], S. K. Mitra, A. Navarra, P. L. Odell, D. M. Yong, ont étudié la solution commune

de la paires d’équations A1 X181 = C1, A3 X9By = Cs, et ils ont donné la représentation de



cette solution commune.

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreuses recherches ont été traitées la
résolution des problémes de minimisation de rang associés aux équations matricielles et de
leurs solutions qui se produisent dans les disciplines théoriques et appliquées, parce que la
résolution des problémes d’optimisation de rang est trés difficile, sous les positions différentes
des matrices inconnues, dans les expressions matricielles. Heureusement, les problémes
d’optimisation (max-min) sur le rang de C'— AX B peuvent étre résolus algébriquement en
utilisant des décompositions de matrices et de leurs inverses généralisées.

Le rang et l'inertie d’'une matrice sont deux concepts de base de la théorie des
matrices pour décrire la dimension des espaces vectoriels engendrés par les vecteurs colonnes
ou les vecteurs lignes, et la répartition des valeurs propres selon leurs signes afin de calculer
I'inertie d’une matrice, qui est une opération simple en utilisant les opérations élémentaires
et de congruence d’'une matrice en blocs. Ces deux quantités jouent un role essentiel dans
la caractérisation des propriétés algébriques des matrices hermitiennes. En fait, le rang et
I'inerties de matrices hermitiennes ont été ’objet principal d’étude des solution hermitiennes
définies positives et définies non négatives d’une équation matricielle non symetrique. voir
[1], [5], 9], [11].

La thése se compose de quatre chapitres, dans le premier chapitre on a commencé
par donner des notions préléminaires, et vu que I'inverse de Moore-Penrose est ['outil le trés
important tout au long de ce travail, on a tenu de rappeler ses propriétés algébriques et son
role dans la résolution d’équations linéaires.

Dans le deuxiéme chapitre nous établissons plusieurs formules de rang pour les



expressions matricielles qui font intervenir I'inverse de Moore-Penrose. Ces formules de rang
sont considérées comme des outils de base pour développer le contenu des chapitres suivants,
nous utilisons la méthode de rang de la matrice pour déterminer les conditions nécessaires
et suffisantes pour les quelles les équations matricielles A1 X B = C; et Ay X By = Cy ont
une solution commune a rang minimal. En plus nous avons donné ’expression de la solution
générale commune a rang minimal de (1), aussi nous avons obtenu des conditions nécessaires
et suffisantes pour les quelles la solution & rang minimal de I’équation matricielle AXB = C
soit hermitienne, et donné ’expression de la solution hermitienne générale a rang minimal
de AXB=C.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéresse aux formules concernant l'inertie de ma-
trices hermitiennes partitionnées, on s’intéresse aussi aux rang et & l'inertie de certaines
expressions matricielles pour déterminer une solution hermitienne a rang minimal de (1)
soumise & des restrictions d’inégalités. En particulier, on donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour l'existence d’une solution hermitienne définie (positive, négative, non-
positive, nonnégative) a rang minimal de (1). Ou nous étudions les inégalités X = P (> P,
< P, < P), en déterminant l'inertie maximale et minimale de P — X, ou P € C} est
donnée.

Enfin dans le quatriéme chapitre, on a étudié une nouvelle équation matricielle:
AXA* = B, ou X est inconnue, en cette étude, on s’intéresse a des formules de rang ce
qui nous permet d’obtenir les conditions nécessaires et suffisantes pour les quelles, la paire
d’équations matricielles A; XA} = By et A9 X A5 = DBy ait une solution hermitienne com-

mune a rang minimal.



Aussi, nous étudions 'existence d’une matrice hermitienne définie (positive, négative, non-
positive, nonnégative) a rang minimal, par I’étude d’inégalités X = P (> P, < P, < P)

ou P € C% est donnée.



0.2 Notations

F : Le corps des nombres réels ou complexes.

C™*™ . I'espace des matrices du type m x n sur C.

R™*™ . I'espace des matrices du type m x n sur R.

C% : l'espace des matrices hermitiennes d’ordre n sur C.
I, : la matrice identique d’ordre n.

A~!: linverse ordinaire de A.

A~ ou AD : Tinverse généralisé de A.

AT : I'inverse de Moore-Penrose de A.

r(A) : le rang de A.

N (A) : le noyau de A.

R (A) : Pimage de A.

AT . le transposé de A.

A* : Padjoint de A.

In(A) = {it+ (A4),i-(A4), io (A)}: linertie de A.

it (A) : le nombre de valeurs propres positives de A.

i— (A) : le nombre de valeurs propres négatives de A.
io (A) : le nombre de valeurs propres nulles.
Ex=1—-AAT,

Fa=1—A"A, (Ea, Fa: les projections orthogonales)
| Al : la norme de Frobinius.

(,) : le produit scalaire.



Chapitre 1

Préléminaires

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Transformations linéaires

Dans cette section, F désigne le corps des nombres réels ou complexes.

Définition 1.1 Soient V et W deux espaces vectoriels sur le corps F, et soit f : V — W
une application. Alors f est dite linéaire si elle satisfait les deux conditions:
e pour tous vecteurs vy, va € V; f(vi +v2) = f (v1) + f (v2).

e pour tout vecteur v € V' et scalairt € F; f (tv) =tf (v).
On note £ (V, W), 'ensemble des transformation linéaires de V' dans W sur F.

Définition 1.2 Soit f : V — W une transformation lineaire

1) Le noyau (ou l'espace nul) de f est le sous ensemble de V noté N (f) C V

N(f)={veV, f(v) =0}



2) L’image de f est le sous ensemble de W noté R(f) C W

R(f)y={weW,weV, f(v)=w}

1.1.2 Matrices associées aux applications linéaires entre les espaces vec-

toriels de dimensions finies

Soient V et W deux espaces vectoriels de dimensions finies n et m respectivement
sur le corps F, f : V. — W une application linéaire, et soient {e1, ea, ..., e, }, {u1, ug, ..., U }

deux bases de V' et W respectivement.

Définition 1.3 On appelle matrice de 'application f dans les bases {ei}i:ﬁ et {uj}j:m,

la matrice notée M (f) appartenant & F™*", dont les colonnes sont les composantes

€U’

des vecteurs f (e1), f(e2),....f (en) dans la base {uy, ug, ..., up}.

En particulier, C™*™ (R™*™) désignent ’ensemble de m x n matrices complexes
(réelles).

Une matrice A € F™*™ est carrée si m = n , rectangulaire autrement.
Proposition 1.1 L’application
M:L(V,W)— F™"

J s M (£,

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

On a donc pour toutes les applications linéaires f et g de V' dans W, et pour tout

reF:



M(f+g)=M(f)+Mlg).
M (Af) =AM (f).

et M est bijective.

Définition 1.4 Soit la matrice A € C™*",

e le transposé de A est la matrice A' € C™™ quec Al [i,j] = Al[j,i], pour tout i, j.

e ['adjoint de A est la matrice A* € C"™"™ avec A*[i, j| = Alj,1], pour tout i, j.

Définition 1.5 1) Une matrice carrée A € R" " est dite

symetrique si At = A.

anti-symetrique si A' = —A.

orthogonale si A* = A™1.

2) Une matrice carrée A € C"*" est dite

hermitienne (auto-adjoint)si A* = A.

anti-hermitienne si A* = —A.

unitaire si A* = A~1

Proposition 1.2 1) Pour toutes matrices A € F**™ et B € F™*", (AB)" = B'At.,

2) Pour toutes matrices P € C™*™ et Q € C™*"; (PQ)* = Q*P*.

1.1.3 Matrice partitionnée

Définition 1.6 Une matrice en blocs ou une matrice partitionnée est une matrice qui est
interprétée comme ayant été divisée en sections appelées blocs ou sous-matrices. Intuitive-
ment, une telle matrice peut étre visualisée comme la matrice originale avec une collection

de lignes horizontales et verticales qui la partitionnent, en une collection de petites matrices.
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Toute matrice peut étre représentée comme une matrice en blocs sous une ou
plusieures formes, avec chaque interprétation définie par la maniére dont les lignes et les

colonnes sont partitionnées

11 2 2
11 2 2
Exemple 1.1 La matrice P = , peut étre divisée en :
3 3 4 4
3 3 4 4

Pi=111 2| Pe=|2 ,P21=[3 3 4},P22=[4]

Pi1 Pio

la matrice partitionnée peut alors s’écrire P =

Py1 Py

1.1.4 Norme de Frobinius

Définition 1.7 (Trace d’une matrice carrée) Soit A une matrice carrée d’ordre n,
n

a coefficients a;; dans F, on appelle trace de A, et on note tr (A), la somme Y a;; des
=1

coefficients diagonaux de A.

Définition 1.8 Soit A € C™*"™, on définit la norme matricielle de Frobinius motée par

1Al

1/2
1A]| p = (trace A*A)"/* = (Z > aijIQ) :

i=1j=1
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1.1.5 Les valeurs propres d’une matrice

Définition 1.9 Si A € C"*" , 0 # xz € C", et A € C tels que Az = Az, alors )\ est une
valeur propre de A associée au vecteur propre x. l’ensemble des valeurs propres de A est
appelé le spectre de A et on a noté \(A).

Si A\ est une valeur propre de A, le sous espace {x € C", Ax = Az} est appelé le sous espace
propre de A associé & A, sa dimension est appelée la multiplicité géometrique de la valeur

propre A.

Proposition 1.3 Si A € C"*"™ est Hermitienne, alors
i) les valeurs propres de A sont réelles,

ii) les vecteurs propres associés aux valeurs propres differentes sont orthogonauz.

1.1.6 Les matrices définies positives et définies négatives

Définition 1.10 1) Une matrice hermitienne H € C"*™ est dite definie positive si (Hx,x) >
0, pour tout 0 # x € C™ ou d’une maniére équivalente : ses valeurs propres sont strictement
positives.

2) Une matrice hermitienne H € C™*" est dite definie négative si (Hx,z) < 0,
pour tout 0 # x € C™ ou d’une maniére équivalente : ses valeurs propres sont strictement
négatives.

3) Une matrice hermitienne H € C"*™ est dite positive ( définie non négative ) si
(Hz,x) > 0 pour tout x € C™ ou d’une maniére équivalente : ses valeurs propres sont non
négatives

4) Une matrice hermitienne H € C"*" est dite négative ( définie non positive ) si (Hx,z) <
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0 pour tout x € C™ ou d’une maniére équivalente : ses valeurs propres sont non positives

1.1.7 Rang d’une matrice

Définition 1.11 1) Soit {v;};c; une famille de vecteurs. On appelle rang de la famille
{v;}, la dimension de l’espace engendré par cette famille.
2) Soit A € F™ ™. On appelle rang de A, le rang de la famille formée par les vecteurs

colonnes de A, c’est aussi le rang de famille formée par les vecteurs lignes

Le rang d’une matrice est I'un des concepts les plus importants, le rang de la

matrice A, noté r(A), et on a r(A) = 0 si et seulement si A = 0.

1.1.7.1) Factorization a rang complet

Proposition 1.4 Soit A € C™*™ de rang r , r # 0 . Alors, il existe des matrices B €

Cm>r, C e C™*™ telles que r (B) =1 (C) =r et A= BC.

cette décomposition est appelée une factorisation a rang complet de la matrice A
Preuve. Soit A € C"™*™ de rang r, soit {by,bs,...,b.} une base de R (A), soit
B € C™*" dont les vecteurs colonnes sont by, ba, ..., b, donc r (B) = r. Pour une matrice
C € C™™ chaque vecteurs lignes de A est une combinaison linéaire des vecteurs lignes de
C d’ou on peut écrire: A = BC pour une matrice C € C"™*", donc r (C) < r, d’apreés la

proprités r (BC) < min (r (B), r (C)),onar =r(A) <r(C), par conséquent r (C) =r. =

Proposition 1.5 Soient A, B € C™*" .| Alors,
i) r (AB) <min(r(A), r(B)),

i) r (A+ B) <r(A)+r(B).
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Preuve. i) Un vecteur de R (AB) est de la forme ABx pour un certain vecteur x,
et par conséquent, il appartient & R (A). Donc R (AB) C R(A), en conséquence r (AB) =
dim R (AB) < dim R(A) = r (A). Maintenant, en utilisant ce fait nous avons : r (AB) =
r(B*A*) <r(B*)=r(B).

ii) Soient A = XY, B = UV les factorizations a rang complet de A et B respectivement.

Y
Alors, A+ B=XY +UV = [X,U]

v
par conséquent et d’apres i) r (A + B) < r[X,U]

soient {x1,...,z,} et {uq, ..., uq} des bases pour R (X) et R (U) respectivement. Tout vecteur
dans espace image de [X, U] peut étre écrit comme combinaison linéaire de ces p + ¢
vecteurs. donc r [X,U] <r(X)+r(U)=r(A) +r(B).

Par conséquent et d’apresi) r(A+ B) <r(X,U). m

1.1.7.2) Les opérations élémentaires sur une matrice en blocs (Elemantary block

matrix operations)

Afin de conduire des formules explicites pour le rang de matrices en blocs, nous
utilisons les trois types de fonctionnement de la matrice de blocs suivants (abrégée par
EBMO)

I) Interchange de deux blocs lignes (colonnes) dans une matrice partitionnée,

IT) Multiplier un bloc ligne (colonne) par une matrice non singuliére & gauche (a
droite) dans une matrice partitionnée,

IIT) Ajouter a une bloc ligne (colonne) une autre bloc ligne (colonne) multiplié par

une matrice appropriée a gauche (droite).
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Exemple 1.2 On effectue des opérations de ligne de typelll on obtient
A B A B

C D C+XA D+ XB
ou A e Cm*™m D e C"™™ et X € C"™ notez que A est multipliée par X & gauche

1.1.7.3) Les opérations élémentaires sur une matrice en blocs de congruence

(Elemantary block congruence matrix operations)

Afin d’établir des formules explicites pour l'inertie d’une matrice hermitienne en
blocs, nous utilisons les trois types de fonctionnement de la matrice en blocs de congruence
(abrégée par EBCMO) pour une matrice hermitienne en blocs avec la méme partition en
lignes et en colonnes.

IV ) Interchange i®me et j™€ bloc ligne, avec 1’échange de i et ™€ bloc colonne
de la matrice hermitienne en blocs.

V) Multilplier i*™¢ bloc ligne par une matrice inversible P & gauche, de méme que
multiplier i€ bloc colonnes par P* & droite dans la matrice hermitienne en blocs.

VI ) Ajouter i®™ bloc ligne multiplié par une matrice P a gauche au j°™¢ bloc
ligne, de méme qu’ajouter i€ bloc colonne multiplié par P*de la droite au j¢™¢ bloc
colonnes de la matrice hermitienne en blocs.

Des exemples et propositions sur ces deux types élémentaires sur les matrice en

blocs sont traités avec plusieures d’applications dans les chapitres 2, 3 et 4 respectivement .
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1.2 L’inverse généralisé des matrices

Considérons le systéme linéaire
Az =b (1.1)

Soit A une matrice carrée d’ordre n, Si A est non singuliére, donc ker (4) = {0},
alors le vecteur solution x de ’équation linéaire Az = b est uniquement déterminé par
x = A7, Ici, A~! est appelé la matrice inverse de A. Lorsque A € C™*", I’équation
(1.1) a une solution si et seulement si b € R(A), et si b ¢ R(A), il n’y a pas de solution a
l’équation (1.1), alors on pose un probléme ou la solution peut étre trouvée a 'aide de la

définition suivante :

Définition 1.12 Soit A € C™*™, une matrice X € C™*™ est dite inverse généralisé ou

(g9-inverse) de la matrice A si AXA=A.

Si A est carrée et non singuliére, alors A~! est I'unique inverse généralisé de A,

sinon A a plusieures inverses généralisés.

Théoréme 1.1 Soient A € C™*" et X € C™™™, alors les deux conditions suivantes sont
équivalentes
i) X est un g-inverse de A.

i) pour tout b € R(A), v = Xb est une solution de Ax =b.

Preuve. i)==ii) Vb € R(A), b est de la forme b = Ay, pour tel y, alors A (Xb) =
AXAy = Ay =b.
ii)=1) lorsque AXb = b pour tout b € R(A), on a AXAy = Ay pour tout y, donc

AXA=A n
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Définition 1.13 Soit A € C™*", une matrice X € C"*™ est dite inverse généralisé reflexif

AXA=A
de la matrice A, si elle satisfait les deux conditions:

XAX =X

A~ designe un inverse généralisé reflexive de A.

1.2.1 Propriétés de l’inverse généralisé

Théoréme 1.2 [32] Soit H = AA~, F = A~ A. Alors,:
1) H>=H et F? = F.
2)r(H)y=r(F)=r(A).

3)r(A7)>r(A).

4)r(AAA7) =r(A).

Preuve. 1) Il est clair de la définition de l'inverse généralisé
2) r(A) > r(AA7) =r(H), et 7(A) = r(AA~A) = r(HA) < r(H), d’ou on conclut
r(A)=r(H)
r (F') = r (A) prouvé d’une maniére similaire
3)r(A)=r(AA"A)<r(AA7) <r(A").

4) r(A AA) =r (A A),alorsr (A"AA")=r(A"A)=7r(A). =

11
Exemple 1.3 Déterminer un inverse généralisé de A =
11
a b 11 a b 11 11
soit A~ = , de = ,
c d 11 c d 11 11

il faut avoira+b+c+d=1, donc A~ =
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ot a, b et ¢ sont arbitraires

1.3 L’inverse généralisé de Moore-Penrose

E. H Moore a introduit la notion d’un inverse généralisé d’une matrice dans ’année
1920. 'application de cette notion a la résolution de systémes d’équations linéaires a conduit
a un grand intérét pour ce sujet, car depuis 1955, lorsque Penrose a démontré que, pour
toute matrice A (carré ou rectangulaire) a éléments réels ou complexes, il existe une matrice

X unique satisfaisant les quatre équations,

AXA=A (1)
XAX =X (2)
(AX)* = AX (3)
(XA) = XA (4)

Cet unique inverse généralisé, est communément connu sous le nom de Moore-
Penrose inverse et est souvent désigné par AT,

Si A est non singuliére, la matrice X = A~! satisfait trivialement les quatre
équations, alors l'inverse de Moore- Penrose d’une matrice non singuliére est le méme que
I'inverse ordinaire.

D’aprés les équations (3) et (4) ci-dessus, nous avons (AA1)" (I, — AAT) = 0 et
(ATA)* (I, — AT A) =0, donc Py = AAT et P4+ = AT A sont des projecteurs orthogonaux
sur R (A) et R(A*) respectivement.

Les deux projecteurs AA™ et AT A sont auto-adjoints par la définition de AT



18

1.3.1 Existence et unicité
1) L’existence

Lemme 1.1 /2] Si A € C"™*" qvec r(A) =r, r = 0, et soit A= BC une factorization a

rang complet de la matrice A. Alors
AT = C*(B*AC*) ! B* (1.2)

Preuve. On montre d’abord que B*AC™* est non singuliére.

De A= BC on a B*AC* = (B*B) (C*C), ou B*B € C"™*" et C*C € C"™*".

d’aprés la proprités de rangs : pour tout matrice finie H, on r (H) =r(H*H) =r (HH"),
alors on conclut que r (B) = r (B*B) = r (C*C) = r (C) = r, ce qui implique que B*AC*
est non singuliére puisqu’elle est produit de deux matrices non singuliéres B*B et C*C,
alors (B*AC*)™! = (C*C)™! (B*B) ™, par la substitution dans (1.2) on trouve une matrice
K =cC*(c*C)"Y (B*B)"! B~

On remarque que la matrice K satisfait les quatres équations de Moore-Penrose. Alors A™

existe et AT = C* (B*AC*)"' B*. m

2) L’unicité

On suppose que X7 et Xy sont deux inverse de Moore-Penrose de A, alors d’aprés

la définition de AT on a :

X1 = X1 (AX]) = X1 X] (A) = X1 X A* (X3 AY)

= X1 (XTA*) AXy = X1 (AX1A) Xy = X1 (A) Xo



= X1 (AX2A) X3 = (X14) A*X3 X = (A* X7 A*) X3 X3
= (A*X3) X3 = X2AX,

= X5

1.3.2 Propriétés principales de ’inverse généralisé de Moore-Penrose

Théoréme 1.3 [3] Soit A € C"™*". Alors,

1) (AH)T = A

2) (A%)" = (A"

3)siAeC, (ANA)T = \TA*+ ouﬁ:% SiAA0, et \T =0 si A= 0.
4) A* = A*AAT = ATAA*.

5) (A*A)T = AT (A",

6) At = (A*A)T A* = A* (4A")T.

7) (UAV)Y = V*AtU*, o0 U, V sont des matrices arbitraires.

Théoréme 1.4 [3] Si A € C™™, alors

1) R(A) = R(AAT) = R(AA%).

2) R(A%) = R(A*) = R(ATA) = R(A*A).

3) R(I — AAT) = N (AAT) = N (A4*) = N (AT) = R(A)*.

4) R(I—ATA) =N (ATA) = N (A) = R(A*)*.
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Nous avons besoin d’ une notation pratique pour un inverse généralisé satisfaisant

certaines équations spécifiées

Définition 1.14 Pour toute A € C"™*", A{i, j,...,k} désigne l’ensemble des matrices X €

(CTLXT)’L

, qui satisfont les équations (i), (4),..., (k) parmi les équations (1)-(4).
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Une matrice X € A{i, j,....,k} est appelée {i, j,...,k} —inverse de A et aussi notée

par Al Jok)

En particulier, une matrice X € C"*™ de I’ensemble A {1} est appelé un g -inverse
de A et désignée par AV . Ainsi, dans la suite nous noterons A() pour un inverse généralisé

de A au lieu de A~.

1.3.3 L’inverse généralisé et les équations linéaires

Dans cette section on représente des solutions aux équations linéaires en termes

de 'inverses généralisés des matrices.

Corollaire 1.1 [2] Soit A € C™*", b e C™. Alors l’équation Az = b est consistente si et

seulement si AAVb = b, dans ce cas la solution générale est donnée par
z=AWp 4 (I - A<1>A) v, (1.3)
oy € C" est arbitraire.

Preuve. La condition suffisante, c’est évident.

La condition nécessaire peut étre démontrée par la substitution de Ax = b dans
AAW Az = Az, =

La caractérisation suivante de ’ensemble A {1}, en termes d’'un élément arbitraire

AWM de cette ensemble.

Corollaire 1.2 /2] Soit A € C™*", AN ¢ A{1}. alors

Afl} = {A(l) 4+ 72— AW AZAAW, 7 ¢ C"Xm} (1.4)
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1.3.4 Caractérisation de A{1,3} et A{1,4}

Rappelons que X est un élément de 'ensemble A {1, 3} si X verifie les équations (1)

AXA=A
et (3) parmi les quatres équations de Penrose c-a-d,

(AX)" = AX
Aussi, X est un élément de 'ensemble A {1,4} si X verifie les équations (1) et (4)

AXA=A

parmi les quatres équations de Penrose c-a-d,

(XA)* = XA

Théoréme 1.5 L’ensemble A{1,3} se compose de toutes les solutions pour X.
AX = AADD), (1.5)
ot A3) est un élément arbitraire de A{1,3}.

Preuve. Si X satisfait (1.5),donc AXA = AAL3A = A,
de plus, AX est hermitienne car AAM3) est hermitienne par définition, donc X € A {1, 3}.
D’autre part si X € A{1,3} donc AA13) = AXAADS) = (AX)* AAL3) = X*A* (A03))" A% =
X*A* = AX,

ol on a utilisé la propriétes (A(l))* € A*{1}. m
Corollaire 1.3 Soit A € C™*", A3 ¢ A{1,3}. Alors

A{1,3) = {A(l’?’) + (I - A(L?’)A) Z, 7 ¢ cnxm} (1.6)
Théoréme 1.6 L’ensemble A{1,4} est constitué de toutes les solutions pour X

XA=A0Y4, (1.7)
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Corollaire 1.4 Soit A € C™*", ALY ¢ A{1,4}. Alors

A{1,4) = {A(M) Y (I - AA(L‘*)) Ye (C”X"L} . (1.8)

1.3.5 Les solutions & moindres carrées d’un systéme linéaire non consis-

tent

Pour la matrice A € C™*™ et le vecteur b € C™, le systéme linéaire
Az =b

est consistent c’est & dire a une solution pour z, si et seulement si b € R(A).
Autrement dit, le vecteur résidu,

r=>b— Ax

est différent de zéro pour tous les z € C", et il peut étre souhaitable de trouver
une solution approximée de Ax = b, c-a-d: trouver un vecteur x de telle sorte que le vecteur
résidu r est minimisé. Une solution approximée qui est souvent utilisée en particulier dans

les applications statistiques est la solution & moindres carrées de Az = b, qui définie par:

Définition 1.15 Supposons que A € C™*™ et b € C™ alors le vecteur u € C" est appelé la
solution & moindres carrées de Ax = b, si et seulement si ||[Au — b|| < ||Av —b|| pour tout

v e Cm.

Définition 1.16 Un vecteur u est appelé solution & moindre carrées et 4 morme minimale
de Az = b si u est une solution & moindre carrées de Az =b et ||u|| < ||w]|, pour toutes les

autres solutions a moindres carrées w.
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Si b € R(A), alors les notions de "solution" et "solution a moindre carrées" coin-
cident évidemment.

Le théoréme suivant montre que ||Az — b|| est minimisée par le choix de z = Xb,
ou X € A{1,3}. Ainsi on établit une relation entre les {1,3}-inverses et les solutions a

moindres carrés de Ax = b.

Théoréme 1.7 [2] Soit A € C™*™, b€ C™, ||Az — b|| est minimisée lorsque x = A13)p.
ot A3 € A{1,3}. Inversement si X € C™™ a la propriété que, pour tout b, ||Az — b||

est minimisée lorsque x = Xb, alors X € A{1,3}.

Corollaire 1.5 Un vecteur x est la solution & moindre carrées de Ax = b si et seulement
si Az = Ppa)b = AAM3)p,

Dans ce cas, la solution générale o moindre carrées est
w = A3y ¢ (In - A(1’3)A> y (1.9)

avec A3 € A{1,3} et y € C™ est arbitraire.

1.3.6 La solution a4 norme minimale

Lorsque le systéme Ax = b posséde plusieurs solutions pour z, il existe une solution

unique de norme minimale.
Lemme 1.2 [2] Soit A € C™*"™. Alors, A transforme injectivement R (A*) dans R(A).
Corollaire 1.6 Soit A€ C™ ", be C™. Alors, il exist une solution unique de

Az =D

donnée comme solution unique de Ax =b appartenant & R (A*).
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Preuve. D’aprés le lemme 1.1, I'équation Az = b a une solution unique xy dans
R (A*). Maintenant la solution générale est donnée par x = 29+ y, y € N (A).

puisque N (A) = R(A*)™, donc [|z]|* = [lo||* + [|y[|*. cela prouve que [|z] > ||zl
& moins que x = rg. H

Le théoréme suivant représente la relation entre la solution & norme minimale de

Az = b et {1,4}-inverses de A.

Théoréme 1.8 Soit A € C™*"™, b € C™, si Ax = b a une solution pour x, la solution
unique pour la quelle ||z|| est minimisée est donnée par x = ALDb, ou ALY € A{1,4}.
Inversement, st X € C"*™ est tel que, Ax = b a une solution x = Xb qui est la solution a

norme minimale, alors X € A{1,4}.

Preuve. Si Az = b est consistent, alors pour tout AM4) e A{l,4}, x = ALy
est une solution dans R (A*), et d’aprés le lemme 1.1, x est la solution unique dans R (A*),
et par concéquent x est la solution unique de norme minimale d’aprés le corollaire 1.6.
Inversement, soit X tel que pour tout b € R(A), = Xb est la solution & norme minimale
de Az = b. On pose b égal a chaque vecteur colonne de A, on conclut que XA = ATY A,
et Xe A{1,4}. m

La solution unique a moindres carrées et & norme minimale de Ax = b, et 'inverse

de Moore-Penrose A1 sont liés comme suit

Corollaire 1.7 [2] Soit A € C™*", b e C™. Alors, parmi les solutions & moindres carrées
de Az = b, ATb est la solution de norme minimale.
Inversement, si X € C™™ q la propriété que pour tout b, Xb est la solution & moindre

carrées et a norme minimale de Ax = b, alors X = AT,
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1.3.7 Les équations normales

Théoréme 1.9 [3] Soient A € C™*™, et b € C™, alors les assertions suivantes sont équiv-
alentes

i) u est la solution & moindre carrées de Ax = b.

ii) u est une solution de Ax = AA™H.

iit) u est une solution de A*Ax = A*D.

Preuve. D’aprés le corollaire 1.7, 1) et ii) sont équivalents.
si 1) satisfaite, alors on multiple Au = b & gauche par A*, nous donne iii). D’autre part on
multiple A* Au = A*b a gauche par (A*)", donne Au = AA1b donc iii) implique ii). ®

Notons que le systéme d’équations dans 1’assertion iii) ne fait pas intervenir A et
il est consistent, ces équations sont appelés les équations normales .

Il a été souligné au cours de I’ introduction de cette section que si X satisfait
AXA = A, et b € R(A), alors Xb est une solution de Az = b. Ainsi, pour les systémes
consistents, un type d’inverses plus faible que l'inverse de Moore-Penrose est suffisant, si
b ¢ R(A), alors la condition AXA = A n’est pas suffisante pour garantir que Xb est une
solution a moindres carrées.

Il existent des matrices X, A et un vecteur b, b ¢ R(A), de sorte que AXA = A,

mais Xb n’est pas une solution & moindres carrées de Az = b.

2 0
Exemple 1.4 Soit A = , st X satisfait AXA = A, alors X est de la form
0 0
1/2 T12 1
. soit b= , alors d’aprés le théoréme 1.9 un vecteur u est une solution

To1 T22 1
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1
a moindres carrées de Ax = b, si et seulement si Ax = by ot by = . St u est une
0
1 + 2:1312
solution a moindres carrées, alors ||Au — b|| = ||by — b|| = 1. mais A(Xb) =
0

1/2
donc ||A(Xb) —b| = (1 +4|:1:12|2> . st 12 # 0 alors ||A(Xb) —b|| = 1 et Xb ne sera

pas une moindres carrées solution de Ax = b.

Cet exemple montre également que 1’on peut obtenir la solution & moindres carrées
de la forme Xb ot X n’est pas AT. Exactement quelles conditions doit verifier X pour
garantir que Xb est une solution & moindres carrées ou la solution & norme minimale ou la
solution & moindres carrées et & norme minimale de Az = b. La réponse & ces questions est

donnée dans le théoréme 1.7, le théoréme 1.8, et corollaire 1.7.

1.4 L’équation matricielle AXB =(C

Considérons I’équation matricielle linéaire
AXB=C

ou A, B et C sont des matrices connues de types appropriés, et X est inconnue.
L’équation AX B = C est I'une des équations matricielles les plus connues de la théorie des
matrices.

Les conditions de la consistence et la solution générale de I’équation AXB = C
ont été calculées de maniére analytique a I'aide de I'inverse généralisé et le résultat classique

suivant a été obtenu
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Lemme 1.3 L’équation AXB = C est consistent si et seulement si R(C) C R(A) et
R (C*) C R(B*), ou d’une maniére équivalente, AATCBTB = C. Dans ce cas, la solution

générale est donnée soue la forme parametrique suivante
X:A+CB++FAU1+U2EB (1.10)

ou Uy, Uy € C™"*P sont arbitraires.
En particulier, 'unique solution de ’équation AX B = C ayant la F—norme minimale est

exprimée comme suit X = AYC BT ot F—norme désigne la norme de Frobinious .

Preuve. 1) La condition suffisante
on pose X = ATCB™ dans AXB = C, alors AATCBTB =C

2) La condition nécessaire

on multiple AXB = C par AA™ et BTB on obtient AATAXBB'B = AXB =
AATCBTB. m

Remarquons que (1.10) est donnée sous la forme paramétrique, nous pouvons
facilement en tirer des propriétés diverses de la solution & moindres carrées, comme 1’unicité,
rang maximal et minimal, la norme de la solution & moindres carrées...etc, a titre d’exemple
dans [10], Y. H. Liu étudie le rang maximal et minimal de la solution & moindres carrées de
I'équation AXB = C, dans [18] A.B. Ozgiiler, N. Akar donnent les conditions nécessaires
et suffisantes au paire d’équations A1 X By = Cy et Ay X By = C5 pour avoir une solution &

moindres carrées commune. ces résultats sont données dans les lemmes suivants

Lemme 1.4 [10] Soit S = {X eCrri/ X e n%}nHAXB — C||F} alors,

le rang mazimal et le rang minimal de la solution o moindres carrées de l’équation AXB = C
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sont données par

max r(X) = min{p,¢,p +¢~r(4) -7 (B) +r (A"CB")}

g(nélrér(X):r(A CB*)

Lemme 1.5 [18] Soient Aj € C™i*", B; € CP*% et C' € C™*% sont données, j = 1,2,

alors il existe un X € C"*P tel que A1 X By = C1 et As X By = Cy si et seulement si

0 A
Aq
R(Cj) € R(4), R(C;) C R(B;).r| 0 —cy Ay | =7 +T[Bl Bz}.
A
Bi By 0
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Chapitre 2

Solution commune a rang minimal
d’équations A X By = (]

et Ao X By = ()

2.1 Introduction

Considérons dans cette section ’équation matricielle linéaire
AXB=C

ouAeCm*" BeCPlet C € C™*9, sont données et X € C"*P est une matrice inconnue.

De nombreuses recherches ont été effectuées sur la résolution des problémes de
minimisation de rang, et de nombreux résultats ont été obtenus sur la minimisation de rang
associé aux équations matricielles et de leurs solutions qui se produisent dans les disciplines

théoriques et appliquées.
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La résolution de problémes d’optimisation de rang est trés difficile, sous les posi-
tions différentes des matrices inconnues, exprimées sous formes matricielles. Heureusement,
les problémes d’optimisation (max-min) sur le rang de C — AX B peuvent étre résolus al-
gébriquement en utilisant des décompositions de matrices et en se servant les propriétés des
inverses généralisés de matrices.

Vu linterét de l'inverse de Moore-Penrose dans cette section, nous établissons
plusieurs formules de rang pour les expressions matricielles faisant intervenir cet inverse
généralisé. Ces formules de rang sont considérées comme les outils de base pour developer
le contenu des chapitres suivants.

Les matrices considérées dans cette section sont définies principalement sur le corps
des nombres complexes C, soit A € C™*™, nous utilisons A*, r (4) et R(A) pour désigner
I’adjoint, le rang et 'image de A respectivement.

Il est bien connu que l'inverse de Moore-Penrose de la matrice A, noté par AT est

définie comme 'unique solution X qui verifie les quatre équations de Penrose :
(1) AXA=A, (2) XAX =X, 3) (AX)"=AX et (4) (XA)"=XA

Pour plus de simplicité, notons par E4 et Fa les deux projecteurs orthogonaux
Ep=1—AA", Fy =1 — AT A induits par A. Si A € C™*" alors les rangs des ces deux

projecteurs sont données par :
r(Ea) =71 (Im — AAY) =m —r (4).

r(Fa)=r(I,— AtA) =n—r(4).
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2.2 Formules fondamentales de rang impliquants 1’inverse de
Moore-Penrose

Nous listons des résultats qui seront appliqués dans ce chapitre.

Lemme 2.1 [2/] Soit A€ C™*", B € C™*k, C e C™" et D € CI**. Alors,

’I"|:A B]:r(A)+r(B—AA+B):r(B)+7’(A—BB+A). (2.1)
A
r =7r(A)+7r(C—-CATA)=r(C)+r(A-ACC). (2.2)
C
A B
T =r(B)+r(C)+r(EgAFc) (2.3)
cC 0
A B 0 EsB
r =r(A)+r (2.4)
C D CFqa  Sa
A B A
r =r —i—r{A B:|—T(A)+T[J(D)] (2.5)
C D C
A B
ot S4 = D — CAT B est le complement de Schur de A dans M = , et J(D) =
C D

[I - (CFa) (C’FA)JF] Sall—- (EaB)*" (EaB)] est appelé le complement de rang de D dans
M .
En particuliér st R(B) C R(A) et R(C*) C R(A*), alors

A B

’ =7 (A) +7 (D - CA'B) (2.6)
C D
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Les six égalités de rang dans (2.1)-(2.6) sont aussi valables Lorsqu’on remplace A™

par un inverse généralise A1) de A.

Lemme 2.2 [24] Soit A€ C™*", B c C™*k ¢t C € C*", et D € C™**. Alors,

i)T|:A’ B}:T(A)<:>R(B)§R(A). (2.7)
A

i) T =r(A) < R(C*) CR(A¥).
C
A B

i) r =r(A)+r(B)+r(C) <= R(A)NR(B) ={0} et R(A*)NR (C*) = {0}.
C 0
A B _

) r =r(A) <= R(B) CR(A) et R(C*) C R(A*) et D=CA"B.
C D

Théoréme 2.1 Soit A € C™*", B € C™*k, C € C*" et D € C**. Alors le rang du
complement de Schur Sy = D — CA' B satisfait 1’égalité
A*AA* A*B
r(D—-CA"B) =r —7r(A) (2.8)
CA* D
Preuve. il est évident que R(A*B) C R(A*) = R(A*AA*), et R(AC*) C

R(A) = R(AA*A).

A B
alors d’aprés (2.6) onar (D — CATB) =r —r (A), et de fait que A* (A*AA*)T A* =
C D
A*AA* A*B
A*, et que 7 = 7 (A*AA*) + 1 [D — CA* (A*AA*)T A*B] = r(A) +
CA* D

r(D — CA"B) ., alors (2.8) est démontrée. m
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La formule (2.8) signifie que le rang du complément de Schur S4 peut étre évalué

par le rang d’une matrice en blocs formée par A, B, C et D, ol 'inverse de Moore-Penrose

n’apparait plus dans la partie droite de (2.8), en fait, cette formulle nous fournit un outil

puissant pour exprimer les rangs des expressions matricielles impliquant I’inverse de Moore-

Penrose.

L’équation (2.8) peut étre étendue a des formules plus générales. Nous présentons

ensuite certaines d’entre elles, ce qui est largement utilisé dans ce travail.

Théoréme 2.2 [24] Soient Ay, As, By, By, C1, Ca, et D des matrices de telle sorte que

lexpression D — C’lAfBl - CQA;BQ soit définie. Alors,

ArA A%
r (D - CIA—IFBl - CQA;_BQ) =T 0

Cy A

En particulier, si

0
A5 Ay A

Cy Al

ArB;

A3By | —r(A) —r(Ar). (29)

D

R(B1) € R(A1), R(C}) € R(A}), R(Bz) C R(As), R(C3) C R(A5). Alors,

T (D — CIATBI — CQA;_BQ) =T

A 0
0 A
Cp C

By
By

D

On peut généraliser le théoréme 2.2 comme suit

—T'(Al) —T(AQ).

Théoréme 2.3 [24] Soient Ay, By, Cy, (t =1,2,...,k) et D des matrices de telle sorte que
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lexpression D — C’lAfBl - = C’kA;:Bk soit définie. Alors
A*AA* A*B
r(D—CiAf By — ... — LA By) =7 —r(4)
cA* D

ou A= dzag (Al, AQ,...,Ak), B* = [ f, B;, ,BZ] et C = [Cl, CQ,...,Ck]

Lemme 2.3 [23], [25] Soient A € C™*", B € C™*k C € C*". Alors,

A B
i) min @ r(A-BX-YC)=r —r(B)—r(C).
XGCkX",YG(C"LXl C 0
ii) St A e C™*™ A* = —A. Alors,
A B
min r(A—-BX - X*B*)=r —2r (B).
XeCkxm B* 0

2.3 Solution a rang minimal de AXB =C

Considérons & nouveau l’équation matricielle linéaire
AXB=C (2.10)

ou AeC™" BeCP C e C™1 sont données et X € C"*P est une matrice inconnue.

L’équation (2.10) est 'une des équations matricielles les plus connues de la théorie
des matrices. Résoudre des équations matricielles est 'un des problémes principaux du
calcul matriciel. De nombreuses techniques ont été proposées et developées pour étudier
plusieurs types d’équations matricielles. Par exemple, si I’équation matricielle dans (2.10)
n’est pas consistente, les chercheurs essaient souvent de trouver des solutions approchées
qui satisfont certains critéres optimaux.

L’une des solutions approchées les plus utilisées de (2.10) est la solution & moindres

carrées, qui est définie comme étant une matrice X qui minimise la norme de la différence
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AXB - C:

|AXB — C||; = min (2.11)

Une autre solution approchées moins utilisée, est la solution a rang minimal de (2.10) qui

est définie comme étant une matrice X qui minimise le rang de la différence AXB — C :
r(AXB — (C) = min (2.12)

Le concept de la solution & rang minimal d’équations matricielle a été proposé dans [27], [30]
par Yongge Tian dans I’étude du rang minimal de la fonction matricielle linéaire C — AX B.
De toute évidence, la solution & moindres carrées, la solution a rang minimal, la solution
ordinaire de (2.10) coincident si (2.10) est consistente.

Ensuite Nous introduisons comment Yongge Tian dans [21] a obtenu la solution a
rang minimal de (2.10)

Soit

P(X)=C - AXB (2.13)

ou Ae C™" BeCP, C e C™* sont données et X € C™*P est une matrice inconnue.
Nous 'appelons 'expression matricielle linéaire associée a (2.10). Dans les deux articles

[27], [30] une formule précieuse pour le rang de (2.10) a été établie comme suit

C
r(C—AXB)=r + [ cC A } —r(M)+r[En (X+TM*S) Fg]. (2.14)

B
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Pour plus de commodité, soit
P(X)=Ern (X +TM*S) Fs, (2.15)

ou on 'appelle la forme réduite de rang de P (X) dans (2.13)
Il est évident que le rang maximal et minimal de P (X) dans (2.15) sont donnés
par
maxr {]3 (X)] =min{r (En), r(Fs,)} et minr {ﬁ (X)} = 0.

D’aprés ces résultats, nous avons

Lemme 2.4 [27] Le rang maximal et minimal du C — AX B suivant X sont donnés par

C
max 7(C — AXB) = min ’I"|:C A],r (2.16)
XeCnxp
B
C cC A
min T(C—AXB):T[C A:|+T —r . (2.17)
XeCnxp
B B 0
Cc A 0
Preuve. Soit M = , T'= [ 0 I, ], et S = . Alors il est facile
B 0 I,
de verifier que :
cC A 0
M S
r(C—AXB)=r| B 0 I, | —n—p=r —n—p. (2.18)
T -X
0 I, —-X
A B A
de (2.5), r =7 —i—T[A B]—r(A)—i—r[ECl (D - CAWB) Fp,]
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onCy=C—-CAMA, B =B - AAVB,

donc :
M S M
: | e e s ] e (s s vy
T —-X T
C
—r +r[c A]+"+p—r<M>+r[En(X+TM“>S)FSI]
B

ou Ty =TFy, S1 = EpNS. en remplagant dans (2.18)

r(C— AXB) =r ¢ +r[c A:|—T(M)+T[ET1 <X+TM(1)S)FSI} (2.19)

B

on a

maxr [ET1 <X + TM(l)S> FSI} =maxr [En Y Fg | =min{r (Ep), r(Fs,)} (2.20)
m)}nr {ET1 <X + TM(l)S) Fsl} =minr [EnY Fg] =0 (2.21)

ou par (2.1) et (2.2) on obtient

r(Fs) =p=r (S0 =p-r(EuS) =p—r| 3 s | +r0n=ron-r| ¢ 4]

En remplacant dans (2.20) puis dans (2.19) on obtient (2.16)

Par substitution de (2.21) dans (2.19) on obtient (2.17). =
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Il est évident, qu’a partir de (2.14) la matrice X satisfaisant (2.17), est la solution

de I’équation matricielle consistente suivante
Er, (X +TM?*S)Fs, =0 (2.22)

D’aprés le lemme 1.3, du chapitre 1, la solution générale de (2.22) appelée la solution

générale a rang minimal de (2.10) est donnée sous la forme
X =-TM"S+TU+VS; (2.23)
oit U € Clt™)xp ot V € C™*(m+P) sont arbitraires.

Lemme 2.5 [30] La solution a rang minimal de (2.10) est unique si et seulement si

Cc A C
r(A)=n,r(B)=np,r =r —i—r(A):fr’[C A]—i—r(B)
B 0 B

2.4 Solution commune a rang minimal d’équations A, X B =

Cl et AQXBQ — CQ

Considérons la paire d’équations matricielles
AlXBl = Cl et A2XB2 = CQ (224)

ot A1 € C™X" By € CPX4, O € C™X9, Ay € C*", By € CPXt, Oy € C** sont
données, X € C™*P est inconnue.

Dans cette section, nous utilisons la méthode de rang de la matrice pour déterminer
les conditions sous les quelles les équations matricielles A1 X B; = C1, A3 X By = C5 ont une
solution commune a rang minimal. En plus, I’expression de la solution générale commune

a rang minimal de (2.24) est établie.
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2.4.1 Conditions nécessaires et suffisantes

Lemme 2.6 [/] Soient A; € C™¥", By € CPX9, Ay € C™¥!, By € C**9, C € C™*9 des
matrices données, X1 € C"*P, Xy € C*5 sont inconnues.
Soit M = Ea,Aa, N = BaFp,, S = AaF)y, alors les assertions suivantes sont équivalentes
i)Le systéme

A1 X1By + Ay XoBy = C (2.25)
est résoluble.

i1) Les équalités de rang suivantes satisfont

Al C A1 0 Az C Az 0
T =r , T =r s
0 B 0 B 0 B 0 B
By
- Bl
r C Al A2:|:r|:A1 A2:|,’I” BQ =r
L By

Dans ce cas la solution générale de (2_25) est donnée sous la forme :
Xy = AfCBf —AT AsMTE4,CBf — A7 SA;CFp, Nt ByB —AT SVENByBf + Fa,U+ZEp,,

Xy = MTEACBS + FySTSA;CFp, Nt + Fy (V- STSVNNT) + WEp,,
ou U, V, W et Z sont arbitraires.

Théoréme 2.4 Théoréme 2.5 La paire des équations matricielles dans (2.24) a une so-

lution commune & rang minimal si et seulement si

S1
Tl 0 —My, S, | =T +7"[T1, T2]+7“(M1)+7“(M2). (2.26)
Sa
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Preuve. La solution générale a rang minimal de ’équation matricielle AXB = C

est définie par

X = —TM+S—|—T1U + VS,

cC A 0
oun M = ,T:[O [n},S: , Ty =TFy, S1 = EyS, et U, V sont
B 0 1,
arbitraires.
Soient les équations matricielles:
A XB, = O (1)
AQXBQ = CQ (2)

Soient X; et X les solutions des équations (1) et (2) respectivement. Alors,

Xy = -T1M;Sy + T11Us + V1S,

Xo = —TQM;SQ + TooUs + V5592,

ou Ty =TiFy, , Sii = Ewn, Si, avec @ =1, 2, et Uy, Vi, Us, Vo sont arbitraires. Dans ce cas,

Uy S11
X1 — Xo = TyMy Sy — Ty MHSy + [Th1, Tho) + Vi, = V%]
—Us S22
Donc d’aprés le lemme 2.3 on trouve
ToMy Sy — TyM{ ST Ty Tho
)§r1171)1(12r (X1 —Xo)=r Si1 0 0 —7r[Th1, Teo]—r
S99 0 0

S11

. (2.27)



41

On a
S11 S1 My 0 Sy
, —r PO m) =1 | |, g [ Gn)-r (),
S22 So 0 DMy So
et
T T
My
rT,Tel=r| pmy o |—7(My)-r(Mz) =7 [ Ty, T }4‘7’ —r (My)—r (My).
My
0 M,

En appliquant le lemme 2.3 et le théoréme 2.2 et les opérations élémentaires sur les matrices

en blocs, on obtient :

ToMy Sy — TyM{S1 T Tao

r S11 0 O

Sao 0 O

oMy Se—TiM{Sy Ty T, 0 0 0

S1 0 0O My 0 O
So 0 0 0 M O
=T —QT (Ml) —27‘ (MQ)
0 M, O 0 0 O
0 0 M, O 0 O




MMM 0 M{Sy
0 M MyMg M S,
T\ M; Ty M 0
0 0 S1
0 0 Sa
0 0 0
0 0 0
M, 0 S1 0 0 0
0 —My Sy O 0 0
T T 0 O 0 0
0 0 0 O 0 M
0 0 0 O 0 0
0 0 0 My O 0
0 0 0 0 My O
My 0 S1 _
M,y

0 —Msy Sy +r

Ty Ty 0

My

0

0

0 0 0 |
0 0 0
T, 0 0

0 M O

0 0 M
0 0 0
My O 0

—3r (My) — 3r (Ms)

. [ My M, ] 30 (M) — 3r (My).

Par substitution dans _(2.27) on obtient (2.26) m

— 3r (My) — 3r (My)
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2.4.2 Expression de la solution générale

AIXBl = Cl et AQXBQ = Cg

Théoréme 2.6 Soient

Py = Ep,, 111,
Q1 = S11Fs,,,
K1 = FEp,Fp,
Py = Eqy, T,
Q2 = S22Fs,,,
Ky = Eqy, Fp,,

Hy = Er,TiM{ S1Fs,, — Er,,ToMy S>Fs,,,

Hy = Er,, TyMy SoFs,, — Ery, TyM; S1Fs,, .
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commune a rang minimal de

Supposons que le systéme (2.24) a une solution commune & rang minimal. Alors, les solu-

tions générales communes & rang minimal est donnée comme suit :

X = -T\M{ S+ P} H\Fs,, — P Er,,K{" Ep H\Fs,, + K{ Ep, H1Q{ — P{" E1,, Fi, V1Q1Fs,,
+T11FpUr + T1Z1 Bk, + Fi,ViSu + WiFg, S, (2.28)

ou
X = —TyMySy+ PrHyFs,, — Py Ery, K Ep,HaFs,, + K Ep,H2Q3 — Py E1,, Fi,VaQ2Fs,,
+ToaFp,Us + ToaZ2Erg | + Fi;,VaSaz + WaFq, Sa, (2.29)

ou Uy, Uz, V1, Vo, W1, Wa, Z1, Zs, sont des matrices arbitraires de types appropriés.

Preuve. La solution générale & rang minimal de AXB = C est la solution de

I'équation consistente Er, X Fls, = —Ep, TM™*SF, telle que P (X) = Ep, (X + TM™S) Fs,,
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appellée la forme réduite de rang de P (X) = C — AXB.

I’expression de la solution générale a rang minimal de A1 X By = C est donnée comme suit:
X = -T\M;{" S + 111U + V1Sn. (2.30)

La paire d’équations matricielles (2.24) a une solution commune & rang minimal si et
seulement s’ils existent U; et V1 tels que X soit la solution & rang minimal du systéme

A3 X By = Oy, c-a-d, En, <—T1M1+Sl + U + f/lsn> Fy,, = —Ep,, TyMy S3Fs,,, alors
Er,,T11U1 Fsy, + Ep,V1S11 Fsy, = Ery, TVM; S1Fsy, — Ep, ToM; SoFs,,.  (2.31)

En appliquant le lemme 2.6 & (2.31), la solution générale du systéme (2.31) est
Uy = P HyFsy,— P/ By, K{ Ep H1Fs,, — P E1,, Fit, ViQ1Fs,, + Fp Ui+ Z1 By, (2.32)

V1=K Ep HiQ] + Fx,Vi + W1 Eg,, (2.33)

ou Uy, Vi, Wy, Z1, sont des matrices arbitraires.
Par substitution de (2.32) et (2.33) dans (2.30) on obtient (2.28), de la méme maniére

Pexpression (2.29) est obtenue ®

2.5 Solution hermitienne & rang minimal d’équation
AXB=C

Dans cette section, nous allons obtenir les conditions nécessaires et suffisantes sous
les quelles la solution a rang minimal de I’équation matricielle AX B = C' soit hermitienne,

et donnons 'expression de cette solution.
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2.5.1 Conditions nécessaires et suffisantes

Considérons I’équation matricielle
AXB=C (2.34)

ou A e C™" BeC"i C e C™1 sont données, et X € C"*"™ est une matrice

inconnue.

Lemme 2.7 [}/ Soit A € C™*" B e C"1, C € C™*1, sont données. L’équation ma-
tricielle (2.10) a une solution hermitienne si et seulement si la paire des équations ma-
tricielles

AXB=C et B*XA* =C* (2.35)

posséde une solution commune, et si une telle solution (commune) est hermitienne, alors,

une représentation de la solution hermitienne générale de (2.34) est donnée sous la forme

XX

X 5

ot X est la représentation de la solution générale commune de (2.35).

Théoréme 2.7 L’équation matricielle (2.34) a une solution hermitienne & rang minimal

si et seulement st

M 0 S
r|l o0 —M* T+ | =2r [ T, S* } +2r (M). (2.36)
T S 0

Dans ce cas, la solution générale hermitienne a rang minimal peut étre formulée comme suit

(2.37)



46
o
X = -TM"S+ P HFs, — P"Fs,K"EpHFs, + K EpHP" — P Er, FkV1 PFg,

+T1FPU—|-T1ZEF31 + FgV ST+ WEFEpS,. (238}

Preuve. La solution générale & rang minimal de (2.34) est donnée comme suit :
X =-TM*S+TiU +VSy, ou U, V sont arbitraires. Alors,

X*=—(TM*S)" +U*Ty + S;V*. Alors,

U S1
X—X*:(TM+S)*—(TM+S)+|:T1 ST] +[v —U*}
—V* Ty
Donc, d’aprés le lemme 2.3 on obtient
(TM*8)* —(TM*S) Ty S}
m)}nr (X—-X")=r Sy 0o 0 | —2r [ T, S ] . (2.39)
Ty 0 O
On a
T S*
M
T[Tl Sik:|:’l" M 0 —2r(M):r[T7 S*]—I—r —2r(M). (2.40)
M*
0 M*

Et en appliquant le lemme 2.3 et le théoréme 2.2 et les opérations élémentaires sur les

matrices en blocs, on obtient

(TM*S)* = (TM*S) T, St

r Si 0 O

T 0 0
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(TM*+S)" —(TM*S) T S* 0 0 0
S 0 0 M 0 0
T* 0 0 0 M* 0
=7r — 4r (M)
0 M 0 0 0 0
0 0 M* 0 0 0
0 0 0 0 0 0
M*MM* 0 M*S 0 0 0 0
0 ~MM*M MT* 0 0 0 0
TM* S*M 0 T S 0 0
=T 0 0 S 0 0 M o |—6r(M)
0 0 ™ 0 0 0 M*
0 0 0 M 0 0 0
0 0 0 0 M* 0 0
M 0 S
M
=r| o —M* T*|+r —|—7‘|:M’ M*:|—6T(M). (2.41)
M*
T S 0

Par substitution de (2.40) et (2.41) dans (2.39) on obtient (2.36). m
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2.5.2 Expression de la solution hermitienne générale a rang minimal de

AXB=C

D’aprés le lemme 2.7, I’équation matricielle (2.34) a une solution hermitienne &

rang minimal si et seulement si la paire d’équations matricielles
EpXFg, = —Brp (TM*S) Fs, et Fs,XEr, = —Fs, (TM*S)" Ep,

a une solution commune. Alors d’aprés la formule (2.28) on a

X = -TM"S+P"HFs, — P"Fs,K"EpHFs, + K" EpHP" — PYEr, Fx V1 PFg,

+T11FpU +ThZERy, + FxkVS1 + WEpSy. (2.42)

Ou P=Eq, H=—FEp (TM*S) Fs, — Fs, (TM™*S)" E,.

On substitue (2.42) dans (2.37) on obtient Xj.
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Chapitre 3

Solution hermitienne définie
(positive, négative, non positive,

non négative) a rang minimal

3.1 Introduction

Le rang et l'inertie d’'une matrice sont deux concepts de base de la théorie des ma-
trices pour décrire la dimension des espaces vectoriels engendrés par les vecteurs colonnes
ou les vecteurs lignes, et la répartition des valeurs propres selon leurs signes afin de calculer
I'inertie d’'une matrice, qui est une opération simple en utilisant les opérations élémentaires
et de congruence d’une matrice en blocs. Ces deux quantités jouent un role essentiel dans
la caractérisation des propriétés algébriques des matrices hermitiennes. En fait, le rang et

I'inerties de matrices hermitiennes ont été les objets principaux d’étude les solution hermi-
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tiennes définies positives et définies non négatives d’une équation matricielle non symetrique.

Tout au long de cette section, C™*" et C'; désignent I’ensemble de toutes les mx n
matrices complexes, et les matrices hermitiennes complexes d’ordre n respectivement. Tous
les symbols utilisés dans cette section sont les mémes que dans le chapitre 2. Nous notons
A >0 (A>0)si A est hermitienne définie positive (définie non négative). On dit que les
matrices hermitiennes A et B de la méme taille, satisfont I'inégalité A = B (A > B), si et
seulement si, A — B est définie positive (définie non négative).

L’inertie de A € CY} est définie comme étant le triplet In (A) = {iy (A), i— (A), io (A)}. Ou
it (A),i_ (A) et ig (A) sont le nombre de valeurs propres positives, négatives et nulles comp-
tées avec multiplicités respectivement. Les deux nombres iy (A) et i (A) sont générale-
ment appelés les inerties partielles de A. Pour une matrice A € C%}, chaqu’un des r (A) =

it (A) +i- (A) et ig (A) = m —r (A) sont satisfaits.

Considerons I’équation matricielle
AXB=C (3.1)
Notre objectif dans cette section est de déterminer une solution hermitienne &
rang minimal de (3.1) soumise & des restrictions d’inégalités. En particulier, nous donnons
des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d’une solution hermitienne définie
(positive, négative, non positive, non négative) a rang minimal de (3,1). Ou nous étudions
les inégalitées X = P (> P, < P, < P), en déterminant I'inertie maximale et minimale de

P — X, ou P € C} est donnée.
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3.2 Inerties de matrices hermitiennes en blocs

Can

Lemme 3.1 [22] Soit L un ensemble constitué de matrices définies sur , et soit h un

ensemble constitué de matrices Hermitiennes sur CY;. Alors,

a) Pour m =n, L a une matrice nonsinguliére si et seulement si max 7 (X)=m.
Xe

b) Pour m =n, tout X € L est nonsinguliére si et seulement si )r?nﬁl r(X)=m.
€

¢) 0 € L si et seulement si min (X ) = 0.
XeLl

d) h a une matrice X =0 (X <0) si et seulement si max i1 (X) =m (max i_ (X)=m).
Xeh Xeh

e) h a une matrice X > 0 (X <0) si et seulement si ?11; i (X)=0 (1)1(111% iv (X)=0).
€h en

Lemme 3.2 [14], [24] Soit A€ C™*" B c C™* CcC*", D e C*F. Alors,

A B 0
A BFp
r =r|lc o0 Q|—rP)-r@)), (3:2)
EoC 0
0 P 0
M N M N 0
r =r —r(P), (3.3)
EpA EpB A B P
A
M AFp
r =r| N B |—-r(P) (3.4)
N BFp
P

Lemme 3.3 Soit Ae C?, Be C%, Q € C™*". Alors,



0 @
it =r(Q).
Q" 0
Lemme 3.4 [22] Soient A € C}}, B e C™*", D € C"™*" et on définit
A B A B
U= , V= . Alors,
B* 0 B* D

i+ (U)=r(B)+i+ (EpAER),

0 EsB
it (V) =ix (A)+ix
B*E4 D—B*AtB

Les formules suivantes découlent de (3.7) et (3.8)

A B 0
A  BFp
it =it | Br o0 pr|—-r(P).
FpB* 0
0 P 0
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(3.6)

(3.9)

Lemme 3.5 [23] Soient A € C™*" B € C"*P et C' € C™*P et supposons que l'équation

matricielle AXB = C est résoluble pour X € C"*™, alors les assertions suivantes sont

équivalentes

a) L’équation matricielle AX B = C posséde une solution hermitienne pour X

b)

R(C)CR(A),R(C*)CR(B*), etr| o —c* B* :27’[14*7 B]-

¢) La paire d’équations matricielles

AYB=C et B*'YA* =C"

(3.10)

(3.11)
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admet une solution commune pour Y .

Dans ce cas, la solution générale hermitienne de AXB = C peut étre donnée comme suit :
1 *
X:§(Y+Y) (3.12)

ot Y est une solution commune de (3.11) ou

1 ¥
X = 5 (Yb + YO*> + EqUqi + (EgUl) + FUsFy + EgUsEp, (3.13)

Yy est une solution commune spéciele de (3.11), G = [ A*, B ], et les matrices
Uy € C", Uy, Uz € C}; sont arbitraires.
3.2.1 Rangs et inerties de certaines expressions matricielles

Les résultats suivants sont liés aux rangs et inerties de certaines expressions ma-

tricielles

Lemme 3.6 [23] Soient A € CT, B € C™", C € C™*P, D € C™*4. On définit

A B C D
B 0 0 O A B C D
M — s N =
c* 0 0 0 B 0 0 0
D* 0 0 0
Alors,
max r[A— BX — (BX)"—=CYC* — DZD*] =min{m,r (N)}, (3.14)

XeCnxm yeCh,,zeCY,

min r[A—BX — (BX)"—CYC* - DZD*] =2r(N) —r(M) —2r(B),
XeCnxm yeCh ,ZzeCY,

(3.15)
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max ix[A— BX — (BX)* —CYC* — DZD*] =iy (M), (3.16)
XeCrnxmyeCh,,ZeCl,
i i+ [A—BX — (BX)"—-CYC*-DZD*]=r(N) —ix (M) —r(B).
Xe(CnXm’I{/ller(ngI)_I’ZE(C(}{Zi [ ( ) ] T‘( ) Z? ( ) T( )
(3.17)
Lemme 3.7 [22] Soient A € C}}, B e C™*" et D € C},. Alors,
A3 AB
i+ (D—B*A'B) =iy —ig (A). (3.18)
(AB)* D
3.3 Solution hermitienne a rang minimal de AXB = C
Soit ’équation matricielle
AXB=C (3.19)

ou AeC™" BeC"™4 C e C™1sont données, et X € C"*™ est inconnue.
La solution & rang minimal de (3.19) est une matrice X qui minimise le rang de (C' — AX B)
c’est a dire :

X = min r(C — AXB). On sait que la solution générale a rang minimal de

XeCnxp

(3.19) est donnée comme suit :

X = —TMJrS—i-TlU + VS,

C A
ou M = ,T—{O ]n},S— , 11 = TFy, S1 = EyS, et U, V sont

B 0 I,

arbitraires.
I est bien connu que la solution & moindres carrées de (3.19) est aussi la solution de son

équation normale :
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A*AXBB* = A*CB* (3.20)

Et il est bien connu que la solution & rang minimal de (3.19) est la solution de 1’équation
consistente E, XFs, = —Ep,TM*SFs,. D’aprés le lemme 3.5, nous pouvons écrire la
solution générale hermitienne a rang minimal de (3.19) comme X = £ (Y +Y*) ou Y est

la solution commune de

EnYFs, = —Ep, (TM*'S) Fs, et Fs,YEp, = —Fs, (TM*S)" By, (3.21)

ou de facon équivalente
1 * *
X = 5 ()/0 + Yb ) + EqUi + (EgUl) + FETl UQFET1 + EFsl U3EF51, (3.22)

ou G = { Er, Fs, ], Uy € C"*", Uy, Uz € C%; sont arbitraires.

3.3.1 Rangs et inerties de certaines expressions matricielles hermitiennes

Lemme 3.8 Soient A, B, C, D des matrices telles que ’expression (D —~CATB — (CA+B)*)

soit définie et D est hermitienne. On définit
0 A*AA* A*B
S=1A44*A 0  AC*

AB* A*C D

i (D—CATB— (CAYB)") =iy (S) —r(A). (3.23)
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Preuve. En appliquant le lemme 3.7 et la formule (3.6)

) 0 A || ¢
i (D— CAYB - (CATB)") —is D—[C’ B*}
A 0 B
0 A* 0 A* 0 A* 0 A* C*
A 0 A 0 A 0 A 0 B 0 A*
=1t — i+
0 A* A 0
o 7] v
A 0

=it | AA*A 0 Ac* | —7(4).

Théoréme 3.1 Soient A € C™*", B € C"1, C € C"*? et P € C}. Supposons que
(3.19) admet une solution hermitienne a rang minimal, X une solution hermitienne a rang

minimal de (3.19). On définit

M*MM* 0 0 0 M*SFs,
0 MM*M 0 MT*Er, 0
Q1= ,
~Ep,TM* 0  —Ep, 0  EpPFs
0 Fs,S*M Fs, Fs PEr, 0
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0 MMM 0 0 M*SFs,
MM*M 0 0 —lMTEp 0
QQ == 0 O 0 _ETl FSI
0 — lM*ETlT —E‘T1 0 %ETl PFsl
MFg, S* 0 Fs,  3Fs,PPEr 0
Alors,
min r(C—AX B),XeCy, (P = X) = min{n,r (Q1) +2n = 2r (M) —r (E,) — 7 (Fs,) = (G)},
(3.24)
' P-X)= —2r (M 3.25
minr(C—gl;{nB),Xe(C’Il{r ( ) r (Ql) r ( ) ’ ( )
minr(C—I}}?(%),XeC?{ii (P—X)=1i+(Q2)+n—7(M)—r(Ep)—r(Fs), (3.26)
! i+ (P - X) = —r (M) —i : 3.27
minr(C—I,}Xl)l(nB),XeCTIEIZi ( )=71(Q1) —r (M) —ix (Q2) (3.27)
Preuve. On substitue (3.22) dans P — X on trouve
1 . .
P—X=P—-5M+Yy) - EcU — (EcU\)" = Fiy, UaFy, — Erg UsEry, . (3.28)
On définit
P-L(Y+Yy) Ec Fp, Er
L= N
FET1 0 0 0 Eq 0 0 0
Erg, 0 0 0

ou Eg = [Ep, Fs,]. en appliquant (3.14)-(3.17) & (3.28) on obtient :
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_ 1 * *
(P X) = o v [P — L (Yo +Yg) — EgU1 — (EqU)* — Fioy, UsFy, — Ers, Ungsl]
XEC?I U2,U3€C}fl

=min{n,r (N)}, (3.29)

. o . 1 * *
i (P X) = min [P — Y (Yo +Yy) - EqUy — (EgU)* — Fp,, UsFp,, — B, U3EF51]
XeCh Uz, U3€Cy,

=2r(N)—r(L)—2r(Eqg), (3.30)

. . - 1 * *
mim%@ixm%i (P-X)= Ulren@}in,zi [P — 5 Yo +Yy) — EqUr — (EqUh)” — Fp,, UsFp,, — Epg UsEFRy,
XeC?I U2,U36C7;I

=iy (L), (3.31)

. . B . . 1 % *
minr(rgl—nAXB)H: (P-X)= Uﬁcl?xn,li [P -5 Y +Yy) - EqUy — (EqUy)" — FET1 UQFETl - EF51 UgEFS1
xecy, Up,UzeC?,

= (N) — iz (L) —r(Eg). (3.32)

Nous allons simplifier 7 (N), ix (L), r (L), en appliquant les trois types d’opérations élé-
mentaires sur les matrices en blocs (voir [33]), opérations élémentaires de congruence d’une
matrice partitionnée, et les formules (3.2) et (3.9), et le lemme 3.8, le théoreme 2.2.

En suite on va montrer que R (Fg) C R (EF51>,

D’aprés le lemme 2.2, pour montrer que R(Eg) C R (EFsl) il suffit de montrer que

T [ Eg, Erpg ] =7 [EFSJ.

En appliquant (3.2) sur | g, Ep, ] et par les opérations élémentaires sur cette matrice,
’ 1



on obtient :

T |: EG, EF31 :| =7 G* 0

D’autre part on a

—r(G) —r(Fs)

r (Epsl) =n—r(Fg)

99

(3.33)

(3.34)

Alors de (3.33) et (3.34), on conclut que r [ Eqa, Ep, ] =r [EFSJ, ce qui prouve que
’ 1

R(Eg)C R (EFSI) .

On a:
P—3(Yo+Yy)
I
r(N)=r
0
0

_T(ETl) _T(FS1) _T[ETUFSJ
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I, 0 0 En Fg
=r _T(ETl)_T(Fsl)_r[ETuFSJ

EnP—iEn (Yo+Yy) En, 0 0 0

0 0 Fg 0 0
I 0 Er,  Fg,

=n+r ETlP—%ET1 (Y()—FYO*) Er 0 0 _T(ET1>_T(F51)_T[ETNF51]
0 Fs, 0 0

ET1 ET1PET1 - %ET1 (Yb + YE)*) ET1 ET1PF51 - %ET1 (Yb + YE)*) FS1
= 2n+r - (ET1>_

Fg, 0 0
T(FS1) - T[ET17FSI]

Er, 0 Er,PFs, — Ep,TM*+SFs,
= 2n+r —
Fs, Fs,PEr, — Fs,S* (M*)" T*Eq, 0
T<ET1) _T(Fsl) _T[ETNFSJ y (335)
Er 0 Er PFs, — En/TM JrSFS1
Pour calculer : r , on
Fs, Fs,PEr, — Fs,S* (M*)* T*Erp, 0

applique le Théoréme 2.2, alors

Er 0 Er, PFs, — Er,TM*SFj,

Fs, Fs,PEp, — Fs,S* (M*)" T*Eq, 0



M*MM*
0
—Ep, TM*
0

=7 (Q1) —2r (M).

On substitue (3.36) dans (3.35), on obtient

Fs, Fg, PEq

0

Fs, §*

0
MM*M
0

Fg,5*M

Er PFg,

0

Er,

- M*[o, 0, SF&}—

0

(M*)* [ 0, T*Br, 0 }

0
—Er,

Fg,

0 M*SFs,
MT*Er, 0
—2r (M)
0  BpPFs,

Fs, PEq, 0

r(N)=r(Q1)—2r(M)+2n—r(Epn)—r(Fs,) —r(G).

P-1(Yo+Yy) Eg
Eq 0

iy (L) = is
Fp,, 0
i Epg, 0

P—L1(Yo+Yy) Fe, Erg

=i+ Fp,, 0 0
Ep,, 0 0

Fg,,

Ers,

61

(3.36)

(3.37)
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_P—é(Yo+Y0*) In I, 0 0 _
I, 0 0 Ep 0
=iy I, 0 0 o0 Fg |—7rEn)—rFs)
0 Er, 0 0 0
i 0 0 Fs, 0 0
PolMe¥) L 0 0 |
I, 0 —BEp Fs
=iy —r(BEr) —1(Fs)
0 —Epr, 0 0
] 0 Fs, 0 0
_ 0 —FEr, Fs,
= ntiz| By 0 —1Er, PFs, + *Er, (Yo +Yg) Fs,
| Fs,  —3Fs,PEn + 3Fs, (Yo +Y5) By 0 |

-r (ETI) - T(Fsl)

- 0 —Ep, Fs, -
= n+tix| —Fp 0 —1Bn PFs, — $BEpn, TM*SFg,
| TS —+Fs, PEr, — $Fs,S* (M*)" T*Eq, 0 |
—r(En) —1(Fs,), (3.38)
- 0 —Ep, Fg, -
pour calculer: ¢4 | _ Ep 0 _% Er PFg, — % EpnT M*S Fs,
Fs, —iFs PEp — 1Fs S*(M*)" T*Ep 0 ]

on applique le lemme 3.8, alors



(

=i+ (Q2) — 7 (M).

On substitue (3.39) dans (3.38) on obtient

—3En PFs, — sEn, TM*SFyg,

Fg,

0

_ET1
0
1Fs, PEr, — $Fs, 5" (M*)" T*Er,

0 —Er, Fg, _ 0
—Ep, 0 ~1pnPFs, | 3| EnT
Fs, —iFs PEp 0 0

_ O -
| o (M*>+[o, T*Er,, 0]
L FSlS* .

— 0 M*MM* 0 0
MM*M 0 0 —iMT*Eq
0 0 0 —FEr
0 —iM*Er, T —Er 0

| MFg,S* 0 Fs, 3FsPEp

i:t(L):ii(Q2)+n_r<M)_r(ET1)_T<F51)'

de la méme maniére, on obtient

r(L)=7(Q1)+2n—2r (M) —2r(Er) — 2r(Fs,) .

]\/[JF{O7
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0, SFSl :|_

(3.39)

(3.40)

(3.41)

Par substitution de (3.37), (3.40) et (3.41) dans (3.29)-(3.32) on obtient (3.24)-(3.27). =

D’aprés le Théoréeme 3.1 et le lemme 3.1 on a le resultat.
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3.3.2 Solution hermitienne définie (positive, négative, non positive, non

négative) a rang minimal

Théoréme 3.2 Soient A € C"™*", Be C"1, C € C"*1 et P € C}. et G, Q1, Q2 sont

indiqués comme dans le théoréme 3.1. Alors,

a) Il existe X > P tel que X soit une solution hermitienne & rang minimal de AXB = C

si et seulement si : r(Q1) =i— (Q2) +7 (M),

b) Il existe X < P tel que X soit une solution hermitienne & rang minimal de AXB = C

st et seulement si : r(Q1) =14 (Q2) +r (M),

¢) Il existe X > P tel que X soit une solution hermitienne & rang minimal de AXB = C

si et seulement si : i (Q2) =r(M)+r(En)+r(Fs,),

d) Il existe X < P tel que X soit une solution hermitienne & rang minimal de AXB = C

si et seulement si : i+ (Q2) =r(M)+r(En)+r(Fs,),

e)ll existe une matrice nonsinguliére P—X tel que X soit une solution hermitienne & rang minimal
de AXB = C si et seulement si : n+71(Q1) > 2r (M) +7r(En)+7r(Fs,) +7r(G),
f) P est une solution hermitienne a rang minimal de AX B = C' si et seulement si

r(Q) =2r (M).

Si P est la matrice nulle dans le théoréme 3.2, nous avons la conclusion suivante
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Corollaire 3.1 Soient A € C™*", Be C"*, C € C™*1, G = [ Er, Fs, }.On définit

M*MM* 0 0 0 M*SFs,
0 MM*M 0  MT*Eq, 0
Rl = ’
~En, TM* 0 —Ep, 0 0
0 Fs,S*M  Fg, 0 0
0 M*MM* 0 0 M*SFs,
MM*M 0 0 —iMT*Eq 0
Ry = 0 0 0 —Er, Fs,
0 —LM*Ep, T —Ep, 0 0
MFg, S* 0 Fs, 0 0
Alors,

a) AXB = C posséde une solution hermitienne définie non négative a rang minimal si et seulement si

r(R1) =i (Rg) + 7 (M),

b) AXB = C posséde une solution hermitienne définie non positive a rang minimal si et seulement si

r(Ry1) =iy (R2) +7 (M),

¢) AXB = C posséde une solution hermitienne définie positive & rang minimal si et seulement si

i (Re)=r(M)+r(En)+r(Fs,),

d) AXB = C posséde une solution hermitienne définie négative a rang minimal si et seulement si

’L'+ (RQ) = ’I“(M) +7"(ET1) +T(F51);

e) AXB = C posséde une solution hermitienne non singuliére a rang minimal si et seulement si



n+r(Ry) >2r(M)+r(En)+r(Fs) +r(G),

f) 0 est la solution & rang minimal de AXB = C' si et seulement sir (Ry) = 2r (M) .
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Chapitre 4

Solution hermitienne commune a

rang minimal des équations
matricielles A1 X AT = By et

Ay X A% = By

4.1 Introduction

Considérons I’équation matricielles linéaire

AXA* =B (4.1)

ou A e C™" B e C}, sont données et X € C%; est inconnue.

L’équation (4.1) est I'une des équations matricielles les plus connues dans la théorie des
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matrices et ses applications. Le probléme de minimisation et maximisation de rang ou de
Iinertie d’une matrice est un sujet essentiel dans la Théorie d’optimisation. Ou par le rang
ou l'inertie maximale ou minimale d’une expression matricielle on peut caracteriser :

1) Les dimensions maximals et minimals d’espaces image de I’expression matricielle.

2) Non singularité de la matrice lorsqu’elle est carrée.

3) Solvabilité de l’expression matricielle.

4) Classification de I'expression matricielle lorsqu’elle est hermitienne (la solution est définie
positive, définie négative,...)

Beaucoup de résultats ont été établis sur la résolution de problémes de minimisation de
rang associés aux équations matricielles et leurs solutions. Par exemple dans [11], Y. Liu
et Y. Tian, donnent la solution hermitienne partitionnée de (4.1) en 2 x 2 blocs, puis ils
donnent des formules du rang maximal et minimal de sous matrices de cette solution her-
mitienne partitionnée, d’ot ils obtiennent les conditions nécessaires et suffisantes pour que
ces sous matrices soient nulles ou uniques. Dans [12], Y. Liu.Y. Tian, et Y. Takane étudient
Péquation (4.1), avec B soit hermitienne ou anti-hermitienne ou ils donnent le rang maxi-
mal et minimal de matrices réelles Xg et X7 de la solution hermitienne ou anti hermitienne
X = Xy +iX;. Plusieurs recherches sur cette équation sont trouvées dans la litérature, voir

[13], (28], [29], [31], [35], [36], [37)]-

On conserve les mémes notations introduits au chapitre 3.
Nous avons besoin des lemmes suivants, concernant le rang et l'inertie d’une ma-

trice.
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A B
Lemme 4.1 [22] Soient A € C}}, B € C™*" et on note M = . Alors,
B* 0

iv (M) =r(B)+is (EBAER).

En particulier,

a) St A >0, alors iy (M) =r[A,B] eti_ (M) =r(B),
b) Si A <0, alors iy (M) =r(B) eti_ (M) =r[A,B],

c)iv (A) <iy (M) <iy(A)+r(B).

Quelques formules utiles obtenues du lemme 4.1, sont données ci-dessous

A B 0
A  BFp
it =iy | B* o0 p* |-T(P),
FpB* 0
0 P 0
A B Q
EqAEg EqQB
it =iz | B* D 0o |-7(Q).
B*Eg D
Q* 0 0

Dans [26], la solution hermitienne a rang minimal de (4.1) est la matrice X qui

minimise le rang de la différence (B — AX A*) c’est a dire :

r(B— AXA") = min (4.2)

La solution hermitienne a rang minimal de (4.1) est la solution de 1’équation consistente

Er, (X =TM*T*)Ep, =0 (4.3)
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L’équation (4.3) est appelée I’équation normale associée a (4.2). Alors la solution

hermitienne générale a rang minimal de (4.1) est donnée comme suit :

X = -TM*T* +TyU + U*Ty. (4.4)
B A

ou M = , T = [0 In:|’T1 = TFy, et U € CmTmxn gont arbi-
A* 0

traires.

4.2 Solution hermitienne commune a4 rang minimal des équa-

tions matricielles A; X A7 = B et A, X A5 = By

Dans cette section nous utilisons les formules de rang d’une matrice pour établir
les conditions pour que la paire d’équations matricielles A1 XA} = By et A2 X A5 = By aie
une solution hermitienne commune & rang minimal. Aussi, nous étudions ’existence d’une
matrice hermitienne satisfaisant les inégalités X > P (> P, < P, < P) ou P € C}; est
donnée.

Considérons la paire d’équations matricielles
AlXAT = Bj et AQXA; = By, (45)

ou A; € C™*" Bj € Czj , j = 1,2.sont des matrices données et X € C% est inconnue.

On a besoin du lemme suivant

i 0 A4

Lemme 4.2 [253], [28] Soit M = 0 —Cy, Ay |- Alors la paire d’équations ma-
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tricielles A1 X1 A7 = C1 et Ay X9A5 = Co posséde une solution commune X € C si et

seulement si R(C;) C R(Aj) etr (M) =2r(A), j =1, 2,
Ay

ot A = . Dans ce cas la solution hermitienne générale commune de A1 X1 A} = Cy
Aa

et Ao X9 A5 = Cy est donnée sous la forme parametrique sutvante:
X =X+ FpaUp + (FAUl)* + FAleFA2 + (FAlUQFAZ)* ,

ot Xo est une solution spécial de A1 X1A7 = C1 et AaXoA5 = Ca, et Uy, U, Us € C™*7

sont arbitraires.

La solution hermitienne commune a rang minimal de la paire d’équations (4.5) est

la solution hermitienne commune des équations matricielles consitentes
Er,XEr, = —Eqn, (I1M{'TY) Ery, et Er,,XEr,, = —Erp, (IbMyT5) Eq,,.  (4.6)

D’aprés le lemme 4.2, la solution hermitienne commune de (4.5) est donnée sous la forme

parametrique suivante
X = Xo + Folh + (FgUy)" + Fiy, UsFay, + (FETHU2FET22> , (4.7)

) * = nxn : .
ou G* = [ Er,,, Erp, ] et Uy, Up e C sont arbitraires.
Pour plus de commodité de représentation, la notation suivante pour I'ensemble de toutes

les solutions hermitienne commune a rang minimal de (4.5) est adoptée

S={XeCl,/Er,XEp, =—En, (WM'TY) Er,,, Ery, XEr,, = —Ery, (ToMy T5) Eny, } .

(4.8)
Lemme 4.3 [34] Soit

P(X,Y)=A—-BX — (BX)*—CYD — (CYD)*, (4.9)
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ou AeCy, BeC™", C e C™P et De CI*™ sont données, et X € C™*™, Y € CP*4

sont inconnues. Soient aussi

A B C
M:

B* 0 0

A B C

NMi=1|B* 0 0

Alors,

D*

7M1:

, Ny =

BC-
0 0 |, M=
0 0 |
BCD*_
0 0 0
00 0 |

A B D*
B* 0 0
D 0 O

max r [P (X,Y)] = min{m, r (M), r (M), r (M2)},

XY

I)I(l}i}I/l r[P(X,Y)]

)

min ix [P (X,Y)] =r (M) —r(B) + max {s+, t+},

)

S¢+ s, 5 +ty,

2r (M) — 2r (B) 4+ max

8++t_, t++t_

max iz [P(X,Y)] = min {ix (M), iz (M)},

ol S+ = ii (Ml) -Tr (Nl) et ti = Z.i (Mg) -T (NQ)

Théoréme 4.1 Soient A; € C™i*", B; € (Czj, j=12ce P cCy

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

sont données, on

suppose que (4.5) a une solution hermitienne commune & rang minimal et S est indiqué

comme dans (4.8). Soient

0
Q1=

M My M

—Eq,, ThYMf

M3 Mo M;

Er,,To M5

M;T; Erp, 0 |
0 M3T; Er,
Er, PEr, 0 7
0 —Er,, PEr,, |




Q2= _ETHTle

Alors,

max 7 (P — X) =min {n, c¢1, ¢2, c3},

XeSs

min r (P — X) = 2r (Q1) — 2r (My) — 2r (Ms) + max {s1, S2, S3, S4},

XeSs

0

n+it (Qq) —ix (My) — 7 (Ery,),

max i (P — X) = min

XeSs

min iy (P — X) =7 (Q1)—r (M1)—r (Ms2)+max

XeSs

n+ 14 (Q5) — iy <M2) =7 (E1y,)

it (Qa) —ix (M) +7 (M) — 7 (Q2),

i+ (Qs5) — i+ (M) + 1 (M) —r(Q3)
(4.17)
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(4.14)

(4.15)

(4.16)
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c1 = 2n+r (Ql)_r (ETn)_T (ET22)_T (G)_T (Ml)_r (M2) ’

co = 2n+r (Q4)—’F (Ml)_QT (ETll) ’

S1 =T (Q4)—2T (Q2)+T’ (Ml) B

sy =1 (Q5)—2r (Q3)+r (Ma),

s3 = it (Qu)+i— (@5)—7 (Q2)—7 (Qs)+i— (M1)+i4 (M),

sq =1 (Qa)+i4 (@5)—7 (Q2)—r (Qs)+iy (M1)+i (Ma).

Soient

L=

Gy

Ly

Preuve. Par substitution de (4.7) dans P — X on obtient

P-Xo Fg Fp,, Fp,,

Eryy

0 0
FG FE T11
0 0
0 0
FG FE T11
0 0
0 0

0

P-Xo Fg Fp,,

En appliquant le lemme 4.3 & (4.18) on trouve

max r (P — X) =min{n, r (L), r (G1), r (G2)},

Xes

c3 = 2n+r (Q5)_T (MQ)_QT (ET22) ’

*
P—X = P - Xo— FgUs — (FgU1)" = Fy, UsFy,, — (Fuy,, Uy, )
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(4.18)

(4.19)
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?ig r(P—X)=2r(L)—2r(Fg) + max{t, to, t3, ta}, (4.20)

€

max it (P —X)=min{iy (G1), i+ (G2)}, (4.21)
€

min iy (P — X) =r(L) —r(Fg) + max b (G1) =r (), , (4.22)

Xes
it (G2) — 1 (L2)

ty =7 (Gy) — 2r (L), (4.23)
ty =1 (Gy) — 2r (La), (4.24)
ty =iy (G1)+i_ (Gy) —7(Ly) —7(La), (4.25)
ty=i_ (G1)+ip (Ga) —r(L1) —r(La). (4.26)

Nous allons simplifier v (L), 7 (L1), 7 (L2), i+ (G1), i+ (G2) en appliquant les trois types

d’opérations élémentaires sur les matrices en blocs, opérations élémentaires de congruence

d’une matrice en blocs, les lemmes 2.1, 4.1, et 3.7, et les théorémes 2.1, et 2.2.

On montre d’abord que R (Fg) C R (FETU) et R(Fqg) CR (FET22).

D’aprés le lemme 2.2, pour montrer que R (Fg) C R (F ET11) il suffit de montrer que

T { Fg, Fpy, } =r |:FET11:| .

En appliquant (3.2) sur | g, Fg, ] , et par les opérations élémentaires sur cette ma-
’ 11

trice, on obtient :

I, I,

" |: Fe, FETH :| =r| G* 0 =7 (G) =7 (En,)
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=Ty 0 -G* _T(G) _T(ETII)

=T{ 0 Ep, | T (G) -r (ETn)

it [ Br.. En, ] (@)~ (Bny)

=n—r(En,). (4.27)
D’autre part on a :

r {FETH} —n—r(Ep,). (4.28)

Alors de (4.27) et (4.28), on conclut que r [ Fa, Fg, } =r |:FET11i| , ce qui prouve que
’ 11

R(Fg) € R (P, )-

Et d’une maniére similaire on montre que R (Fg) C R (F ET22> .

P-X, Fg Fgy Fp, P-Xy Fp,, Fpp,
r(L) = =r

Iq 0 0 0 Ie 0 0

=r -r (ET11)_T (ET22)_T (G)
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=2n+r -r (ETM)*T (ET22)*T (G)
ET22 ET22 (XO - P) G

Er, 0 0
= 2n+r -r (ETU)_T (ETzz)_r (G)

ET22 ET22 (XO - P) ETn ET22 (XU - P) ET22

ET11 _ETll (XO - P) ET11 0
= 2n+r -r (ETll)_T (ET22)_T (G)
ETzz 0 ETzz (XO - P) ETzz
ET11 _ETHXOETII + ET11PET11 0
=2n+r
ET22 0 ET22X0ET22 - ETzszTzz
r (ETII) r (ET22) r (G)
Er, —Er, (T1M1+T1*) Er, + Er, PEr, 0
= 2n+r
ET22 0 ET22 (T2M2+T2*> ET22 - ET22PET22
-r (ETII) -r (ET22) -r (G) (4'29)
ETn _ETH (Tle_Tf) ET11 + ETIIPETII 0

pour calculer: r
ETzz 0 ETzz (T2M2+T2*) ETzz - ETzszTzz

on applique le Théoréme 2.2, alors

Er, —Em, (TlMlJrTl*) Er, + En, PET, 0

ET22 0 ET22 (TZM;TZ*) ET22 - ET22PET22



ET11 ETnPETu 0 ETnTl n
- Mi" | 0, T¢Ep,, 0
ET22 0 _ETzszTzz 0
0 +
- My | o, o, TgETQQ}
Ery, T
]\41*]\41]\4ik 0 0 Mile*ETH 0
0 Mz*MgMé‘ 0 0 ]\45"TQ*ET22
—r (My)—r (Ma)
—ETHTle 0 Er, En,PET, 0
0 Er,,ToM5  Er,, 0 —Ern,PET,, |

=7(Q1) —r (M) —r (Ma)

on substitue (4.30) dans (4.29) on trouve

r(L)=2n+r(Q1) —r(Er,)

— P-Xo Fg Fg,, Fg,,
r(Li)=r Fg 0 0 0
| P, 00 0 |
- P-Xy, I, I, 0 -
I, 0 0 Enp,
=r

=r

=7 (Enyp) = 7(G) =7 (M) =7 (Ma),

P-Xo Fg,,

FETzz

Fp,, 0 0

—2r (ETu)_T (ET22)
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(4.30)

(4.31)



79

ET11 _ETllXOETll + ETIIPETll
= 2n+r —2r (Eqy,)—7 (Eny,)

Er,, 0

ET11 _ETll (T1M1+T1*) ETll + ETuPETn

= 2n+r —2r (Eqy,)—7 (Eny,)
Er,, 0
(4.32)
ETll _ETll (T1M1+T1*) ETll + ET11PET11
pour calculer : r , on applique le Théoréme
Er,, 0
2.1, alors
ET11 _ET11 (T1M1+T1*) ET11 =+ ET11PET11
r
Er,, 0
Er, Em,PEm, Em,Th i
=T - My [ 0, T¢Er, }
ET22 0 0
M My MY 0 MT{Ep,
=7 | —Ep,T1M; Ep, Ep, PEp, |7 (M)
0 Er,, 0
=7(Q2) = r (M) (4:33)

on substitue (4.33) dans (4.32) on trouve

r(L1) =2n+r(Q2) — 2r (Eq,) —r (En,) —r (M), (4.34)



80

P—-Xy Fgq FET11 FET22
P— XO FETll FET22
r(L2)=r| F; 0 0 0o |=r
FET22 0 0
Ery, 0 0 0
P - Xy I, I, 0
I, 0 0 Ep,
=T -r (ET11)_2r (ET22)
0 Ep, 0 0
0 0 Epn, O
E‘T11 0
= 2n+r —r (ETH)—Q’I“ (ET22)
ET22 ET22 (XO - P) ET22
E'T11 0
= 2n-+r —r (B, )—2r (Ep,,)
ET22 ETszOET22 - ET22PET22
ET11
= 2n+r —r (Er,)—2r (En,)
ET22 _ET22 (TZMQJFTQ*) ET22 - ETQQPET22
(4.35)
ETII
r
ET22 _ET22 (T2M2+T2*) ET22 - ET22PET22
ET11 0 0 n
=T - M, [ 0, T3Erp, }
ET22 ET22PET22 ET22T2
M;MQM; 0 ]\4;T2*ET22
=7 | BEp,TaM; Erp, 0 —r (M)
0 ET22 _ET22PET22

(4.36)



on substitue (4.36) dans (4.35) on obtient

r (LQ) =2n+r (Q3) -r (ETH) —2r (ET22) -r (M2) )

-r (ETll )

P—-Xy Ig FETH
. . . P— XO FETll
it (G1) = ix Fg 0 0 =i+
FET11 0
Fpp, 0 0
P - Xy 1, 0
=it I, 0 Er, |—T (ETll)
0  Ep, O
0 I, % (Xo—P)En,
=i+ I, 0 Er, - (ETll)
i %ETII (XO - P) ET11 0
‘ 0 ETH
=N+t -r (ETII)
ETn ET11 (XU - P) ET11
) 0 ET11
=n-+i4+
ETII _ETn (T1M1+Tl*) ET11 + ET11PET11

pour calculer :

3.7, alors

0
14

0
it

ET11 _ETu (T1M1+T1*) ETn + ET11PET11

ETII

ET11

ET11 _ETII (TlMlJrTl*) ETH + ETHPETll
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(4.37)

, on applique le lemme



M3 0 M\ T} Er,,

=i+ 0 0 Er, —ix (My).

ET11T1]Mi|< ETn _ETIIPETll

par substitution ci-dessus on obtient

ix (G1) =n+ix (Qa) —ix (M1) — 7 (Ery,),

P—-Xy Fg FET22
. . . P - XO FET22
it (G2) =it Fg 0 0 =1+
FET22 0
FET22 0 0
P - X 1, 0
=i+ I, 0 Er, |77 (ET22)
0 Er,, 0
0 I, % (Xo—P)Enp,
= Zﬂ: In 0 ET22 -r (ET22)
%ETZQ (XO - P) ET22 0
o B,
= ntit —r (En,)
ET22 ET22 (XO P) ET22
) 0 ET22
= ntit —r (En,)
ET22 _ET22 (T2M2+T2*) ET22 - ET22PET22

. 0 ET22
pour calculer : 74

ET22 7ET22 (TZM;TQ*) ET22 - ET22PET22

le lemme 3.7, alors

, on applique
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(4.38)



' 0 ET22
(a
ET22 _ET22 (T2M2+T2*) ET22 - ET22PET22
. 0 Er,, 0 N
=ix - M, [ 0, T;Erp, ]
ET22 ET22PET22 ET22T2
M3 0 MsTy5 Er,,
=it 0 0 Er,, —i+ (M)
ET22T2]\45K ET22 _ET22PET22

par substitution ci-dessus, on obtient :

it (GQ) =n+iyt (Q5) — it (MQ) -r (ET22) :

par conséquent, on a

r(G1) = 2n+7(Qa) —r (M) = 2r (Ery, ),

r(G2) =2n+1(Qs5) — r (M) — 2r (Erp,) .

on substitue les resultats ci-dessus dans (4.23)-(4.26) on trouve

t1 =71 (Q1) — 2r (Q2) +r (M) + 2r (Ery,) + 27 (E1y,) — 21,

ta =7 (Q5) — 2r (Q3) + (M) + 2r (Eqy,) + 21 (Ery,) — 21,

t3 =iy (Qa) — i (Qs5) — 7 (Q3) — 7 (Q2) +2r (Ery,) +

2r (BEry,) +i— (M) +ig (M) — 2n,

tg = i_ (Q4) + i—&- (Q5> -r (Q3) -Tr (Q2) +2r (ETll) +

2r (ET22) + 14 (Ml) +1_ (MQ) —2n.
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(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)
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on substitue (4.42)-(4.45) dans (4.19)-(4.22) on trouve (4.14)-(4.17). =

D’aprés le Théoreme 4.1 et le lemme 3.1 on a le résultat :

Théoréme 4.2 Soient A; € C™i*", B; € Ch,j=12¢eP ¢ C% sont données, on
suppose que (4.5) admet une solution hermitienne commune & rang minimal et S est indiqué
comme dans (4.8). Alors,

a) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune & rang minimal X > P si

et seulement si

r(Q1) = 7(Q2)+1(M2) =7(Q3)+ 1 (M),

Q4

[V
N
L)
(@23
V
L
=
AN
L
5
A
o

b) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune & rang minimal X < P si

et seulement si

r(Q1) = 1(Q2)+7r (M) =r7(Qs)+r (M),

Q4

\Y,
o
O
(@
V
o
=
\Y,
=
5
V
o

¢) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune & rang minimal X = P si

et seulement si

i (Qa) =i (M) +7(Er,), i—(Qs)=i-(Mz)+r(Ep,).

d) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune o rang minimal X < P si

et seulement si

iy (Qa) =iy (Mr) +7(Ery,), it (Qs5) =iy (Ma) +7(Epy,) -
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e) Il existe une matrice non singuliere P — X de telle sorte que X soit une solution hermi-

tienne commune & rang minimal de (4.5) si et seulement si

n+r(Q1) > r(Ep,)+7r(En,)+r(G)+r(M)+r (M),

n+r(Qs) > r(My)+2r(Er,) et n+r(Qs)>1r(My)+2r(Ep,).

4.3 Solution hermitienne commune définie (positive, néga-
tive, non positive, non négative) a rang minimal

Si P est la matrice nulle dans le théoréme 4.2 , nous pouvons obtenir des conditions
équivalentes pour ’existence de solution hermitienne commune définie positive (non positive,

négative, non négative ou nulle) a rang minimal de (4.5).

Corollaire 4.1 Soient A; € C"*", B; € (CTHM, j = 1,2 sont données, on suppose que (4.5)

a une solution hermitienne commune & rang minimal et S est indiqué comme dans (4.8).

On définit
MMM 0 0 M{T{Er, 0
0 MsMoMs 0 0 M3T5 Er,,
Rl = ’
—Eq, T M{f 0 Er, 0 0
0 Er,,ToM5 Er, 0 0

M7 My M 0 M{T{Ep,

Ry = _ETllTlMl* ET11 0 ’
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MiM,M; 0 M3TiEnp,
R3 = | Ep,ToM; Er, 0 ;
0 Er, 0

_ M3 0 MT{Ep, _
Ry = 0 0 Er, ;

| En,TiM; B, 0 |

_ M3 0  MyTyErp, _
Rs = 0 0 Er,

| B, T2M; By, 0 |
Alors,

a) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune définie positive & rang min-
imal si et seulement si : i (Ry) =i_ (My)+r(Er,), i-(Rs)=1i_(Ma)+71(En,).

b) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune définie négative a rang min-
imal si et seulement si : iy (Ry) =iy (M1) + 7 (Ery,), i+ (Rs) =1y (M2) + 71 (En,).

¢) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune définie non positive & rang
minimal si et seulement si : v (R1) =1 (Re) +r (My) =r(R3)+r(My), R4>0, Rs >0,
My >0, Ms>0

d) L’équation (4.5) posséde une solution hermitienne commune définie non négative a rang
minimal si et seulement si : r(Ry) =1 (Ra) +1r (M) =1 (R3) +7 (M), R4 >0, Rs>0,
M; <0, M2 <0.

e) 1l existe une solution hermitienne commune non singuliére & rang minimal de (4.5) si et

seulement si : n+1(R1) > r(En,) +7(Eny,) +1r(G) +r (M) +r(Ma),



n+r(Ry) >r(M)+2r(En,)

et n+r(Rs)>r(Ma)+2r(Ep,).
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Résumé

Résoudre une équation matricielle est I'un des problémes principaux du calcul
matriciel. Si 'équation matricielle est non consistente nous essayons de trouver sa solution
approchée d’aprés deux outils bien connus pour mesurer ’optimisation de cette solution
qui sont : la solution & moindres carrées et la solution & rang minimal. Le concept de la
solution & rang minimal a été proposé d’abord par Yongge Tian en étudiant le rang minimal
de 'expression matricielle linéaire C — AX B. L’équation AX B = C' est I'une des équations
matricielles les plus connues dans la théorie des matrices et ses applications. Pour cette
importance, nous étudions cette équation dans de nombreux cas.

En premier lieu, nous étudions la solution commune a rang minimal des équations
A1 X By = Cq et Ay X By = (s, et nous donnons 'expression de cette solution, aussi nous
donnons des conditions pour que I’équation AX B = C aie une solution hermitienne & rang
minimal. En plus, nous donnons ’expression de cette solution hermitienne.

En deuxiéme lieu, nous donnons des conditions d’existence d’une solution hermi-
tienne définie (positive, négative, nonpositive, nonnégative) a rang minimal de 1’équation
matricielle AXB = C.

Finalement, nous nous intéressons a 1’équation matricielle AX A* = B, ou nous
donnons des conditions d’existence de la solution hermitienne commune définie (positive,
négative, nonpositive, nonnégative) a rang minimal du la paire d’équations A1 XA} = B;
et A2XA§ = BQ.

Mots clés : équations matricielles, I'inverse de Moore Penrose, rang, Inertie.

MSC [2010]: 15A24, 15A03, 15A09, 15B57.
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Abstract

Solving matrix equation is one of the key problems of matrix computation. If
the matrix equation is inconsistent we try to find its approximate solution, the two well-
known objective functions for measuring the optimality of approximation solution is the
least squares solution and the least rank solution. The concept of the least rank solutions
of matrix equations first was proposed by Yongge Tian in studying the minimal rank of
the linear matrix expression C' — AX B. The equation AX B = C' is one of the best known
matrix equations in matrix theory and its applications. For this importance, we study this
equation in many parts,

In the first one, we study the common least-rank solution of the pair of matrix
equations A1 X B; = C7 and A3 X By = C5 , and give the expression of this solution, also we
give conditions for the matrix equation AX B = C to have a hermitian least-rank solution,
in addition we investigate the expression of this hermitian solution.

In the second part we give necessary and sufficient conditions for the existence of
positive (nonnegative, negative, nonpositive) definite least-rank solution to AXB = C.

Finally, we are interessed by the matrix equation AX A* = B, where we give con-
ditions for the existence of common hermitian positive (nonnegative, negative, nonpositive)
definite least-rank solution to A1 X A} = B; and Ay X A3 = Bs.

Keywords: Matrix equation, Moore Penrose Inverse, rank, Inertia.

MSC [2010]: 15A24, 15A03, 15A09, 15B57.



