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Résumé  

L’objectif de ce travail est l’implémentation d’un modèle hydrodynamique 

turbulent approprié, pour la compréhension des écoulements turbulents à 

surface libre homogènes et isotropes, de créer ou modifier dynamiquement 

les conditions aux limites et la résolution des équations de transport non 

linéaires gouvernant le problème par la méthode numérique des volumes 

finis, après avoir fixé le maillage dont la qualité influe largement sur la 

précision des résultats.  Afin de confirmer les résultats obtenus par le modèle 

numérique choisi, nous avons utilisé les résultats expérimentaux des travaux 

ayant été réalisés sur les écoulements turbulents homogènes anisotropes, 

conduits dans des conditions identiques, aussi, afin de de conclure sur la 

validité des hypothèses adoptées. Un accent particulier est mis sur la 

géométrie du canal numérique constitué d’un tunnel circulaire et d’un canal 

trapézoïdal ouvert, ainsi que les autres paramètres comme la rugosité et la 

pente du canal, afin d’évaluer les fluctuations des paramètres 

hydrodynamiques, autant que faire se peut, dont la distribution des vitesses 

et des pressions qui est homogène et isotrope et l’évolution spatio-temporelle 

des écoulements dans le circuit hydraulique adopté. 

La modélisation du présent problème est basée sur le logiciel Fluent, qui est 

un modèle numérique en 3D, en volumes finis utilisant les équations aux 

dérivées partielles non linéaires de Navier-Stokes.   

Mots clés : écoulements turbulents, surface libre, modèle numérique, 

volumes finis, Logiciel Fluent16.0. 
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Abstract  
 

The objective of this work is the implementation of an appropriate turbulent 

hydrodynamic model, for the understanding of homogeneous and isotropic 

free-surface turbulent flows, to create or dynamically modify the boundary 

conditions and the resolution of the nonlinear transport equations governing 

the problem by the numerical method of the finished volumes, after having 

fixed the mesh whose quality largely influences the precision of the results. 

In order to confirm the results obtained by the chosen numerical model, we 

used the experimental results of the works having been carried out on 

homogeneous anisotropic turbulent flows, conducted under identical 

conditions, also, in order to conclude on the validity of the adopted 

hypotheses. Particular emphasis is placed on the geometry of the numerical 

channel consisting of a circular tunnel and an open trapezoidal channel, as 

well as the other parameters such as the roughness and the slope of the 

channel, in order to evaluate the fluctuations of the hydrodynamic 

parameters, as much what can be done, including the distribution of 

velocities and pressures which is homogeneous and isotropic and the spatio-

temporal evolution of flows in the hydraulic circuit adopted. 

The modeling of the present problem is based on the Fluent software, which 

is a 3D numerical model, in finite volumes using the nonlinear partial 

differential equations of Navier-Stokes. 

Key words: turbulent flows, free surface, numerical model, finite volumes, 

Fluent16.0. 
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 ــالملخ  ص ــــــــــ

  التدفقات  لفهم  مناسب،  مضطرب  هيدروديناميكي  نموذج  تنفيذ  هو  العمل  هذا  من  الهدف

  الحدودية  الظروف  تعديل  أ و  لإنشاء  والخواص،  والمتجانسة  الحر  السطح  ذات   المضطربة

  طريقة  العددي.  العدد  بواسطة  المشكلة  تحكم  التي  الخطية  غير  النقل  معادلت   وحل  ديناميكياً

صلاح  بعد النهائية، مال حجا لى جودتها تؤثر التي الش بكة اإ  أ جل من النتائج. دقة على  كبير  حد اإ

  التجريبية  النتائج اس تخدمنا  المختار، العددي النموذج بواسطة عليها  الحصول  ت  التي النتائج تأ كيد

 ،مماثلة  ظروف  ظل  في  أ جريت   الخواص،  متباينة  مضطربة   تدفقات  على   تنفيذها   ت  التي  لل عمال 

  القناة   هندسة  على  خاص  بشكل  التركيز  يتم  المعتمدة.  الفرضيات   صحة  اس تنتاج  أ جل  من  أ يضًا،

لى  بالإضافة  مفتوحة،  منحرف  ش به  وقناة  دائري  نفق  من  تتكون   التي  العددية  ال خرى   المعلمات   اإ

 يمكن  ما  بقدر  الهيدروديناميكية،  المعلمات   تقلبات   تقييم  أ جل  من  القناة،  وانحدار  خشونة  مثل

  والزمان   المكان   والتطور  والخواص  المتجانسة  والضغوط  السرعات  توزيع  ذلك  في  بما   به،  القيام

 المعتمدة.  الهيدروليكية الدائرة في للتدفقات 

 بأ حجام  ال بعاد،  ثلاثي  عددي  نموذج  وهو  ،Fluent  برنامج  على  الحالية  المشكلة   نمذجة   تعتمد

 . Stokes-Navier لـ الخطية   غير ةالجزئي  التفاضلية المعادلت  باس تخدام محدودة

 المحدودة،  ال حجام  العددي،  النموذج  الحر،  السطح  المضطربة،  التدفقات   المفتاحية:  الكلمات

 . Fluent16.0 برنامج
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Notations 

𝒉 : Hauteur du canal trapézoïdale [m] 

𝑳 : Longueur du canal trapézoïdale [m] 

D : Diamètre de tunnel [m] 

T : température [Kelvin] 

l : longueur de tunnel [m] 

k : l’énergie cinétique(en m2/s2). 

r : est une normalisation du nombre de Rayleigh. 

f : autocorrélation longitudinale 

g : autocorrélation transverse. 

𝒖𝒓𝒎𝒔 : la vitesse caractéristique de l’écoulement. 

Ui : Les composantes du champ de vitesse de l’écoulement considéré. 

t: le temps (en s). 

P : la pression(en Pa). 

F : la force massique (en N/kg). 

Id̿ : le tenseur. 

μ : la viscosité dynamique 

μ' : la viscosité de volume du fluide (en Pa.s). 

V0 : la vitesse de référence de l’écoulement 

Gk : la production de l’énergie cinétique turbulente. 

𝒖𝒊
′𝒖𝒋

′̅̅ ̅̅ ̅̅  : les tensions de Reynolds.   

𝒖𝒋
′𝑻′̅̅ ̅̅ ̅̅  : les flux de chaleur turbulents. 

𝒖𝒊
′ : la vitesse fluctuante. 

𝐂𝐢𝐢: convection.                 

𝐃𝐋;𝐢𝐣: Diffusion moléculaire. 

𝐃𝐓;𝐢𝐣: Diffusion turbulente. 

𝑪𝒊𝒊: la convection du tenseur de Reynolds𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

𝑫𝑳;𝒊𝒋: redistribution spatiale due au mouvement brownien. 
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𝑫𝑻;𝒊𝒋 : une redistribution spatiale de l’énergie de l’écoulement fluctuant.  

𝑷𝒊𝒋: un transfert d’énergie entre l’écoulement moyen et fluctuant.  

ɸ𝒊𝒋: la redistribution d’énergie par rapport à la direction. 

𝛆𝒊𝒋 : la dissipation de la contrainte  𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅  . 

Re : le nombre de Reynolds. 

𝐮𝐢
𝒏 : valeur approchée de la moyenne. 

σ : le nombre de Prandtl. 

λij : le gradient. 

ε : le taux de dissipation visqueuse. 

ρ: masse volumique (en kg.m-3). 

τ : le tenseur des contraintes visqueuses(en Pa). 

𝛁 : la notation nabla. 

�⃗⃗⃗�  : le vecteur vorticité. 

�⃗⃗� : vecteur vitesse de rotation local. 

𝛒. 𝐮𝒊
′𝐮𝒋

′̅̅ ̅̅ ̅̅  : Contraintes de turbulence. 

∆w : l'incrément de la grandeur. 

∆t : un pas de temps. 

Abréviations 

THI : Turbulence Homogènes Isotrope. 

DNS : Simulation numérique directe. 

LES : Simulation aux grandes échelles. 

RANS: Reynolds Averaged Navier-Stokes. 

ALE : Arbitrairement Lagrangienne- Eulérienne. 

VOF : Volume of Fluid, Volume De Fluide 

CFD : Computational fluid dynamics (CFD).
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Les écoulements à surface libre dans des systèmes hydrauliques artificiels (réseaux 

d’eaux urbains, tunnels), soumis à des dénivelés ou sans pente, génèrent le plus souvent 

une importante transformation d’énergie potentielle en énergie cinétique. Ceci se traduit 

généralement par une augmentation considérable de la turbulence au sein de 

l’écoulement, qui finit par induire des perturbations au niveau de la surface libre.  

Des situations hydrauliques très complexes, comme les réseaux d’évacuation des eaux 

pluviales et d’autres systèmes utilisant plusieurs canaux, sont maintenant mieux 

reproduits par les modèles numériques. En fait, le développement continu des modèles 

numériques permet d'évaluer des systèmes hydrauliques de plus en plus complexes. 

La modélisation numérique des fluides constitue un outil prometteur pour le calcul de la 

dynamique des écoulements à surface libre. Le développement des techniques de 

résolution et de modèles de représentation de ces écoulements est, en effet, un objet de 

recherche d’actualité. La complexité des phénomènes physiques ayant lieu dans les 

écoulements instables constitue un défi majeur pour l’obtention des modèles pertinents et 

le développement de méthodes de résolution, performantes, génériques, flexibles et 

robustes des problèmes de dynamique des écoulements turbulents. 

La présente thèse s’inscrit dans le contexte de modélisation numérique des écoulements 

turbulents instationnaires homogène et isotrope dans une structure hydraulique complexe. 

Ces écoulements sont en fait des phénomènes physiques complexes, dont la prédiction 

par les modèles existants demeure encore restreinte. Les instationnarités tourbillonnaires 

générées dans les écoulements par la présence d’obstacles, ces écoulements sont supposés 

tridimensionnelle, la présence de structures organisées au leur sein et leurs captures, sont 

autant d’aspects qui exigent de revoir les modèles existants pour mieux reproduire les 

propriétés de la turbulence. En particulier, ce type d’écoulement n’obéit pas aux 

hypothèses d´équilibre statistique de la turbulence. En effet, les échelles spatio-

temporelles du mouvement organisé ne sont pas les mêmes que celles du mouvement 

aléatoire. Il est donc nécessaire de prendre en compte ces modifications dans les 

modélisations. 

Les écoulements considérés sont les écoulements turbulents instationnaires dans un 

ouvrage hydraulique de géométrie complexe, impliquant de forts décollements 
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notamment au niveau des obstacles, ce qui constitue des difficultés supplémentaires du 

point de vue de la modélisation. Du fait aussi de la diffusion importante générée par ces 

décollements, il devient relativement difficile de les prédire par les modèles de turbulence 

instationnaire existants. Car, malgré les progrès considérables des approches de 

modélisation de la turbulence instationnaire, il n’existe pas encore aujourd’hui de 

méthode universelle et entièrement fiable pour la modélisation satisfaisante de cette 

classe d’écoulements. 

Compte tenu de ces difficultés, le cas des ouvrages hydrauliques prospectés (tunnel + 

canal trapézoïdal) avec obstacles nous permet toutefois, de mieux appréhender les 

phénomènes impliqués. 

En substance, cette thèse a pour objectif principal, d’une part d’améliorer la prédiction 

d’écoulements turbulents autour d’obstacles, d’analyser les structures complexes de ces 

écoulements qui conduisent au développement de nombreux phénomènes instationnaires, 

et ainsi de fournir une base de données permettant de valider ou d’améliorer les modèles 

utilisés pour les écoulements instationnaires autour d’obstacles, d’autre part, mettre en 

place une étude numérique cohérente pour comprendre l’écoulement dans des ouvrages 

hydrauliques à géométrie variable. Dans le contexte qui nous intéresse ici, des approches 

de simulation numérique par résolution des équations de Navier-Stokes moyennées sont 

de plus en plus utilisées. Dans  les conditions des instationnarités qui gouvernent la 

présente classe d’écoulements, ces approches doivent inclure des méthodes de simulation 

de la turbulence de plus en plus élaborées, de type RANS dont le principe est de résoudre 

les équations de Navier-Stokes pour les quantités moyennes, de telle sorte que le seul 

mouvement moyen est calculé. Une gamme très importante de modèles pour le tenseur 

de Reynolds est disponible, des plus simples, modèles algébriques, en passant par le 

modèle k−휀, aux plus avancés, RSM (Reynolds Stress Model), impliquant la résolution 

des équations des contraintes turbulentes. L’approche RANS est actuellement très utilisée 

pour prédire des écoulements dans des configurations complexes. Cette approche souffre 

cependant d’un principal défaut, à savoir le fait que le modèle doit représenter une gamme 

très étendue d’échelles. Toutes les échelles de la turbulence sont intégrées et les moyennes 

ne sont pas toujours bien représentatives du comportement de l’écoulement. En effet, 

alors que les petites échelles tendent à dépendre uniquement de la viscosité, et sont donc 

plus ou moins universelles, les grandes échelles dépendent fortement des conditions aux 

limites et de la géométrie du système étudié. 

http://dictionnaire.sensagent.leparisien.fr/dans%20ces%20conditions/fr-fr/#anchorSynonyms
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Nous proposons dans ce travail d’utiliser Les différents modèles de turbulence utilisés 

pour les calculs RANS (k−ε, RSM) pour calculer des écoulements turbulents dans des 

géométries complexes. En guise de rappel, il est à souligner que les modèles à deux 

équations du premier ordre basés sur l'hypothèse de la viscosité turbulente de Boussinesq, 

tel que k-𝛆 sont les plus courants dans les applications pratiques. [1] 

Le modèle de turbulence (k-𝜺) est le plus courant pour simuler les caractéristiques de 

l'écoulement moyen dans des conditions d'écoulement turbulent. Il appartient à la famille 

des modèles de turbulence RANS (Reynolds-averaged Navier Stokes) où tous les effets 

de la turbulence sont modélisés.  

Il s'agit en fait d'un modèle à deux équations. Cela signifie qu'en plus des équations de 

conservation, il résout deux équations de transport (EDP), qui tiennent compte des effets 

d'histoire comme la convection et la diffusion de l'énergie turbulente. Les deux variables 

transportées sont l'énergie cinétique turbulente (k), qui détermine l'énergie dans la 

turbulence, et le taux de dissipation turbulente (𝜺), qui détermine le taux de dissipation de 

l'énergie cinétique turbulente. 

La dissipation turbulente est la vitesse à laquelle les fluctuations de vitesse se 

dissipent. Les coefficients sont dérivés empiriquement ; Valable uniquement pour les 

débits turbulents. Dans le modèle k-𝜺 standard, la viscosité turbulente 𝜈t est déterminée à 

partir d'une échelle de longueur de turbulence unique, de sorte que la diffusion turbulente 

calculée est celle qui ne se produit qu'à l'échelle spécifiée, alors qu'en réalité toutes les 

échelles de mouvement contribueront à la diffusion turbulente. Le modèle k-𝜺utilise par 

ailleurs l'hypothèse de la diffusion du gradient pour relier les contraintes de Reynolds aux 

gradients de vitesse moyenne et à la viscosité turbulente. Ce modèle s'avère peu 

performant pour les courants impliquant un gradient de pression inverse, séparation et 

forte courbure des conduites. 

Ce modèle k-𝜺, dans sa forme de base, appartient au groupe des modèles dits de haut-

Reynolds. Il est applicable surtout aux nombres de Reynolds turbulents élevés. Le nombre 

de Reynolds turbulent est donné par le rapport entre la viscosité tourbillonnaire et la 

viscosité moléculaire, il s'agit donc d'une mesure du niveau de turbulence. Dans les zones 

à faible Re, où les effets visqueux dominent (par exemple, les régions proches de la paroi), 

les modèles à haut Reynolds ne sont pas appropriés et une autre approche doit être utilisée. 

La pratique courante consiste à utiliser des fonctions de paroi, où l'intégration n'est pas 
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effectuée jusqu'à la paroi, mais dans ces zones, elle est remplacée par des équations 

obtenues empiriquement. Plus tard, des modifications de k-𝛆 permettant de résoudre le 

champ d'écoulement même dans les régions proches de la paroi sans les fonctions de paroi 

ont été développées (version à faible Reynolds du modèle k−𝛆). Cependant, les fonctions 

de paroi ainsi que l'intégration jusqu'à la paroi sont basées sur les relations empiriques 

dérivées pour les couches limites développées pendant les écoulements stables sur un plan 

plat. Par conséquent, leur validité dans le cas d'un écoulement complexe impliquant une 

séparation de la couche limite, un gradient de pression, une rugosité, etc. est discutable. 

[2] 

De meilleurs résultats pour la solution du champ d'écoulement dans une couche limite 

donnent un modèle k-𝛚 à deux équations de faible Reynolds. Il ajoute deux équations 

différentielles partielles de transport pour k et 𝛚 (taux de dissipation de l'énergie) pour 

traiter le problème de la fermeture. Il convient aux écoulements avec des gradients de 

pression défavorables et lorsque l'intégration à travers la sous-couche visqueuse est 

préférée (par exemple pour résoudre la transition de la couche limite). [3] La modification 

du modèle dérivé par Menter [4] SST k-𝛚  est souvent mis en œuvre dans les logiciels 

commerciaux en raison de la combinaison efficace des approches à haut et bas Reynolds. 

Il associe le modèle de turbulence k−𝛚 et k−𝛆 d'une manière telle que le k−𝛚 est utilisé 

dans la région des couches limites et passe au k−𝛆 dans l'écoulement central. Une autre 

étape consistant à décrire précisément la turbulence est l’utilisation du modèle de 

contrainte de Reynolds (RSM). Contrairement aux modèles de viscosité tourbillonnaire, 

il prend en compte l'anisotropie de la turbulence. Les composantes individuelles du 

tenseur des contraintes de Reynolds sont directement calculées, ce qui permet de résoudre 

des interactions turbulentes plus complexes telles que les écoulements fortement 

tourbillonnaires. La fonction de paroi ainsi que l'approche de faible Reynolds peuvent 

être appliquées en relation avec le RSM.[1] 

Une approche différente de la simplification des équations de Navier-Stokes par rapport 

à la moyenne de Reynolds dans le temps permet la simulation de grands tourbillons 

(LES). Les tourbillons à grande échelle sont résolus directement à l'aide des équations de 

Navier-Stokes, tandis que les tourbillons à petite échelle sont modélisés. La procédure 

décrite permet de réduire considérablement les coûts de calcul par rapport à la DNS. Elle 

reste plus exigeante que RANS, mais cette approche donne des résultats plus cohérents et 

précis. Les grands tourbillons, qui transportent la plus grande partie de l'énergie 
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turbulente, responsables aussi de la plus grande partie de la quantité de mouvement, sont 

capturés directement. D'autre part, les tourbillons d'échelle inférieure sont, de par leur 

nature, plus isotrope et homogène, et la modélisation est donc suffisamment rapide pour 

obtenir une solution de haute précision [5]. De plus, les modèles de turbulence pour la 

turbulence isotrope peuvent être relativement simples. L'inconvénient est la nécessité 

d'utiliser une résolution temporelle inférieure d'un ordre de grandeur à celle de la RANS. 

[6] 

Tous les modèles de turbulence ont des points forts et des limites dus à la nature des 

hypothèses de modélisation. Il n'existe pas de modèle unique qui puisse être appliqué 

facilement à tous les écoulements turbulents sans un certain degré d'ajustement et 

d'expérience dans la sélection du modèle le plus approprié. En outre, l'ajustement des 

coefficients du modèle est de la plus haute importance pour obtenir des simulations 

précises, cohérentes et robustes. 

Les modèles de contrainte de Reynolds (RSM), également connus sous le nom de 

modèles de transport de contrainte de Reynolds, sont des fermetures de turbulence de 

niveau supérieur et représentent le modèle de turbulence classique le plus complet. La 

méthode de fermeture employée est généralement appelée fermeture du second ordre. 

Cette approche de modélisation trouve son origine dans les travaux de Chou (1945) et 

Rotta (1951). Dans les modèles de contrainte de Reynolds, l'approche de la viscosité 

tourbillonnaire est évitée et les composants individuels du tenseur de contrainte de 

Reynolds sont directement calculés. Ces modèles reposent sur l'équation de transport des 

contraintes de Reynolds. Ils sont capables de tenir compte des interactions complexes 

dans les champs d'écoulement turbulent, comme les effets directionnels des contraintes 

de Reynolds.    Ils expliquent les effets d'anisotropie dus à un fort mouvement 

tourbillonnaire, à une courbure de conduite, à des changements rapides de la vitesse de 

déformation et aux écoulements secondaires dans les conduites. 

Les modèles de contrainte de Reynolds offrent une précision nettement supérieure aux 

modèles de turbulence basés sur la viscosité tourbillonnaire, tout en étant moins coûteux 

en termes de calcul que les simulations numériques directes (DNS) et les simulations de 

grands tourbillons. 

- Contrairement au modèle k-ε qui utilise une viscosité turbulente isotrope, le RSM 

résout toutes les composantes du transport turbulent. 

https://fr.wiktionary.org/wiki/quantit%C3%A9_de_mouvement
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- Il est le plus général de tous les modèles de turbulence et fonctionne raisonnablement 

bien pour un grand nombre d'écoulements techniques. 

- Il ne nécessite que la fourniture des conditions initiales et/ou des conditions aux 

limites. 

- Puisque les termes de production ne doivent pas être modélisés, il peut amortir 

sélectivement les contraintes dues à la flottabilité, aux effets de courbure, etc.  

La complexité du problème étudié et ses multiples enjeux fait qu’il n’existe pas 

d’outils numériques suffisamment prédictifs pour anticiper ce phénomène.  

L’organisation de cette thèse s’articule autour des points suivants : 

Nous présentons, dans ce premier chapitre les différents travaux réalisés sur les 

différents concepts fondamentaux qui servent de base à cette étude. Différents éléments 

sont tirés de la revue de la littérature ainsi que la relation qu'ils ont entre eux afin d'avoir 

une compréhension approfondie sur le sujet étudié. 

Elle contient dans le deuxième chapitre les éléments préliminaires sur la modélisation 

numérique d’écoulements turbulents instationnaires, nécessaires à la bonne 

compréhension du problème et sa correcte formulation. 

Les phénomènes physiques associés aux effets instationnaires y sont discutés ainsi 

que la capacité prédictive des approches et méthodes de simulation de la turbulence 

utilisées pour la simulation d’écoulements dans un système hydraulique de géométrie 

complexe avec et sans d’obstacles. 

Le troisième chapitre met en contexte le cas particulier des écoulements turbulents 

instationnaires homogènes et isotropes dans un système hydraulique complexe. Le 

quatrième chapitre est consacré à la présentation de la problématique de recherche, les 

hypothèses qui s'y rattachent. Des configurations génériques de canaux (un tunnel de 

section circulaire), ainsi qu’une configuration générique de canal découvert de profil non 

prismatique sont simulées dans ce chapitre. Dans ce chapitre, les résultats de l'étude sont 

exposés. Ces derniers sont ensuite analysés et confrontés aux écrits de la littérature. 

L’objectif de cette thèse est d’introduire le schéma numérique des volumes finis de 

discrétisation des flux diffusifs dans le cadre des écoulements turbulents instationnaires 

homogènes isotropes. 
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Il est particulièrement bien adapté aux équations de Navier-Stokes. Sa mise en œuvre 

est simple avec des volumes de forme quelconque et permet surtout de traiter des 

géométries complexes, contrairement aux autres méthodes. Le code de simulation 

numérique FLUENT repose, pertinemment d’ailleurs, sur cette méthode. Le choix du 

maillage (ou grille de calcul) et de la répartition des nœuds se sont avérés cruciaux.  La 

construction du maillage adéquat a constitué aussi pour nous une autre contrainte, car 

notre objectif est de rechercher un couple approprié maillage-schéma à même de simuler 

les écoulements instationnaires turbulents dans une géométrie complexe. 

Le chapitre cinq constitue le dernier chapitre de cette thèse. Les conclusions de ce travail 

seront faites et certaines perspectives possibles seront proposées.    
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 Chapitre 2 Etude bibliographique 
2.1. Introduction 

La connaissance du régime d'écoulement d'un fluide est un point clé en génie de l’eau et 

de l’environnement, car il a une influence sur la plupart des phénomènes, en particulier 

les transferts de chaleur, tenseur de Reynolds, les profiles des vitesses etc… 

Trois grands régimes d'écoulement ont été définis par Osborne Reynolds (1883). La 

première classification est celle des systèmes uniformes et organisés tels que les 

écoulements turbulents de Couette ou de Poiseuille. Ils se caractérisent par des trajectoires 

régulières de particules du fluide sans mélange.  Une analyse mathématique simple de ces 

écoulements peut être effectuée pour une description et une modélisation facile, Le 

système converge toujours vers un stade final stationnaire, indépendant des conditions 

initiales. Ce type est rare en pratique dans les systèmes d’eau. 

La deuxième classification est constituée des écoulements intermédiaires entre la 

première et la troisième catégorie. Ces écoulements ont un équilibre énergétique et ils 

sont stables car auto-entretenus, elles sont plus ou moins rectilignes, avec un peu de 

mélange (petits tourbillons). Ces systèmes dynamiques compétents de gérer une grande 

quantité d’énergie qui est dissipée dans des formes complexes pour le passage vers le 

désordre ou bien vers la stabilité. Ce type a peu d’intérêt dans la pratique industrielle. 

La troisième classification rassemble les écoulements turbulents. Ils sont quasi inattendus 

tant ils sont sensibles à chacun des paramètres qui les dirigent. Le comportement du 

système change absolument en changeant l'une des conditions initiales. Cette personnalité 

variable fait une prédiction détaillée de cette classe impossible, ce qui signifie le caractère 

aléatoire du système désordonné. Voici quelques exemples de ces flux ordinaires que 

nous voyons dans notre vie quotidienne tels que les vagues , les rivières à débit rapide, 

les nuages d'orage ou la fumée d'une cheminée. D’ailleurs leur modélisation nécessite une 

approche stochastique, propre à l’étude des phénomènes aléatoires. Pourtant, on ne peut 

assimiler chaos et désordre. 

En effet, cette dernière catégorie appartient à l'écoulement turbulent étudié. Ce type est 

considéré comme le plus courant et le plus complexe par rapport aux autres écoulements. 

Il se caractérise par un nombre de Reynolds élevé accompagné des vitesses énormes. Cela 

rend le mouvement des particules irrégulier en le conduisant à la conformité du système 

avec une grande quantité d'énergie cinétique. Dans ce cas observerait la prédominance 

https://stringfixer.com/fr/Breaking_wave
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des forces d'inertie qui tendent à rendre l'écoulement instable avec la production des 

écoulements secondaires. Ces derniers, qui seront décrits Plus tard, se présentent 

globalement sous la forme de vortex ou de rouleaux. C'est un phénomène qui permet 

d'atteindre la stabilité énergétique. La transition vers la turbulence et de la naissance de 

cette dernière c’est la question préalable qui pose pour étudier un tel système dynamique. 

2.2.  Naissance de la turbulence dans un écoulement à surface libre 

Dans une conduite lisse, un écoulement laminaire se décrit comme la superposition de 

lames d’eau parallèles glissant les unes sur les autres. Le fluide entame sa transition vers 

la turbulence lorsqu’une perturbation, pouvant être petite à l’origine, n’est plus amortie 

par l‘écoulement mais commence à grandir en prenant son énergie de l'écoulement 

laminaire d'origine. 

L’une des caractéristiques principales des écoulements turbulents est la présence d’un très 

grand nombre de tourbillons tridimensionnels dont les dimensions varient 

continuellement et qui fluctuent sur une large gamme d’échelles spatiales. Ces structures 

tourbillonnaires sont enchevêtrées de tailles et d’orientations distribuées de façon 

aléatoire (Figure 2.1). La turbulence est alors pleinement développée [7]. 

 

Figure 2. 1– Visualisation d'un jet turbulent réalisée par fluorescence induite par laser. 

Le jet présente une large gamme d'échelles de longueur représentées par des couleurs 

différentes, caractéristique importante des écoulements turbulents. C. Fukushima and [8] 

[9] [10] [11][12]. 
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2.3. Point de vue phénoménologique  

2.3.1. Vorticité et filaments tourbillonnaires 

Dans l’étude de la turbulence la vorticité est obligatoire pour caractériser un 

tourbillon. Il s’agit d’un vecteur dont l’origine est le point considéré, la direction est l’axe 

de rotation du tourbillon et la norme est celle du demi rotationnel de la vitesse, (Figure 

2.2 et Figure 2.3) [13]. Nous citerons à titre d’exemple les vortex de Rankine qui est un 

vortex rectiligne, dont la vorticité est constante à l’intérieur d’un disque et nulle à 

l’extérieur, le Vortex de Hill qui est un modèle de vortex sphériques où la vorticité est 

confinée dans une sphère et les lignes de vorticité sont toriques. [14] et le vortex de 

Taylor-Green qui est vortex périodique en x, y et z (u = sin x cos y cos z, v = cos x sin y 

cos z et w = cos x cos y sin z).  

Le tourbillon de Taylor-Green est une solution analytique périodique des équations 

de Navier-Stokes en incompressible et en deux dimensions d'espace. Il décrit un ensemble 

de tourbillons qui s'amortissent avec le temps. Il est utilisé comme benchmark pour les 

méthodes numériques et comme conditions initiales pour l'étude des problèmes de 

transition vers la turbulence. 

 

Figure 2. 2 Tourbillon créé par la vidange d'un récipient à travers un orifice circulaire. 

 

Région (I) - L'écoulement correspond au champ de vitesse irrotationnel. 

Région (II) - Les effets de la viscosité augmentent au fur et à mesure que r décroît et 

que le gradient de vitesse  
𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
 augmente. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89quations_de_Navier-Stokes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Test_de_performance
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Figure 2. 3 Coupe d’un vortex de Hill. 

 

 

Figure 2. 4 Tracé des   vecteurs vitesses d'un tourbillon de Taylor-Green. 

Les lignes de champ associées à la vorticité sont appelées filament tourbillonnaire. 

Une vorticité non nulle n’implique pas forcément la présence de tourbillon. Dans le cas 

d’un écoulement laminaire dans un canal plan, les filaments tourbillonnaires sont tous 

parallèles, dans la direction transversale. 

  Une vitesse élevée dans le sens de l’écoulement a pour effet d’étirer et d’incliner les 

tourbillons sous forme d’épingle à cheveux (Figure 2.5 et Figure 2.6). Cet allongement 

des tourbillons est essentiel pour reproduire le mouvement de la turbulence.  
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Figure 2. 5 Passage du vortex aux tourbillons en épingle à cheveux (Lesieur, 2014). 

 

Figure 2. 6 - Structure d'un écoulement turbulent (Lesieur, 2014). 

La turbulence qui est un mouvement tourbillonnaire présente une large étendue de 

dimensions de tourbillons et de vitesse de rotation. Ce mouvement toujours rotationnel 

peut être conçu comme un enchevêtrement de structures tourbillonnaires dont les vecteurs 

rotationnels sont orientés dans toutes les directions et sont fortement instationnaires 

(même en régime dit : « permanent »). La différence entre les plus gros et les plus petits 

tourbillons, augmente avec l’intensité de la turbulence. Les structures turbulentes peuvent 

être considérées comme des éléments tourbillonnaires qui s’étirent les uns les autres. Cet 

étirement des filets tourbillons est un aspect essentiel du mouvement turbulent. Il produit 

le passage de l’énergie à des échelles de plus en plus petites jusqu’à ce que les forces 

visqueuses deviennent actives et dissipent l’énergie : c’est la cascade d’énergie de 

Richardson : « Les gros tourbillons ont des petits tourbillons, Qui se nourrissent de leur 
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vitesse, Et les petits tourbillons en ont de plus petits, Et c’est ainsi jusqu’à la viscosité » 

(Figure 2.7).[15]. 

Les gros tourbillons qui sont associés aux basses fréquences du spectre, sont 

déterminés par les conditions aux limites de l’écoulement et leur dimension est de l’ordre 

de grandeur du domaine occupé par l’écoulement. Les gros tourbillons interagissent avec 

l’écoulement moyen car leur échelle est du même ordre de grandeur, ils extraient de 

l’énergie cinétique du mouvement moyen et la fournissent aux agitations à grande échelle. 

C’est surtout les mouvements à grande échelle qui transportent la quantité de mouvement 

et la chaleur. Ainsi le taux de dissipation d’énergie est déterminé par les mouvements à 

grandes échelles bien que la dissipation soit un processus visqueux dont les petits 

tourbillons sont le siège. 

 

Figure 2. 7- La cascade d’énergie. 

2.3.2. Méthodes d'étude de la turbulence 

La recherche d'une théorie satisfaisante de la turbulence a été marquée par des étapes 

remarquables : étude de l'écoulement moyen [Boussinesq, Reynolds] sans recherche de 

la manière dont il dépend de la structure à petite échelle ;  

❖ Étude du champ à l'aide de la statistique appliquée. Cette étape s'est heurtée au problème 

de la fermeture du système des équations statistiques inférieures en nombre à celui des 

inconnues. 
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❖ Étude au moyen de la statistique mathématique. 

Bref Aperçu sur les théories 

Les théories heuristiques tendent de décrire la turbulence en termes de concepts : 

longueur de mélange de Prandtl, viscosité turbulente d'Heisenberg. Parmi celles-ci les 

plus connues sont celles de Heisenberg (1948) [16], Chandrasekhar (1949) [17], Proudman 

(1951) [18]. Dans ces théories, le transfert de l'énergie turbulente des grandes échelles 

vers les petites est étudié au moyen de la viscosité turbulente. D'autres hypothèses et 

approximations sur le transfert conduisent à d'autres formulations et donnent des 

expressions explicites pour le spectre d’énergie. Pour une comparaison critique, voir 

Ellison (1962). [19] 

Les théories phénoménologiques. Parallèlement aux théories précédentes, issues 

des idées de Taylor, se sont développées des théories qui se déduisent d'hypothèses bien 

définies sur la nature de la turbulence : 

Homogénéité et isotropie du champ. 

La turbulence ne dépend que de quelques grandeurs indépendantes, d'où l'utilisation 

de l'analyse dimensionnelle : 

- Les propriétés asymptotiques des écoulements sont indépendantes de la viscosité 

lorsque le nombre de Reynolds tend vers l’infini. 

- La structure locale, homogène et isotrope, est indépendante du mouvement à grande 

échelle et présente un caractère d'universalité. 

Les théories probabilistes dont le but est de prédire le champ aléatoire en tout point 

de l'espace et à chaque instant moyennant un nombre restreint d'hypothèses.  

2.3.3. Aspect physique de la turbulence – intermittence 

 

Auprès des développements théoriques, des questions sur la physique de la 

turbulence se sont posées, notamment sur la dissipation de l'énergie turbulente aux petites 

échelles du mouvement. C'est Landau qui a été amené à mettre en doute le caractère 

universel de la théorie de Kolmogorov en signalant la nature aléatoire de l'énergie dissipée 

[20]. Pour prendre en compte la remarque de Landau, Kolmogorov (1962) [21], Obukhov 

(1962) [22] raffinent la théorie originale en introduisant une loi de probabilité spéciale, la 

loi log-normale, qui traduit le caractère intermittent des fluctuations de grand nombre 
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d'ondes, phénomène constaté expérimentalement par Batchelor et Townsend (1949) [23]. 

Novikov (1963, 1969, 1976) [24][25][26] a donné consistance à la nouvelle théorie en 

justifiant la loi log-normale par des considérations de similitude d'échelles. 

Physiquement, l'intermittence correspond à une structure spatiale et temporelle qui 

montre une alternance de petites échelles d'intense activité et de larges domaines de repos. 

Cette intermittence étant d'autant plus prononcée que l'échelle concernée est petite. 

La structure spatiale correspondante est certainement très compliquée et l'on aimerait 

pouvoir la visualiser au cours du temps par un moyen qui reste à découvrir. Divers 

modèles de l'intermittence ont été élaborés : 

Modèle géométrique de Frisch et al. (1974) [27], modèle de cascade de Bell et Nelkin 

(1977) [28], modèle fractal de Maudelbrot (1974) [29], analogie avec les phénomènes 

critiques de Nelkin (1974) [30]. 

2.4. Les courants secondaires 

Géométrie des courants secondaires 

L’existence des courants secondaires, responsables du transport de quantité de 

mouvement et donc de la structure de la distribution de vitesse, a été établie depuis plus d’un 

siècle à travers des observations dans les canaux naturels. Ces observations ont révélé que 

le maximum de vitesse des courants n’est pas au niveau de la surface libre mais en dessous 

de celle-ci (Stearns, 1883) [31].  La présence de perturbations dans les écoulements le 

long du canal et (McLean, 1981) [32], la formation de zones de fortes vitesses et basses 

vitesses au niveau de la surface libre ont suggéré l’existence de courants secondaires. 

Ainsi une première interprétation du comportement d’un écoulement en canal est 

proposée par (Nezu&Rodi, 1985) [33] (Figure 2.8). La connaissance des courants 

secondaires est nécessaire dans l’étude des structures turbulentes de l’écoulement en 

canaux composés car leur présence affecte l’écoulement et la contrainte de cisaillement 

(Tominaga et al., 1989) [34].  (Nezu&Rodi, 1985) [33] résume les mécanismes produisant 

les courants secondaires (Figures 2.8, 2.9, 2.10 et 2.11). 
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Figure 2. 8 Exemple de distribution transversale de vorticité et présentation 

schématique d’une dimension de courants secondaires (Rodriguez et Garcia, 2008). 

La géométrie des courants secondaires a fait l’objet de nombreuses études. Tominaga 

et al. (1989) [34] ont effectué différents tests en laboratoire. Des canaux rectangulaires 

ainsi que des canaux trapézoïdaux ont été utilisés. Ils ont conclu que les canaux à surfaces 

libres présentaient des courants secondaires bien différents que les canaux en charge. La 

section du canal joue également un rôle déterminant sur la dimension des courants 

secondaires puisque l’étude citée plus haut mentionne que les canaux rectangulaires et 

trapézoïdaux ont présenté des structures de courants secondaires différentes. L’ouvrage 

de Nezu et Nakagawa (1993) [35] indique que dans les canaux étroits, les courants 

secondaires sont influencés par les coins du canal. Il y est également mentionné que pour 

un canal étant plus large que 2.5 fois la profondeur d’écoulement (ratio b/h>2.5), les 

courants secondaires ne pouvaient pas être observés. Cependant, ces observations étaient 

basées sur des expériences en canal à parois lisses. Blanckaert et al. (2010) [36] ont 

identifié l’influence de la profondeur d’eau, de l’inclination et de la rugosité des parois 

sur les structures d’écoulements et les contraintes de cisaillement dues aux courants 

secondaires. Ils ont conclu qu’une structure stable de courants secondaires couvrant la 

largeur complète du canal peut seulement être observée si la rugosité est suffisante pour 

fournir les oscillations transversales nécessaires au cisaillement du canal ainsi que le 

cisaillement turbulent de Reynolds. Ils ont également conclu que les conditions présentes 

dans le cas de canaux naturels fournissent effectivement la rugosité nécessaire afin de 

générer des courants secondaires sur la largeur complète du canal. 

Rodriguez et Garcia (2008) [37] ont observé les structures d’écoulement à trois 

dimensions et la turbulence en canal rectiligne à lit rugueux. Leurs expériences ont été 

conduites dans un canal dans des conditions présentant un ratio de largeur sur profondeur 

de 8.5 et 6.3. Ces valeurs se situent entre les valeurs de classification d’un canal large (b/h 
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> 10) et d’un canal étroit (b/h < 5). Leurs recherches étaient axées sur les courants 

secondaires et leurs résultats appuient également le fait que les courants secondaires se 

développent à des ratios de b/h > 2.5.  

La Figure 2.8 démontre la distribution transversale de vorticité. Les cellules de 

courants secondaires y sont également indiquées. 

 

Figure 2. 9 Effet des cellules de courants secondaires sur la distribution des contraintes 

de cisaillement (Omran & Knight, 2010) [38] 

Dans les canaux larges, les courants secondaires se développent en cellules distinctes. 

Omran et Knight (2010) [38] ont proposé une méthode de modélisation de cellule de 

courants secondaires en canal rectangulaire. Leurs recherches portent sur la distribution 

des contraintes de cisaillement aux parois. Dans le cadre de leurs recherches, ils ont testé 

une méthode d’approximation de la distribution des contraintes de cisaillements. Ils ont 

conclu que cette méthode n’était pas efficace puisqu’elle ne tient pas compte des courants 

secondaires. Leurs recherches ont également dévoilé que la présence de courants 

secondaires perturbe la distribution des contraintes de cisaillement. La Figure 2.9 illustre 

cette perturbation. On remarque sur cette figure que la courbe de contrainte de 

cisaillement est influencée par la cellule de courant secondaire. Celle-ci augmente dans 

la zone de courants descendants et elle est réduite à l’endroit où le courant remonte. Cette 

variation de contrainte de cisaillement constitue un indicateur intéressant afin de délimiter 

les différentes cellules de courants secondaires. 
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Figure 2. 10 Division des courants secondaires au voisinage des angles selon (Nezu& 

Rodi,1985). 

 

Figure 2. 11 Courants secondaires dans une demi-section transverse selon 

(Nezu&Rodi,1985). 

Les courants secondaires sont divisés en deux types : 

• Les courants secondaires de premier type de Prandtl : 

 Ceux-ci sont produits par la déviation des lignes de courants causée par la géométrie. 

Sur une courbure de ligne de courant, les forces centrifuges deviennent importantes et 

créent ainsi un unique tourbillon.  

• Les courants secondaires de second type de Prandtl :  
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Ils sont surtout présents dans la zone développée d’un écoulement en canal rectiligne. 

Ces courants sont le produit de la perturbation du champ moyen par effet de la turbulence. 

Il s’agit d’une conséquence de l’hétérogénéité et l’anisotropie de la turbulence.  

Ces écoulements secondaires comportent au minimum deux tourbillons. (Rodi, 1993) 

[39] a nommé ce type d’écoulement « écoulements secondaires induits par la turbulence 

». D’après (Bradshaw, 1987) [40] les modèles de turbulence utilisant la viscosité 

cinématique isotrope ne peuvent pas reproduire ces courants secondaires. 

 

Figure 2. 12 Classification des courants secondaire d'après (Nezu, 2005). 

 

2.5. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents types de systèmes d'écoulement 

identifiés par Reynolds et certaines de leurs caractéristiques.  Les deux points de vue sur 

la turbulence et sa naissance ainsi que les phénomènes qui sont générés par son influence, 

tels que les courants secondaires. 
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Chapitre 3 La modélisation des écoulements turbulents 

3.1. Introduction  

Ce chapitre contient les éléments préliminaires sur la modélisation numérique 

d’écoulements turbulents instationnaires, nécessaires à la bonne compréhension du 

problème et sa correcte formulation. 

Les phénomènes physiques associés aux effets instationnaires y sont discutés ainsi 

que la capacité prédictive des approches et méthodes de simulation de la turbulence 

utilisées pour la simulation d’écoulements dans un système hydraulique de géométrie 

complexe avec et sans d’obstacles. 

3.2. Notion de la turbulence 

Depuis la définition, très simple, d’Osborne Reynolds qui d´écrit le mouvement 

turbulent comme un ”écoulement sinueux”, plusieurs descriptions de la turbulence 

permettent de retracer l’évolution de la compréhension des phénomènes qui a conduit à 

la connaissance et à la maitrise que l’on a aujourd’hui des écoulements turbulents. Taylor 

et Von Karman en 1937[41] définissent la turbulence comme ”un mouvement irrégulier 

qui fait son apparence dans les fluides gazeux ou liquides lorsqu’ils s’écoulent sur des 

surfaces solides ou même lorsqu’ils avoisinent des courants du même fluide s’écoulant le 

long ou par-dessus l’un l’autre”. Cette définition précise que la turbulence peut être 

générée par les forces de frottement due à l’interaction du fluide avec des parois solides 

”turbulence de paroi” ou au mélange de Couches de fluides ”turbulence libre”. Monin et 

Yaglom (1971) [42] d’écrivent les écoulements turbulents comme ”des écoulements où la 

vitesse, la pression, la température et les autres grandeurs mécaniques du fluide fluctuent 

de manière désordonnée avec des variations spatio-temporelles brusques et irrégulières”. 

Landau et Lifchitz (1971) [43] donnent une définition équivalente : ”le mouvement 

turbulent d’un fluide est, pour des valeurs suffisamment grandes du nombre de Reynolds, 

caractérise par l’existence d’une variation extrêmement irrégulière, chaotique de la 

vitesse au cours du temps en chaque point du fluide. Selon Hinze (1975) [44] le 

mouvement turbulent du fluide est ”une situation irrégulière de l’écoulement dans 

laquelle les diverses quantités montrent une variation aléatoire dans les coordonnées 

spatiotemporelles de sorte que des valeurs moyennes statistiquement caractérisées 
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peuvent être discernées”. Dans un plus récent ouvrage, Lesieur (1994) [45] caractérise la 

turbulence, à la fois par les qualificatifs désordonne, aléatoire, chaotique et par deux de 

ses propriétés essentielles : imprévisibilité et mélange. [46] 

3.2.1. Propriétés observables des écoulements turbulents 

• Signal irrégulier dans l’espace et dans le temps 

Les grandeurs physiques telles que vitesse et pression varient de façon apparemment 

aléatoire. Remarquons que les fluctuations organisées ou périodiques ne font pas partie 

de l’agitation turbulente, comme c’est le cas des écoulements pulsés dans lesquels on 

devra retrancher la composante périodique pour obtenir le signal turbulent proprement 

dit. 

• Ecoulement rotationnel 

Le mouvement turbulent présente des fluctuations du rotationnel de vitesse. Un 

champ acoustique même aléatoire n’est pas pour autant turbulent car il est irrotationnel. 

• Diffusivité élevée 

Un champ turbulent diffuse fortement toute quantité transportable comme la 

température ou un colorant, mais aussi la quantité de mouvement. En réalité, la diffusion 

turbulente est due aux termes de convection au niveau des fluctuations. Une particule 

fluide marquée par un colorant se déforme alors, se ramifie et s’effiloche 

progressivement. 

• Phénomène tridimensionnel 

Les mouvements turbulents fluctuants sont toujours tridimensionnels et 

instationnaires. Signalons dès à présent qu’il existe toutefois une turbulence dite 

bidimensionnelle que l’on rencontre dans des situations très spécifiques et dont les 

mécanismes sont différents de ceux de la turbulence tridimensionnelle. 

• Caractère imprévisible des trajectoires  

Ce comportement imprévisible des détails des trajectoires sur des temps 

suffisamment longs correspond à une perte de mémoire des conditions initiales, c’est le 

phénomène d’imprédictibilité. Il explique, par exemple, les difficultés de la prévision du 

temps à long terme. Le problème de la prédictibilité a été étudié numériquement par 

Chollet J.P. et Métrais O. ,1989. 
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• Coexistence de tourbillons de tailles très diverses 

Il existe toute une cascade de tourbillons d’échelles de plus fines, crée par les 

processus non linéaires engendrés par les termes d’inertie dans les équations du 

mouvement. 

• Dissipation 

La turbulence est fortement dissipative du fait de la présence de forts gradients de 

vitesse instantanée. Les taux de déformation instantanés deviennent en effet très 

importants et la dégradation de l’énergie cinétique turbulente en chaleur est alors très 

forte. [48] 

3.2.2. Notions d’instabilité 

Ce phénomène physique trouve une explication sur le plan théorique à travers la 

notion d’instabilité d’une solution particulière (𝑉0, 𝑝0) d’un écoulement laminaire 

permanent, tel que le profil parabolique des vitesses pour l’écoulement entre deux plaques 

parallèles. En introduisant la solution perturbée 𝑉′ = 𝑉0 + 𝑉1 dans les équations de 

Navier-Stokes, on montre que la perturbation peut s’amplifier au cours du temps pour 

certains longueurs d’onde dés que le nombre de Reynolds, Re, dépasse une valeur 

critique. Pour des valeurs croissantes de Re, l’instabilité de la perturbation peut être 

déclenchée par des valeurs de plus en plus faibles de la longueur d’onde de la 

perturbation.  

En 1939, J.M. Burgers donne plusieurs exemples d’équations mathématiques, très 

simplifiées et néanmoins capables de donner lieu à une amplification des perturbations. 

Ces modèles mathématiques portent le nom” d’équations de Burgers”. La plus simple est 

une équation unidimensionnelle : 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝑣

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑓                                                            (3.1) 

Burgers montre que l’origine de ces instabilités se trouve dans le terme non linéaire 

que toutes ces équations simplifiées ont en commun avec les équations de Navier-Stokes. 

Bien que ces facettes de la turbulence soient passionnantes, on se limitera ici aux outils 

statistiques classiques qui permettent à l’ingénieur de comprendre et prédire (en 

moyenne) ce phénomène a priori imprévisible (pour un événement donné). 
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3.3. Écoulement moyen et écoulement fluctuant  

3.3.1. Opérateurs de moyenne  

On a vu que, dans un écoulement turbulent, les vitesses, la pression ou les autres 

grandeurs, comme la température ou la concentration d’une substance portée par 

l’écoulement, connaissent des fluctuations telles qu’on ne peut les appréhender que de 

façon statistique. Nous allons chercher des équations qui puissent nous permettre de 

calculer la vitesse moyenne. 

➢ La vitesse moyenne  

Supposons que l’on mesure une fonction 𝑓 à l’aide d’un appareillage adéquat ; 

répétons N fois la même expérience ; on obtient des valeur 𝑓1 …𝑓𝑖 …𝑓𝑁 de  𝑓. Si N est 

suffisamment grand, la valeur moyenne de 𝑓 est alors approchée par : 

𝑓̅ =
𝑓1+⋯+𝑓𝑁

𝑁
                                                                 (3.2) 

La fluctuation 𝑓′ pour une réalisation particulière à cette moyenne. 

En toute rigueur, il faut faire tendre N vers l’infini. Lors d’une expérience, on s’assure 

que la valeur moyenne est calculée sur un ensemble de valeurs assez grand pour que la 

moyenne ne dépende plus de N (ex. : un compare les moyennes obtenues avec N = 10 

000 et N = 20 000 réalisations). Le plus pratique, une fois la sonde en place, est 

d’enregistrer les mesures pendant un certain temps. Pour que la moyenne ait un sens, il 

faut que ce temps soit assez grand pour que la sonde ait pu voir passer un grand nombre 

de tourbillons différents. Cette façon de procéder suppose aussi que la valeur moyenne 

ne dépende pas du temps, c’est-à-dire que l’écoulement moyen est stationnaire. 

➢ Hypothèses d’ergodicité 

Ces hypothèses d’ergodicité stipulent que, dans le cas d’un écoulement stationnaire, 

la valeur moyenne définie par (3.2) est la même que la moyenne temporelle : 

 𝑓̅ = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑓(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡

𝑇

0
                                                   (3.3) 

En pratique, on choisit T suffisamment grand devant le temps caractéristique de la 

turbulence, que l’on déterminera plus loin. 
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Dans le cas d’un écoulement homogène (c’est-à-dire dont les valeurs moyennes sont 

uniformes en espace), la valeur moyenne définie par (3.3) est la même que la moyenne 

en espace ; Ω désignant un volume : 

     𝑓̅ = lim
Ω→∞

1

Ω
 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Ω
                                    (3.4) 

Dans le cas d’un écoulement moyen non permanent, on considère que les statistiques 

sont relatives à un ensemble de réalisations de la même expérience. 

➢ Densité de probabilité  

Mathématiquement, les probabilités permettent de définir la moyenne 

indépendamment des hypothèses précédentes. La probabilité qu’une variable aléatoire f 

prenne une valeur dans un intervalle particulier est : Probabilité  (𝑓 ∊ [𝑓0, 𝑓0 + 𝑑𝑓]) =

P(𝑓0)𝑑𝑓, ce qui définit la densité de probabilité P(𝑓). Elle doit vérifier en particulier : 

P(𝑓) ≥ 0  et  ∫ 𝑃(𝑓)𝑑𝑓
+∞

−∞
= 1 . 

La donnée de P(𝑓) permet de définir toutes les grandeurs statistiques liées à 𝑓 : 

- Espérance mathématique (moyenne) :      𝑓̅ = ∫ 𝑓.𝑃(𝑓)𝑑𝑓
+∞

−∞
                 (3.5) 

- Moment d’ordre 2 :                             𝑓2̅̅ ̅ = ∫ 𝑓2. 𝑃(𝑓)𝑑𝑓
+∞

−∞
                    (3.6) 

- Variance :                                           𝑓′2̅̅ ̅̅ = ∫ 𝑓′2. 𝑃(𝑓)𝑑𝑓
+∞

−∞
                   (3.7) 

𝑓′ étant la valeur fluctuante, ou fluctuation, définie par 𝑓′ = 𝑓 − 𝑓 ̅, et dont la moyenne 

est nulle. 

Partant de la seule équation de Navier-Stokes, la notion de densité de probabilité, que 

nous ne développerons pas plus avant, sert à introduire un formalisme rigoureux dans la 

théorie de la turbulence et dans l’interprétation des mesures. La densité de probabilité 

n’est fonction que de la variable aléatoire, pas de l’espace et du temps (elle en dépend 

seulement indirectement si 𝑓 en dépend), ce qui permet de montrer que l’opérateur 

moyenne commute avec les dérivations. 

Quel que soit l’opérateur choisi pour définir les grandeurs moyennes, il doit satisfaire 

aux propriétés de linéarité suivantes. 

Propriétés de l’opérateur moyenne  
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                           linéarité :                     (𝑎𝑓 + 𝑏𝑔̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) = 𝑎𝑓̅ + 𝑏�̅� (𝑎 𝑒𝑡 𝑏 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒𝑠)  

                           dérivation commutative :           
�̅�𝑓

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝑓̅

𝜕𝑥𝑖
 𝑒𝑡  (

�̅�𝑓

𝜕𝑡
) =

𝜕𝑓̅

𝜕𝑡
 

                         indempotence :                      (𝑓)̅̅̅ ̅̅ = 𝑓 ̅  𝑒𝑡 (𝑓.̅ 𝑔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑓.̅ �̅�                    (3.8)   

                           par contre :                                (𝑓.̅ 𝑔)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ≠ 𝑓.̅ �̅�  

                           pour la fluctuation :                  𝑓′ = 𝑓 − 𝑓 ̅      𝑒𝑡  𝑓 ′̅ = 0   

➢ Équations de la vitesse moyenne  

Le mouvement d’un fluide Newtonien incompressible est régi par les équations de 

Navier-Stokes : 

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑗

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
= −

1

ρ
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑣

𝜕2𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
+ 𝑔𝑖 

                                                  
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑖
= 0                                              (3.9) 

Lorsque l’écoulement est turbulent, on introduit dans l’équation précédente la 

décomposition 𝑢𝑖 = 𝑢�̅� + 𝑢𝑖
′ et on lui applique l’opérateur moyenne. Compte tenu des 

propriétés (3.8), les termes linéaires se retrouveront à l’identique dans l’équation de la 

vitesse moyenne. Seul le terme non linéaire de la dérivée particulière pose quelque 

difficulté. On le réécrit préalablement : 

(𝑢�̅� + 𝑢𝑗
′)

𝜕(𝑢�̅� + 𝑢𝑖
′)

𝜕𝑥𝑗
=

𝜕[(𝑢�̅� + 𝑢𝑗
′)(𝑢�̅� + 𝑢𝑖

′)]

𝜕𝑥𝑗
 

                                   =
𝜕[(𝑢𝑗̅̅ ̅𝑢𝑖̅̅ ̅+𝑢𝑗

′𝑢𝑖̅̅ ̅+𝑢𝑗̅̅ ̅𝑢𝑖
′+𝑢𝑗

′𝑢𝑖
′]

𝜕𝑥𝑗
 

Appliquant l’opérateur moyenne, on a : (𝑢𝑗
′𝑢�̅�

̅̅ ̅̅ ̅̅
) = 𝑢𝑗

′̅̅̅̅
. 𝑢�̅� = 0. 𝑢�̅� = 0, mais en revanche 

𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
≠ 0. On reporte ce terme à droite pour laisser à gauche la dérivée particulière en suivant la 

vitesse moyenne. Les équations de Navier-Stokes moyennées, appelées équations de Reynolds 

s’écrivent donc : 

 
𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑡
+ 𝑢�̅�

𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑗
= −

1

ρ

𝜕�̅�

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑣

𝜕2𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
− (

𝜕𝑢𝑗
′𝑢𝑖

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑗
) + 𝑔𝑖  

𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑖
= 0                                                                                                       (3.10) 
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Posons 𝑅𝑖𝑗 = 𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ , c’est-à-dire : 

             𝑹 = [

𝑢1
′𝑢1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢1
′𝑢2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢1
′𝑢3

′̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑢1
′ 𝑢2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢2
′ 𝑢2

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢2
′ 𝑢3

′̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑢1
′ 𝑢3

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢2
′ 𝑢3

′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑢3
′ 𝑢3

′̅̅ ̅̅ ̅̅

]                                                    (3.11) 

Écrivant l’équation de Navier-Stokes sous la forme vectorielle, avec σ le tenseur 

des contraintes : 

𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ (𝑉. 𝑔𝑟𝑎𝑑)𝑉 =

1

ρ
𝑑𝑖𝑣(σ) + g ; 

on obtient (3.10) sous la forme : 

𝜕V̅
𝜕𝑡

+ (V̅. 𝑔𝑟𝑎𝑑)V̅ =
1

ρ
𝑑𝑖𝑣(σ̅ − ρR) + g  

                                             div(V̅) = 0                                                               (3.12)                  

R est la moyenne du produit extérieur des vecteurs fluctuations de vitesses 𝑹 = 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

En plus de la valeur moyenne des contraintes de pression et viscosité, il apparaît donc 

une nouvelle contrainte R appelée "tension de Reynolds". 

On se souviendra que les forces de pression et de viscosité trouvent leur origine dans 

l’agitation des molécules qui, à l’échelle   macroscopique, se traduit par des transferts de 

quantité de mouvement des "particules fluides". 

L’agitation turbulente des particules fluides agit de façon semblable sur l’écoulement 

moyen, mais à la différence du mouvement brownien des molécules, le mouvement 

turbulent des particules fluides a une certaine "corrélation" avec le mouvement moyen, et 

ces deux mouvements ont des échelles semblables. La similitude apparente entre 

mouvements brownien et turbulent est donc très limitée en raison de l’absence de 

séparation nette des échelles de la turbulence et du mouvement moyen.  

3.3.2. Nécessité d’hypothèses de fermeture 

Pour calculer le mouvement moyen à partir de (3.12), il nous faut connaître 

l’expression des composantes du tenseur de Reynolds, R, qui dépendent des fluctuations 

de vitesse. 
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On obtient l’équation de la fluctuation en soustrayant l’équation de Reynolds de celle 

de Navier-Stokes. Puis, on multiplie l’équation de 𝑢𝑖
′; par 𝑢𝑗

′; et réciproquement, on 

somme et on moyenne, c’est-à-dire : 

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
−

𝜕𝑢�̅�

𝜕𝑡
= ⋯

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜕𝑡
=

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑡
𝑢𝑗

′ +
𝜕𝑢𝑗

′

𝜕𝑡
𝑢𝑖

′
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

= ⋯ 

On obtient : 

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑡
+ 𝑢�̅�

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑗
= −

1

ρ

𝜕p′

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑣

𝜕2𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑘
− (𝑢𝑗

′ 𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑢𝑗

′ 𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑗
) + (

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑗
)          (3.13) 

                                    
𝜕𝑢𝑖

′

𝜕𝑥𝑖
= 0    soit    div(𝐕′) = 0                             (3.14) 

En utilisant l’équation (3.13), il est possible de construire des équations pour les 

corrélations doubles 𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ . On peut écrire symboliquement (3.12) sous la forme : 

𝜕V̅

𝜕𝑡
= 𝑓(V̅, p̅, 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

Avec la même symbolique, l’équation sur la corrélation double s’écrit : 

                       
𝜕𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜕𝑡
= 𝑓(V̅, 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐕′p′̅̅ ̅̅ , 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ⨂𝐕′̅̅ ̅̅ )                     (3.15) 

Le système d’équations ci-dessus n’est pas fermé car il est apparu de nouvelles 

inconnues, par exemple 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ . L’équation de ce tenseur d’ordre 3 peut s’obtenir en 

répétant le procédé : 

𝜕𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅⨂𝐕′̅̅ ̅̅

𝜕𝑡
= 𝑓(V̅, 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐕′p′̅̅ ̅̅ , … , 𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ⨂𝐕′⨂𝐕′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )         

C’est-à-dire que chaque corrélation d’ordre m fait apparaitre dans son équation 

d’évolution des nouvelles corrélations d’ordre m+1. On a affaire à une suite infinie 

d’équations et, pour résoudre le problème, on est contraint d’introduire une modélisation, 

appelée "fermeture". On dit, par exemple, que l’on introduit une fermeture à l’ordre 2, si 

l’on modéliser les termes inconnus de l’équation de 𝑅𝑖𝑗, permettant de calculer ce dernier 

pour le reporter dans l’équation du mouvement moyen. 

3.3.3. Équation d’évolution du tenseur de Reynolds  

L’équation (3.15), obtenue comme décrit ci-dessus, s’écrit in extenso : 
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𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑘̅̅ ̅

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑘
= −[𝑢𝑖

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝜕𝑢𝑗̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑢𝑗

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝜕𝑢𝑖̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑘
] −

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜕𝑥𝑘
   

−
1

ρ
(𝑢𝑖

′  
𝜕p′

𝜕𝑥𝑗

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
+ 𝑢𝑗

′  
𝜕p′

𝜕𝑥𝑖

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
) + 𝑣(𝑢𝑖

′𝛥𝑢𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
+ 𝑢𝑗

′𝛥𝑢𝑖
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
)  

Après quelque calculs simples (et tenant compte de div V′ = 0), l’équation de 

transport des tensions de Reynolds s’écrit encore : 

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜕𝑡
+ 𝑢𝑘̅̅ ̅

𝜕𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜕𝑥𝑘
= −[𝑢𝑖

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅
𝜕𝑢�̅�

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑢𝑗

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝜕𝑢�̅�

𝜕𝑥𝑘
] 

                                                                     (𝑃𝑖𝑗) 

−
𝜕

𝜕𝑥𝑘
[𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′𝑢𝑘

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ +
1

ρ
(𝑢𝑖

′ p′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛿𝑖𝑘 + 𝑢𝑖
′ p′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝛿𝑗𝑘)] 

                                                                   (𝑇𝑖𝑗) 

+
1

ρ
p′(

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑢𝑗
′

𝜕𝑥𝑘
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
      −     2𝑣 (

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑘

𝜕𝑢𝑗
′

𝜕𝑥𝑘
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
   

                                                 (ɸ𝑖𝑗)                        (Ꜫ𝑖𝑗) 

+𝑣𝛥𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅  

                                                                                                             (3.16) 

 

      En dehors du membre de gauche, qui représente le transport par le mouvement moyen, 

et du dernier terme à droite, qui représente la diffusion moléculaire, cette équation 

comprend quatre termes nouveaux qu’il va falloir interpréter. De plus, il s’agit d’une 

équation tensorielle, c’est-à-dire que (3.16) correspond à six équations, si l’on prend 

successivement les valeurs (i, j) = (1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 3).  

      En sommant les trois composantes diagonales, (i=1, j=1) + (i=2, j=2) + (i=3, j=3), on 

obtient l’énergie cinétique du mouvement fluctuant, et le terme (ɸ𝑖𝑗) s’annule grâce à 

𝑑𝑖𝑣 V′ = 0. 

Dans la modélisation que nous allons décrire, on ne conservera de l’équation (3.16) 

que L’énergie cinétique du mouvement fluctuant. 
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3.4. Mécanismes énergétiques et échelles de longueur dans un écoulement 

turbulent 

Avant de rentrer plus avant dans la modélisation de la turbulence, il convient que 

nous abordions deux questions : 

- La provenance de l’énergie cinétique du mouvement fluctuant et l’analyse des transferts 

d’énergie d’un point à l’autre du fluide. 

- La compréhension des transferts d’énergie entre “tourbillons” turbulents de différentes 

tailles et la description des échelles associées aux différents “tourbillons”. 

3.4.1. Énergie cinétique du mouvement turbulent 

Une analyse riche en enseignements consiste à chercher à comprendre comment 

l’énergie se transmet du mouvement moyen au mouvement turbulent, et ce qu’il en 

advient. 

Soit 𝑞2 la densité massique d’énergie cinétique du movement fluctuant, et soit K sa 

valeur moyenne (densité volumique moyenne d’énergie cinétique turbulente) : 

       𝑞2 =
1

2
 𝑢𝑖

′𝑢𝑖
′ ; 𝑘 = 𝑞2̅̅ ̅                                        (3.17)   

  Prenons la valeur moyenne de la moitié de la trace de l’équation de 𝑅𝑖𝑗 (3.16), il vient : 

∂k

∂t
+ u̅𝑖

∂k

∂xi
=   −𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅̅ ∂u̅𝑖

∂x𝑗
            −

∂

∂x𝑗
[
1

2
𝑢𝑖

′𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ +
1

ρ
𝑢𝑗

′𝑃′̅̅ ̅̅ ̅̅ ]         

                                        (P)                                    (diff𝑡)                                     

                                 −v (
∂𝑢𝑖

′̅̅ ̅̅ ̅

∂x𝑙

∂𝑢𝑖
′̅̅ ̅̅ ̅

∂x𝑙
) +  v∆k                                (3.18) 

                                                                        (ε) 

Référence :  livre de Pierre-Louis Viollet, Jean-Paul Chabard, Pascal Esposito. 

Mécanique des fluides appliquée : écoulements incompressibles dans les circuits, canaux 

et rivières, autour des structures et dans l’environnement. 1998 Presses de l’Ecole 

Nationale des Ponts et Chaussées. Paris. [49] 

On reconnaît à gauche, la dérivée particulaire en suivant le mouvement moyen. On 

peut donner pour les autres termes les interprétations suivantes : 
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P : « production » d’énergie turbulente ou plus exactement transfert d’énergie entre 

l’écoulement moyen et fluctuant. On montre qu’il apparait avec un signe opposé dans 

l’équation de l’énergie du mouvement moyen. Ce terme est généralement positif et 

alimente donc en énergie la turbulence (d’où « production »). 

Diff𝑡 : « diffusion turbulente », ce terme est une redistribution spatiale de l’énergie (ou 

charge) du mouvement fluctuant : 

ℎ′ = 𝛴𝑖=1
3 (

1

2
𝑢𝑖

′2) + p̀. 

Grace à l’incompressibilité (2.13), on peut aussi écrire ce terme : 

Diff𝑡 = −
1

ρ
𝑢𝑗

′
∂(ℎ′)

∂x𝑗

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

ce qui montre qu’il s’agit d’un transport d’énergie turbulente totale par le mouvement 

fluctuant lui-même. 

𝑣∆𝑘 : « diffusion moléculaire », redistribution spatiale due au mouvement brownien, en 

général négligeable devant le précédent.  

Pour l’interprétation des deux termes précédents, on peut en faire le bilan sur un volume 

de contrôle Ω, ils se réduisent à des termes de flux à travers les frontières de Ω, montrant 

que l’on a bien affaire à un échange d’une région à l’autre de l’écoulement (redistribution 

spatiale) et non pas à des termes de type source ou puits. 

ɛ : dissipation d’énergie du mouvement turbulent ( transformée en chaleur). 

      Ce terme est toujours négatif car : 

                                                 ɛ = v∑ ∑ (
∂𝑢𝑗

′

∂x𝑗
)
2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑗𝑖                                    (3.19) 

L’équation (3.18) montre donc : 

- que l’énergie turbulent est produite ( aux dépens de l’énergie de l’écoulement moyen 

) dans les zones ou il y a un gradient de vitesse moyenne. 

- Que cette énergie peut être transportée d’un point à l’autre (terme Diff𝑡 et terme 

u𝑖 ∂k/ ∂x𝑖 qui représente le transport par la vitesse moyenne). 

- qu’elle est dissipée à cause de l’effet de la viscosité (terme ɛ). 
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3.4.2. Dissipation et répartition spectrale de l’énergie turbulence homogène  

      Pour comprendre le phénomène de transformation d’énergie cinétique en chaleur, que 

nous venons d’introduire, il est suffisant de se placer dans le cadre de la turbulence 

homogène, qui permet une approche simplifiée tout en conservant l’essentiel des 

phénomènes. 

➢ Turbulence homogène 

Dans les zones d’un écoulement où il y a des gradients de vitesse importants, les 

termes prépondérants de l’équation (3.18) sont la production et la dissipation. Les deux 

termes de diffusion sont rigoureusement nuls lorsque la turbulence est homogène. 

Définition de l’homogénéité 

On dit que la turbulence est homogène, lorsque toutes les grandeurs moyennes 

formées à partir des fluctuations de vitesse ou de pression sont uniformes en espace, c’est-

à-dire invariantes par translation. En particulier, le tenseur de Reynolds est uniforme en 

espace. 

Une turbulence homogène peut être obtenue expérimentalement en réalisent un 

écoulement moyen à gradient de vitesse constant. 

 L’équation (3.18) s’écrit, dans le cas d’une turbulence homogène : 

                                                                  
∂k

∂t
=

dk

dt
= 𝑃 − ɛ                                       (3.20) 

 

En particulier, pour un mouvement stationnaire : 

                                                             𝑃 = ɛ                                                 (3.21) 

Cette égalité signifie que la production, ou énergie prélevée au mouvement moyen et 

qui sert à amplifier le mouvement turbulent, s’équilibre avec la dissipation de l’énergie 

cinétique turbulente, c’est-à-dire la chaleur produite par frottement entre les tourbillons. 

Ce bilan thermodynamique assez naturel (l’expérience montre que la turbulence 

augmente les irréversibilités) cache pourtant un paradoxe : un nombre de Reynolds élevé 

traduit le fait que la viscosité est négligeable (puisqu’il représente le rapport du terme 

d’inertie au terme visqueux). Pourtant l’expérience, montre que la dissipation définie par 

(3.19) reste importante quel que soit le nombre de Reynolds. 



Chapitre 3 La modélisation des écoulements turbulents      

30 
 

 

Explicitons ce paradoxe pour en trouver l’origine : l’équation d’équilibre 𝑃 = ɛ relie 

deux phénomènes dont on peut observer, dès à présent, qu’ils se produisent à des échelles 

très différents : le terme de production, 𝑃, est bâti sur les gradients de vitesse de 

l’écoulement moyen pour lequel la viscosité est négligeable (Re grand), tandis que ɛ 

dépend directement de ν. 

Pour lever le paradoxe de (3.21) aux grands nombres de Reynolds, il faut comprendre 

que le mouvement turbulent est constitué de tourbillons de différentes tailles, jouant des 

rôles différents. Nous allons le décomposer en une somme de mouvements périodiques 

de diverses longueurs d’onde, en utilisant les transformées de Fourier (le lecteur pressé 

pourra se reporter à l’interprétation physique du résultat). 

3.4.3. Transformée de Fourier 

Supposons que le fluide soit contenu dans un volume cubique Ω d’arête l (on fera 

tendre ensuite l vers l’infini). 

On suppose que les composantes de fluctuations de vitesses se décomposent selon N 

fonctions sinusoïdales de longueur d’onde :  

𝛬(m) ∊ {
1

N
, … ,

1

m
, … ,

1

2
, 𝑙},   d’amplitude associée u�̅�

(m). 

On appelle nombre d’onde la « fréquence spatiale » correspondante : 

𝐾(m) =
2π

𝛬(m) = 𝑚
2π

𝑙
. 

La décomposition en série de Fourier selon les trois directions d’espace s’écrit : 

 𝑢𝑗
′(x1, x2, x3, 𝑡) =    

∑ ∑ ∑ u�̅�(K1, K2, K3, 𝑡). 𝑒𝑥𝑝 {𝑖(𝐾1
(m1)x1 + 𝐾2

(m2)
x2 + 𝐾3

(m3)x3)}m3m2m1
          (3.22) 

En faisant tendre le nombre de fréquences N vers l’infini, ainsi que la taille du volume, 

on passe de la série à la transformée de Fourier : 

                                          𝑢𝑗
′(𝑋) = ∫ 𝑢𝑗

′(𝐾)𝑒𝑖𝐾𝑋𝑑𝐾
R3                                        (3.23) 

      On a noté X et K les vecteurs position dans l’espace physique et dans l’espace des 

nombres d’ondes, et l’on a omis de rappeler la dépendance par rapport au temps, t. �̂� 

représente aussi le module du mouvement sinusoïdal, mais en densité : 



Chapitre 3 La modélisation des écoulements turbulents      

31 
 

 

�̂�(𝐾)𝑑𝐾 = �̂�(K1, K2, K3)𝑑K1𝑑K2𝑑K3 = �̃�(𝐾).   

L’expression de 𝑢�̂�(𝐾) est donnée par la transformée de Fourier inverse : 

                                      𝑢𝑗
′(𝐾) =

1

(2π)3
∫ 𝑢�̂�(𝑋)𝑒−𝑖𝐾𝑋𝑑𝑋
R3                         (3.24) 

Remarque : on a 𝑢�̂�(−𝐾, 𝑡) = [𝑢�̂�(𝐾, 𝑡)]
∗
 ou (∗) signifie le complexe conjugué. 

3.4.4. Expression de l’énergie cinétique turbulente k 

     Exprimons le carré de la fluctuation à partir de (3.23), en notant K et L deux variables 

d’intégration indépendantes pour les nombres d’onde :  

𝑢𝑗
′(𝑋)𝑢𝑗

′(𝑋) = ∫ 𝑢�̂�(𝐾)𝑒𝑖𝐾𝑋𝑑𝐾
R3 . ∫ 𝑢�̂�(𝐿)𝑒

𝑖𝐿𝑋𝑑𝐿
R3    

= ∫ ∫ 𝑢�̂�(𝐾)𝑢�̂�(𝐿)𝑒
𝑖(𝐾+𝐿)𝑋

𝑑𝐾𝑑𝐿
R3R3

 

(Pour cette fois, sans somme sur 𝑗 = 1,2,3). 

     La turbulence étant supposée homogène, on peut prendre pour opérateur moyenne la 

moyenne spatiale : 

𝑢𝑗
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = lim
Ω→∞

1

Ω
∫ ∫ ∫ 𝑢�̂�(𝐾)𝑢�̂�(𝐿)𝑒

𝑖(𝐾+𝐿)𝑋𝑑𝐾𝑑𝐿𝑑𝑋
R3R3Ω

 

     Permutant les intégrations sur X et K, L et observant que la moyenne (pour X 

parcourant tout l’espace) de la fonction sinusoïdale exp (𝑖[(𝐾 + 𝐿)𝑋]) est nulle si 𝐾 +

𝐿 = 0, il vient : 

𝑢𝑗
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ = ∫ 𝑢�̂�(𝐾)𝑢�̂�(𝐾) ∗ 𝑑𝐾
R3

 

D’où l’énergie cinétique k : 

𝑘 =  ∑
1

2
∫ 𝑢�̂�(𝐾)𝑢�̂�(𝐾) ∗ 𝑑𝐾
R3

3
𝑗=1             (3.25) 

3.4.5. Dissipation d’énergie ɛ 

      ɛ est donné par (3.19), et, les fonctions étant supposées régulières, la dérivation sous 

le signe somme est autorisée. (3.23) nous donne donc : 

∂𝑢𝑖
′(𝑋)

∂x𝑗
= ∫ 𝑖K𝑗.𝑢�̂�(𝐾). 𝑒𝑖𝐾𝑋𝑑𝐾

R3   

D’où, à partir de la définition de ɛ : 

                          ɛ = 𝑣∑ ∑ (
∂𝑢𝑙

′

∂x𝑗
)2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝑗𝑙                          ɛ = 𝑣∑ ∫ ‖𝐾‖2. 𝑢�̂�(𝐾). 𝑢�̂�(𝐾) ∗. 𝑑𝐾

R3𝑙=1  
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 Plaçons-nous en coordonnées sphériques dans l’espace des vecteurs d’onde, (3.25) s’écrit 

alors : 

𝑘 = ∫ {∫
1

2
. 𝑢�̂�(𝐾). 𝑢�̂�(𝐾) ∗ ‖𝐾‖2 cos 𝜙 . 𝑑𝜙𝑑𝛳

sphère
}

R+ = ∫ E(‖𝐾‖)𝑑‖𝐾‖
R

   (3.26) 

      On a ainsi défini la fonction E(‖𝐾‖) comme la moyenne de l’énergie sur une sphère 

de rayon ‖𝐾‖, c’est-à-dire la valeur moyenne sur tous les modes de fluctuations de même 

longueur d’onde, quelle que soit la direction de propagation des ondes de fluctuation. 

Cette fonction est l’énergie moyenne sur un ensemble de tourbillons de même taille à :  

𝛬 =
2π

‖𝐾‖
 . 

 

      On notera dans la suit simplement 𝐾 = ‖𝐾‖. 𝐸(𝐾) est appelée « densité spectrale de 

l’énergie cinétique » du mouvement turbulent ou, plus simplement, le « spectre d’énergie 

cinétique ». 𝐸(𝐾)𝑑𝐾 représente l’énergie de tous les tourbillons, dont la longueur d’onde 

(la taille caractéristique) est comprise entre  

𝛬2 =
2π

K
     et  𝛬1 =

2π

K+dK
. 

      Procédant de même pour la dissipation, on obtient : 

                         ɛ = ∫ 𝑣𝐾22𝐸(𝐾)𝑑𝐾
∞

−∞
= ∫ 𝐷(𝐾)𝑑𝐾

∞

−∞
                    (3.27) 

      De même, on appellera 𝐷(𝐾) le « spectre de la dissipation ». 

      Bien évidemment, 𝐸(𝐾) et 𝐷(𝐾) sont des fonctions positives (puisque 𝑢�̂� 𝑢�̂� ∗ est un 

réel positif). L’origine, 𝐾 = 0, correspond à une longueur d’onde infinie- c’est-à-dire le 

mouvement moyen. 

      Comme on ne décrit que les fluctuations (et non le mouvement moyen), on a 𝐸(0) =

0 et 𝐷(0) = 0. Par ailleurs, pour que l’intégrale (3.27) soit convergente, il faut que 𝐸(𝐾) 

décroisse plus rapidement que K−3 pour 𝐾 → ∞. 
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      Avant cette décroissance rapide, 𝐸(𝐾) doit donc connaitre un maximum pour un 

certain nombre d’onde K𝑀. C’est la fréquence spatiale (ou la longueur d’onde 𝛬𝑀 =
2π

K𝑀
) 

associée aux grands tourbillons les plus énergétiques. À partir de ce maximum et pour 

des fréquences plus élevées (ou des tourbillons plus petits),  𝐸(𝐾) décroit. Cependant 

𝐷(𝐾) n’admet un maximum que lorsque 𝐸(𝐾) décroit aussi vite que K−2, donc très à 

droite de K𝑀, c’est-à-dire pour les tourbillons les plus petits. C’est ce qui conduit à dire 

que la dissipation a surtout lieu pour les petits tourbillons et que, par contre, ce sont les 

grands tourbillons qui sont porteurs d’énergie cinétique. 

      On peut ainsi tracer schématiquement les spectres :  

 

Figure 3.1- Allure des spectres d’énergie et de dissipation. 

3.5.      Modèle de Kolmogorov  

➢ Résumé des acquis théoriques de l’étude d’une turbulence homogène 

Nous avons écrit dans la section précédente les décompositions de l’énergie 

turbulente K et de la dissipation ε selon les nombres d’onde du module K, c’est-à-dire 

selon les tailles des différents tourbillons : 

                                      𝐾 = ∫ 𝐸(𝐾)𝑑𝐾
∞

0
                                     (3.28) 

      휀 = ∫ 2𝑣 𝐾2𝐸(𝐾)𝑑𝐾
∞

0
= ∫ 𝐷(𝐾)𝑑𝐾

∞

0
                                         (3.29)        

                 

Le spectre de dissipation étant égal, dans le cadre de la turbulence homogène, à : 

  𝐷(𝐾) = 2𝑣 𝐾2𝐸(𝐾)                                                  (3.30) 
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L’analyse de Fourier a permis de décomposer 𝑢𝑗
′ comme une somme de fonctions 

sinusoïdales𝑢𝑗
′(𝐾). exp (𝑖𝐾. 𝑋), et la longueur d’onde correspondant à ces fonctions 

élémentaires    ⋀ =
 2𝜋

𝐾 
 , est le diamètre des tourbillons. E(K) représente la densité 

d’énergie cinétique moyenne transportée par la composante𝑢𝑗
′(𝐾). exp (𝑖𝐾. 𝑋), de 𝑢𝑗(𝑋). 

• Redistribution de l’énergie des grandes structures vers les petites structures  

Il y a une question à laquelle nous n’avons pas répondu : pourquoi l’énergie 

turbulente, produite dans les grands tourbillons dont la taille, 𝐿𝑝 est de l’ordre de la 

dimension caractéristique de l’écoulement moyen, se retrouve finalement répartie selon 

un spectre continu de tailles de tourbillons ?  Ceci peut se comprendre très simplement : 

si nous supposons, dans l’équation de la fluctuation 𝑢𝑗
′ (3.13), qu’il n’y a au départ qu’un 

seul mode de fluctuations sinusoïdal, dans la seule direction x, donc de la forme 

𝑢′(𝑥, 𝑡) = 𝑢ˆ(𝑡) cos(𝐾𝑥), il est clair que le terme non linéaire s’écrit : 

                                          𝑢′  𝜕 𝑢′

𝜕𝑥 
=  𝑢ˆ2𝐾 cos2(𝐾𝑥) =  𝑢ˆ2𝐾

 1

2
[cos(2𝐾𝑥) + 1]           (3.31) 

Va créer une structure turbulente de taille plus petite que la taille initiale du 

tourbillon. Ce sont dont les termes non-linéaires qui redistribuent l’énergie des gros 

tourbillons vers les plus petites. 

Ceci peut être démontré plus rigoureusement en appliquant l’analyse de Fourier [49], 

directement à l’équation de la fluctuation de vitesse (3.31). Il s’agit de prendre à nouveau 

la transformée de Fourier (3.32) de cette équation. 

                                  𝑢𝑖
′(𝐾) =

 1

  (2𝜋)3
∫ 𝑢�̂�(𝑋) 𝑒−iKX𝑑𝑋
 𝑅3                                         (3.32) 

Le terme non linéaire, dans l’espace des phases (positions x), se traduit alors par une 

convolution Dans l’espace des nombres d’ondes. C’est-à-dire que toutes les paires 

d’ondes, dont les directions de propagation P et Q sont telles qu’elles forment un triangle, 

P+Q=K, contribuent à ramener de l’énergie sur le mode de fluctuation K. pour un 

phénomène non linéaire à une dimension, on observerait des doublements de période 

successifs, comme illustré dans le paragraphe précédent. Dans un écoulement turbulent, 

par nature tridimensionnel, l’énergie se répartit continument sur tout le spectre. 

Il nous faut maintenant présenter une théorie qui permet de quantifier ces 

phénomènes : le modèle de Kolmogorov. Ce modèle repose sur quelques résultats de 

turbulence homogène, mais pourra être utilisé avec une bonne précision pour décrire de 
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manière générale presque tous les écoulements turbulents. Dans cet exposé, nous partons 

de quelques constatations expérimentales. 

L’expérience montre que E(K) est grand lorsque les tourbillons sont grands (i.e., 

lorsque ⋀ est grand, ou lorsque K est petit). Ce sont essentiellement les grands tourbillons 

qui « portent » la majeure partie de l’énergie cinétique turbulente. Par ailleurs, l’analyse 

de Fourier a montré que les gros tourbillons dissipent peu d’énergie, et donc sont 

pratiquement indépendants de la viscosité du fluide, ceci est également vérifié par 

l’expérience. Elle montre que les petits tourbillons sont responsables de la majeure partie 

de la dissipation. 

➢ Hypothèses de Kolmogorov 

      On peut présenter le modèle de Kolmogorov, basé sur l’analyse de Fourier, et 

conforté par l’expérience, comme résultant des hypothèses suivantes : 

• Hypothèse 1 : l’énergie K est portée par les grands tourbillons, qui ne « voient 

pas » l’effet de la viscosité v. 

• Hypothèse 2 : la viscosité n’influence que les plus petits tourbillons, responsables 

de la majeure partie de la dissipation. 

• Hypothèse 3 : la puissance  ε dissipée par les plus petits tourbillons doit provenir 

des plus grands. 

      Soit 𝐿𝑡  l’échelle caractéristique des grands tourbillons et 𝜆0 celle des plus petits 

tourbillons. A la lumière de l’analyse de Fourier, l’analyse dimensionnelle nous permet 

d’écrire : 

- ε = ƒ(K, 𝐿𝑡) ou 𝐿𝑡 = ƒ(K, ε) , indépendamment de 𝑣. 

- et d’autre part :    𝜆0 = ƒ(v, ε) , indépendamment de 𝐾. 

      Chacune de ces deux relations (3 paramètres, 2 unités) peut se ramener à un seul  

nombre sans dimensions : 
𝐿𝑡ε

𝐾3/2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑒𝑡 𝜆0 (
ε

𝑣3)
1/4 = 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 ; 𝑑𝑜𝑛𝑐 ∶ 

                                𝐿𝑡 ⋍
𝐾

3
2

ε
 𝑒𝑡 𝜆0  ⋍ (

𝑣3

ε
)1/4                                              (3.33) 

L’échelle 𝜆0, qui caractérise la taille des tourbillons à partir de laquelle la viscosité 

agit fortement et empêche la formation de tourbillons d’échelle plus petite que 𝜆0, est 

nommée échelle de Kolmogorov (ou petite échelle). A l’autre extrémité, l’échelle 𝐿𝑡des 
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tourbillons suffisamment énergétiques pour avoir une action sur le mouvement moyen est 

appelée échelle intégrale (ou échelle des grands tourbillons). Eliminant ε dans les 

relations (3.33), on obtient une estimation de l’étendue du spectre avec : 

                               
𝐿𝑡

𝜆0
= (

𝐾
1
2𝐿𝑡

𝑣
)

3

4

= 𝑅𝑡
3/4                                           (3.34) 

Ou 𝑅𝑡 est le nombre de Reynolds turbulent défini par : 𝑅𝑡 =
√𝐾𝐿𝑡

v
 . 

Entre 2/𝐿𝑡 et 2/𝜆0, si 𝑅t est asser grand (>1000), existe un intervalle de nombres 

d’ondes K appelé zone inertielle correspondant aux structures qui ne font que transmettre 

une puissance constante ε, des grandes échelles vers les petites échelles. Pour cette zone 

inertielle, qui n’existe que si la turbulence est suffisamment développée pour que l’on y 

soit à la fois loin de l’échelle intégrale et de l’échelle de Kolmogorov, la seule relation 

dimensionnellement correcte que l’on puisse écrire faisant seulement intervenir la 

puissance qui transite, ε, et le nombre d’onde considéré est : 

                                        𝐸(𝐾) = 𝐶𝐾ɛ𝛼𝐾𝛽                               (3.35)                 

L’analyse dimensionnelle permet de déterminer les deux exposants α et β. La 

constante 𝐶𝐾, appelée constante de Kolmogorov est prise égale à : 𝐶𝐾 ≈ 1.5, la densité 

spectrale d’énergie, indépendante de la viscosité 𝜈 devient : 

E(K) = 𝑐k ε
2/3k−5/3                                            (3.36)                 

 

Figure 3. 2- Cascade « énergétique et spectre d’énergie ». 
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Figure 3. 3- Schéma du spectre d’énergie cinétique de la turbulence tridimensionnelle 

entretenue. 

 

Figure 3. 4 Schémas descriptif de la double cascade d'énergie en turbulence bidimensionnelle 

entretenue. L'énergie injectée au nombre d'onde k i est transférée vers les grandes échelles, 

tandis que l'enstrophie l'est vers les petites échelles. ε et β sont respectivement les taux de 

transferts de l'énergie et de l'enstrophie. D'après Lesieur [50] 

                  Dans la zone inertielle, à partir des relations (3.27) et (3.36) on peut écrire :   

                     𝐷(𝐾) = 2𝑣𝐶𝐾ɛ2/3𝐾1/3                   (3.37)                 
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Le modèle de Kolmogorov permet d’expliquer le paradoxe apparent évoqué plus 

haut : un écoulement turbulent dissipe beaucoup d’énergie prélevée sur le mouvement 

moyen. Or ce dernier est caractérisé par des échelles beaucoup trop grandes pour que la 

viscosité moléculaire ν (seul terme permettant la transformation en chaleur) puisse y avoir 

un effet significatif. C’est la turbulence qui s’adapte pour créer des structures de toutes 

les tailles entre 𝐿𝑡 et  𝜆0 permettant le transfert d’énergie entre les deux extrêmes.  

Ainsi, lorsque le nombre de Reynolds 𝑅𝑒 est déjà grand, l’augmenter davantage n’a 

pas d’effet sur le mouvement moyen, puisque c’est simplement la chaine des structures, 

c’est-à-dire la zone inertielle, qui s’allonge. 

Nombre de Knudsen 

 

Figure 3. 5 Répartition spectrale des mouvements moyen, turbulent et brownien. 

On est à présent en mesure de montrer que la similitude entre mouvements brownien 

et turbulent est très limitée. Soient L une dimension caractéristique du mouvement moyen 

(par exemple la largeur d’un jet), 𝐿𝑡 l’échelle intégrale, et 𝑙𝐵 le libre parcours moyen de 

l’agitation moléculaire, comme la turbulence est générée par le mouvement moyen, on a :  

𝐿𝑡/𝐿 ≅ 0.1 à 1, tandis que  𝑙𝐵/𝐿 = 𝐾𝑛 , le nombre de knudsen qui est un nombre 

adimensionnel permettant de déterminer le régime d'écoulement (en termes de continuité 

du milieu et non en termes de turbulence) d'un fluide , est toujours très petit.   

Il est facile de séparer, du point de vue du traitement statistique, les mouvements 

turbulents de l’agitation moléculaire. En revanche, afin de modéliser mouvement 

turbulent, il est difficile de le séparer le mouvement moyen. Cependant, il est beaucoup 

plus facile de modéliser l’effet de l’agitation moléculaire sur le mouvement moyen par 

des termes de pression P et de viscosité ν. 
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• Représentation des spectres 

A partir de tout ce qui précède, on peut représenter, comme ci-dessous (figure2.4), la 

répartition de l’énergie et de la dissipation en fonction des nombres d’onde, c’est-à-dire 

des plus gros tourbillons aux plus petits. 

 

Figure 3. 6 Représentation des spectres d’énergie turbulente et de dissipation en 

fonction des échelles de longueur : échelle intégrale ou échelle de Kolmogorov. 

 

On a utilisé K, 𝐿𝑡, 𝜆0 ou 휀  pour rendre E et D adimensionnels. Par ailleurs, on peut 

adimensionaliser les nombres d’onde soit par l’échelle des grands tourbillons, soit par 

l’échelle de Kolmogorov.  

3.6.  Notion de turbulence homogène isotrope (THI) 

Nous allons introduire ici le concept de turbulence homogène isotrope (THI ou HIT 

pour Homogeneous Isotropic Turbulence) qui permet, en s’affranchissant des conditions 

aux limites de l’écoulement, de simplifier le système d’équations à résoudre. Rappelons 

que ces notions sont ici statistiques, c’est-à-dire qu’un écoulement turbulent ne sera 

jamais homogène, mais statistiquement homogène. 
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3.6.1. Homogénéité  

Un écoulement turbulent est dit homogène (ou plus justement statistiquement 

homogène) si la densité de probabilité est invariante par translation spatiale. Ceci entraîne 

les conséquences suivantes :  

- Les moments en un point sont constants dans l’espace. Ils sont uniquement fonction 

de t, et si r est un incrément spatial : 

𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅(x, t) = 𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅(x + r, t) = 𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅(t)                                           (3.38) 

 

- Les moments en deux points ne dépendent que de la distance séparant ces deux 

points et du temps. Ainsi, pour la corrélation double de vitesse, l’homogénéité 

implique : 

𝑅𝑖𝑗(x, r, t) = 𝑢𝑖(x, t)𝑢(𝑥+ = x +  r, t)𝑗
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑢𝑖𝑢𝑗

+(r, t)                           (3.39) 

L’étude des moments en deux points est indispensable afin d’obtenir une information 

sur les structures turbulentes. Par exemple, l’échelle dite intégrale de la turbulence se 

calcule en intégrant la corrélation de vitesse en deux points normalisée, notée f. En effet, 

on peut définir une structure comme l’ensemble des positions telles que la fonction de 

corrélation f, calculée pour chaque couple formé par deux de ces positions, est non nulle. 

Une conséquence de la notion d’homogénéité est qu’elle ne considère que des 

écoulements où les effets de conditions aux limites (parois) sont absents. Or, un 

écoulement réaliste est forcément soumis à un confinement quelconque. On ne peut donc 

considérer que l’idée d’homogénéité locale, ce qui signifie que l’échelle de longueur des 

tourbillons est petite devant l’échelle d’inhomogénéité de l’écoulement. L’homogénéité 

implique également que les dérivées spatiales des moments en un point sont nulles. 

Notamment, l’équation du champ moyen voit disparaître le terme des tensions de 

Reynolds et le champ moyen est régi par les équations de Navier–Stokes. De plus, 

l’homogénéité a pour effet d’imposer aux gradients spatiaux du champ moyen d’être 

indépendants de x. Ainsi, si λij est le gradient dans la direction j du champ moyen dans la 

direction i, alors on a : 

𝑈�̅�(x, t) = λ𝑖𝑗(𝑡)x𝑗 + 𝑐𝑖(𝑡).                                               (3.40) 
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3.6.2. Turbulence isotrope 

La notion de la turbulence isotrope a été donnée pour la première fois par G.I. Taylor 

en 1935 [51]. Avant cette époque, comme l'a souligné Batchelor [52], les théories de la 

turbulence étaient basées sur des analogies avec la théorie cinétique des gaz qui suppose 

des collisions discontinues entre des entités discrètes. Taylor a décrit des mesures qui ont 

montré que la turbulence générée par le passage d'un courant uniforme à travers un réseau 

régulier de tiges était approximativement homogène et isotrope. Des mesures ultérieures 

ont été rapportées par Dryden, Schubauer, Mock et Skramstad [53]. L'isotropie de la 

turbulence de la grille a également été confirmée par l'étude expérimentale de McPhail 

[54]. 

Un écoulement (statistiquement) homogène isotrope est un écoulement 

(statistiquement) homogène dont les propriétés statistiques sont invariantes vis-à-vis des 

rotations et symétries spatiales. Plus simplement, cela veut dire qu’aucune direction n’est 

privilégiée dans l’écoulement. On note par ailleurs que cette hypothèse implique 

nécessairement l’homogénéité statistique de l’écoulement et est donc une condition 

encore plus restrictive. L’isotropie statistique implique un certain nombre de 

conséquences. Par exemple, tous les gradients de vitesse sont nuls pour un écoulement 

homogène isotrope. Le champ de vitesse moyenne est donc constant, et dans notre étude, 

même dans le cas d’écoulements inhomogènes, nous ne considérerons que des 

écoulements purement turbulents, de sorte que�̅� =  0. De plus, en notant k l’énergie 

cinétique, une conséquence de l’isotropie est : 

𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅ =
2𝐾

3
δ𝑖𝑗                                                             (3.41) 

Où δ𝑖𝑗j est le symbole de Kronecker, qui vaut 1 si i = j et 0 si i ≠ j. L’équation d’évolution 

du tenseur de Reynolds prend alors la forme très simple suivante : 

𝑑𝐾

𝑑𝑡
= −ε                                                               (3.42) 

Où ε est le taux de dissipation visqueuse, lequel a alors pour expression : 

ε = 15𝑣(
2𝐾

3
)2

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
                                                        (3.43) 

Le choix du gradient de vitesse est arbitraire car du fait de l’isotropie, on a les égalités 

suivantes : (∂u1/ ∂x1)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (∂u2/ ∂x2)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (∂u3/ ∂x3)2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.La corrélation double de vitesse 

est alors un tenseur isotrope. Il peut s’écrire (Batchelor 1953) [52] sous la forme : 

𝑅𝑖𝑗(r, t) = 𝑟𝑖𝑟𝑗A (|r|)  +  B (|r|) δ𝑖𝑗                                    (3.44) 
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On la réécrit souvent sous la forme suivante : 

𝑅𝑖𝑗(r, t) = 𝑢𝑟𝑚𝑠
2 (𝑡) (𝑓(𝑟, t)

𝑟𝑖𝑟𝑗

𝑟2 + 𝑔(𝑟, t) [δ𝑖𝑗 −
𝑟𝑖𝑟𝑗

𝑟2
])                       (3.45) 

 

Où f et g sont respectivement appelées fonctions d’auto-corrélation longitudinale et 

transverse et 𝑢𝑟𝑚𝑠 est la vitesse caractéristique de l’écoulement𝑢𝑟𝑚𝑠 = √𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅/3. On peut 

trouver des relations simples entre f et g et en définissant la fonction K, qui est un cas 

particulier de la corrélation triple de vitesse, par 𝑘(𝑟) = 𝑢1
2𝑢1

′̅̅ ̅̅ ̅̅ /𝑢𝑟𝑚𝑠, on peut retrouver 

l’équation de Karman-Howarth, caractérisant l’évolution de la fonction d’auto-

corrélation f : 

∂

∂t
(𝑢𝑟𝑚𝑠

2 𝑟4𝑓(𝑟, t)) = 𝑢𝑟𝑚𝑠
3 ∂

∂r
(𝑟4𝑘(𝑟)) + 2𝑣𝑢𝑟𝑚𝑠

2 ∂

∂r
(𝑟4 ∂f

∂r
)                   (3.46) 

 

Cette équation peut se réécrire en fonction de la trace du tenseur de corrélation double 

 𝑄 = 𝑅𝑖𝑖/2: 

∂Q

∂t
= Γ(r)2v∇2𝑄,       Avec       Γ(r) =

1

2𝑟2

∂

∂r
(
1

r

∂

∂r
(𝑟4𝑢𝑟𝑚𝑠

3 k(r)))           (3.47) 

Cette équation est une des plus importantes équations de turbulence isotrope et elle 

nous met face au problème de fermeture, car pour connaître l’évolution de f ou de Q, il 

faut connaître l’évolution de K, qui elle-même dépend des corrélations d’ordre 4. [55] 

3.7. Les équations mathématiques des écoulements turbulent  

Afin de décrire mathématiquement les écoulements turbulents, on travaille dans le 

cadre d’une hypothèse de milieu continu, dans laquelle les parcelles fluides sont 

considérées de petite taille devant les échelles caractéristiques des mouvements du fluide, 

mais de grande dimension devant le libre parcours moyen des molécules. Les principes 

de conservation ainsi que des schémas de comportement dynamique et thermique sont 

appliqués à cette parcelle de fluide. Les composantes du champ de vitesse de l’écoulement 

considéré sont notées 𝑈𝑖 . 
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• Bilans fondamentaux locaux  

Pour un écoulement incompressible, les bilans fondamentaux locaux pour un fluide 

de masse volumique ρ (en kg.m-3) s’écrivent dans leur forme non conservative en 

coordonnées cartésiennes : 

• Bilan de masse (Équation de continuité) : 

𝐷ρ 

𝐷𝑡
+ ρ.

∂𝑈𝑖

∂𝑥𝑖
= 0                                                     (3.48) 

Où t représente le temps (en s) et 
𝐷

𝐷𝑡
=

∂

∂t
+ (𝑈∇)l’opérateur de dérivée particulaire. 

• Bilan de quantité de mouvement (Équation de la dynamique de NEWTON) : 

ρ
𝐷𝑈𝑖

𝐷𝑡
= ρ𝐹𝑖 + 

∂σ𝑖𝑗

∂𝑥𝑗
    Avec  σ𝑖𝑗 = −𝑃. δ 𝑖𝑗 + τ𝑖𝑗           (3.49) 

 Où τ est le tenseur des contraintes visqueuses (en Pa), P désigne la pression (en Pa), F 

désigne la résultante des forces massiques s’exerçant sur le fluide (en N/kg). 

• L’équation de conservation de l’´énergie  

∂𝑡𝑇 + (
𝑉
→

𝛻
→)𝑇. = 𝑘𝛥𝑇                                                   (3.50) 

3.8.  Schémas de comportement  

Pour de nombreux fluides comme l'eau et l'air, le tenseur des contraintes visqueuses 

est en première approximation proportionnel à la partie symétrique du tenseur taux de 

déformation (loi de Newton) et le flux de chaleur est proportionnel au gradient de la 

température (loi de Fourier). 

 La Loi de NEWTON s’écrit : 

τ̿ = 2μS̿ + μ′(𝑇𝑟S̿)Id̿                                         (3.51) 

 

Où S𝑖𝑗
̿̿̿̿ =

1

2
(
𝜕𝑢𝑖

′̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑢𝑗
′̅̅ ̅

𝜕𝑥𝑖
) est le tenseur des taux de déformation, Id̿ est le tenseur unité, 

μ et μ' désignent respectivement la viscosité dynamique et la viscosité de volume du fluide 

(en Pa.s). 

Les fluides pour lesquels ces lois sont vérifiées sont appelés « fluides newtoniens ». 

On leur adjoint généralement l’hypothèse de STOKES : 



Chapitre 3 La modélisation des écoulements turbulents      

44 
 

 

2μ +  3μ′ =  0                                                      (3.52) 

 

D’où le schéma de comportement dynamique de NEWTON-STOKES : 

τ̿ = 2μS̿ −
2

3
μ(𝑇𝑟S̿)Id̿                                               (3.53) 

Les schémas de comportement dynamique de NEWTON-STOKES et de 

comportement thermique de FOURIER sont injectés dans les bilans fondamentaux (de 

masse, de quantité de mouvement et d’énergie) pour obtenir le Modèle général de 

NAVIER-STOKES. 

 Pour un fluide visqueux newtonien et lorsque l'écoulement est incompressible, 

l'équation de l'énergie est découplée des équations de continuité et de quantité de 

mouvement, c'est-à-dire que la vitesse et la pression peuvent être déterminées 

indépendamment de l'énergie. L'expression des équations de continuité et de quantité de 

mouvement est alors simplifiée. Ces équations de NAVIER-STOKES s’écrivent : 

∂U𝑖

∂𝑥𝑖
= 0    et ρ

𝐷𝑈𝑖

𝐷𝑡
= ρ(

∂U𝑖

∂𝑡
+ U𝑖

∂U𝑖

∂𝑥𝑗
) = ρ𝐹𝑖 −

∂P

∂𝑥𝑖
+ μ

∂2U𝑖

∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗
              (3.54) 

 

 Avec la notation nabla ∇= (
∂

∂𝑥1
,

∂

∂𝑥2
,

∂

∂𝑥3
) : 

∇. U = 0  et ρ (
∂𝑈

∂𝑡
+ (𝑈. ∇)U) = ρ𝐹𝑖 − ∇P + μ∇2𝑈            (3.55) 

 

3.9.  Décomposition statistique binaire de Reynolds  

On considère le champ d’écoulement d’un fluide incompressible, où les équations de 

NAVIERSTOKES s’écrivent comme (3.42). La vitesse est traitée comme une fonction 

aléatoire de l’espace et du temps dont les valeurs instantanées sont décomposées en une 

moyenne temporelle d’ensemble U et une partie fluctuante u' centrée par rapport à la 

moyenne. Pour chaque composante i, la décomposition de Reynolds s’écrit : 

U𝑖 = U�̅� + u𝑖
′                                                            (3.56) 
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Cette décomposition binaire permet d’introduire l’écart-type des fluctuations de 

vitesse, confondu en première approximation, la racine carrée du moment d’ordre 2 :  

U𝑅𝑆𝑀 =  √𝑢′2̅̅ ̅̅                                                         (3.57) 

Cette valeur, adimensionnée par une vitesse de référence V0 de l’écoulement, permet 

de quantifier l’intensité de turbulence : 

I𝑢 =
U𝑅𝑆𝑀

𝑉0
                                         (3.58) 

 

    L’énergie cinétique de la turbulence est définie par :  

𝐸𝑘 =
1

2
. u𝑖

′u𝑖
′̅̅ ̅̅ ̅                         (3.59) 

La vorticité traduit les rotations locales instantanées au sein d’un écoulement fluide 

et permet ainsi d’identifier et de localiser les zones de cisaillement et les structures 

tourbillonnaires d’un écoulement. Par définition le vecteur vorticité ω⃗⃗ est égal au double 

du vecteur vitesse de rotation local Ω⃗⃗ : 

Ω⃗⃗ =
1

2
. 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗⃗� =

1

2
ω⃗⃗ ⇔  ω⃗⃗ = 𝑟𝑜𝑡⃗⃗⃗⃗⃗⃗ �⃗⃗� =

∂U𝑗

∂x𝑖
−

∂U𝑖

∂x𝑗
             (3.60) 

Avec la décomposition de Reynolds, les équations du mouvement moyen donnent 

[CHASSAING P. 2000] [56] :  

 - la relation de continuité du mouvement moyen :
∂U𝑖
̅̅ ̅

∂x𝑖
= 0 

 - et les équations de REYNOLDS (dynamique du mouvement moyen) : 

ρ
DU𝑖

̅̅ ̅

Dt
= ρ(

∂U𝑖
̅̅ ̅

∂𝑡
+ U𝑗

∂U𝑖
̅̅ ̅

∂x𝑗
) = ρF�̅� −

∂�̅�

∂x𝑖
+ μ

∂2�̅�𝑖

∂𝑥𝑗 ∂𝑥𝑗
−

∂

∂𝑥𝑗
(ρu𝑖

′u𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅)               (3.61) 

Par analogie avec la relation fondamentale de la dynamique (2éme loi de Newton), 

différents types de forces apparaissent dans cette expression : 

(Variation moyenne totale = Forces de volume + Forces de Pression + Forces de Viscosité 

+ Tensions de REYNOLDS) 
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 Ces équations introduisentR𝑖𝑗 = u𝑖
′u𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅, le tenseur des corrélations doubles des 

fluctuations de vitesse. Le terme ρ. u𝑖
′u𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅est appelé contraintes de turbulence ou tensions 

de REYNOLDS. Issu du terme convectif, il représente la modification de la vitesse 

moyenne du fait des fluctuations de la turbulence. La présence de ces corrélations doubles 

confère au système d’équation du mouvement moyen un caractère ouvert, car il contient, 

à l’ordre 1, plus d’inconnues que d’équations. [57] 

3.10. Les différentes approches de simulation  

L’équation de Navier-Stokes n’a hélas pas de solution analytique connue en régime 

turbulent. C’est pourquoi les ingénieurs ont besoin de codes de calcul, dans lesquels le 

problème est discrétisé, et résolu numériquement. Classiquement, on distingue trois 

grandes familles de méthodes pour simuler les écoulements turbulents. 

• Simulation numérique directe (DNS) 

La plupart des approches de la turbulence supposent que le mouvement instantané 

détaillé du fluide est décrit par les équations de Navier – Stockes. Le fluide est alors 

considéré comme un continuum par rapport à l’échelle moléculaire. Selon ce point de vue 

on connait donc les équations de la turbulence. 

L’attaque direct des équations Navier – Stockes consisterait à faire un calcul direct 

du mouvement turbulent pour une ou plusieurs réalisations avec des conditions aux 

limites aléatoires et faire ensuite un traitement statistique sur les solutions obtenues. 

Nous essayons de préciser quantitativement les ressources informatiques nécessaires 

pour une turbulence tridimensionnelle est instationnaire, le nombre 𝑁3 de points de 

maillage dans un domaine cubique sera proportionnel a (∆𝑥)-3, ∆𝑥 est le pas d’espace. Le 

temps de calcul sera proportionnel à 𝑁3 /∆𝑡, ∆𝑡 est le pas de temps. 

 ∆x, et ∆t doivent être de l’ordre des échelles de Kolmogorov 
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        ∆𝑥=n/4                                                       (3.62) 

𝑛 = (
𝑣3

𝜀
)
1
4  

 

∆t =  𝜏/4         

                                                 𝜏 = (
𝑣

휀
)

1

2                                                          (3.63) 

             

Soit : 

𝑅𝑒𝑡 =
l√k

𝑣
                                                 (3.64) 

Où  

𝑛 : Echelle de longueur de Kolmogorov 

𝑅𝑒𝑡 : Le nombre de Reynolds de la turbulence. 

𝑙 : Dimension des gros tourbillons énergétiques. 

l = 𝑘
1

2/휀                                  (3.65) 

Où  

     𝑘 : l’énergie cinétique de la turbulence. 

𝑁3
= (

𝐿
∆x

)3 

        ⋍ 64(𝑙
n
)3 

                                                   = 64𝑅𝑒𝑡
9/4                              (3.66) 

 

𝐿 : La dimension géométrique caractéristique de l’écoulement était de l’ordre de 𝑙. 

Pour un écoulement turbulent dans une conduite et pour 𝑅𝑒𝑡 = 𝑅𝑒 /10   Où :    

𝑅𝑒 est le nombre de Reynolds de l’écoulement. 

𝑅𝑒 =
U.L

v
 ,   on trouve pour : 

𝑅𝑒 = 80.000 𝑒𝑡   𝑁3
= 4.1010

 

 On montrerait de même que le temps de calcul est proportionnel à 𝑅𝑒𝑡
11/4  
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Donc on peut dire l’attaque directe des équations de Navier-Stokes en régime 

turbulent reste possible pour des écoulements en géométrie relativement simple et pour 

des 𝑅𝑒 peu élevés. 

• Simulation aux grandes échelles (LES) 

Afin d’augmenter le nombre de Reynolds des simulations numériques, la simulation 

des grandes échelles (LES pour large Eddy Simulation) ne résout que les échelles de 

l’écoulement supérieures à une taille de coupure donnée. 

On suppose qu’en dessous de cette taille, la turbulence est isotrope et que les 

tourbillons peuvent être modélisés par une viscosité turbulente supplémentaire.  

Cette approche est apparue dans les années 1970 et permet à l’heure actuelle 

d’effectuer des calculs relativement réalistes à des nombres de Reynolds entre 1000 et 

50000 environ.  

En pratique on considère que toutes les échelles qui ont une taille inférieure à la taille 

locale de la maille sont modélisées. Ainsi on appelle le modèle de turbulence le modèle 

« de sous-maille ». Le nombre de modèles de sous-maille développés depuis les années 

70 est très important. Chaque modèle a été développé et valide pour telle ou telle classe 

d’écoulement, avec chacun des caractéristiques différentes en termes de coût de calcul, 

de robustesse (non explosion des calculs), de précision (par rapport à des essais), de 

représentation physique des phénomènes, d’universalité (précision sur plusieurs types 

d’écoulement [58]. 

• Modélisation statistique (RANS) 

L’héritière des travaux de Reynolds, dont elle porte le nom ; Reynolds Averaged 

Navier-Stokes (RANS), cette approche a toujours été la plus populaire dans l’industrie, 

en raison de son faible coût de calcul. En effet, elle est l’opposée de la DNS, dans la 

mesure où la turbulence est d´épouillée de son caractère déterministe, car considérée 

comme un processus totalement stochastique, dont seules les statistiques sont supposées 

prévisibles. 
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De ce fait, il n’y a pas besoin de recourir à des maillages extrêmement fins, ce qui 

rend abordable le coute du calcul. En contrepartie, il faut résoudre quelques équations 

supplémentaires ; cela va d’un simple modèle algébrique (longueur de mélange par 

exemple) à toute une famille d’équations de transport pour les contraintes de Reynolds et 

une variable d’échelle supplémentaire. 

La grande faiblesse de cette famille d’approches, est qu’elle est la plus empirique. En 

effet, Chaque modèle a son type d’écoulement de prédilection, ou même sa zone à 

l’intérieur d’un même écoulement, mais aucun ne semble capable de prédire correctement 

une large gamme de configurations turbulentes. Néanmoins, ces méthodes sont adéquates 

pour des études ne requérant pas une grande quantité d’informations. 

3.11. Modèles de turbulence 

Les équations de Reynolds montrent que si une loi phénoménologique relie les 

contraintes turbulentes aux valeurs moyennes, on disposera alors pour la détermination 

du champ des vitesses moyennes d’un système comportant un nombre égal d’équations 

et d’inconnues. Le problème de la fermeture se ramène en fait à la recherche de relations 

de cette nature ; et ce problème devient le problème essentiel de la turbulence. 

Contrairement à ce que l’on a pu voir dans les équations de Navier-Stockes, ces relations 

phénoménologiques ne sont pas intrinsèques, c’est-à-dire qu’elles ne caractérisent pas le 

milieu lui-même : elles dépendent fortement des problèmes considérés. 

Bien que de très nombreux modèles de fermetures soient utilisés actuellement, tous 

ces modèles ont un caractère empirique, et ne s’appliquent pas aux mêmes situations 

pratiques. 

 Il est alors courant d’utiliser :  

• Soit des modèles de fermetures du premier ordre qui consistent à modéliser les 

corrélations en les reliant directement au mouvement moyen, ce sont les modèles reposant 

sur le concept de la viscosité turbulente.  

• Soit des modèles de fermetures du second ordre pour lesquels les équations des 

corrélations sont résolues après avoir modélisé directement les termes inconnus d’ordre 

Nous allons maintenant examiner par ordre de complexité, les différents modèles de 

turbulence utilisés en hydrodynamique à surface libre.  

Nous nous attarderons ici sur les modèles de calcul de l’énergie turbulente. 
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• Modèles à 0 équation 

 Ces modèles très simples supposent que la viscosité turbulente est constante ou 

directement fonction de paramètres connus ou facilement calculables.  

• Viscosité constante  

Une viscosité constante peut suffire dans les cas où l’écoulement est gouverné par le 

gradient de pression et par le transport, en régime de marée par exemple, et surtout pour 

modéliser la circulation océanique à grande échelle. En dimension 2, cette viscosité 

constante doit inclure la dispersion.  

• Modèle d’Elder [59] 

Le modèle de Elder pour les équations de Saint venant intègre l’effet de la dispersion 

et préconise deux coefficient différent l’un 𝐾𝑙 suivant l’écoulement (diffusion 

longitudinale) et l’autre 𝐾𝑡 transversal à l’écoulement (diffusion transversale). Les 

observations et calculs d’Elder inspirés du profil de vitesse dans la couche logarithmique 

le conduisent aux valeurs :  𝐾𝑙 = 6 𝑢∗ℎ et 𝐾𝑡 = 0.6 𝑢∗ℎ Où : 

      𝑢∗ est la vitesse de frottement et ℎ la profondeur. 

• Modèle de Nezu et Nakagawa [60]  

Ce modèle publié en 1993 s’inspire toujours de l’expression 𝑣𝑡 = 𝑘 𝑢∗z dans la 

couche limite au-dessus du fond, mais tient compte aussi du fait que la viscosité turbulente 

décroit vers 0 vers la surface libre (ce qui suppose une absence de vent). 

Nezu et Nakagawa proposent alors :  

𝑣𝑡 = 𝑘 𝑢∗z(1 −
z

h
)                            (3.67) 

Ce modèle est surtout utilisé pour la diffusion suivant la verticale. 

• Modèles de longueur de mélange  

Ce modèle proposé en 1925 par Prandtl [61] donne la valeur du coefficient de viscosité 

sous la forme : 

𝑣𝑡 = 𝑙2𝑚√2𝐷𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗                                           (3.68)                   
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Où : 𝐷 est ici le tenseur des taux de déformation du mouvement moyen avec :  

𝐷𝑖𝑗 =
1

2
(
∂𝑢�̅�

∂x𝑗
+

∂𝑢𝑗̅̅̅

∂x𝑖
 )                                           (3.69) 

𝐿𝑚: Est le paramètre de la « longueur de mélange » qui vaut 𝐾𝑦 à une distance 𝑦 de la 

paroi avec 𝐾 = 0,41 (constante de Karman).  

Ce modèle est conçu pour décrire le profil de vitesse au voisinage d’une paroi (on va 

voir en détail ce modèle)  

Il existe :  

• Modèles de longueur de mélange sur la verticale et un autre pour les jets flottants. 

- Modèle classique de Prandtl : 

𝐿𝑚 = kz Si z ≤ 0.2h (𝑧 est ici la distance au fond et ℎ la profondeur) 

𝐿𝑚 = 0.2ℎ Si z ≥ 0.2h   

- Modèle de Quetin (1977)  

                        𝐿𝑚 =
1

1

k𝑧
+

1

0.65𝑑

                                                     (3.70) 

Où : est la distance à la surface libre.  

• Modèle de Tsanis (1989) [59] 

𝐿𝑚 = 𝐾𝑍 Si 𝑍 ≤ 0.2h  (𝑍 est ici la distance au fond et h la profondeur) 

Pour : 0.2h ≤ Z ≤ 0.8ℎ 

𝐿𝑚 = 0.2𝐾ℎ                                         (3.71) 

 𝐿𝑚 = 𝐾𝑑 Si Z ≥  0,8 h  (𝑑 est toujours la distance à la surface libre) 

Dans l’expression de la production de turbulence on ne tient pas compte des 

gradients horizontaux de 𝑢 et de v et des gradients de 𝑤 qui sont négligeables devant les 

gradients verticaux √(
∂u

∂z
)
2

(
∂v

∂z
)

2

c’est ainsi qu’une approximation de √2𝐷𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗.On ne 

peut pas calculer finement l’écoulement autour d’ouvrages avec cette modélisation de la 

turbulente. 

• Modèle de Smagorinski [59] 

Le modèle de Smagorinski n’a de sens qu’en modélisation numérique et se fonde sur 

le modèle de longueur de mélange. Il fait partie de la catégorie des modèles de sous-

maille. 
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 Le principe est le suivant : la turbulence est solution des équations de Navier-Stockes 

et elle apparaîtrait naturellement dans les solutions numériques si la taille de maillage 

permettait d’en reproduire tous les mécanismes jusqu’à la dissipation visqueuse de très 

petits tourbillons. La seule partie des phénomènes turbulents à modéliser dans une 

simulation numérique est celle qui est inhibée par la taille trop grande des mailles, c’est-

à-dire la formation de tourbillons de taille plus petite. L’idée de Smagorinski est d’ajouter 

à la viscosité moléculaire une viscosité turbulente déduite d’un modèle de longueur de 

mélange, cette longueur de mélange correspondante à la taille des tourbillons de taille 

inférieure à celle de la maille. 

On arrive donc simplement à la formulation suivante : 

𝑣𝑡 = 𝑐𝑠
2∆2√2𝐷𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗                                                (3.72) 

Où : 𝐶𝑠 est un coefficient adimensionnel à régler et ∆ la taille des mailles qui peut être 

détruite en dimension 2 ou 3 de la surface ou du volume des éléments.  

Les valeurs de 𝐶𝑠 vont de 0,1 (écoulement en canal) à 0,2 (turbulence isotrope). Ce 

modèle ne trouve tout son sens qu’en dimension. En effet en dimension 2, il ne prend pas 

en compte la dispersion.  

• Modèles à viscosité turbulente 

On peut aussi distinguer deux grandes catégories de modélisation :  

a- (modèle du 1er ordre)  

Basé sur l’hypothèse de Boussinesq [62] qui consiste à modéliser directement les tensions 

de Reynolds à l’aide de la viscosité turbulente μ𝑡 relativement facile à utiliser mais la 

qualité de modélisation de 𝜇𝑡 influe directement sur la qualité de l’écoulement moyen.  

b- Modèle du 2nd ordre 

 Les tensions de Reynolds sont calculées directement, la modélisation se porte alors sur 

des moments d’ordre supérieur. La mise en œuvre est plus délicate mais les résultats 

sont de meilleures qualités.  

On pratique également une distinction selon le nombre d’équation d’évolution 

supplémentaire du modèle (n’introduisant pas de nouvelles inconnues).  

Les principaux types de modèles utilisés dans la pratique sont décrits ci-après :  
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a. 0 Equation (longueur de mélange) 

b. Modèle de viscosité de la turbulence 

c. Modèle à une équation de transport :  

Ce groupe de modèles tient compte d’une certaine manière d’un effet de mémoire mais 

ne s’adapte pas aisément à des géométries complexes du fait de la difficulté à choisir 

correctement 𝐿. De ce fait ils n’atteignent pas un degré d’universalité bien supérieur. 

d. Modèle à deux ou à trois équations de transport :  

𝐿 Étant déterminé par une équation de transport, ces modèles permettent une plus 

grande généralité et universalité. Ces modèles ont été assez largement utilisés (le modèle 

𝐾 − 휀 est le plus utilisé) dans des configurations variées et offrent un compromis 

intéressant entre universalité et précision pour une prédétermination globale des 

écoulements.  

e. Modèles de transport des tensions de Reynolds : 

Ces modèles permettent de traiter de façon plus exacte l’anisotropie du tenseur de 

Reynolds. Ils sont potentiellement plus généraux que les précédents mais plus difficiles à 

mettre au point car plus nombreuses sont les hypothèses de fermeture et les constantes 

empiriques à déterminer. 

f.       Modèles algébriques des tensions de Reynolds : 

 Ils constituent une expression simplifiée des modèles précédents pour le transport 

des tensions de Reynolds, plus facile à résoudre numériquement, ils sont constitués par 

un système d’équations algébriques pour les composantes individuelles du tenseur de 

Reynolds couplé à un modèle à deux équations de transport pour 𝐾 et 휀 par exemple.  

g.  Modèles multi échelles :  

Les modèles multi échelles permettent de s’affranchir de l’hypothèse d’équilibre 

spectral. 

• Modèle k-ε  

Le modèle k-ε est le modèle le plus populaire. Il présente les équations de l'énergie 

cinétique de turbulence spécifique (k) et de la dissipation par unité de masse (ε). Il a été 
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développé pour la première fois par Jones & Launder [63], puis amélioré par Launder et 

Sharma [64]. Ce modèle est largement utilisé, il est normalement appelé modèle k-ε 

standard ou simplement modèle k-ε sans aucune référence. 

• k-ε standard 

Le modèle k-ε standard est un modèle semi-empirique à deux équations de transport 

de l’énergie cinétique de turbulence k et de son taux de dissipation ε, Launder et Spalding 

(1974) [65]. Le modèle est fondé sur une hypothèse fondamentale de l'équilibre spectral 

: les grosses structures turbulentes, véhiculant la quasi-totalité de l'énergie cinétique 

turbulente transmettent toute leur énergie aux petites structures chargées de la dissiper. 

Dans la dérivation du modèle k-ε, l’écoulement est supposé totalement turbulent et que 

les effets de la viscosité moléculaire sont négligeables. Ce modèle utilise l’action des 

contraintes turbulentes sur l’écoulement qui se traduit par une diffusion additionnelle. Il 

s’agit de l’hypothèse de Boussinesq : 

−𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =
µ𝑡

ρ
(
𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑖
) −

2

3
𝑘𝜎𝑖𝑗                                            (3.73)                  

Par analogie, le terme représentant le flux de chaleur par la turbulence est écrit : 

−𝑢𝑖
′𝑇′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =

µ𝑡

ρ𝜎𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
                                                          (3.74) 

La viscosité dynamique turbulente peut alors être déterminée grâce à la relation 

algébrique suivante où interviennent l’énergie cinétique turbulente k et son taux de 

dissipation ε: 

µ𝑡 = ρC
𝑘2

 ε
                                                               (3.75) 

Cette relation est connue sous le nom de l’hypothèse de Prandtl-Kolmogorov.  

Pour un fluide newtonien et incompressible, les grandeurs turbulentes k et ε sont 

données par deux équations de transport scalaires obtenues à partir des équations de 

Navier-Stokes moyennées : 



Chapitre 3 La modélisation des écoulements turbulents      

55 
 

 

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(ρk𝑈𝑖) =

𝜕

𝜕𝑥𝑗
((µ +

µ𝑡

𝜎𝑘
)

𝜕𝑘

𝜕𝑥𝑗
) + 𝐺𝐾 − ρε                       (3.76)  

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(ρε𝑈𝑖) =

𝜕

𝜕𝑥𝑗
((µ +

µ𝑡

𝜎ε
)

𝜕ε

𝜕𝑥𝑗
) + 𝐶1𝐺K

ε

𝐾
− 𝐶2ρ

ε2

 K
                  (3.77) 

Le terme Gk représente la production de l’énergie cinétique turbulente. Il est défini par : 

𝐺K = −ρ𝑢𝑖𝑢𝑗̅̅ ̅̅ ̅
𝜕𝑈𝑗

𝜕𝑥𝑖
                                                  (3.78) 

L'ensemble des coefficients C1 , C2 , C est déterminé de manière empirique, alors 

que k   ,,t sont des nombres de Prandtl turbulents relatifs à l'énergie cinétique 

turbulente, au taux de dissipation et à la température respectivement, tableau 3.1 

C1 C2 C k  t 

1.44 1.92 0.09 1 1.3 0.9 

Tableau 3. 1 Valeurs des constantes du modèle k-ε 

• Modèle RNG k-ε  

Le modèle a été développé par Yakhot et al [66] en utilisant Re-Normalisation Groupe 

(RNG). Cette méthode consiste à normaliser les équations de Navier-Stokes, pour tenir 

compte des effets de petites échelles de mouvement. Dans le modèle k-ε standard, la 

viscosité turbulente est déterminée à partir d'une échelle de longueur de turbulence 

unique, de sorte que la diffusion turbulente calculée correspond à ce qui se produit 

uniquement à l'échelle spécifiée, alors qu'en réalité, toutes les échelles de l’écoulement 

contribueront à la diffusion turbulente. L'approche de RNG, est une technique 

mathématique qui peut être utilisée pour un modèle de turbulence similaire à celui de k-

ε, se traduit par une forme modifiée de l'équation epsilon en prenant en compte les 

différentes échelles de mouvement.  

Viscosité turbulente : 

𝑣𝑡 = 𝐶𝐾
2/                                                    (3.79)  
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Energie cinétique de turbulence : 

∂K

∂t
+ U̅j  

∂K

∂𝑥j
= 2𝑣𝑡𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 −  +

∂K

∂𝑥j
(
𝑣𝑡

𝑘

∂K

∂𝑥j
)                          (3.80)  

Taux de dissipation : 

∂

∂t
+ U̅j

∂

∂𝑥j
= 𝐶1

2𝑣𝑡𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗

k
− 𝐶2

2

k
− 𝑅 +

∂

∂𝑥j
(
(𝑣+𝑣𝑡)



∂

∂𝑥j
                (3.81)  

R représente : 

                      𝑅 =
𝐶3(1−



0
)

1+3
.
2

k
                                                      (3.82)   

Où :   = √2𝑆𝑖𝑗 k/  

𝐶1 𝐶2 𝐶 𝑘   
0

 B 

1.42 1.68 0.085 0.72 0.72 4.38 0.012 

 

Tableau 3. 2 Coefficients empirique du RNG k-ε. 

• Le modèle K-ω  

Le modèle K- ω est l'un des modèles de turbulence les plus couramment utilisés. Il 

comprend deux équations de transport supplémentaires pour représenter les propriétés de 

turbulence de l'écoulement et permet de tenir compte notamment des effets de la 

convection et de la diffusion de l'énergie turbulente [67]. Il présente aussi l’avantage 

d’analyser l’écoulement près de la paroi. Ce modèle est décrit par :  

 

Viscosité turbulente : 

𝑣𝑡 =
k


                                                                   (3.83)  

Dissipation : 

 = 𝐶k                                                               (3.84)  

L’équation d’énergie cinétique de turbulence devient : 

 
∂k

∂t
+  U̅j  

∂K

∂𝑥j
= τ𝑖𝑗

∂U̅i

∂𝑥j
− 𝐶k +

∂

∂𝑥j
[( +

𝑡

𝑘
)

∂k

∂𝑥j
]                     (3.85)   
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Celle du taux de dissipation spécifique ou fréquence turbulente s’écrit : 

∂

∂t
+ U̅j  

∂

∂𝑥j
= 2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 − 2 +

∂

∂𝑥j
[(𝑣 +

𝑣𝑡


)

∂

∂𝑥j
]                            (3.86)  

Les valeurs des coefficients sont : 

𝐶 = 0.09, 𝑘 = 2,  =
5

9
⋍ 0.56,  =

3

40
⋍ 0.075 

• Modèle SST k-ω 

 Le modèle k-ω Shear-Stress Transport (SST) combine la force et la précision des 

modèles standard k-ω et k-ε et adapte le terme de contrainte de cisaillement au modèle 

Johnson-King [68]. Il fonctionne très bien dans les régions de sous-couches visqueuses et 

de paroi éloignée. Ceci est accompli par l'ajout de fonctions de mélange qui sont nulles 

loin de la frontière résultant en un modèle de type k-ε et une à l'intérieur de la couche 

limite résultant en un modèle k-ω [69]. Les équations de transport pour le modèle k-ω 

SST sont : 

 
∂k

∂t
+  U̅j  

∂K

∂𝑥j
= τ𝑖𝑗= − 𝑃k̃ − 𝐶k +

∂

∂𝑥j
[( +

𝑡

k
)

∂k

∂𝑥j
]           (3.87)    

Dissipation spécifique : 

 
∂

∂t
+  U̅j  

∂

∂𝑥i
= 2𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖𝑗 − 2 +

∂

∂𝑥j
[( + 

𝑡
 )

∂

∂𝑥j
]            (3.88)    

                               2(1 − F1) 2
1



∂k

∂𝑥j

∂

∂𝑥j
                                  (3.89) 

La fonction F1 est définie par : 

F1 = tanh ((min [max (
√𝑘 

𝐶L
,
500𝑣

L2
)

4 
2𝑘 

𝐶𝐷𝑘L2])
2

)                                 (3.90) 

𝐶𝐷𝑘 = max (2 2
1



∂k

∂𝑥j
.
∂

∂𝑥j
, 10−10)                                      (3.91) 

La viscosité turbulente est donnée par la relation : 

𝑣𝑡 =
1k

max(1,√2𝑆𝑖𝑗F2)
                                            (3.92) 
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La deuxième fonction de mélange F2 est définie par : 

F2 = tanh [ [max (
2√𝑘 

𝐶L 
,

𝑣 

L2 
)]

2

]                                         (3.93) 

 

Pour éviter l’accumulation de la turbulence dans des régions de stagnation une 

production limitée est utilisée : 

𝑃k̃ = min(Pk, 10. 𝐶k)                                           (3.94) 

                  Pk = 
𝑡

∂U𝑖

∂x𝑗
(
∂U𝑖

∂x𝑗
+

∂U𝑗

∂x𝑖
)                                        (3.95) 

Les constantes de modèle sont calculées en utilisant la fonction de mélange F1 : 

        = F1
1
+ (1 − F1)

2
                                                 (3.96) 

Les valeurs des constantes de ce modèle sont dans le tableau : 

k1 k2 𝐶 1 2 1 2 β2 

0.8

5 

1.

0 

0.0

9 

0.

5 

0.85

6 

5/

9 

0.4

4 

0.082

8 

 

Tableau 3. 3 Coefficients empiriques du modèle SST k-ω. 

Ce modèle est principalement conseillé dans des situations où le fluide subit des 

changements brusques de contraintes, c’est le cas par exemple pour des écoulements sur 

des surfaces courbées ou lors de séparation de couches limites. 

• Modèle des contraintes de Reynolds RSM 

Dans ce modèle du second ordre, pour chaque contrainte de Reynolds indépendante, 

il existe une équation de transport. Pour modéliser les tensions de Reynolds  𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅   et les 

flux de chaleur turbulents 𝑢𝑗
′𝑇′̅̅ ̅̅ ̅̅ , les modèles du second ordre résolvent les équations de 

transport de ces grandeurs. Ce type de fermeture offre une description relativement 

précise de la turbulence par la prise en compte de l’histoire ou effet mémoire de chaque 

tension de Reynolds. Pour établir l’équation de transport des tensions de Reynolds, 
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l’équation de transport de la vitesse fluctuante  𝑢𝑖
′  est obtenue en soustrayant l’équation 

de Reynolds : 

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(ρ𝑈𝑘𝑢𝑖

′) = −
𝜕p′

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕

𝜕𝑥𝑘
[µ

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑘
+ ρ(𝑢𝑖

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑢𝑖

′𝑢𝑘
′ )]                      (3.97) 

L’équation de transport des tensions de Reynolds est obtenue en multipliant (11)𝑢𝑗
′ , en 

lui ajoutant l’équation pour𝑢𝑗
′ multipliée par𝑢𝑖

′ et après passage à la moyenne : 

 

    
𝜕

𝜕𝑥𝑘
ρ𝑈𝑘𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅̅      =        

𝜕

𝜕𝑥𝑘
[µ

𝜕

𝜕𝑥𝑘
(𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′̅̅ ̅̅ ̅̅ )]  −

𝜕

𝜕𝑥𝑘
[ρ𝑢𝑖

′𝑢𝑗
′𝑢𝑘

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + p′(𝜎𝑘𝑗𝑢𝑖
′ + 𝜎𝑖𝑘𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅]     (3.98) 

𝐶𝑖𝑖 ≣ convection    𝐷𝐿;𝑖𝑗 ≣ Diffusion moléculaire          𝐷𝑇;𝑖𝑗 ≣ Diffusion turbulente 

 

−ρ [𝑢𝑖
′𝑢𝑘

′̅̅ ̅̅ ̅̅ +
𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑢𝑖

′𝑢𝑘
′̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝜕𝑈𝑖

𝜕𝑥𝑘
]                  + p′ (

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑗
+  

𝜕𝑢𝑗
′

𝜕𝑥𝑖
)

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
           −  2µ

𝜕𝑢𝑖
′

𝜕𝑥𝑘
+  

𝜕𝑢𝑗
′

𝜕𝑥𝑘

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

                    𝑃𝑖𝑗 ≣ 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛                                          ɸ
𝑖𝑗

≣ 𝑃𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 − 𝑑é𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛ε𝑖𝑗                              ≣ 𝐷𝑖𝑠𝑠𝑖𝑝𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 

 

• 𝐶𝑖𝑖:Ce terme représente la convection du tenseur de Reynolds𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

• 𝐷𝐿;𝑖𝑗: Ce terme de diffusion moléculaire est une redistribution spatiale due au 

mouvement brownien. 

• 𝐷𝑇;𝑖𝑗 : Ce terme de diffusion turbulente est une redistribution spatiale de l’énergie 

de l’écoulement fluctuant. Il représente un transport d’énergie turbulente totale par 

l’écoulement fluctuant lui-même. 

• 𝑃𝑖𝑗   : Ce terme de production d’énergie turbulente est généralement positif et 

représente un transfert d’énergie entre l’écoulement moyen et fluctuant. Ce terme 

traduit donc la part d’énergie cinétique qui est prélevée au champ moyen par le champ 

fluctuant. 

• ɸ𝑖𝑗   : Ce terme représente la redistribution d’énergie par rapport à la direction 

(isotropie loin de la paroi)  

• ε𝑖𝑗  : Ce terme représente la dissipation de la contrainte  𝑢𝑖
′𝑢𝑗

′̅̅ ̅̅ ̅̅   ne dépend pas du 

champ moyen et il est associé aux frottements visqueux du champ turbulent. 
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Une telle formulation permet de s’affranchir de la notion de viscosité turbulente, 

contrairement aux deux précédents modèles à deux équations. Le modèle aux tensions 

de Reynolds (ou RSM) résout une forme modélisée des équations de transport des 

tensions de Reynolds (12). Rappelons que les termes𝐶𝑖𝑖 ,𝐷𝐿;𝑖𝑗 ,𝑃𝑖𝑗,ne dépendent que des 

vitesses moyennes et des tensions de Reynolds et peuvent donc être déterminés de 

manière exacte.  

Quant aux trois autres,𝐷𝑇;𝑖𝑗 ,ɸ𝑖𝑗,ε𝑖𝑗, ils dépendent de corrélations inconnues et 

nécessitent par conséquent une modélisation afin de pouvoir fermer le système. 

a. Modélisation du transport diffusif turbulent (𝐷𝑇;𝑖𝑗). 

b. Modélisation de la corrélation pression/taux de déformation (ɸ𝑖𝑗). 

c. Modélisation du taux de dissipation. 

d. Modélisation de l'énergie cinétique turbulente. [70] 

 

3.12. Conclusion 

À travers ce chapitre, nous avons traité des notions sur la modélisation de la turbulence, 

l’objectif de ce chapitre était de décrire les modèles disponibles pour simuler les 

écoulements turbulents homogènes isotropes dans un système composé. Nous avons vu 

également les différentes approches de simulation et les modèles de turbulence. 
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Chapitre 4 Méthodes de résolution numérique 

4.1. Introduction  

La résolution numérique des équations de Navier-Stokes présente un grand nombre 

de difficultés dont les plus délicates sont liées au comportement des solutions lorsque le 

paramètre de viscosité devient petit par rapport à d'autres constantes de l'écoulement. 

Il existe de très nombreuses méthodes numériques de résolution des équations 

différentielles : plus ou moins précises, plus ou moins coûteuses en temps de calcul, plus 

ou moins adaptées à tel ou tel type d'équation. Toutes ces méthodes ont été implémentées 

et les meilleures sont proposées dans les logiciels de calcul.  

      Parmi les approches de résolution de ces équations qui sont mises en exergue, la 

méthode des volumes finis est sans doute la plus indiquée aujourd'hui dans l'étude de 

système d'équations différentielles complexes. Cette méthode qui est largement décrite 

par Patankar 1980[71] repose sur une partition du domaine en volumes de contrôle. Elle 

consiste à discrétiser le domaine de l’écoulement en une multitude de volumes de contrôle 

puis d’effectuer des bilans (masse, de quantité de mouvement…..) sur ces petits volumes, 

pour lesquels seule une valeur moyenne des inconnues est calculée. Pour des lois de 

conservation, les échanges entre volumes de contrôle se font par l'intermédiaire de flux, 

de manière automatiquement conservative. 

      L’avantage déterminant des volumes finis par rapport aux autres méthodes est qu’ils 

sont conservatifs, tout ce qui sort d’un volume de contrôle entre dans un autre. 

      Les méthodes de volumes finis permettent d'approcher des solutions presque 

nécessairement discontinues, tout en conservant de bonnes propriétés (conservative, 

précision, monotonie, etc...).  

      La méthode des volumes finis est souvent proposée pour traiter les problèmes de 

mécanique des fluides où les domaines sont déformables. Son principe consiste à 

considérer comme espace d'approximation les fonctions constantes par cellules, ces 

cellules ou volumes finis étant choisis par l'utilisateur et issus par exemple d'un maillage 

de type éléments finis - notamment non structuré- ce qui permet de prendre en compte 

des géométries complexes comme celle utilisée dans la présente étude. 
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      Il est essentiel aussi de rappeler que la méthode des volumes finis s’adapte très 

facilement pour la simulation numérique de lois de conservation en formulation 

Arbitrairement Lagrangienne- Eulérienne (ALE), en maillages dynamiques à topologie 

constante, passage presque nécessaire pour la simulation de la plupart des interactions 

fluide-structure (où le domaine fluide, complémentaire de la structure, varie avec le 

temps). 

4.2. La méthode des volumes finis : 

La méthode des volumes finis est principalement employée pour la résolution 

numérique des problèmes  rencontrés en mécanique des fluides.  elles ont été introduites 

dans les années 70 par Mc Donald en 1971, Mac Cormack et Paullay en 1972 pour la 

résolution des écoulements bidimensionnels, et par Rizzi et Inouye en 1973 pour la 

résolution des écoulements tridimensionnels. Cependant, l'application de la MVF 

(méthode des volumes finis) n'est pas limitée aux problèmes des écoulements. Une 

propriété importante des méthodes des volumes finis est que les principes d'équilibre, qui 

sont la base de la modélisation mathématique des problèmes mécaniques continus, par 

définition, sont également remplacés pour les équations discrètes (conservativité) [72]. 

Cette méthode est largement décrite par Patankar S.V [71] c’est une méthode de 

discrétisation qui convient bien à la simulation numérique de différents types (elliptiques, 

paraboliques ouhyperboliques, par exemple) de lois de conservation. Il a été largement 

utilisé dans plusieurs domaines de l'ingénierie, tels que la mécanique des fluides, le 

transfert de chaleur et de masse ou l'ingénierie pétrolière. Certaines des caractéristiques 

importantes de la méthode des volumes finis sont similaires à celles de la méthode des 

éléments finis. 

Principe de la méthode des volumes finis : 

En général, la méthode des volumes finis implique les étapes suivantes:  

- Décomposition du domaine du problème en volumes de contrôle. 

- Formulation d'équations d'équilibre intégral pour chaque volume de contrôle.  

- Approximation des intégrales par intégration numérique.  
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- Approximation des valeurs de fonction et des dérivées par interpolation avec valeurs 

nodales.  

- Assemblage et solution du système algébrique discret. 

4.3. Volumes Finis pour une loi de conservation [73] : 

 

Considérons une loi de conservation d'une grandeur physique w dans une maille de 

volume Ω, faisant intervenir un flux F(w) et un terme source S(w). Son expression sous 

forme intégrale est : 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑤𝑑Ω + ∫ 𝑑𝑖𝑣 𝐹(𝑤)𝑑Ω =

ΩΩ
∫ 𝑆(𝑤)𝑑Ω
Ω

                                            (4.1)                                                                                

Appelons Σ la surface de la maille, de normale extérieure en. Le théorème 

d'Ostrogradski conduit à : 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑤𝑑Ω + ∮  𝐹. 𝑛𝑑𝛴 =

𝛴 ∫ 𝑆 𝑑Ω
ΩΩ

                                           (4.2)                                                                                   

L’intégrale∮  . 𝑛𝑑𝛴
𝛴

 représente la somme des flux à travers chaque face de la maille. Le 

flux est supposé constant sur chaque face, l'intégrale se ramène à une somme discrète sur 

chaque face de la maille. Il vient alors : 

∮  𝐹. 𝑛𝑑𝛴 =
𝛴

∑ 𝐹𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑚𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒 . 𝑛𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠. 𝛴𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠                         (4.3)                                                 

La quantité Fface= F(wface) est une approximation du flux F sur une face de la maille, 

c'est le flux numérique sur la face considérée. 

La discrétisation spatiale revient à calculer le bilan des flux sur une maille 

élémentaire. Ce bilan comprend la somme des contributions évaluées sur chaque face de 

la maille. La manière dont on approche les flux numériques en fonction de l'inconnue 

discrète détermine le schéma numérique. L'écriture du schéma numérique peut également 

utiliser des inconnues auxiliaires, par exemple le gradient de l'inconnue par maille. 

Explicitons maintenant le terme de dérivée temporelle. Un élément fondamental de 

la discrétisation en Volumes Finis est de supposer que la grandeur w est constante dans 

chaque maille et égale à une valeur approchée de sa moyenne sur la maille ou bien à sa 

valeur au centre de la maille. 

D'autre part, le terme de dérivation en temps est évalué au moyen d'une méthode 

numérique d'intégration d'équation différentielle d’Euler explicite et fait intervenir un pas 
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de temps d'intégration ∆t. Ce dernier peut être constant ou variable. Pour fixer les idées, 

on écrira la formulation avec une méthode d'Euler explicite. Notons ∆w l'incrément de la 

grandeur w entre deux itérations temporelles successives. On peut ainsi écrire : 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑤𝑑Ω
Ω

=  Ω(
𝑑𝑤

𝑑𝑡
)
𝑚𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒

= Ω
∆𝑤

∆𝑡
                                              (4.4)                                                                             

Finalement la loi de conservation discrétisée avec la méthode des Volumes Finis peut 

s'écrire : 

Ω
∆𝑤

∆𝑡
+ ∑ 𝐹𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠 . 𝑛𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠. 𝛴𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠 =  Ω 𝑆                                    (4.5)                                                                    

 

4.3.1. Cas unidimensionnel : 

 

Considérons une loi de conservation 1D : 

𝜕

𝜕𝑡
∫𝑢𝑑𝑥 + ∫𝑢𝑑𝑥

𝜕𝑓(𝑢)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = 0                                            (4.6)                                                                                      

Où u est une grandeur physique fonction de la variable d’espace x et du temps t et 

f(u) est une fonction de u. 

Le domaine de calcul est divisé en N mailles de centre xi. Chaque maille a une taille hi = 

xi+1/2 –xi−1/2. Les indices demi-entiers désignent les interfaces de la maille avec les 

mailles voisines (Figure 4.1). 

 

Figure 4. 1 Maillage 1D 

Le temps est discrétisé en intervalles de pas constant ∆t. La fonction u est supposée 

constante dans chaque maille et égale à une valeur approchée de la moyenne. Notons ui
𝑛 

cette valeur moyenne dans la i-ème maille de centre xi, à l’instant t = n∆t. Ainsi : 

∀𝑥 ∈ [𝑥
𝑖−

1

2

, 𝑥
𝑖+

1

2

] 𝑒𝑡 𝑡 = 𝑛∆𝑡,    𝑢(𝑥, 𝑡) =  𝑢𝑖
n                                  (4.7)                                                               

 

Souvent, cette valeur approchée de la moyenne est la valeur de la fonction u au centre 

xi de la maille, on parle alors de Volumes Finis Cell-Centered (et dans ce cas, ui
𝑛= u(xi,t)). 
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La discrétisation spatiale par les Volumes Finis consiste à intégrer maille par maille la loi 

de conservation 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑑𝑥
𝑚𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒

+ ∫
𝜕𝑓(𝑢)

𝜕𝑥𝑚𝑎𝑖𝑙𝑙𝑒
𝑑𝑥 = 0                                        (4.8)                                                                             

Soit pour la i-ème maille de centre xi, au temps t = n∆t : 

 
𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝑢𝑑𝑥

𝑥
𝑖+

1
2

𝑥
𝑖−

1
2

+ ∫
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑥
𝑖+

1
2

𝑥
𝑖−

1
2

= 0                                                (4.9)                                                                                        

Ce qui s’intègre comme suit : 

ℎ𝑖
𝜕𝑢𝑖

n

𝜕𝑡
+ f̂𝑖+1/2

n − f̂𝑖−1/2
n = 0                                           (4.10)                                                                       

La quantité fi+1/2
𝑛  désigne une approximation du flux f(u) à l'interface xi+1/2 et au 

temps n∆t. C'est le flux numérique au pointxi+1/2). Ce flux numérique s'évalue en 

fonction des valeurs moyennes de u dans les mailles voisines, ce qui détermine le schéma 

numérique. 

Une méthode d'Euler explicite est utilisée pour évaluer la dérivée en temps La formulation 

discrétisée en Volumes Finis de la loi de conservation est ainsi : 

ℎ𝑖
𝑢𝑖

n+1−𝑢𝑖
n

∆𝑡
+ f̂𝑖+1/2

n − f̂𝑖−1/2
n = 0                                     (4.11)                                                                               

4.3.2. Cas bidimensionnel 

Considérons une loi de conservation d'une grandeur physique u(x, y, t) où x et y sont 

les deux directions d'espace. Le domaine géométrique est divisé en mailles élémentaires, 

par exemple en mailles rectangulaires comme représenté sur la Figure 4.2. La grandeur u 

est supposée constante dans chaque maille et égale à une valeur approchée de la moyenne 

sur la maille (ou encore à la valeur au centre de la maille). 

 

Figure 4. 2 Maillage 2D 
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Dans le cas bidimensionnel, le terme intégral ∮ 𝐹 . 𝑛𝑑𝛴
𝛴

 représente la circulation sur 

un contour d'une maille élémentaire. Plaçons-nous sur la maille de contour ABCD comme 

indiqué sur la figure. Le flux F est supposé constant sur chaque arête de la maille AB, 

BC, CD et AD. L'intégrale se ramène à une somme discrète sur chaque arête : 

∮ 𝐹. 𝑛𝑑𝛴
𝛴

= ∮ 𝐹. 𝑛𝑑𝑙
𝐴𝐵𝐶𝐷

= ∑ 𝐹𝑎𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒 . 𝑛𝑎𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒 . 𝐿𝑜𝑛𝑔𝑢𝑒𝑢𝑟𝑎𝑟𝑒𝑐𝑡𝑒𝐴𝐵.𝐵𝐶.𝐶𝐷.𝐴𝐷          (4.12) 

Ceci revient à évaluer le bilan des flux à travers chaque facette de la maille. 

4.4. Maillage 

Pour diviser le domaine en un ensemble de morceaux discrets, ou de cellules de 

calcul, ou de volumes de contrôle, une grille est utilisée, appelé aussi maillage. Le 

maillage dépend de la géométrie du problème traité. 

La grille peut avoir plusieurs formes et tailles. En 2D par exemple, les éléments sont 

des quadrilatères ou des triangles (Figure 4.3). Ils peuvent être tétraédriques, prismatiques, 

pyramidales ou hexaédriques. La différence entre les formes est juste le nombre de côtés 

et d'angle. Une série de faces planes (2D) ou planes (3D) reliant les limites du domaine 

sont utilisées pour réaliser les éléments. [74] 

 

Figure 4. 3 Type d'éléments de maillage. 

4.4.1. Maillage structuré 

Les grilles structurées sont identifiées par une connectivité régulière. Les choix 

d'éléments possibles sont quadrilatéraux en 2D et hexaèdres en 3D. Ce modèle est très 
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efficace dans l'espace, c'est-à-dire que les relations de voisinage sont définies par un 

arrangement de stockage. Ce maillage peut donner une meilleure convergence et une 

résolution plus élevée (Figure 4.4). [74] 

 

Figure 4. 4 Trois exemples de maillages structurés : (a) une grille cartésienne, (b) 

curviligne, (c) cylindrique. 

4.4.2. Maillage non-structuré  

Une grille non structurée est identifiée par une connectivité irrégulière. Il ne peut 

pas facilement être exprimé comme un tableau bidimensionnel ou tridimensionnel dans 

la mémoire de l'ordinateur. Cela permet d'utiliser n'importe quel élément qu'un solveur 

peut utiliser. Ces grilles utilisent généralement des triangles en 2D et des tétraèdres en 

3D (Figure 4.5). [74] 

 

Figure 4. 5 Exemple du maillage non-structuré. 

4.4.3. Maillage hybride  

Une grille hybride contient un mélange de parties structurées et de parties non 

structurées. Les parties de la géométrie qui sont régulières peuvent avoir des grilles 

structurées et celles qui sont complexes peuvent avoir des grilles non structurées (Figure 

4.6).  [75] 
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Figure 4. 6 Exemple de maillage hybride autour d’un cylindre plein 

(rouge : prismes ; bleu : tétraèdres ; vert : hexaèdres). 

4.5. Simulation numérique des écoulements turbulents (CFD) 

La simulation  numérique ou informatique désigne l'exécution d'un programme 

informatique sur un ordinateur ou réseau en vue de simuler un phénomène physique 

réel et complexe. Les simulations numériques scientifiques reposent sur la mise en œuvre 

de modèles théoriques utilisant l'une des techniques numériques. Elles sont donc une 

adaptation aux moyens numériques de la modélisation mathématique, et servent à étudier 

le fonctionnement et les propriétés d’un système modélisé ainsi qu’à en prédire son 

évolution. On parle également de calcul numérique. 

L’utilisation des logiciels pour la résolution de problèmes physiques est très 

fréquente. En effet, dans la plupart de ces problèmes, surtout la résolution de phénomènes 

couplés à l’hydraulique et à la mécanique des fluides n’est possible que sous certaines 

hypothèses simplificatrices qui ne permettent pas de faire une étude plus réelle des 

phénomènes physiques observés expérimentalement. [72] 

• Présentation du Code de calcul 

Pour réaliser nos simulations, nous avons choisi le code de calcul commercial 

FLUENT que nous présentons dans cette partie. 

• Architecture du Logiciel 

Comme tout logiciel de CFD (computational fluid dynamics), il est composé de trois 

éléments : le préprocesseur, le solveur et le post processeur. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Programme_informatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Programme_informatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Ordinateur
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9seau_informatique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Simulation_de_ph%C3%A9nom%C3%A8nes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Simulation_de_ph%C3%A9nom%C3%A8nes
https://fr.wikipedia.org/wiki/Calcul_num%C3%A9rique
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La définition du problème à résoudre s’effectue à l’aide du préprocesseur GAMBIT. 

Il permet de représenter la géométrie du système, de définir le type de conditions limites 

aux frontières du domaine, de spécifier le type de matériau (fluide ou solide). Il fournit 

aussi la possibilité de discrétiser le domaine, GAMBIT possède une interface facile à 

manipuler et qui est constituée de plusieurs fenêtres d'outils d'opération destinées à 

construire le modèle, générer le maillage et incorporer les conditions aux limites.[74] 

• Le solveur  

Le solveur permet de définir numériquement les conditions opératoires (gravité, 

pression) dans lesquelles est effectuée la simulation, ainsi que la spécification des 

conditions aux limites. Enfin, il permet de choisir le processus itératif, en proposant 

notamment plusieurs schémas numériques pour la discrétisation spatiale et temporelle, et 

pour le couplage de la vitesse et de la pression. Il offre également une interface permettant 

de contrôler à tout moment l’état d’avancement des calculs. [74] 

• Le post processeur  

Le post processeur est l’élément qui permet de visualiser la géométrie et le maillage 

du domaine, mais surtout d’afficher les résultats obtenus. Il est ainsi possible de visualiser 

les champs de vecteur vitesse, les champs de pression, de turbulence ainsi que toutes les 

autres grandeurs calculées sur un segment, une section du domaine ou sur tout le volume. 

Il offre aussi la possibilité de tracer des courbes et de visualiser les lignes de courant ou 

la trajectoire de particules. 

4.6. ANSYS Fluent 16.0  

ANSYS FLUENT est un logiciel adaptatif de la mécanique des fluides numérique 

(CFD) qui permet de simuler le transfert de chaleur, la turbulence et les réactions. Le 

logiciel possède des capacités de calcul de haute performance et peut modéliser des 

structures bidimensionnelles et tridimensionnelles, des écoulements laminaires, 

transitoires, turbulents, des fluides incompressibles et compressibles. Fluent est 

également capable de produire des écoulements à l'état gazeux ou liquide tout en étant 

capable d'éditer les propriétés du fluide / solide. La version ANSYS utilisée dans ce projet 

est ANSYS 16.0. 

Le code commercial Fluent utilise la méthode des volumes finis, il résout les 

équations qui régissent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement, et de 

l'énergie. Les étapes de discrétisation sont les suivantes :  
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• Division du domaine en volumes de contrôle discrets en utilisant une grille de calcul. 

• Intégration des équations gouvernantes sur les volumes de contrôle individuels pour 

construire des équations algébriques pour les variables dépendantes discrètes (inconnues), 

telles que les vitesses, la pression, la température … 

• Linéarisation des équations discrétisées et solution du système d'équations linéaire 

résultant. 

4.6.1. Procédure de résolution numérique par « Fluent »  

Une fois que la géométrie est créée et les frontières sont définies, on exporte le 

maillage pour pouvoir effectuer une résolution numérique et discrétiser des équations 

intégrales qui traduisent la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de 

l’énergie (Figure 4.7). 

 

Figure 4. 7 Étape de la résolution numérique par Fluent. 
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4.7. Schéma de discrétisation 

 La discrétisation des équations consiste à transformer ces équations différentielles en 

un ensemble d'équations algébriques en utilisant des approximations de dérivées. 

𝐴. 𝑥 = 𝐵                                                                (4.13) 

Les variables de champ (stockées dans les centres de cellules) doivent être interpolées sur 

les faces des volumes de contrôle [76] 

∂(ρØ)

∂t
𝑉 + ∑ ρ𝑓V𝑓

𝑁 𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠
𝑓 Ø𝑓. A𝑓 = ∑ ΓØ∇Ø𝑓

𝑁 𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠
𝑓 . A𝑓 + SØ𝑉                (4.14) 

Fluent propose de nombreux schémas d'interpolation pour la discrétisation 

spatiale à savoir : 

➢ Schéma Upwind du 1er ordre « First-Order Upwind »   

➢ Schéma Upwind du 2ème ordre « Second-OrderUpwind »  

➢ Schéma à loi de puissance « Power Law » 

➢ Schéma QUICK « Quadratique Upwind Interpolation for Convective Kinetics »  

➢ Schéma «Bounded Central Differencing » 

➢ Schéma MUSCL « Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws» 

4.7.1. Méthodes d’interpolation de la pression sur les faces  

Les principales méthodes d'interpolation de la pression aux faces des cellules, 

proposées par Fluent sont [55] 

➢ Le schéma « Standard »  

➢ Le schéma « PRESTO » 

➢ Le schéma linéaire« Linear ». 

➢ Le schéma au Second-order 

➢ Le schéma Force de volume pondéré « Body Force Weighted » 

4.7.2. Choix des méthodes d'interpolations (Gradients) 

Les gradients des variables sont nécessaires pour évaluer les flux diffusifs, les 

dérivées de vitesse et pour des schémas de discrétisation d'ordre élevé. Les gradients des 

variables sur les faces des mailles sont calculés en utilisant une série de Taylor 

multidimensionnelle. Les gradients sont calculés dans ANSYS Fluent selon les méthodes 

suivantes [56] 
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∂(ρØ)

∂t
𝑉 + ∑ ρ𝑓V𝑓

𝑁 𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠
𝑓 Ø𝑓. A𝑓 = ∑ ΓØ∇Ø𝑓

𝑁 𝑓𝑎𝑐𝑒𝑠
𝑓 . A𝑓 + SØ𝑉               (4.15) 

➢ Green-Gauss cell-Based 

➢ Green-Gauss Node-Based 

➢ Least-Squares cell-Based 

4.7.3. Choix de la méthode de couplage Pression-Vitesse 

La résolution de l’équation de conservation de la masse et de conservation de la 

quantité de mouvement nécessite l’obtention, à chaque instant, d’un champ de pression 

et d’un champ de vitesse cohérents. 

Quatre algorithmes sont disponibles dans Fluent [76] 

➢ SIMPLE « Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations » : Schéma par 

défaut, robuste. 

➢ SIMPLEC « SIMPLE-Consistent » : Permet une convergence plus rapide pour les 

problèmes simples (écoulements laminaires sans utilisation de modèles physiques).  

➢ PISO « Pressure-Implicit with Splitting of Operators » : Utile pour des écoulements 

instationnaires ou pour des maillages contenant des cellules avec une asymétrie plus 

élevée que la moyenne « highlyskewed ». 

➢ FSM « Fractional Step Method » : est recommandé pour des écoulements 

instationnaires. Elle est utilisée avec le schéma NITA et présente des caractéristiques 

similaires à celles du schéma PISO 

4.8. Initialisation 

      Le choix adéquat des conditions initiales permet d’atteindre une solution stable et une 

convergence accélérée. 

4.8.1. Description du problème 

      La section suivante présente les deux cas de la configuration générale du modèle 

utilisé pour toutes les simulations. Il décrit la mise en œuvre d’un modèle quasi réel de la 

structure hydraulique existante dans le solveur CFD et présente la résolution des 

équations de Navier- Stokes pour un écoulement turbulent homogène isotrope. La 

simulation a été configurée dans ANSYS Fluent 16.0. 

Dans notre travail, On a étudié deux cas de même configuration géométrique avec 

les mêmes conditions aux limites, le changement réside dans le modèle de la turbulence 

(Figure 4.8). 
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La géométrie est constituée d’un tunnel de forme cylindrique d’une longueur de 3m 

et d’une section de 2 m et un canal trapézoïdale 12 m de long et de 3 m de hauteur, avec 

trois obstacles espacés de 3.0 m et de hauteurs différentes : 0.75m, 0.5m et 0.25m, 

Les dimensions du domaine d’étude ont été choisies sur la base d'une condition 

quasi-réelle. Ce dernier est situé à la sortie ouest de la ville de Batna (Figure 4.9).  

 

Figure 4. 8 La géométrie hydraulique complexe. 

 

Figure 4. 9 La géométrie réelle de notre étude. 
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4.8.2. Génération du maillage  

La génération d’une bonne qualité de maillage est essentielle pour obtenir des 

résultats précis, et signifiants. Avant d’entamer la simulation de la configuration de 

notre étude, on a testé plusieurs grilles afin de générer un bon maillage. 

Après plusieurs tentatives, on a  définitivement opté  pour le maillage final non 

structuré de la configuration, et ce pour sa qualité. Le maillage est très complexe à cause 

de la complication de la géométrie. Cela a demandé un temps très important pour 

achever sa réalisation finale. 

ANSYS a été utilisé pour construire le maillage de notre configuration d'environ 

235395 d’éléments surfaciques (Figure 4.10 et Figure 4.11). 

Ce maillage nous a permis d’obtenir des résultats satisfaisants. 

 

 

Figure 4. 10 maillage de la géométrie sur ANSYS. 
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Figure 4. 11 maillage de la géométrie sur Gambit. 

4.8.3. Conditions aux limites  

      Une fois que la géométrie et le maillage du domaine physique étudié sont définis, 

nous spécifierons les zones géométriques sur lesquelles nous allons appliqué les 

conditions aux limites. Les conditions aux limites sont utilisées selon les besoins du 

modèle. Les conditions d'entrée et de sortie sont définies comme entrée de vitesse et sortie 

de pression. Toutes les équations développées pour décrire un écoulement turbulent sont 

des équations aux dérivées partielles non-linéaires. Dans ce cas, l’écoulement est 

bidimensionnel, turbulent, instationnaire et incompressible. Les détails sur toutes les 

conditions aux limites sont produits dans le tableau comme indiqué ci-dessous : 
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• 1er  cas «Density-based solver » : 

Limites Entrée 
la surface 

libre 
la sortie 

Les 

parois et 

les 

obstacles 

Condition 

Vitesse 

d’entrée 

(Velocity inlet) 

Pression 

de la 

sortie 

(Pressure-

Outlet) 

Débit 

sortant 

(Outflow) 

Mur 

(Wall) 

Tableau 4. 1 Conditions aux limites imposées pour la 1erCas. 

• 2eme  cas « Pressure-based solver »: 

Limites Entrée 
la surface 

libre 
la sortie 

Les 

parois et 

les 

obstacles 

Condition 

Vitesse 

d’entrée 

(Velocity inlet ) 

Symétrie 

(Symétrie) 

Débit 

sortant 

(Outflow) 

Mur 

(Wall) 

Tableau 4. 2 Conditions aux limites imposées pour le 2eme Cas. 

4.9. Conclusion  

      La mécanique des fluides numérique (CFD, Computational Fluid Dynamics), utilise 

différentes méthodes numériques et un certain nombre d'algorithmes informatisés afin 

d’analyser et de résoudre  les problèmes qui impliquent l'écoulement des fluides. Dans ce 

chapitre nous avons présenté la méthode numérique des volumes finis qui utilise pour la 

discrétisation des équations aux dérivées partielles décrivant les écoulements turbulents 

dans un schéma hydraulique complexe. La technique de résolution comprend deux étapes 

importantes :  

• Le maillage qui consiste à diviser le domaine en plusieurs intervalles réguliers 

appelés volumes de contrôle. 

• La discrétisation qui consiste à intégrer les équations dans les volumes de contrôle. 

      Le dessin de la géométrie du modèle ainsi que le maillage, sont effectués avec le 

préprocesseur GAMBIT. Les calculs nécessaires pour simuler les écoulments turbulents 

définies par les conditions aux limites et les conditions initiales. La visualisation des 

résultats sont effectués par ANSYS Fluent 16.0. 
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Chapitre 5. Résultats des simulations numériques  

5.1.     Introduction 

      Ce dernier chapitre est consacré à la simulation des écoulements turbulents 

instationnaires générés par la présence d’obstacles dans un schéma hydraulique 

complexe, ceci dans le but de rendre compte,  de toute la complexité des phénomènes y  

ont été observés, comme : le décollement de la couche limite, la succession de vortex, les 

transferts thermiques locaux,  les zones de recirculation dans le sillage des obstacles. Les 

résultats obtenus s’articulent autour des profils dynamiques en utilisant les modèles 

numérique k-ε et RSM. Il ressort de ces résultats l’impact des écoulements turbulents sur 

des structures hydrauliques de protection contre les inondations et aux débordements de 

rivière. 

Dans cette étude, la résolution des équations de Navier- Stokes pour un écoulement 

turbulent instationnaire incompressible a été effectué en utilisant un pas de temps très 

court de l’ordre de ∆t=5.10-3. La configuration est bidirectionnelle. Elle est réalisée sur le 

code Fluent et on à travailler avec deux modèles de la turbulence, Les types de conditions 

imposées à ces limites sont les suivantes: 

Le premier Cas  :  

Le solveur basé sur la densité «Density-based solver » : 

• Condition en entrée : 

Le champ velocity inlet sera choisi pour définir la section d’entrée du tunnel. Nous 

choisirons une vitesse peu élevée de façon à obtenir un régime établi avant la sortie de 

l'écoulement, mais tout en conservant un nombre de Reynolds turbulent. De plus, le 

nombre de Reynolds défini par la relation :  

Re = ρUD/μ, est suffisamment élevé, de l’ordre de Re =2.29 × 106, ce qui est assez 

cohérent pour pouvoir étudier les courants secondaires dans l'écoulement.  
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    L’intensité de turbulence choisie est 5%.  

• Condition à la surface libre : 

 La condition de la surface libre est "pressure-outlet". 

• Condition à la sortie : 

      La condition de sortie est donnée par "outflow". 

• Condition aux parois et les obstacles : 

     Enfin les murs sont définis avec la condition "wall". 

Le deuxieme Cas  :  

Le solveur basé sur la pression « Pressure-based solver »: 

• Condition en entrée : 

Le champ velocity inlet sera choisi pour définir la section d’entrée du tunnel. Nous 

choisirons une vitesse peu élevée de façon à obtenir un régime établi avant la sortie de 

l'écoulement, mais tout en conservant un nombre de Reynolds turbulent. De plus, le 

nombre de Reynolds défini est suffisamment élevé, de l’ordre de Re =2.29 × 106, ce qui 

est assez cohérent pour pouvoir étudier les courants secondaires dans l'écoulement.  

    L’intensité de turbulence choisie est 5%.  

• Condition à la surface libre : 

L’écoulement étant diphasique (eau-air),  pour cela on utilise la méthode VOF (Volume 

Of Fluid) avec un schéma explicite. 

• Condition à la sortie : 

      La condition de sortie est donnée par outflow 

• Condition aux parois et les obstacles : 

     Enfin les murs sont définis avec la condition "wall". 
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• Choix du modèle : 

En effet, il est aussi intéressant de comparer entre les résultats obtenus par le modèle k-ε 

et le modèle RSM.  

     Nous fixons pour cela, comme conditions d'initialisation, des paramètres de turbulence 

faibles pour assurer une cohérence des résultats : 

• Taux de dissipation turbulente : 5.10-5 m2.s-3 

• Énergie cinétique turbulente : 5.10-5 m2.s-2 

Condition a la surface libre : condition de symétrie  

Une des méthodes de modélisation, souvent utilisée pour l'étude des courants secondaires, 

est de représenter la surface libre par une condition de symétrie qui implique qu'il n'y ai 

pas de flux entrant ou sortant au niveau de la surface et qu'elle soit donc immobile. Cette 

méthode, bien que très simplifié, permet tout de même d'observer les écoulements 

secondaires et les phénomènes turbulents.  

5.2. Mise en forme des résultats 

      Le profil étudié est un système composé d’une conduite et d’un canal trapézoidal 

constitué d’obstacles de formes trapézoïdal de différentes tailles. Les simulations ont 

permis de mieux définir l'aspect général de l'écoulement, d'examiner les rouleaux se 

produisant à proximité des obstacles et d'apprécier le comportement de l'écoulement 

turbulent instationnaire. 

5.2.1. Vitesses  

      La répartition des vitesses a été explorée sur différentes sections du système 

hydraulique complexe (Figure 5.1), en particulier: en amont des obstacles, à l'aval 

immédiat de la section contractée de l’entrée du tunnel, à l'aval immédiat de la section 

élargie de la sortie du tunnel, à l'amont droit des obstacles et enfin à l'aval immédiat des 
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obstacles. Les différents profils des vitesses obtenus sont indiqués sur les figures ci-

dessous 

 
 

Figure 5. 1 La répartition des vitesses pour le 1ercas. 

 

En analysant les résultats des simulations pour une vitesse moyenne d’entrée U = 1.5 m/s : 

• Premier Cas  

il apparaît, que dans la zone comprise entre l’entrée et la sortie du tunnel la répartition 

des vitesses est plus uniforme. Le profil devient parabolique avec une courbure du profil 

proportionnelle au gradient de pression à l’approche des obstacles.  

Sur les axes des obstacles la forme du profil longitudinal des vitesses change de 

nouveau. Au pied aval des obstacles, un changement brutal du profil des vitesses avec 

une apparition de zones de recirculationde petites tailles à faibles vitesses située dans les 

zones aval des obstacles. 

(Les zones de recirculation sont petites à cause de la distance entre les obstacles).  

Nous remarquons une augmentation de la vitesse dans la zone située près de 

l’obstacle atteignant la valeur initiale, puis une diminution de la vitesse derrière les 

obstacles dans les zones de recirculation,ou les régions de dépression. 

• Deuxième Cas  

Dans la zone comprise entre l’entrée et la sortie du tunnel la répartition des vitesses 

est plus uniforme.A la sortie du tunnel, un changement brutal du profil des vitesses avec 
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une apparition d’une zone de recirculation. Nous remarquons une diminution de la vitesse  

le long de canal trapézoïdal, dans la région de dépression. 

Les figures de 5.2 À 5.12 Présentent respectivement une étude qualitative des profils de 

vitesse dans les plans de simulation pour le premier cas. 

 

Figure 5. 2 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 1 x=0 

 

 

Figure 5. 3 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 2 x=3 
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Figure 5. 4 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 3 x=6 

 

Figure 5. 5 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 4 x=9 
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Figure 5. 6 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 5 x=10 

 

Figure 5. 7 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 6 x=2 
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Figure 5. 8  Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 7 x=5 

 

Figure 5. 9 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 8 x=8 
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Figure 5. 10 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 9 x=7 

 

Figure 5. 11 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 10 x=-2 
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Figure 5. 12 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 11 x=11.5 

Les figures de 5.13 à 5.23 présentent respectivement une étude qualitative des profils de 

vitesse dans les plans de simulation pour le deuxième cas. 

 

Figure 5. 13 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 1 x=0 
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Figure 5. 14 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 2 x=3 

 

 

Figure 5. 15 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 3 x=6 
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Figure 5. 16 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 4 x=9 

 

Figure 5. 17 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 5 x=10 
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Figure 5. 18 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 6 x=2 

 

Figure 5. 19 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 7 x=5 
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Figure 5. 20 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 8 x=8 

 

Figure 5. 21 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 9 x=7 
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Figure 5. 22 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 10 x=-2 

 

Figure 5. 23 Profil des vitesses pour une vitesse d’entrée de 1.5 m/s au point 11 x=11.5 
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5.2.2. Pressions : 

La répartition spatiale des pressions appliquées sur la face amont de la structure ainsi 

que leur évolution temporelle sont des facteurs importants. Les  pressions sont réparties 

de façon inégales dans notre système d’étude (Figure 5.24 et Figure 5.25). Elles prennent 

autant d’importance surtout lors du choc sur la face amont de l’obstacle comme montré 

sur lafigure ci-dessous.  

 

Figure 5. 24 Variation de pression dans le temps pour le premier cas. 

 

 

Figure 5. 25 Variation de pression dans le temps pour le deuxième cas. 
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Les pressions varientle long du tunnel et du canal avec un maximum à l’entrée du 

tunnel et une décroissance progressive  tout au long du canal. 

5.3. Influence des Obstacles  

l'écoulement se présente, dans l'ensemble, de la façon suivante : 

Dans la partie amont, l'écoulement a une vitesse moyenne U. On peut la considérer 

comme uniformément répartie sur toute la section . Dans la partie aval, l’écoulement 

occupe la section totale du  circuit hydraulique éxaminé avec une vitesse moyenne U 

différente de la vitesse amont.  

A l'aval immédiat des obstacles se forme des rouleaux à axe horizontal transversal. 

Ces rouleaux sont développés différemments selon l'écoulement. Sa longueur 

d'attachement augmente tout d'abord avec la vitesse moyenne mais elless son courtes , 

puis s’attenuent au dela de l’obstacle. 

5.4. Observations sur l'écoulement 

• Les trajectoires des particules permettent d'établir le tracé des lignes de courant 

comme illustré sur les figures ci-dessous.  

• Pour une vitesse moyenne de 1.5 m/s (Re=2.29*106) existe deux gradients 

importantes des vitesses pour les deux configurations (Figure 5.26 et Figure 5.27). 

• Au fur et à mesure que les vitesses moyennes augmentent, la configuration du rouleau à 

l’aval des obstacles évolue (Figure 5.26). 

• Les rouleaux sont toujours stables, les échanges avec l'écoulement extérieur sont très réduits. 

Dans la partie inférieure des rouleaux, les vitesses sont très faibles. 

• on observe l'apparition d'une turbulence dans le rouleau  

• Nous remarquons que les zones de recirculations sont très importante avant, et juste après 

l’obstacle. 

• Pour ledeuxième cas le point d'attachement  sur les obstacles qui montre les effees 

de la surface libre (Figure 5.27).  
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Figure 5. 26 Gradient des vitesses pour le premier cas. 

 

 

Figure 5. 27 Gradient des vitesses pour le deuxième cas. 
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5.5. Énergie cinétique turbulente et variation de la température  

Cette phase de notre travail de recherche consiste à choisir les modèles de turbulence 

avec lesquels nous allons essayer d’approcher les phénomènes de transport de masse, 

d’énergie et de quantité de mouvement et de les quantifier. Tout d'abord, il faut spécifier 

que nous travaillons en 3D avec les coordonnées (x, y, z). Nous nous plaçons dans 

l'hypothèse d'un fluide newtonien visqueux incompressible (avec ρ = 0 et viscosité µ 

constante).  

Les résultats obtenus avec le logiciel commercial Fluent pour les six modèles de 

turbulence choisis à savoir RNG-𝑘 − 휀, k−ϵ standard, SST k−ω, transition SST, RSM, 

k−ω standard sont comparés entre eux. 

  Ainsi, cette étude tente d'analyser la propagation de l'énergie qui résulte de 

l'interaction d'effets non linéaires et de la tridimensionnalité du phénomène de turbulence. 

L’étude numérique tridimensionnelle de l’énergie cinétique turbulente que nous 

avons réalisé dans le système hydraulique complexe avec obstacles, en utilisant 

l’approche RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes ), nous a permis d'analyser et 

comprendre les phénomènes en se concentrant sur les différents transferts qui se 

produisent le long de l’écoulement : transfert d’énergie entre les mouvements fluctuants 

et moyens, la transformation de l’énergie cinétique de la turbulence liée au mouvement 

fluctuant en agitation à l’échelle moléculaire, c’est à dire en chaleur. 

Les résultats obtenus par l’approche RANS sont illustrés par les figures (5.28, 5.29, 5.30, 

5.31, 5.32, 5.33, 5.34, 5.36, 5.37, 5.38, 5.39). 

Les résultats obtenus montrent que les modèles RNG- k−ϵ et SST k−ω donne de 

meilleures estimations de l’énergie cinétique turbulente par rapport aux autres modèles, 

en l’occurrence : transition SST, RSM, k−ϵ standard.  

Comme on peut le voir l’énergie cinétique turbulente contenue dans les échelles 

(fluctuations turbulentes) au voisinage des parois est faible et que la dissipation a une 

condition limite non nulle. Les écoulements turbulents sont influencés par la présence de 

parois (couche limite). La turbulence n’est pas pleinement développée dans cette zone, 

notamment à l’entrée du tunnel et du canal découvert (non-équilibre entre la Production 
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et la Dissipation turbulente), l’importance des effets de viscosité va être renforcée à cause 

des effets de bas Reynolds. Loin de ces parois, l’énergie cinétique de turbulence atteint 

sa valeur maximale. La dissipation de la turbulence dynamique (zone de turbulence 

pleinement développée (en régime stationnaire)) est plus forte. Dans le dispositif 

représenté par une série d’obstacles de tailles variables (fig.5.31, 5.32), l’intensité de la 

turbulence n’est pas très prononcée, elle est négligeable à l’entrée du dispositif 

expérimental mis en place, son développement n’a lieu qu'au   voisinage de l’obstacle ou 

elle s’intensifie rapidement par la production de l’énergie cinétique turbulente eu égard 

aux gradients de vitesse moyenne importants. Un fractionnement longitudinal de la 

dissipation y est également observé surtout lors du changement de topologie du champ de 

vitesse moyen. Les effets non-hydrostatiques sont importants, et donc modifient la 

hauteur d’eau, en aval des obstacles, générant des sillages (cisaillement) et des tourbillons 

de différentes tailles (fig. 5.34). 

5.6. L’énergie cinétique de turbulence 

La variation des contours de l'énergie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) 

obtenue, pour les cas de modèles de turbulence est illustrée sur les figures.  

On remarque que cette énergie est maximale et en aval des obstacles et à la l’entrée 

du tunnel dans les deux modèles k−ϵ et k−ω et elle est concentrée au-dessus des obstacles. 

En revanche, cette énergie cinétique est minimale et quasiment nulle dans le modèle 

RSM et au voisinage de la surface libre. On peut noter aussi que la quantité d'énergie 

cinétique turbulente est plus forte et avec l’augmentation du nombre de Reynolds et de la 

température dans le modèle SST k−ω avec la vitesse de 1.5 m/s. 

 

Figure 5. 28 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle 

RNG- k−ϵ pour V=1.5m/s à T=300 kelvin (K). 
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Figure 5. 29 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle k−ϵ 

standard pour V=1.5m/s à T=300 kelvin (K). 

 

 

Figure 5. 30 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle RNG- 

k−ϵ Pour V=0.02m/s à la température T=400 kelvin (K). 
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Figure 5. 31 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle RNG- 

k−ϵ Pour V=0.02m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 32 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle k−ϵ 

standard pour V=0.02m/s à la température T=400 kelvin (K). 
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Figure 5. 33 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle k−ω 

standard Pour V=1.5 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 34 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle SST 

k−ω  pour V=1.5 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 35 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle SST 

k−ω  pour V=0.02m/s à la température T=400 kelvin (K). 
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Figure 5. 36 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle SST 

k−ω  Pour V=0.02 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 37 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle RSM  

pour V=0.02 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 38 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle RSM  

pour V=1.5m/s à la température T=300 kelvin (K).  
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Figure 5. 39 Energie cinétique de turbulence dans le plan (Y, Z) pour le modèle transition 

SST pour V=1.5m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

5.7. Profils des températures 

Cette étude s’intéresse aussi à la compréhension de l’organisation de la turbulence 

en relation avec les mécanismes de transfert et sur les interactions vitesse-température 

dans les transferts turbulents de chaleur. La température n'est souvent qu'un scalaire passif 

et dépend du champ de vitesse de l’écoulement. Lorsque les écarts de températures sont 

grands, l’écoulement peut devenir turbulent en convection naturelle. 

En présence de variations de température, la masse volumique d’un fluide évolue. La 

différence de température induit une différence de masse volumique qui met le fluide en 

mouvement. En retour, le mouvement du fluide tend à homogénéiser le champ de 

température par la convection qu’il induit. La poussée hydrostatique constitue le lien entre 

le champ de température et le champ de vitesse et traduit le couplage entre la dynamique 

et la thermique. 

La distribution du champ des températures pour les modèles de turbulence étudiés 

est présentée sur les figures ci-dessous au plan (Y, Z). On remarque que cette distribution 

des champs de température est prolongée dans la partie aval du système hydraulique. On 

voit clairement une augmentation forte de la température aux alentours des obstacles et 

les parois là où la condition de température est imposée.  
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On observe aussi une décroissance plus ou moins rapide des températures selon les 

configurations étudiées. 

Les figures (42 ,43) présentent les champs de température le long du plan 

d'écoulement. Elles montrent les températures obtenues par le modèle RNG-k- ε à faible 

vitesse, sont bien supérieures à celles obtenues par le modèle RNG-k-epsilon à forte 

vitesse et k-휀 standard (voir figures 40 et 41). En comparant les températures suivantes, 

on remarque que la plus faible température est celle obtenue avec les modèles RSM. k- 휀, 

standard k−ω SST (figures 44, 48, 49)  où elle atteint son minimum à 300K, alors que la 

valeur maximale de la température est celle température simulée avec les modèles RNG-

k-epsilon et k−ω SST (figures 42, 43, 47) à la température de 400 K.  

 

Figure 5. 40 Contours des températures dans le plan (Y, Z) du modèle RNG- k−ϵ pour 

V=1.5m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 41 Contours des températures dans le plan (Y, Z) du modèle k−ϵ standard 

pour V=1.5m/s à la température T=300 kelvin (K). 
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Figure 5. 42 Contours des températures dans le plan (Y, Z) du modèle RNG- k−ϵ Avec 

V=0.02m/s à la température T=400 kelvin (K). 

 

Figure 5. 43 Contours des températures dans le plan (Y, Z) du modèle RNG-k−ϵ pour 

V=0.02m/s à la température T=300 kelvin (K). 
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Figure 5. 44 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle k−ϵ standard 

pour V=0.02m/s à la température T=400 kelvin (K). 

 

Figure 5. 45 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle 

k−ω   standard pour V=1.5 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 46 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle SST 

k−ω   pour V=1.5 m/s à la température T=300 kelvin (K). 
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Figure 5. 47 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle 

SST k−ω  pour V=0.02 m/s à la température T=400 kelvin (K). 

 

Figure 5. 48 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle SST 

k−ω  pour V=0.02 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 49 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle RSM pour 

V=0.02 m/s à la température T=300 kelvin (K). 

 

Figure 5. 50 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle RSM  pour 

V=1.5 m/s à la température T=300 kelvin (K). 
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Figure 5. 51 Contours des températures dans le plan (Y, Z) pour le modèle transition 

SST pour V=1.5m/s à la température T=300 kelvin (K). 

5.8. Conclusion 

      L’un des enjeux autour de ce sujet de recherche est de pouvoir reproduire par 

simulation numérique les écoulements turbulents instationnaires dans un canal 

trapézoïdal à surface libre et un tunnel circulaire. La seconde partie du travail a été 

consacrée aux simulations numériques à l’aide du code de calcul Fluent. Ces simulations 

s’appuient sur les approches Reynolds-Averaged Navier-Stokes(RANS).  

      Sa finalité opérationnelle est d'apporter des éléments de connaissance sur l'impact des 

écoulements turbulents sur des structures hydrauliques de protection contre les 

inondations et aux débordements de rivière. 

      Nous nous sommes intéressés particulièrement aux caractéristiques hydrauliques des 

écoulements et à la longueur des recirculations, sous forme de rouleaux transversaux, 

générés à l’aval des obstacles érigés en travers du canal par l’accroissement des vitesses. 

Ces obstacles créent de fortes perturbations dans l’écoulement, modifiant la structure de 

l’écoulement. 

      L’écoulement dans le rouleau aval quant à lui évolue ainsi : lorsque les vitesses 

moyennes, de l'ordre1,5 m/s, le Reynolds est (Re=2.29*106). Dans le premier cas : on 

observe un écoulement instable sur les faces amont et aval des obstacles. Cette instabilité 

se développe vers les recirculations, les zones avals deviennent très perturbées, les parties 

amont et aval comportent toutes les deux des courants secondaires de tailles 

proportionnelles à la hauteur de l’obstacle.  
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      L’existence d’une relation de proportionnalité entre la surface libre et la zone de 

recirculation, est justifiée par le rétrécissement de la zone de recirculation dans le 

deuxième cas. 

      Ces résultats montrent l’influence des obstacles et les effets de la surface libre.  

      On retrouve le même comportement général pour les modèles de turbulence utilisés, 

avec néanmoins quelques différences. Mais la différence la plus importante se trouve au 

niveau des zones de recirculation au voisinage des obstacles que seuls les modèles : 

k−ω SST, k- 𝜺 standard et RNG-k-𝜺    parviennent à capturer correctement. 

      Cette étude tend donc à montrer que les modèles : k−ω SST, k- 𝜺 standard et RNG-k-

𝜺 , testés avec plus ou moins de succès dans le domaine de la turbulence homogène 

isotrope, sont les plus appropriés pour modéliser la turbulence de l'écoulement dans un 

système hydraulique complexe. 
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Conclusion générale 

Ce travail de thèse est une étude numérique des écoulements turbulents 

instationnaires tridimensionnels incompressibles à surface libre en tenant compte de la 

présence d’obstacles dans un ouvrage hydraulique complexe composée d’un tunnel et 

d’un canal non prismatique.  

L’objectif du travail présenté réside dans l’implémentation d’un modèle capable 

de prédire cet écoulement et à la compréhension des mécanismes physiques régissant les 

écoulements qui se développent dans ce type de géométrie. En mettant le point sur 

l’influence des obstacles et les effets de la surface libre, les deux modèles de turbulence 

(k-ε et RSM) sur le champs dynamique ( pression, vitesse) sont utilisés à titre comparatif.  

L’originalité et l’intérêt de cette étude viennent de la modélisation numérique des 

écoulements monophasiques turbulents instationnaires dans les ouvrages hydrauliques se 

caractérisant par une géométrie complexe. 

Concernant notre géométrie, elle s'inspire de l'exemple d'un projet réalisé pour la 

protection des villes contre les risques des crues et des inondations. Elle est représentée 

par un canal trapézoïdal de 12 m de long et de 3 m de hauteur, avec trois obstacles espacés 

de 3.0 m et de hauteurs différentes, le tunnel est d’une longueur de 3m et d’une section 

de 2 m. 

L’emploi du code de calcul CFD avec un maillage non structuré réalisé avec un 

logiciel Fluent 16.0 a permis d’obtenir des résultats probants et crédibles [77][78][79]. Le 

code en question consiste à résoudre les équations régissant l’écoulement turbulent, d’un 

fluide newtonien incompressible dans les géométries complexes. Ce code qui repose sur 

les équations de Navier –Stokes résout le problème à l’aide de l’approche Reynolds-

Averaged Navier-Stokes (RANS). 

Les simulations ont été effectuées pour deux modèles de turbulence (k-ε et RSM) 

avec une meme vitesse d’entrée (1.5 m/s) afin de montrer leurs influences sur les 

carartéristiques de l’écoulment. 
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L’étude des écoulements secondaires a permis de monter la complexité des 

écoulements turbulents dans les ouvrages hydrauliques complexes, intégrant des 

obstacles de forme trapézoïdale et de tailles variables. 

Les résultats obtenus par simulation numérique en présence de ces obstacles 

confirment le rôle des modèles de turbulence utilisés, notamment k-ε et k-𝝎 à traduire de 

manière fidèle la dynamique des écoulements turbulents homogènes isotropes. 

L’énergie cinétique dont la répartition est illustrée par différentes figues est 

fortement influencée par le nombre de Reynolds et les grandes températures allant 

d’environ 27°C à  

127 °C. 

Les résultats montrent aussi, de manière éloquente, l’influence des vitesses (fig. ) sur 

la distribution des températures le long de l’écoulement, entrainant une  forte 

augmentation  de celles-ci, notamment au pieds des obstacles et des murs du tunnel. 

Perspectives 

Les résultats des champs de vitesses et de pressions que nous avons obtenus dans 

l’ouvrage hydraulique doivent donc être confirmés en comparant les résultats de nos 

simulations avec les résultats expérimentaux. Ils peuvent aussi être complétés par d’autres 

études, telles que l’influence de la surface libre, la pente et la variation de la forme des 

obstacles sur le champ de vitesse. 
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