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Notations

Bt, BBt : dérivée partielle par rapport au variable de temps.
Bj , B

Bxj
: dérivée partielle par rapport au variable d’espace.

� : le produit scalaire .
F puq,pu : la transformé de Fourier de u.
S : l’espace de Schwartz.
S 1 : l’espace des distributions tempérées .
Hs : l’espace de Sobolev .
W 1,8 : l’espace des fonctions de régularité Lipschitz.
Mp�N pRq : l’espace des matrices avec p lignes et N colonnes.
MN pRq : l’espace des matrices carrées d’ordre N .
B� : l’adjoint de la matrice B.
kerB : le noyau de la matrice B.
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Introduction

La problématique du travail de la thèse consiste à faire une étude en direction des
systèmes d’équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre de type hy-
perbolique, en multi-dimension d’espace, dans un ouvert à bord que l’on couple avec
des conditions homogènes et non homogènes sur le bord de l’ouvert ainsi que des
conditions initiales sur l’hypersurface tt � 0u. Le cas traité est celui où l’opérateur
des équations de l’intérieur est symétrisable au sens de Friedrichs et est caractéris-
tique par rapport au bord de l’ouvert.
On considère L l’opérateur différentiel linéaire du premier ordre à coefficients va-
riables dans le cas des systèmes de la forme suivante :

Lpt,x,Bt,Bxqu :� Btu�
ḑ

j�1
Ajpt,xqBju� F,

où la variable d’espace x vit dans un ouvert régulier Ω de Rd situé localement d’un
seul coté de sa frontière BΩ.
Pour simplifier l’exposé, par transport par cartes locales, on se place dans le cas où
l’ouvert Ω est le demi-espace

Ω: � tx� py,xdq,y � px1, . . . ,xd�1q P Rd�1,xd ¡ 0u,

BΩ: � tx P Rd : xd � 0u.
Les coefficients Aj �Ajpt,xq pour j � 1 . . . ,d, sont des fonctions définies dans R�Ω
à valeurs dans l’espace des matrices réelles N �N . L’inconnue upt,xq et le terme
source F pt,xq sont à valeurs dans CN .
Selon l’inversibilité de la matrice Adpt,xq sur le bord BΩ il y a deux cas :
- Le cas non caractéristique si la matrice est inversible pour tout pt,xq P R�Ω.
- Le cas caractéristique si la matrice est singulière qui est le cas traité dans cette
thèse.
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Introduction

On s’intéresse ici à des conditions de bords générales de la forme

Bu|xd�0 �G sur R�BΩ,

et des conditions initiales de la forme

u|t�0 � u0 dans Ω,

où B � Bpt,yq est une matrice p�N à coefficients réels (l’entier p sera précisé
plus loin) et G � Gpt,xq , u0 � u0pxq sont à valeurs vectorielles dans Cp et CN

respectivement.
Dans ce manuscrit on s’intéressera à des problèmes mixtes de la forme$''&''%

Lu� F dans r0,T s�Ω,
Bu�G sur r0,T s�BΩ,
u|t�0 � u0 dans Ω,

(0.1)

Cette thèse se divise en deux majeures parties, qui sont autant de travaux menés à
terme .

1. La problématique de la première partie est d’étudier les questions d’existence
locale, d’unicité pour des problèmes mixtes Friedrichs symétrisable, caracté-
ristique de multiplicité constante lorsque les coefficients de l’opérateur des
équations de l’intérieur sont à régularité Lipschitz et la matrice de bord B

satisfait une condition de structure minimale pour les problèmes mixtes, dite
condition de Lopatinski uniforme (UKL) [13] qui joue un rôle crucial dans
l’étude des problèmes mixtes hyperboliques. En effet, Kreiss [13] a démontré,
dans le cas où l’opérateur est strictement hyperbolique avec des coefficients
de classe C8, et des conditions aux limites non caractéristique, que la condi-
tion de Lopatinski uniforme (UKL) est nécessaire et suffisante pour que le
problème (2.1) soit fortement bien posé dans L2 (voir la Définition 1.3.2).
Par fortement bien posé, on entend que le problème admet une unique so-
lution qui vérifie une estimation d’énergie L2 sans perte de dérivées avec les
termes sources F , G , et u0 en utilisant une outil algébrique appelé depuis
˝symétriseur de Kreiss  ̏[13].
Ces questions ont également obtenu des éléments de réponse dans le cas non
caractéristique avec des coefficients peu réguliers avec les travaux de Benzoni-
Gavage et Serre [1], Coulombel JF [4] et Mokrane AZ [21] ou plus récemment
G.Métivier [20] . Les obstacles inhérents à ce type de problème proviennent
de la difficulté à établir que le problème soit bien posé dans L2, car il faudra,
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d’une part, justifier les produits des coefficients avec les dérivées des solutions
dans les espaces de distributions appropriés, et d’autre part, établir des esti-
mations à priori sans perte de dérivées. Pour affronter ces contraintes, nous
devons faire appel à des techniques fines d’analyse fonctionnelle comme la
théorie des opérateurs paradifférentiels de J.M. Bony [2] qu’il faudra adapter
au contexte particulier envisagé.
Dans le cadre de la problématique de la première partie de la thèse, les ré-
sultats obtenus ont fait l’objet d’un article publié intitulé A Well-Posedness
Result of a Characteristic Hyperbolic Mixed Problem (cf.[22]).

2. La seconde partie est consacrée à l’étude des questions d’existence locale,
d’unicité pour un problème mixte caractéristique à coefficients constants pour
lesquels la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est plus vérifiée . Plus
particulièrement on s’intéressera à des problèmes mixtes qui satisfont à une
version faible de cette condition. En effet, il a été montré notamment par
Sablé-Tougeron [29] et Coulombel [5, 7] que, malgré le fait que la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme ne soit pas vérifiée de façon uniforme, le problème
aux limites peut être faiblement bien posé dans L2. Par faiblement bien posé,
on entend que la solution u du problème aux limites admet une estimation
d’énergie avec perte de dérivées (la solution est moins régulière que les termes
sources).
Les problème aux limites de la classe WR (cf.la référence [6] pour la définition)
sont des problème faiblement bien posés (dans la classe WR la différence de
régularité est d’une dérivée sur le bord et d’une dérivée à l’intérieur).
Le premier but fixé dans cette partie a été de généraliser le résultat obtenu par
M.Eller [8] qui a considéré le cas des problème aux limites non caractéristique
où l’opérateur L est hyperbolique à multiplicité constante. Notre résultat
s’étend au cas caractéristique dans le cas où l’opérateur est symetrisable au
sens de Friedrichs.
La nouveauté réside dans le fait que en utilisant les idées de [16, 5, 10],
nous n’invoquons pas de techniques supplémentaires comme le symetriseur
de Kreiss.
Le second but dans cette partie a été de prolonger l’analyse à un problème
mixte avec une donnée initiale non nulle où la variable du temps vit dans
r0,T s. Ce résultat a fait l’objet d’un article publié intitulé Weakened Well-
Posedness of a Hyperbolic Characteristic Boundary Value Problem (cf.[23])
et beaucoup d’aspects de ce thème restent des questions encore ouvertes .

Notre travail de thèse se présente en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous
introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans les différents chapitres ; nous rap-
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Introduction

pelons le calcul paradifferentiel de J.M. Bony [2], et enfin nous présentons quelques
notions et des résultats préliminaires ; essentiellement des rappels de techniques uti-
lisées dans les chapitres suivants.
Le deuxième chapitre comporte deux principaux résultats. Dans le premier résultat,
nous donnons une démonstration complète du caractère fortement bien posé pour des
problèmes mixtes à coefficient Lipschitz qui satisfont la condition Kreiss-Lopatinskii
uniforme. Cette démonstration se décompose en quelque étapes. On établit d’abord
des estimations a priori pour des solutions régulières du problème (0.1) sans condi-
tions initiales. Ensuite on construit une solution faible du problème aux limites et on
conclut que la solution faible est en fait une solution forte au sens que l’on précisera
par la suite et enfin la résolution du problème mixte (0.1) homogène (u0 � 0) et non
homogène (u0 � 0).
Dans le second résultat, nous montrons en outre que les problèmes mixtes à coeffi-
cient Lipschitz qui satisfont la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est fortement
bien posé même pour F P L1pr0,T s,L2pΩqq.
Dans le troisième chapitre, nous abordons la deuxième partie de notre travail. Elle
concerne l’étude du caractère faiblement bien posé pour des problèmes mixtes à
coefficients constants qui satisfont une version affaiblie de la condition de Kreiss-
Lopatinski uniforme, notée s-WKL ( voir Définition 3.1.1).
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1 Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels utilisés

Dans toute la suite, on considérera l’ouvert

Ω: � tx� py,xdq,y � px1, . . . ,xd�1q P Rd�1,xd ¡ 0u,

de bord
BΩ: � tx P Rd : xd � 0u.

On notera Q�R�Ω et Σ�R�BΩ. Pour T ¡ 0 fixé, on définit aussi QT � r0,T s�Ω
et ΣT � r0,T s�BΩ.

Definition 1.1.1. (Espace de Sobolev) Pour s P R et γ ¥ 1 on définit l’espace de
Sobolev HspRdq des distributions tempérées u muni de la norme

∥u∥2
s,γ :� 1

p2πqd
»
Rd
λ2s,γpξq|ûpξq|2dξ, λs,γpξq :� pγ2� |ξ|2qs{2,

où û désigne la transformé de Fourier de u .

X étant Q où Σ, on définit l’espace de Sobolev Hs
γpXq � eγtHspXq muni de la norme

}u}Hs
γpΣq :� }e�γtu}s,γ .

On définit aussi l’espace L2�R�,HspΣq� muni de la norme

~u~2
s,γ :�

»
R�

}up.,xdq}2s,γdxd. (1.1)

Dans le cas s � 0, on note par L2
γpΣq l’espace H0

γpΣq :� et par L2
γpQq l’espace

L2�R�,H0
γpΣq

�
.
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1 Préliminaires

On considère l’opérateur différentiel L défini par

Lpt,x,Bt,Bxq :� B.
Bt �

ḑ

j�1
Ajpt,xq B.Bxj (1.2)

Pour tout γ ¥ 0, on définit Lγ l’opérateur différentiel eγtLe�γt :� L�γIN .
Tout au long de cette thèse, nous utiliserons l’espace

HγpQq � tv P L2
γpQq : Lγv P L2pQqu.

Nous rappelons un résultat qui sera essentiel pour la suite.

Lemme 1.1.2. L’espace C80 pQq est dense dans HγpQq et l’opérateur de trace uÑ
Adu|Σ est bien défini et continu de HγpQq à valeurs dans H�1{2

γ pΣq.

On renvoie à [3, 28] pour une démonstration dans le cas γ � 0.

1.2 Calcul paradifferentiel à paramètre

Comme la régularité des coefficients est limitée, nous allons utiliser le calcul paradif-
férentiel de J.M. Bony [2]. Nous rappelons dans ce qui suit l’essentiel des résultats
à utiliser de la théorie inspirés de la version du calcul symbolique à paramètre que
l’on pourra trouver dans les références [21, 17].

1.2.1 Calcul paradifferentiel à paramètre dans Rd

Definition 1.2.1 (Classe des symboles paradiffèrentiels Γmk pRdq, k � 0,1).
Soit m P R, on désigne par Γm0 pRdq (resp. Γm1 pRdq) l’espace des fonctions
a : Rd �Rd � r0,�8r Ñ C, px,ξ,γq Ñ apx,ξ,γq qui sont C8 en ξ P Rd et véri-
fient : pour tout α P Nd, il existe Cα ¡ 0 pour lequel :

@pξ,γq P Rd�R��
��Bαξ ap., ξ,γq��L8 ¤ Cαλ

m�|α|,γpξq, (1.3)

resp :
���Bαξ ap., ξ,γq���

W 1,8
¤ Cαλ

m�|α|,γpξq.
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1.2 Calcul paradifferentiel à paramètre

Definition 1.2.2 (Classe des symboles paradifférentiels Σm
k pRdq, k � 0,1). On

désigne par Σm
0 pRdq (resp. Σm

1 pRdq) l’espace des fonctions a P Γm0 pRdq (resp. a P
Γm1 pRd)) telles que pour ε P s0,1r satisfont à la propriété

@pξ,γq, SuppFxap., ξ,γq �
!
ζ P Rd{|ζ| ¤ εpγ2�|ξ|2q1{2

)
.

où Fx désigne l’opérateur de Fourier relativement à la première variable.

Remarque 1.2.3. Les symboles a P Σm
k pRdq sont de classe C8 en px,ξq et par

conséquent a appartient à la classe de symboles de Hörmander Sm1,1 [11] et on peut
définir l’opérateur pseudo-différentiel Opγpaq associé à a par la formule :

@u P SpRdq, @x P Rd, Opγpaqu :� 1
p2πqd

»
Rd
eix.ξapx,ξ,γqpupξqdξ.

Definition 1.2.4. Soit m P R et γ ¥ 1. On dira que la famille d’opérateurs tP γu
est d’ordre ¤m si :
Pour tout s P R, il existe une constante Cs telle que

@γ ¥ 1, @u PHs�mpRdq,}P γu}s,γ ¤ Cs}u}s�m,γ .

Théorème 1.2.5. Pour a P Σm
k pRdq, m P R, la famille des opérateurs tOpγpaqu est

d’ordre ¤m .

Étant donné un symbole dans la classe Γmk pRdq, il est possible de réaliser un symbole
dans la classe Σm

k pRdq à travers la construction suivante :

Definition 1.2.6. Soit ψ : Rd�Rd�r1,�8rÑ r0,�8r fonction de classe C8 telle
que pour tout α,β P Nd :

@pζ,ξ,γq
���Bαζ Bβξ ψpζ,ξ,γq���

L8
¤ Cα,βλ

�|α|�|β|,γpξq.

On dit que ψ est admissible si il existe ε1, ε2 tel que 0  ε1   ε2   1 vérifiant

ψpζ,ξ,γq � 1 si |ζ| ¤ λ1,γpξq ,

ψpζ,ξ,γq � 0 si |ζ| ¥ λ1,γpξq.

9



1 Préliminaires

Proposition 1.2.7. Soit a P Γmk pRdq et ψ une fonction admissible. Posons

σχa px,ξ,γq �
»
Rd
Kψpx�y,γqapy,ξ,γqdy

où Kψ est la transformée de Fourier inverse de ψp., ξ,γq. Alors

1. σχa P Σm
k pRdq.

2. Si Γm1 pRdq, alors a�σχa P Γm�1
0 pRdq et si ψ1 et ψ2 sont deux fonctions ad-

missibles alors σχ1
a �σχ2

a P Σm�1
0 pRdq

Definition 1.2.8. Soit a P Γm1 pRdq et ψ une fonction admissible. On définit l’opé-
rateur paradifférentiel T γ,χa par la formule

T γ,χa �Opγpσχa q.

L’opérateur T γ,χa est d’ordre ¤m.

Proposition 1.2.9. Pour a P Γm1 pRdq et χ1,χ2 deux fonctions admissible, on a
T γ,χ1
a �T γ,χ2

a d’ordre ¤m�1.

Compte tenu la proposition ci-dessus, nous fixons sans perte de généralité, la même
fonction admissible pour tous les opérateurs paradifférentiels considérés et par la
suite, on omettra donc l’exposant chi dans T γ,χa .
L’intérêt de l’utilisation du calcul paradifférentiel de J.M. bony, dans ce cadre vient
du fait que l’on dispose d’un calcul symbolique résumé dans la proposition suivante

Proposition 1.2.10. 1. Soient a P Γm1 et b P Γm1

1 pRdq, alors ab P Γm�m
1

1 pRdq et
T γa �T γb �T γab d’ ordre ¤m�m1�1.

2. Soit a P Γm1 pRdq, alors pT γa q��T γa� d’ordre ¤m�1.

Remarque 1.2.11. Chaque fonction a dans W 1,8 peut être considérée comme un
élément du classe Γ0

1, et la multiplication avec a définit un opérateur linéaire borné
dans L2.

De plus, si l’on compare l’opérateur de multiplication avec a et T γa et nous avons le
résultat très important suivant :

10



1.2 Calcul paradifferentiel à paramètre

Théorème 1.2.12. Il existe C ¡ 0 tel que pour tout a P W 1,8pRdq, u P L2pRdq,
γ ¥ 1, on ait :

}au�T γa u}L2pRdq ¤
C

γ
}a}W 1,8pRdq}u}L2pQq,

}aBxk
u�T γa Bxk

u}L2pRdq ¤ C}a}W 1,8pRdq}u}L2pRdq k � 0,1, � � � ,d�1, Bx0 :� Bt.

1.2.2 Calcul paradifférentiel à paramètre dans le demi espace
R�Ω

Le calcul paradifférentiel présenté ci-dessus est attaché aux symboles définis par
rapport aux variables tangentielles pt,yq PΣ�R�Rd�1. On l’étend au demi-espace
Q�R�Ω, en introduisant la variable xd jouant le rôle de paramètre [21, 17, 4]).

Definition 1.2.13. Soit m P R, on désigne par Γmk pQq, pour j � 0,1 l’espace des
fonctions apt,y,xd,η,γq qui définit sur Q�Rd�r1,�8r tel que l’application xd ÞÑ
ap.,xd, .q est bornée dans Γmk pRdq.

On définit l’opérateur paradifférentiel T γa par la formule

@u P C80 pQq,@xd ¥ 0,pT γa uqp.,xdq :� T γap.,xdq
up.,xdq.

En utilisant le Théorème 1.2.12 et en intégrant par rapport à xd ¥ 0, il vient

Théorème 1.2.14. Il existe C ¡ 0 tel que pour tout a P W 1,8pQq, u PL2pQq, γ ¥ 1,
on ait :

}au�T γa u}L2pQq ¤
C

γ
}a}W 1,8pQq}u}L2pQq,

}aBxk
u�T γa Bxk

u}L2pQq ¤ C}a}W 1,8pQq}u}L2pQq, k � 0,1, � � � ,d�1, Bx0 :� Bt.

Remarque 1.2.15. Les opérateurs paradifferentiels utilisés s’étendent de façon na-
turelle aux fonctions à valeurs vectorielles ou matricielles. On adoptera sans perte
de généralité les mêmes notations pour ce type d’opérateurs.
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1 Préliminaires

1.2.3 L’inégalité de Gärding

Enfin, on aura besoin de l’inégalité de Gärding. On présente ici dans la version à
paramètre dans le cas matriciel.

Proposition 1.2.16. Considérons la fonction matricielle px,ξ,γq Ñ apx,ξ,γq à va-
leurs dans l’espace des matrices MN pCq de régularité Γm1 pRdq. Supposons que il
existe C0 ¡ 0 tel que :

@px,ξ,γq P Rd�Rd�r1,�8r
ℜeapx,ξ,γq :� 1

2papx,ξ,γq�a
�px,ξ,γqq ¥ C0λ

m,γpξqICN .

Alors pour 0  C   C0 il existe γ0 ¥ 1 tel que

@γ ¥ γ0,@u P C80 pRdq ℜexT γa u,uyL2 ¥ C }u}2m{2,γ .

1.3 Les problèmes mixtes fortement bien posés et
faiblement bien posés dans L2

En premier lieu on introduit la notion de fortement bien posé pour des problèmes
mixtes non caractéristiques (cas où la matrice Ad est inversible).

Definition 1.3.1. On dit que le problème (0.1) est fortement bien posé dans L2 dans
le cas non caractéristique si l’estimation suivante est satisfaite pour toute solution
u assez régulière et pour un paramètre γ assez grand

γ∥u∥2
L2

γpQT q
� ∥u|xd�0∥2

L2
γpΣT q

� e�2γT∥upT q∥2
L2pΩq

¤ C

�
1
γ
p∥Lu∥2

L2
γpQT q

�∥Bu|xd�0∥2
L2

γpΣT q
�∥u0∥2

L2pΩq



.

Par contre, dans le cas caractéristique (cas où la matrice Ad est singulière) avec
kerAd � kerB, la trace de la solution sur le bord n’est pas assurée dans L2. Le
meilleur contrôle que nous pourrions avoir est celui de la trace de Adu (le contrôle
de la composante de u relativement au noyau de Ad). Par conséquent, nous devons
adapter la définition comme suit :

12



1.4 Les problèmes mixtes caractéristiques à coefficients Lipschitz de bord strictement
dissipatif

Definition 1.3.2. On dit que le problème (0.1) est fortement bien posé dans L2

dans le cas caractéristique si l’estimation suivante est satisfaite pour tout u assez
régulière et pour un paramètre γ assez grand

γ∥u∥2
L2

γpQT q
� ∥Adu|xd�0∥2

L2
γpΣT q

� e�2γT∥upT q∥2
L2pΩq

¤ C

�
1
γ
p∥Lu∥2

L2
γpQT q

�∥Bu|xd�0∥2
L2

γpΣT q
�∥u0∥2

L2pΩq



.

La notion de problèmes faiblement bien posés dans L2 dans le cas caractéristique
signifie que le problème (0.1) admet une unique solution u dans L2, moins régulière
que les données du problème F,G et u0 où seulement la trace Adu|xd�0 ) reste
dans L2 et satisfait une estimation avec perte des dérivées par rapport aux termes
sources.

1.4 Les problèmes mixtes caractéristiques à
coefficients Lipschitz de bord strictement
dissipatif

Le problème que l’on va considérer dans le paragraphe suivant s’écrit sous la
forme : $'''''&'''''%

Lu� Btu�
ḑ

j�1
Ajpt,xqBju� F dans r0,T s�Ω,

Bpt,yqu�G sur r0,T s�BΩ,
u|t�0 � u0 dans Ω,

(1.4)

où B est une matrice de type p�N .
Il existe un cadre particulier pour lequel l’étude du problème (1.4) est grandement
facilité. Ce cadre est celui de systèmes symétrisables et qui admettent des conditions
de bords strictement dissipatives, voir par exemple [14, 18, 1]. On fait les hypothèses
suivantes :

Hypothèse 1.4.1. On dit que l’opérateur L est symétrisable au sens de Friedrichs
(ou simplement Friedrichs symétrisable) si pour tout pt,xq PQ, il existe une matrice
S0pt,xq, définie positive et symétrique telle que les matrices S0pt,xqAjpt,xq, pour
j � 1, . . . ,d , soient aussi symétriques

13



1 Préliminaires

Hypothèse 1.4.2. Pour tout pt,yq PΣ la matrice Bpt,yq est de rang maximal p�N
où p est le nombre des valeurs propres positives de la matrice Ad, et satisfait kerAd�
kerB.

Hypothèse 1.4.3. Le problème (1.4) est caractéristique , c’est à dire que la matrice
Adpt,xq est singulière sur Σ.

On précise dans la définition suivante ce que l’on entend par strictement dissipatif
pour une condition de bord.

Definition 1.4.1. La matrice de bord B est qualifiée de strictement dissipative pour
Σ du problème (1.4) si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

1. @w P kerB,w � 0,xAdw,wy   0.

2. kerB est maximal (au sens de l’inclusion) pour la propriété 1.

3. La matrice B est surjective de CN dans Cp où p est le nombre de valeurs
propres positives de Ad.

Dans la suite de cette thèse, on utilisera aussi la formulation équivalente suivante
de la stricte dissipativité :

Proposition 1.4.2. La matrice de bord est strictement dissipative, si et seulement
si, il existe α ¥ 0 et β ¥ 0 tel que pour tout pt,yq P Rd et w P CN :

α|w|2�xS0Adw,wy ¤ β|Bw|,

voir le Lemme 3.3 de [1] pour une démonstration dans le cas non caractéristique .

Hypothèse 1.4.4. Pour tout pt,yq P Σ la matrice de bord Bpt,yq est strictement
dissipative .

14



1.5 Les problèmes mixtes non caractéristiques à coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Maintenant nous rappelons le théorème suivant :

Théorème 1.4.3. Supposons que les matrices Aj ,S0 PW 1,8pQq, et B PW 1,8pQq.
Supposons que les hypothèses 1.4.1-1.4.4 soient aussi satisfaites. Alors pour tout
T ¡ 0, il existe des constantes γ0 ¥ 1 et C ¡ 0 tels que pour tout F P L2

γpQT q,
G P L2

γpΣT q et u0 P L2pΩq, le problème (1.4) admet une unique solution u P L2
γpQT q

telle que u|xd�0 P L2
γpΣT q. En outre, u P C0pr0,T s,L2

γpΩqq et pour tout 0  t¤ T on
a :

e�2γt}uptq}L2pΩq�γ}u}2L2
γpQtq

�}Adu|xd�0}2L2
γpΣtq

¤C
�

1
γ
}F }2L2

γpQtq
�}G}2L2

γpΣtq
�}u0}2L2pΩq



.

(1.5)

On pourra trouver une démonstration de ce théorème dans [18] dans le cas à coeffi-
cients constants, et dans [1] dans le cas à coefficients variables peu réguliers.

1.5 Les problèmes mixtes non caractéristiques à
coefficients Lipshiz de bord satisfait la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme

Benzoni-Gavage-Serre [1] a montré que les problèmes mixtes symétrisables au sens
de Friedrichs à coefficients Lipshiz, de bord strictement dissipatif ne sont pas les
seuls à vérifier une estimation de la forme (1.5). En d’autre termes on étudie des
problèmes mixtes où la matrice de bord B satisfait une condition de structure mi-
nimale, dite la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (UKL) dont nous allons
donner une définition dans le sous paragraphe 1.5.1.
Dans cette section on considère le problème (1.4) satisfaisant aux hypothèses sui-
vantes :

Hypothèse 1.5.1. La matrice Ad est inversible sur Σ.

On suppose aussi que le problème (1.4) est Friedrichs symétrisable (l’hypothèse
1.4.1).
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1 Préliminaires

Hypothèse 1.5.2. La matrice de bord Bpt,yq satisfait la condition Kreiss-
Lopatinskii uniforme.

1.5.1 La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme

Soit ξ � pη,ξdq la variable de fréquence d’espace et σ la variable de fréquence du
temps. On introduit les espace de fréquences :

Ξ�
!
z � pt,x,τ,ηq : pt,xq PQ,pτ,ηq P C��Rd�1zp0,0q

)
,

Ξ0 �
!
z � pt,y,τ,ηq : pt,yq P Σ,pτ,ηq P C��Rd�1zp0,0q

)
.

C� :� tτ � γ� iσ P C : ℜepτq � γ ¥ 0u , (1.6)

On introduit aussi Ξ1,
Ξ1 � ΞXtγ � 0u ,

On aura besoin de considérer le problèmes aux limites globaux en temps :$''&''%
Lu� Btu�

ḑ

j�1
Ajpt,xqBju� F dans Q,

Bpt,yqu�G sur Σ.

(1.7)

En opérant une transformation de Fourier relativement aux variables d’espace tan-
gentielle pt,yq et une transformation de Laplace relativement à la variable temporelle
t, le système (1.7) s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire relati-
vement à la variable normale xd#

Bdv �A pzqv�A�1
d F dans Q,

Bpt,yqv �G sur Σ,
(1.8)

avec pour tout z P Ξ la matrice résolvante est définie par

A pzq � �A�1
d pτIN � iApt,x,ηqq . (1.9)

où Apt,x,ηq �
d�1̧

j�1
Ajpt,xqξj

Pour z P Ξ, on notera E� pzq (resp. E� pzq ) le sous-espace stable (resp. instable) du
système différentiel (1.8) pour F � 0.
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1.5 Les problèmes mixtes non caractéristiques à coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Definition 1.5.1. La matrice de bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme (UKL) pour le système (1.7) si

D C ¡ 0, @z P Ξ0
�
v P E�pzqq ñ |v| ¤ C|Bpt,yqv|�.

Lemme 1.5.2. [12] Pour tout z P ΞzΞ1, la matrice résolvante A pzq n’admet pas de
valeur propre imaginaire pure. De plus, le sous-espace stable E�pzq est de dimen-
sion p. Le sous espace instable est lui de dimension N �p et on a la décomposition
suivante :

@z P ΞzΞ1 E�pzq�E�pzq � CN .

Cependant dans le cas, z P Ξ1 le lemme précédent n’est plus suffisant pour décrire
la forme de matrice A pzq. On a besoin d’un autre résultat. Ce dernier est initiale-
ment dû à Kreiss puis a été généralisé par Métivier aux systèmes hyperboliques à
multiplicité constante [19] (Pour notre problème L est Friedrichs symétrisable ).

Théorème 1.5.3 ( Condition de structure par blocs,[19]). Si le problème aux limites
vérifie les hypothèses 1.4.1 et 1.5.1, alors pour tout z P Ξ, il existe un voisinage V de
z dans Ξ, un entier positif p, des entiers ν1, � � � ,νp positifs vérifiant N � ν1��� ��νp
et enfin une matrice T pzq inversible et régulière sur V tels que

@z P Ξ T�1pzqA pzqT pzq � diag pQ1 pzq , � � � ,Qp pzqq ,

où les Qj sont des matrices de taille νj satisfaisant l’une des alternatives suivantes :
i) Tous les éléments dans le spectre de Qj pzq ont une partie réelle strictement né-
gative.
ii) Tous les éléments dans le spectre de Qj pzq ont une partie réelle strictement po-
sitive.
iii) νj � 1 , Qj P iR et

BγQj pzq P Rzt0u .
iv) νj ¡ 1, il existe ζj P iR tel que la matrice Qj pzq s’écrit sous la forme :

Qj pzq �

��� ζj i 0
. . . i

0 ζj

��� ,
où le coefficient en bas à gauche de BγQj pzq est un réel non nul.
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1 Préliminaires

Nous rappelons le théorème suivant :

Théorème 1.5.4. [1] Supposons que les matrices Aj ,S0 P W 1,8pQq, et B P
W 1,8pQq. Supposons que les hypothèses 1.4.1-1.5.1-1.4.3 et 1.5.2 soient aussi satis-
faites. Alors pour tout T ¡ 0, il existe des constantes γ0 ¥ 1 et C ¡ 0 tels que pour
tout F P L2

γpQT q, G P L2
γpΣT q et u0 P L2pΩq, le problème (1.4) admet une unique

solution u P L2
γpQT q telle que u|xd�0 P L2

γpΣT q. Par ailleurs, u PC0pr0,T s,L2
γpΩqq et

pour tout 0  t¤ T on a :

e�2γt}uptq}L2pΩq�γ}u}2L2
γpQtq

�}u|xd�0}2L2
γpΣtq

¤C
�

1
γ
}F }2L2

γpQtq
�}G}2L2

γpΣtq
�}u0}2L2pΩq



,

(1.10)

Maintenant, on précise les grandes lignes dans la démonstration pour faciliter la
compréhension du chapitre 2 qui traite le cas plus difficile (le cas caractéristique) .
 L’établissement d’une estimation d’énergie a priori sans perte de régularité pour
des solutions régulières u du problème c’est à dire pour tout u P C80 pQq on a :

γ}u}2L2
γpQq

�}u|xd�0}2L2
γpΣq ¤ C

�
1
γ
}Lu}2L2

γpQq
�}Bu|xd�0}2L2

γpΣq



. (1.11)

Cette estimation a été établie par plusieurs auteurs. On peut citer H.O.Kreiss [13]
(voir aussi Chazarain- Piriou [3]) pour des opérateurs L strictement hyperboliques
à coefficients de classe C8 où la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite.
En un certain sens, Kreiss se ramène au cas symétrique à conditions de bord stricte-
ment dissipatives c’est-à-dire qu’il construit un outil appelé ˝symétriseur de Kreiss ̏,
S qui permet de compenser le manque de dissipativité des conditions de bord et la
symétrie des matrices Aj .
AZ. Mokrane [21] a amélioré ce résultat en supposant que les coefficients va-
riables peu réguliers (Aj PW 1,8pQq,B PW 1,8pΣq ) et en utilisant paradifférentiel
de J.M.Bony [2] qui à l’avantage de mieux contrôler le manque de régularité.
G.Métivier [17] a étendu le résultat de Kreiss [13] à des opérateurs L à coefficients
de classe C8 où la matrice résolvante (1.9) satisfait la condition de structure par
blocs (Théorème 1.5.3 ).
Benzoni-Gavage et Serre [1] a amélioré le résultat de [17] en supposant que les coef-
ficients variables peu réguliers.
Sans entrer dans les détails de la preuve de l’estimation qui est assez technique (voir
Théorème 9.6 de [1]).
 La construction d’une solution faible et on conclut que la solution faible est une
solution forte (voir Théorème 9.17 de [1]).
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1.5 Les problèmes mixtes non caractéristiques à coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

 La résolution du problème mixte (1.4) homogène et non homogène (voir Théorème
9.19 de [1]).

1.5.2 Symétriseur de Kreiss

Maintenant, on précise les hypothèses qui permettent de construire ce symétriseur
dans sa version globale dans les cas des coefficients à régularité Lipschitz. On renvoie
aux références [21, 1] pour une démonstration détaillée.

Théorème 1.5.5 ([21, 1]). Soit z P Ξ. Sous les hypothèses suivantes :

1. La matrice symbole A pzq satisfait la condition structure par blocs (théorème
1.5.3).

2. La matrice B est de rang maximal p où p nombre de valeurs propres positives
de la matrice Ad.

3. La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite.

Alors il existe un symbole matriciel symétrique Spzq de degré 0 et régularité 1 ,
appelé symétriseur de Kreiss ayant les propriétés suivantes
Il existe une ensemble fini des matrices pVipzqqi , telles que

ℜepSpzqApzqq �
¸
i

V �
i pzq

�
γHipzq 0

0 Eipzq

�
Vipzq, (1.12)

où Vipzq et Hipzq sont des symboles homogènes de degré 0 en pτ,ηq et de régularité
Γ0

1), Eipzq sont des symboles homogènes de degré 1 en pτ,ηq et de régularité Γ1
1. En

outre, on a les inégalités¸
i

V �
i pzqVipzq ¥ CI, Hipzq ¥ CIp, Eipzq ¥ Cpγ2�|η|2q1{2IN�p. (1.13)

De plus, il existe des constantes C ¡ 0,C 1 ¡ 0 telles que, pour tout z P Ξ0 on ait

Spzq ¥ CIN �C 1B�pt,yqBpt,yq. (1.14)
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2 Problèmes mixtes caractéristiques
avec la condition Kreiss-Lopatinskii
uniforme

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Journal of Pseudo-
Differential Operators and Applications (JPDO), [22]

2.1 Description du problème.

Nous allons étudier le problème mixte de la forme :$'''''&'''''%
Lu� Btu�

ḑ

j�1
Ajpt,xqBju� F dans QT ,

Bu�G sur ΣT ,

u|t�0 � u0 dans Ω,

(2.1)

où les données F pt,xq,u0pxq ainsi que l’inconnue upt,xq sont à valeurs vectorielles
dans CN . B est une matrice de type p�N etGpt,xq est à valeurs vectorielles dans Cp.

2.1.1 Hypothèses

On fait les hypothèses suivantes :

Hypothèse 2.1.1. L’opérateur L est Friedrichs symétrisable, c’est à dire que pour
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

tout pt,xq PQ, il existe une matrice S0pt,xq, définie positive, symétrique et telle que
les matrices S0pt,xqAjpt,xq, pour j � 1, . . . ,d , soient aussi symétriques.

Hypothèse 2.1.2. Le problème (2.1) est caractéristique de multiplicité constante
, c’est à dire que pour tout pt,xq P Q la matrice Adpt,xq est singulière et de rang
constant N �m. Moyennant une transformation linéaire, on supposera que Adpt,xq
est de la forme

Adpt,xq �
�

0m 0
0 adpt,xq

�
, (2.2)

où adpt,xq est une matrice inversible sur Q.

Correspondant à cette représentation, l’inconnue u s’écrit sous la forme puI ,uIIq,
où uII est à valeurs dans CN�m, qu’on appellera la partie non caractéristique de u
et uI est à valeurs dans Cm, qu’on appellera la partie caractéristique de u.

Hypothèse 2.1.3. Pour tout pt,xq P Q et ξ P Rd�1 �R, avec ξ � 0, la matrice
symbole

Apt,x,ξq :�
ḑ

j�1
Ajpt,xqξj :� Apt,x,ηq�Adpt,xqξd,

admet une valeur propre λ� 0 de multiplicité m.

L’hypothèse 2.1.3 implique que la matrice Apt,x,ηq �
d�1̧

j�1
Ajpt,xqξj admet une dé-

composition par blocs de la forme�
0m a1,2pt,x,ηq

a2,1pt,x,ηq a2pt,x,ηq

�
, pt,xq PQ,η P Rd�1. (2.3)

(voir Benzoni Gavage et Serre [1] pour davantage de détails.)

Hypothèse 2.1.4. Pour tous pt,xq P Σ la matrice B �Bpt,yq est de rang maximal
p où p est le nombre des valeurs propres positives de la matrice Ad, et satisfait
kerAd� kerB. Pour cela après une transformation linéaire on suppose que la matrice
B sous la forme B � p0p�m,B1q avec B1 est une matrice de type p�N �m.
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2.1 Description du problème.

Comme mentionné dans l’introduction, on supposera que le problème (2.1) satisfait
la condition de structure minimale, dite la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Avant de donner la définition de cette condition dans le cas caractéristique (voir la
Définition 1.5.1 dans le cas non-caractéristique) on introduit quelques notations :
Pour z P Ξ on introduit E�pzq, le sous-espace stable associé au système singulier

pτIN � iApt,x,ηqqv�Adpt,xqBdv � 0, (2.4)

obtenu par transformation de Fourier-Laplace par rapport à la variable d’espace
tangentielle pt,yq dans les équations de l’intérieur du problème (2.1) avec F � 0.
Le sous-espace stable E�pzq est obtenu après découplage du système singulier (2.4)
en deux systèmes relativement á la composante non carctéristique uII , (voir [1]).

Definition 2.1.1. La matrice de bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme, si

D C ¡ 0, @z P Ξ0
�
v P E�pzqq ñ |Adpt,y,0qv| ¤ C|Bpt,yqv|�.

Hypothèse 2.1.5. Le problème (2.1) satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii
uniforme.

2.1.2 Les principaux résultats

Le premier résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théorème 2.1.2. Supposons que les fonctions matricielles Aj ,S0 P W 1,8pQq, et
B PW 1,8pΣq. Supposons que les hypothèses 2.1.1-2.1.5 aussi soient satisfaites. Alors
pour tout T ¡ 0, il existe des constantes γ0 ¥ 1 et C ¡ 0 tels que pour tout F P
L2
γpQT q, G P L2

γpΣT q et f P L2pΩq, le problème (2.1) admet une unique solution
u P L2

γpQT q telle que uII|xd�0 P L2
γpΣT q. Par ailleurs, u P C0pr0,T s,L2

γpΩqq et pour
tout 0  t¤ T on a :

γ∥u∥2
L2

γpQtq
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq¤C

�
1
γ
p∥F∥2

L2
γpQtq

�∥G∥2
L2

γpΣtq
�∥u0∥2

L2pΩq



.

(2.5)
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Le deuxième résultat de ce travail est une amélioration du résultat précé-
dent, en supposant la donnée des équations de l’intérieur seulement à régularité
L1pr0,T s,L2pΩqq.

Théorème 2.1.3. Sous toutes les hypothèses du Théorème 2.1.2 et pour tout T ¡ 0,
il existe une constante C ¡ 0 telle que pour tout F P L1pr0,T s,L2pΩqq, G P L2pΣT q
et u0 P L2pΩq, le problème (2.1) admet une unique solution u P L2pQT q telle que
uII|xd�0 P L2pΣT q. En outre, la solution u P C0pr0,T s,L2pΩqq et vérifie pour tout 0  
t¤ T on a :

∥uII|xd�0∥L2pΣtq�∥uptq∥L2pΩq ¤ C

�» t
0

∥F psq∥L2pΩqds�∥G∥L2pΣtq�∥u0∥L2pΩq



.

(2.6)

La démonstration du Théorème 2.1.2 se fait en plusieurs étapes : d’abord, on com-
mence par l’étape la plus importante qui est l’établissement d’une estimation d’éner-
gie a priori vérifiée par toute solution assez régulière du problème (2.1) sans condi-
tion initiale de bord caractéristique satisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinski
uniforme 2.1.5, cette estimation est de la forme :

γ}u}2L2
γpQq

�}uII|xd�0}2L2
γpΣq ¤ C

�
1
γ
}Lu}2L2

γpQq
�}Bu|xd�0}2L2

γpΣq



. (2.7)

Cette estimation a été obtenue par plusieurs auteurs mais avec des hypothèses
différentes, on peut citer :
� Majda et Osher [16] dans le cas caractéristique ont démontré que si la matrice de
bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, et la matrice symbole
Apt,x,ηq satisfait la condition de structure par blocs avec coefficient variable de
régularité C8, alors le problème aux limites admet une symétriseur de Kreiss et par
suit l’estimation (2.7) (H.O.Kreiss [13] et Chazarain- Piriou [3] ont supposé que L
est strictement hyperbolique).
� A.Morando et D.Serre dans [24, 25] ont montré l’estimation ci dessous pour des
système d’élasticité à dimension 2 et 3 seulement (voir l’exemple dans le paragraphe
4.1).
� Le travail plus récent est celui de Bezoni-Gavage et Serre [1] qui ont construit un
symétriseur de Kreiss pour des problème hyperboliques symétriques à coefficient
constant de bord caractéristique satisfaisant à la condition condition de Kreiss-
Lopatinski uniforme UKL, avec une hypothèse particulière que la matrice Apηq se
présente sous la forme (2.3) avec a2pηq � 0.
Pour pour notre problème, il y a quelques difficultés pour prouver l’estimation
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2.1 Description du problème.

(2.7), le problème étant caractéristique, l’opérateur L est Friedrichs symétrisable à
coefficients variables de régularité Lipshiz et la matrice Apt,x,ηq (2.3) avec a2 � 0.
En utilisant la théorie des opérateurs paradifférentiel de J.M.Bony [2], A.Mokrane
[21] et le résultat de Metivier qui montre que la structure par blocs reste valable
pour des problèmes caractéristique et Friedrichs symétrisables, il est possible de
construire une symétriseur pour un problème paralinéaire qui joue un rôle crucial
dans la démonstration de l’estimation (2.7).
Pour la seconde étape, en introduisant un problème dit dual qui satisfait les mêmes
hypothèses que le problème (2.1) ce qui donne la même estimation. En utilisant des
résultats d’analyse fonctionnelle, on obtient une solution faible du problème aux
limites.
Puis on conclut que la solution faible est une solution forte, en utilisant des opé-
rateurs de régularisation tangentielle Jε , on établit le caractère fortement bien
posé du problème (la solution u et la trace uII|xd�0 sont de même régularité que les
données).
Pour la résolution du problème mixte (2.1) homogène (avec une condition initiale
nulle ) en utilisant le principe de causalité et que le problème aux limites soit bien
posé dans L2.
La dernière étape, pour la résolution du problème (2.1) non homogène on utilise le
fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et suivant des idées puisées dans
les références [16, 10], on introduit un problème mixte auxiliaire avec condition
aux limites strictement dissipative. On scinde le problème mixte original en deux
problèmes mixtes :
- Un problème mixte avec une condition initiale non nulle et une condition aux
limites de type strictement dissipative.
- Un problème mixte avec une condition initiale nulle, avec une condition aux limites
de type Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Pour le deuxième résultat de ce chapitre, nous montrons que le théorème 1.8 de [20]
dans le cas non caractéristique, reste vrai pour des problème mixtes caractéristiques
c’est à dire que l’on va démontrer que le problème (2.1) reste bien posé dans L2

même pour F PL1pr0,T s,L2pΩqq avec la solution satisfait une estimation de type ˝le
semi-groupe  ̏en utilisant le principe de Duhamel. La démonstration de ce résultat
occupera la fin de ce chapitre.
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

2.2 Estimations a priori L2

On commence par démontrer l’estimation d’énergie a priori.
On considère le probléme aux limites#

Lu� F dans Q,

Bu�G sur Σ.
(2.8)

Posant ũ � e�γtu et Fγ :� e�γtF, Gγ :� e�γtG, le problème (2.8) est équivalent au
problème #

Lγ ũ : � Lũ�γũ� Fγ dans Q,

Bũ�Gγ sur Σ.
(2.9)

Sous les hypothèses du Théorème 2.1.2, nous allons démontrer l’estimation sui-
vante :

Théorème 2.2.1. Il existe C et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et u P C80 pQq on
ait :

γ}ũ}2L2pQq�}ũII|xd�0}2L2pΣq ¤ C

�
1
γ
}Lγ ũ}2L2pQq�}Bũ|xd�0}2L2pΣq



. (2.10)

La démonstration du Théorème 2.2.1 se fait en deux étapes. D’abord, en utilisant
l’hypothèse 2.1.1 de Friedrichs symétrisable satisfaite par l’opérateur L, et après
intégration par parties, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. Il existe C et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et u P C80 pQq on
ait :

γ}ũ}2L2pQq ¤
C

γ
}Lγ ũ}2L2pQq�C}ũII|xd�0}2L2pΣq. (2.11)

Démonstration. On a

Lγ ũ� γũ�Btũ�
j�ḑ

j�1
AjBj ũ. (2.12)

Comme L est Friedrichs symétrisable, on multiplie (2.12) par S0 et en prenant le
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2.2 Estimations a priori L2

produit scalaire avec ũ, il vient

pγS0ũpt,xq, ũpt,xqqCN �pS0Btũpt,xq, ũpt,xqqCN �
j�d�1¸
j�1

pS0AjBj ũpt,xq, ũpt,xqqCN

� pS0AdBdũpt,xq, ũpt,xqqCN � pS0Lγ ũ, ũpt,xqqCN ,

En intégrant l’équation ci-dessus par rapport à pt,x1q, on trouve

2ℜexγS0ũpxdq, ũpxdqyL2pRdq � 2ℜexS0Btũpxdq, ũpxdqyL2pRdq�
j�d�1¸
j�1

2ℜexS0AjBj ũpxdq, ũpxdqyL2pRdq

� 2ℜexS0AdBdũpxdq, ũpxdqyL2pRdq � 2ℜexS0Lγ ũ, ũpxdqyL2pRdq.

Comme les matrice S0,S0Aj sont symétriques on a

2ℜexγS0ũpxdq, ũpxdqyL2pΣq � xpBtS0qũpxdq, ũpxdqyL2pΣq�
j�d�1¸
j�1

xpBjS0Ajqũpxdq, ũpxdqyL2pΣq

� 2ℜexS0AdBdũpxdq, ũpxdqyL2pΣq � 2ℜexS0Lγ ũ, ũpxdqyL2pΣq.

Maintenant en intégrant l’équation ci dessus en xd on trouve

2ℜexγS0ũ, ũyL2pQq � xpBtS0qũ, ũyL2pQq�
j�d�1¸
j�1

xpBjS0Ajqũ, ũyL2pQq

� 2ℜexS0AdBdũ, ũyL2pQq � 2ℜexS0Lγ ũ, ũyL2pQq.

La matrice S0Ad est aussi symétrique, on a

2ℜexS0AdBdũ, ũyL2pQq �
» �8

0
2ℜexS0AdBdũpxdq, ũpxdqyL2pRdqdxd

�
» �8

0
BdxS0Adũpxdq, ũpxdqydxd�

» �8

0
xBdpS0Adqũpxdq, ũpxdqyL2pRdqdxd

� �xS0Adũp0q, ũp0qyL2pΣq�xBdpS0Adqũ, ũyL2pQq,

et par suite

2ℜexγS0ũ, ũyL2pQq � xpBtS0qũ, ũyL2pQq�
j�d�1¸
j�1

xpBjSAjqũ, ũyL2pQq�xS0Adũ|xd�0, ũ|xd�0yL2pΣq

� xBdpS0Adqũ, ũyL2pQq�2ℜexS0Lγ ũ, ũyL2pQq.
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

En utilisant l’inégalité de Young et la continuité L2 des opérateurs, on obtient

xpBtS0qũ, ũyL2pQq ¤ C}u}2L2
γpQq

. (2.13)

j�d�1¸
j�1

xpBjS0Ajqũ, ũyL2pQq ¤ C}u}2L2
γpQq

(2.14)

xBdpS0Adqũ, ũyL2pQq ¤ C}u}2L2
γpQq

. (2.15)

xS0Adũ|xd�0, ũ|xd�0yL2pΣq ¤ C 1}u|xd�0}2L2
γpΣq (2.16)

2ℜexS0Lγ ũ, ũyL2pQq ¤
C1
γ
}Lu}2L2

γpQq
� εγ}u}2L2

γpQq
. (2.17)

Maintenant en utilisant le fait que la matrice S0 P Γ0
1 est définie positive, d’après la

proposition de Garding 1.2.16 on a

2ℜexγS0ũ, ũyyL2pQq ¥ C2γ}u}2L2
γpQq

. (2.18)

Finalement, en utilisant (2.13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) et (2.18) on obtient

C2γ}u}2L2
γpQq

¤ C}u}2L2
γpQq

�C 1}u|xd�0}2L2
γpΣq�

C1
γ
}Lu}2L2

γpQq
� εγ}u}2L2

γpQq
,

pC2γ�C� εγq}u}2L2
γpQq

¤ C 1}u|xd�0}2L2
γpΣq�

C1
γ
}Lu}2L2

γpQq

et pour choisir ε, on conclut que

γ}u}2L2
γpQq

¤ C

γ
}Lu}2L2

γpQq
�C 1}u|xd�0}2L2

γpΣq (2.19)

pour γ assez grand. Ce qui démontre la Proposition 2.2.2.

La deuxième étape dans la démonstration du Théorème 2.2.1 est de fournir une
estimation pour la partie non caractéristique uII du problème (2.8). Plus précisément
on a

Proposition 2.2.3. Il existe C et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et u P C80 pQq on
ait :

∥ũII|xd�0∥2
L2pΣq ¤ C

�
1
γ

∥Lγ ũ∥2
L2

γpQq
�∥Bũ∥2

L2pΣq



� C

γ
∥ũ∥2

L2pQq. (2.20)
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2.2 Estimations a priori L2

La démonstration de la Proposition 2.2.3 va occuper le prochain paragraphe.
Une fois l’estimation (2.20) obtenue, il est maintenant évident que l’estimation (2.10)
suit pour γ assez grand comme conséquence des estimations (2.20) et (2.11) de la
Proposition 2.2.2. Ainsi s’achève la démonstration du Théorème 2.2.1.

2.2.1 Démonstration de la proposition 2.2.3

Transformation préliminaire

Pour obtenir l’inégalité a priori (2.20), il faut transformer le problème (2.9) en un
problème avec la matrice relative à la variable normale de bord soit constante et
diagonale. Pour ce la on introduit la matrice A0pt,xq inversible qui joue un rôle
principal dans la démonstration

A0 �
�
Im 0
0 a�1

d

�
. (2.21)

On multiplie la première équation dans le problème (2.9) par A0 et comme la matrice
Ad sous la forme d’une structure par bloc (2.2), on obtient

L1ũ :� A0Lγ ũ� A0pγ�Btqũ�
d�1̧

j�1
A0Ajpt,xqBxj ũ� IN�mBxd

ũ,

avec A0 PW 1,8pQq,Aj PW 1,8pQq et IN�m :�
�

0m 0
0 IN�m

�
.

Paralinearisation

Compte tenu de la faible régularité des coefficients de type Lipschitz, il est nécessaire
d’utiliser le calcul paradifférentiel qui rappelé dans le paragraphe 1.2 .
On fixe xd¥ 0 comme un paramètre et on observe que les matrices symboles τA0pxdq
avec τ � γ � iδ P C� et ηjA0pxdqAjpxdq (pour j � 1,2, � � � ,d� 1) sont de classe
Γ1

1pR�Rd�1qq.
Comme les matrices A0 PW 1,8pQq,Aj PW 1,8pQq, en utilisant la Proposition 1.2.10
et le Théorème 1.2.14 , le calcul symbolique paradifférentiel implique que nous dis-
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

posons des estimations suivantes :

}γA0ũ�T γγA0
ũ}L2pQq ¤ C}ũ}L2pQq,

}A0Btũ�T γiη0A0
ũ}L2pQq ¤ C}ũ}L2pQq,

}A0AjBj ũ�T γiA0Ajηj
ũ}L2pQq ¤ C}ũ}L2pQq.

En considérant problème paralinéaire le suivant :$&%T
γ

τA0�i
°d�1

j�1 ηjA0Aj
ũ� IN�mBxd

ũ :� F dans Q,

T γBũ :�G sur Σ,
(2.22)

Revenant aux estimations ci-dessus, on obtient une estimation de comparaison es-
sentielle

}L1ũ�pT γ
τA0�i

°j�d�1
j�1 A0Ajηj

ũ� IN�mBdũq}L2pQq ¤ C}ũ}L2pQq. (2.23)

En utilisant l’hypothèse 2.1.4, on a Bũ�B1ũII et en appliquant le Théorème 1.2.12,
on a l’opérateur γpB�T γBq uniformément borné dans L2pR�Rd�1q c’est à dire

∥T γBũ|xd�0�Bũ|xd�0∥L2pΣq ¤
C

γ
∥ũII|xd�0∥L2pΣq, (2.24)

où C une constante dépendant uniquement on les normes W 1,8 des coefficients de
L.
Compte tenu de ces estimations, pour prouver l’estimation (2.20) il faut d’abord
démontrer la même estimation pour le problème paralineaire (2.22).
Plus précisément, on a

Proposition 2.2.4. Il existe des constantes C ¡ 0 et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0

et u P C80 pQq on ait :

∥ũII|xd�0∥2
L2pΣq ¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2pQq�∥G∥2

L2pΣq



� C

γ
∥ũ∥2

L2pQq. (2.25)

Admettons pour le moment ce résultat. On peut alors prouver la Proposition 2.2.3
en utilisant les estimations paralineaires .
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2.2 Estimations a priori L2

En utilisant (2.24) et (2.23), on a

}F}L2pQq ¤ }L1ũ}L2pQq�C}ũ}L2pQq,

}G}L2pΣq ¤ }B1ũ
II
|xd�0}L2pΣq�

C

γ
}ũII|xd�0}L2pΣq.

et l’estimation (2.25) fournit donc, pour γ assez grand

}ũII|xd�0}2L2pΣq ¤ C

�
1
γ
}L1ũ}2L2pQq�}B1ũ

II
|xd�0}2L2pΣq



� C

γ
}ũ}2L2pQq.

Enfin, l’estimation (2.20) obtenue grâce à la définition L1ũ�A0Lγ ũ et B1ũII �Bũ.
�.

2.2.2 Démonstration de la Proposition 2.2.4

Avant de prouver l’estimation (2.25), nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.2.5. Pour tout z PΞ, le système (2.22) se met sous la forme d’un système
d’ordre 1#

Bxd
ũII � T γA2pzq

ũII �Rγ0 ũ�Rγ�1FI �Rγ0F dans Q,

T γB1
ũII �G sur Σ,

(2.26)

avec
A2pzq � �a�1

d pτIn�m� ia2� 1
τ
a2,1a1,2q.

Démonstration. De l’hypothèse 2.1.3, on sait que la matrice Apt,x,ηq admet une
décomposition de la forme�

0m a1,2pt,x,ηq
a2,1pt,x,ηq a2pt,x,ηq

�
, pt,xq PQ,η P Rd�1,

et d’après (2.21), on obtient

τA0� i
j�d�1¸
j�1

A0Ajηj �
�

τIm ia1,2

ia�1
d a2,1 ia�1

d a2� τa�1
d

�
.
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

De hypothèse 2.1.4, on sait que la matrice Bu � B1uII , alors le problème (2.22)
s’écrit sous la forme$''&''%

T γτIm
ũI �T γia1,2ũ

II � FI ,
T γ
ia�1

d a2,1
ũI �T γ

ia�1
d a2�τa

�1
d

ũII �Bxd
ũII � FII ,

T γB1
ũII �G.

(2.27)

Dans toute la suite Rγj ;j � 0,�1 désignent des opérateurs de reste issus du calcul
symbolique d’ordre ¤ j.
Appliquant l’opérateur T γ1

τ Im
à la première équation dans le système (2.27), on trouve

T γ1
τ Im

T γτIm
ũI �T γ1

τ Im
T γia1,2ũ

II � T γ1
τ Im

FI ,

et par l’application de la Proposition 1.2.10, on obtient :

ũI � T γ1
τ Im

FI �T γi
τ a1,2

ũII �Rγ�1ũ. (2.28)

On remplace l’expression (2.28) dans la deuxiéme l’équation de (2.27), on trouve

T γ
ia�1

d a2,1
T γ1

τ Im
FI�T γ

ia�1
d a2,1

T γi
τ a1,2

ũII�T γ
ia�1

d a2,1
Rγ�1ũ�T γia�1

d a2�τa
�1
d

ũII�Bxd
ũII �FII .

(2.29)
Le calcul symbolique montre qu’il existe deux opérateurs Rγ0 et Rγ�1 tels que

T γ
ia�1

d a2,1
T γ1

τ Im
FI � T γi

τ a
�1
d a2,1

FI �Rγ�1F
I ,

�T γ
ia�1

d a2,1
T γi

τ a1,2
ũII � T γ1

τ a
�1
d a2,1a1,2

ũII �Rγ0 ũII .

En utilisant les équations ci-dessous et (2.29), on conclut que

T γ1
τ a

�1
d a2,1a1,2

ũII�T γ
ia�1

d a2�τa
�1
d

ũII�Bxd
ũII�T γi

τ a
�1
d a2,1

FI�Rγ�1F
I�Rγ0 ũ�T γia�1

d a2,1
Rγ�1ũ�FII .

Sachant que ia�1
d a2,1 P Γ1

1 et i
τ a

�1
d a2,1 P Γ0

1 , on a

Bxd
ũII � T γ

�a�1
d pτIn�m�ia2�

1
τ a2,1a1,2q

ũII �Rγ0 ũ�Rγ�1F
I �Rγ0F.

Si on pose
A2pzq � �a�1

d pτIn�m� ia2� 1
τ
a2,1a1,2q,

pour z P Ξ, le lemme est démontré.

Le Lemme 2.2.5 a montré que le système (2.22) s’écrit sous la forme d’une équation
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2.2 Estimations a priori L2

différentielle ordinaire par rapport à la variable normale xd comme le système (1.8)
pour des problèmes non caractéristique (paragraphe 1.5) .
Alors si le système (2.26) vérifie toutes les hypothèses du Théorème 1.5.5 on peut
construire un symétriseur de Kreiss Spzq et par suite l’estimation (2.25) est satis-
faite.
Pour z P Ξ1 on introduit e�pzq, le sous espace stable associé au système (2.26) qui
est la projection de E�pzq correspondant la composante uII ([1]).
D’autre part le système (2.26) satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
au sens la Définition 1.5.1 dans le chapitre précédent. En vertu de l’analyse faite par
Benzoni-Gavage et serre ([1], chapitre 6) la matrice A2pzq est hyperbolique par le
lemme de Hersh 1.5.2
(1) La matrice A2pzq n’admet pas de valeur propre imaginaire pure.
(2) Le sous-espace stable e�pzq est de dimension p.
Nous rappelons aussi le crucial résultat de Métivier [19] pour la condition de struc-
ture par bloc ( Théorème 1.5.3) pour des problème caractéristique (section 3, p.697
), où la matrice A2pzq est identique à la matrice Q (3.3) évoquée dans [19] .

Théorème 2.2.6 (Métivier [19]). Supposant que L soit symetrizable aux sens de
Friedrichs. Alors, pour tout z PΞ, la matrice A2pzq satisfait la condition de structure
par bloc au voisinage de z .

Alors par le Théorème 1.5.5, il existe un symétriseur de Kreiss du système (2.26)
avec une différence dans les dimension des matrices :

Théorème 2.2.7. Pour tout z P Ξ, il existe une symbole matrice symétrique Spzq
de dégrée 0 et régularité 1 , et il existe une ensemble fini des matrices pVipzqqi , c8

en z telles que

ℜepSpzqA2pzqq �
¸
i

V �
i pzq

�
γHipzq 0

0 Eipzq

�
Vipzq, (2.30)

où Vi et Hi sont homogène de degré 0 en pτ,ηq (et Γ0
1), Eipzq sont homogène de

degré 1 en pτ,ηq ( Γ1
1 ), et on a les inégalité :¸

i

V �
i pzqVipzq ¥ CI, Hipzq ¥ CIp, Eipzq ¥ Cpγ2�|η|2q1{2IN�m�p. (2.31)
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

En outre, il existe des constantes C ¡ 0,C 1 ¡ 0 telle que, pour tout z P Ξ0 on a

Spzq ¥ CIN�m�C 1B�
1 pt,yqB1pt,yq. (2.32)

On considère la famille d’opérateurs paradifférentiel tSγpxdquγ définie par :

Sγpxdq � 1
2ppT

γ
Spxdq

q��T γSpxdq
q, (2.33)

comme Spxdq P Γ0
1, tSγpxdquγ est famille d’opérateurs Lipschitzien autoadjoint ,

bornés de L2pRdq dans L2pRdq (sa norme est uniformément bornée par rapport à xd
et γ). Ceci reste vrai également pour les opérateur dSγ

dxd
.

Dans la suite, x., .yL2pΣq et x., .yL2pQq désignent le produit scalaire sur L2pΣq et L2pQq
respectivement.
Soit u P C80 pQq. En effectuant la dérivation en xd de la fonction
xd ÞÑ xSγpxdqũIIpxdq, ũIIpxdqyL2pΣq on trouve

d

dxd
xSγpxdqũIIpxdq, ũIIpxdqy� xdS

γ

dxd
ũIIpxdq, ũIIpxdqy�2RexSγpBdũIIpxdqq, ũIIpxdqy,

De la première équation du système (2.26), on a

d

dxd
xSγ ũIIpxdq, ũIIpxdqyL2pΣq � xdS

γ

dxd
ũIIpxdq, ũIIpxdqyL2pΣq�2ℜexSγT γA2pzq

ũIIpxdq, ũIIpxdqyL2pΣq

�2ℜexSγRγ0 ũ, ũIIyL2pΣq�2ℜexSγRγ�1F
I , ũIIpxdqyL2pΣq�2ℜexSγRγ0F, ũIIpxdqyL2pΣq,

où dSγ

dxd
,Sγ dépendant la variable xd, puis en intégrant en xd, on obtient

xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq�2ℜexSγT γA2pzq

ũII , ũIIyL2pQq � x�dS
γ

dxd
ũII , ũIIyL2pQq

�2ℜex�SγRγ0 ũ, ũ
IIyL2pQq�2ℜex�SγRγ�1F

I , ũIIyL2pQq�2ℜex�SγRγ0F, ũ
IIyL2pQq.

(2.34)

En utilisant l’inégalité de Young et la continuité L2 des opérateurs, on obtient

2ℜex�SγRγ0F, ũ
IIyL2pQq ¤ C

γ
}�SγRγ0F}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

¤ C

γ
}F}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

,
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2ℜex�SγRγ0 ũ, ũ
IIyL2pQq ¤ C

γ
}�SγRγ0 ũ}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

¤ C

γ
}ũ}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq,

ℜex�dS
γ

dxd
ũII , ũIIyL2pQq � x�dS

γ

dxd
ũII , ũIIyL2pQq ¤ C}�dS

γ

dxd
ũII}L2pQq}ũII}L2pQq

¤ C}ũII}2L2pQq,

2ℜex�SγRγ�1F
I , ũIIyL2pQq ¤ C

γ
}�SγRγ�1F̃

I}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

¤ C

γ
}Rγ�1F}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

.

Comme Rγ�1 d’ordre inférieur ou égale à -1, alors

}Rγ�1F
I}L2pQq ¤

C

γ
}FI}L2pQq,

et le paramètre γ ¥ 1, on déduit que

2ℜex�SγRγ�1F
I , ũIIyL2pQq ¤ C

γ3 }FI}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

¤ C

γ
}FI}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq

¤ C

γ
}F}2L2pQq� εγ}ũII}2L2pQq.

Revenant à les inégalités ci-dessus ainsi que (2.34) on obtient

xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq�2ℜexSγT γA2pzq

ũII , ũIIyL2pQq ¤ pC�3εγq}ũII}2L2pQq�
C

γ
}F}2L2pQq

� C

γ
}ũ}2L2pQq.

(2.35)

Il reste maintenant à estimer le terme de bord xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq en utilisant

l’inégalité de Gärding (Proposition 1.2.16). C’est l’objet du lemme suivant

Lemme 2.2.8. Il existe C,C 1 ¡ 0 et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et u P C80 pQq
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on ait :

xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq ¥ C}ũII|xd�0}2L2pΣq�C 1}T γB1

ũII|xd�0}2L2pΣq. (2.36)

Démonstration. En utilisant (2.32) et par l’application de la Proposition 1.2.16, on
conclut que

ℜexT γSp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq�C 1RexT γ

BT
1 B1

ũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq ¥ C∥ũII|xd�0∥2

L2pΣq.

(2.37)
En utilisant (2.33) et par l’application de la proposition du calcul symbolique 1.2.10,
on écrit

Sγp0q � T γSp0q�Rγ�1,

ce qui implique que

xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq ¥ xT γSp0qũII|xd�0, ũ

II
|xd�0yL2pΣq�

C

γ
}ũII|xd�0}2L2pΣq.

Donc (2.37) entraine

xSγp0qũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq�C 1RexT γ

BT
1 B1

ũII|xd�0, ũ
II
|xd�0yL2pΣq ¥ C}ũII|xd�0}2L2pΣq,

(2.38)
pour γ assez grand. Réappliquant la Proposition 1.2.10, on écrit

T γ
BT

1 B1
� pT γB1

qTT γB1
�Rγ�1,

et par suit

ℜexT γ
BT

1 B1
ũII|xd�0, ũ

II
|xd�0yL2pΣq ¤ }T γB1

ũII|xd�0}2L2pΣq�
C

γ
}ũII|xd�0}2L2pΣq.

Enfin en utilisant l’inégalité ci-dessus et (2.38), pour γ assez grand on obtient (2.36).

Pour compléter la démonstration de la Proposition 2.2.4, il reste à prouver le lemme
suivant en utilisant les même arguments que pour le Lemme 2.2.8 .

Lemme 2.2.9. Il existe C,C 1 ¡ 0 et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et u P C80 pQq
on ait :

ℜexSγT γA2pzq
ũII , ũIIyL2pQq ¥ Cγ}ũII}2L2pQq. (2.39)
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Démonstration. L’identité (2.33) et la Proposition 1.2.10 montrent qu’il existe un
opérateur Rγ0 tel que

SγT γA2pzq
� T γℜepSpzqA2pzqq

�Rγ0 ,
ce qui implique

ℜexSγT γA2pzq
ũII , ũIIyL2pQq ¥ ℜexT γℜepSpzqA2pzqq

ũII , ũIIyL2pQq�C}ũII}2L2pQq. (2.40)

D’autre part, en revenant à la représentation (2.30) de RepSpzqA2pzqq et en appli-
quant la même proposition, on trouve

T γℜepSpzqA2pzqq
�
¸
i

pT γVipzq
q�
�
γT γHipzq

0
0 T γEipzq

�
T γVipzq

�Rγ0 . (2.41)

Pour u P C80 pQq posons wi � T γVipzq
uII � pw1

i ,w
2
i q, où w1

i désigne la projection du
vecteur wi sur Cp, correspondant à la dimension du bloc γT γHipzq

et w2
i à celle cor-

respondant au bloc T γEipzq
. De (2.41), on écrit

ℜexT γℜepSpzqA2pzqq
ũII , ũIIyL2pQq �

¸
i

ℜexγT γHipzq
w1
i ,w

1
i yL2pQq�

¸
i

ℜexT γEipzq
w2
i ,w

2
i yL2pQq

�Op}ũII}2L2pQqq,

et donc (2.40) entraine

ℜexSγT γA2pzq
ũII , ũIIyL2pQq¥

¸
i

ℜexxγT γHipzq
w1
i ,w

1
i yy�

¸
i

ℜexT γEipzq
w2
i ,w

2
i yL2pQq�C}ũII}2L2pQq.

(2.42)
On utilise maintenant le fait que Hipzq P Γ0

1, définie positive et Eipzq P Γ1
1, définie

positive. L’application de l’inégalité de Gärding (la proposition 1.2.16 ) fournit donc

ℜexγT γHipzq
w1
i ,w

1
i yL2pQq ¥ Cγ}w1

i }2L2pQq,

ℜexT γEipzq
w2
i ,w

2
i yL2pQq ¥ C}w2

i }2H1{2pQq,
(2.43)

grace aux propriétés des normes de Hs
γpRdq, on peut vérifie facilement que

}w2
i }2H1{2pQq ¥ γ}w2

i }2L2pQq,

il s’en suit que

γ}w1
i }2L2pQq�}w2

i }2H1{2pQq ¥ γp}w1
i }2L2pQq�}w2

i }2L2pQqq � γ}T γVi
ũII}2L2pQq.

37



2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

et en revenant à (2.42) et (2.43), on obtient

ℜexSγT γA2pzq
ũII , ũIIyL2pQq ¥ Cγ

¸
i

}T γVi
ũII}2L2pQq�C}ũII}2L2pQq. (2.44)

Par ailleurs, sachant que
°
iV

�
i Vi P Γ0

1, est définie positive, l’inégalité de Gärding
donne ¸

i

ℜexT γ
V �i Vi

ũII , ũIIy ¥ C}ũII}2L2pQq.

et la Proposition 1.2.10 du calcul symbolique montre qu’il existe un opérateur Rγ�1
tel que

T γ
V �i Vi

� pT γVi
q�T γVi

�Rγ�1,

il s’en suit que

¸
i

}T γVi
ũII}2L2pQq�

C

γ
}ũII}2L2pQq ¥ C}ũII}2L2pQq.

En combinant l’inégalité précédente avec (2.44) et en prenant γ assez grand, on
obtient (2.39).

Finalement, en utilisant (2.35), (2.36) et (2.39) et pour un choix convenable de ε ,
on conclut que

γ}ũII}2L2pQq�}ũII|xd�0}2L2pΣq ¤ C

�
1
γ
}F}2L2pQq�}G}2L2pΣq



� C

γ
}ũ}2L2pQq,

pour γ assez grand. Ce qui démontre la Proposition 2.2.4. �.

2.3 Résolution du problème aux limites (2.8)

Sous toutes les hypothèses du Thèoréme 2.1.2, on va établir le résultat suivant :

Théorème 2.3.1. Soit F P L2
γpQq,G P L2

γpΣq alors, pour γ assez grand, le problème
(2.8) admet une unique solution u P L2

γpQq telle que uII|xd�0 P L2
γpΣq. De plus on a

l’estimation

γ}u}2L2
γpQq

�}uII|xd�0}2L2
γpΣq ¤ C

�
1
γ
}F }2L2

γpQq
�}G}2L2

γpΣq



. (2.45)
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2.3.1 Le problème dual

La démonstration du Théorème 2.3.1 est basée sur des argument de dualité. Pour
cela, nous avons besoin de construire un problème aux limites adjoint#

L�v � f dans Q,

Cv|xd�0 � g sur Σ.
(2.46)

L’opérateur adjoint L�(adjoint formel de l’opérateur L ) est défini par

L�.��Bt.�
ḑ

j�1
A�jBxj .�

ḑ

j�1
pBxjAjq�,

au sens des distributions.
Dans un premier temps, nous rappelons le lemme 9-4 de Benzoni-Gavage et Serre [1]
dans le cas où la matrice Ad est inversible. Nous allons démontrer le même lemme
sous l’hypothèse 2.1.2.

Lemme 2.3.2. Supposons que Ad P C8
�
Σ;MN�N pRq

�
et B P C8

�
Σ;Mp�N pRq

�
.

Si B de maximal rang p et kerB � kerAd, il existe une fonction matricielle N P
C8

�
Σ;MN�p�N pRq

�
telle que

RN � kerB`kerN.

De plus, il existe C P C8
�
Σ;Mp�N pRq

�
et M P C8

�
Σ;Mp�N pRq

�
telle que

kerC � ker
�
AdkerB

�K et Ad �M�B�C�N.

Dans notre cas (cas caractéristique)

Lemme 2.3.3. Sous les hypothèses 2.1.2 et 2.1.4, il existe une fonction matricielle
N PW 1,8�Σ;MN�p�N pRq

�
telle que

RN � kerB`kerN.

De plus, il existe C PW 1,8�Σ;Mp�N pRq
�

et M PW 1,8�Σ;MN�p�N pRq
�

telle que

kerC � ker
�
AdkerB

�K and Ad �M�B�C�N.

39



2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Démonstration. De l’hypothèse 2.1.2 la matrice Ad sous la forme

Ad �
�

0m 0
0 adpt,xq

�
,

où la matrice adpt,xq est uniformément inversible et par l’hypothèse 2.1.4 la matrice
de bord B � p0p�m,B1q telle que kerAd � kerB, ce qui donne kerad � kerB1.
Alors par l’application du Lemme 2.3.2, il existe C1,N1 PW 1,8�Σ,MpN�m�pq�pN�mqpRq

�
et M1 PW 1,8�Σ,Mp�pN�mqpRq

�
tels que

RN�m � kerB1`kerN1, RN�m � kerC1`kerM1,

et
kerC1 � ker

�
adkerB1

�K et ad �M�
1B1�C�

1N1.

Si on pose

C :�
�

0m 0
0 C1

�
PW 1,8�Σ,MN�p�N pRq

�
M :�

�
0p�m M1

	
PW 1,8�Σ,Mp�N pRq

�
N :�

�
0m 0
0 N1

�
PW 1,8�Σ,MN�p�N pRq

�
,

(2.47)

les matrices satisfont à la décomposition

Ad �M�B�C�N et kerC � ker
�
AdkerB

�K
.

La formule de Green montre que pour pu,vq P C80 pQ̄q :

xLu,vyL2pQq � xu,L�vyL2pQq�xAdu|xd�0,v|xd�0yL2pΣq,

et par suit, on a

xLu,vyL2pQq � xu,L�vyL2pQq�xBu|xd�0,Mv|xd�0yL2pΣq�xNu|xd�0,Cv|xd�0yL2pΣq.

(2.48)
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Propriétés du problème dual (2.46).

Sous les hypothèses de la Théorème 2.1.2, il faut prouver la même estimation (2.7)
pour le problème dual (2.46) :

Théorème 2.3.4. Il existe C et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et v P C80 pQq on
ait :

γ}v}2L2
�γpQq

�}vII|xd�0}2L2
�γpΣq

¤ C

�
1
γ
}L�v}2L2

�γpQq
�}Cv|xd�0}2L2

�γpΣq



. (2.49)

Démonstration. Il est nécessaire de vérifier que le problème dual satisfait les même
hypothèses que le problème (2.8).
 Comme L satisfait à l’hypothèse 2.1.1, Métivier [18] a montré que pour tout
pt,xq P Q la matrice S�1

0 pt,xq est définie positive et les matrices S�1
0 pt,xqA�j pt,xq

sont symétriques pour j � 1, � � � ,d, ce qui montre que l’opérateur L� aussi satisfait
à l’hypothèse 2.1.1.
 Le fait que les hypothèses 2.1.2 - 2.1.4 soient satisfaites par le problème dual (2.46)
est une conséquence directe de la définition de L� et la forme de la matrice C .
 Le théorème 4-2 de [1] montre que le problème (2.46) satisfait la condition de
Kreiss-Lopatinski uniforme .
Alors si on reprend tous les arguments de la démonstration du Théorème 2.2.1, on
obtient que l’estimation d’énergie a priori (2.49) est satisfaite par le couple pL�,Cq.

2.3.2 Existence d’une solution faible pour le problème aux
limites (2.8)

Les résultats des Théorèmes 2.2.1 et 2.3.4 permettent d’obtenir le résultat d’existence
faible suivant

Proposition 2.3.5. Il existe γ0 ¥ 1 tel que pour γ ¥ γ0, F P L2
γpQq et G P L2

γpΣq,
il existe u P L2

γpQq telle que e�γtuII|xd�0 PH� 1
2 pΣq où u est la solution du problème

(2.8) (au sens des distributions).
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

On utilise ici de manière standard les estimations a priori pour le problème dual
et le théorème de Hahn Banach pour obtenir l’existence d’une solution faible du
problème (2.8).

Démonstration. Sachant que l’espace L2
�γ est le dual de L2

γ . La preuve se fait en
utilisant des arguments de dualité, des résultats d’analyse fonctionnelle et les idées
de [3, 21, 17, 1, 5].
On définie les sous espaces :

X �  
v P C80 pQq : Cv|xd�0 � 0

(
et Y � L�X .

Grâce à l’estimation a priori (2.49), on déduit que l’application L� : X Ñ Y est
bijective et soit P application inverse de L� . Par conséquent, on peut définir une
application linéaire l sur Y par

lpwq :� xF,PpwqyL2pQq�xG,MPpwq|xd�0yL2pΣq, w P Y . (2.50)

De la structure par bloc de M (2.47), on remarque que Mpwq �M1PpwqII . Alors

|lpwq| ¤ }F }L2
γpQq

}Ppwq}L2
�γpQq

�}G}L2
γpΣq}M1}W 1,8pΣq}PpwqII|xd�0}L2

�γpΣq
.

D’autre part en utilisant la définition de P et l’équation (2.50), pour tout w P Y

on a
|lpwq| ¤ Cp1

γ
� 1?

γ
q}w}L2

�γpQq
,

ce qui signifie que la forme linéaire l est continue sur Y (pour la topologie de
L2
�γpQq).

Par le théorème de Hahn-Banach, l se prolonge donc en une forme linéaire continue
l̃ sur L2

�γpQq , et d’aprés le théorème de Riesz il existe u P L2
γpQq tel que, pour tout

v PX :
lpL�vq � xu,L�vyL2pQq.

En injectant la définition de l dans l’équation (2.50), on voit que u satisfait

xu,L�vyL2pQq � xF,vyL2pQq�xG,Mv|xd�0yL2pΣq. (2.51)

En particulier pour v dans C80 pQq �X on a

xu,L�vyL2pQq � xF,vyL2pQq,

et en utilisant la formule de Green (2.48), on obtient Lu � F au sens des distribu-
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tions.
Pour conclure la démonstration et montrer que u est en fait une solution faible du
problème (2.8) il suffit donc de montrer que uII|xd�0 vérifie les conditions de bords.
D’après le théorème 7 de [28], et l’hypothèse 2.1.2 la trace Adu|xd�0 PH�1{2pΣq. Par
la densité on a la formule de Green (2.48) se prolonge pour v PX

xu,L�vyL2pQq � xF,vyL2pQq�xBu|xd�0,Mv|xd�0y
H
� 1

2
γ pΣq�H

1
2
γ pΣq

,

et d’ou l’égalité (2.51), on déduit que xBu|xd�0�G,Mv|xd�0y
H
� 1

2
γ pΣq�H

1
2
γ pΣq

� 0.

Puisque RN � kerC ` kerM la matrice M : kerC ÞÑ Cp est bijective . Alors, pour
tout ψ P C80 pΣq il existe φ P C80 pQq tel que Mφ|xd�0 � ψ. Ce qui implique que
Bu|xd�0 �G au sens des distributions.
Ainsi u est une solution faible du problème (2.8) et la Proposition 2.3.5 est démon-
trée.

Maintenant que l’existence d’une solution faible est démontrée, il reste à établir
l’unicité de cette solution faible,à établir que la trace de la partie non caractéristique
de u c’est à dire uII est dans L2

γpΣq sur le bord txd � 0u et enfin que cette solution
vérifie l’estimation d’énergie a priori (2.45). La fin de la démonstration du Théorème
2.3.1 consiste à établir le théorème suivant qui démontre que la solution du problème
(2.8) est une solution forte.

2.3.3 Le théorème ˝faible=fort ̏

Nous montrons que la solution faible qui est donnée par la Proposition 2.3.5 est limite
d’une suite régulières des solutions du problème (2.8) en utilisant des opérateurs de
régularisation.

Théorème 2.3.6. Soit F P L2
γpQq,G P L2

γpΣq et u P L2
γpQq. Alors, pour γ assez

grand , u est une solution forte du problème (2.8) s’il existe une suite puεq0 ε 1 �
L2pR�,H1�Rdq� telle que

uε ÝÝÝÑ
εÑ0

u dans L2
γpQq,

Luε ÝÝÝÑ
εÑ0

F dans L2
γpQq,

Buε|xd�0 ÝÝÝÑεÑ0
G dans L2

γpΣq.
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En particulier uII|xd�0 P L2
γpΣq et l’estimation suivante est satisfaite

γ}u}2L2
γpQq

�}uII|xd�0}2L2
γpΣq ¤ C

�
1
γ
}F }2L2

γpQq
�}G}2L2

γpΣq



. (2.52)

Avant de prouver le Théorème 2.3.6 nous aurons besoin d’introduire une famille
d’opérateurs de régularisation tangentielle pjεq0 ε 1 (voir [21, 17]).

Opérateurs de régularisation tangentielle

On considère une fonction j P C80 pR�Rd�1,R�q telle que
»
Rd
jpt,yqdtdy � 1, à sup-

port inclus dans tpt,yq P Rd : |t| � |y| ¤ 1u. Pour tout ε P s0,1r, on définit jε par
jεpt,yq � ε�djp t

ε
,
y

ε
q ainsi que l’opérateur de convolution Jε de noyau jε.

Les résultats suivants sont bien connus. On renvoie à la référence [14] par exemple
pour les détails .

Lemme 2.3.7. La famille des opérateurs pJεq0 ε 1 est uniformément bornée dans
L2pRdq et pour tout v P L2pRdq, la suite

�
Jεv

�
0 ε 1 converge fortement vers v dans

L2pRdq.

Remarque 2.3.8. Notons que les résultats du lemme restent valables quand l’opé-
rateur de convolution Jε agit dans L2

γpQq.

On notera rP1,P2s :� P1P2�P2P1 le commutateur de deux opérateurs linéaire Pi.
Nous rappelons le Lemme de Friedrichs (voir par exemple [3, 21]) qui établit une
propriété de commutation entre l’opérateur Jε et l’opérateur de multiplication d’un
élément de W 1,8pQq avec l’opérateur de dérivation tangentielle.

Lemme 2.3.9 (Lemme de Friedrichs). Soit a P W 1,8pQq. Il existe une constant
C ¡ 0 tel que, pour tout γ ¥ 1, ε P s0,1r, k P t0, . . . ,d�1u et v P L2pQq on a :

}raBxk
,Jεsv}L2pQq ¤ C}a}W 1,8pQq}v}L2pQq et lim

εÑ0
}raBxk

,Jεsv}L2pQq � 0. (2.53)
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2.3 Résolution du problème aux limites (2.8)

Démonstration du Théorème 2.3.6

Considérons ũ PL2pQq la solution faible du problème (2.9) donnée par la Proposition
2.3.5. On définit

ũε � Jεũ P L2pR�,H�8pRdqq.
En utilisant les propriétés de Jε, la suite pũεqε � L2pR�,H�8pRdqq converge forte-
ment vers ũ dans L2pQq.
Appliquons la matrice A0 définie en (2.21) au vecteur Fγ :� Lγ ũ � pL� γIN qũ et
composons à gauche par l’opérateur Jε, on obtient

JεpA0Fγq � A0Lγ ũ
ε�Rεũ,

où Rεũ� γ rA0,Jεs ũ�rA0Bt,Jεs ũ�
d�1°
j�1

�
A0AjBxj ,Jε

�
ũ�rIn�mBxd

,Jεs ũ.

On sait déjà que A0 P W 1,8pQq, A0Aj P W 1,8pQq, et Fγ P L2pQq, on peut donc
appliquer le Lemme 2.3.9 aux différents commutateurs, ce qui permet de déduire
qu’il existe une famille des opérateurs pRεqε PL pL2pQqq uniformément bornés tels
que

A0Lγ ũ
ε�A0Fγ �

�
JεpA0Fγq�A0Fγ

��Rεũ, où }Rεũ}L2pQqÑ 0. (2.54)

En passant à la limite dans (2.54) on constate que la suite pA0Lγ ũεqε � L2pQqq
converge fortement vers A0Fγ dans L2pQq et en tenant compte l’inversibilité de la
matrice A0 , on a

Lγ ũ
ε ÝÝÝÑ
εÑ0

Fγ dans L2pQq. (2.55)

Maintenant on utilise les même arguments pour les conditions au bord en Σ. On
sait que ũII|xd�0 P H�1{2pΣq satisfait Bũ|xd�0 � Gγ P L2pΣq. Appliquant l’opérateur
Jε on obtient

JεpGγq � rB,Jεsũ|xd�0�Bũε,
et par suite on a

Bũε|xd�0�Gγ �
�
JεGγ�Gγ

��rB,Jεsũ|xd�0, où }rB,Jεsũ|xd�0}L2pΣqÑ 0.
(2.56)

En passant à la limite dans l’égalité (2.56) on trouve

pBũε|xd�0qε ÝÝÝÑεÑ0
Gγ dans L2pΣq. (2.57)
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

De plus, utilisant la continuité de l’opérateur de la trace w ÞÑ Adw|xd�0 de HγpQq
dans H�1{2pΣq (Lemme 1.1.2), la suite pAdũε|xd�0qε converge fortement Adũ|xd�0
dans H�1{2pΣq et en utilisant le fait que la matrice Ad sous la forme (2.2), on déduit
que

pũεqII|xd�0qε ÝÝÝÑεÑ0
ũII|xd�0 dans H� 1

2 pΣq. (2.58)

Maintenant on montre que ũII|xd�0 P L2pΣq et que l’estimation (2.52) est satisfaite.
En utilisant aussi des argument de densité et continuité, l’estimation (2.10) donnée
par le Théorème 2.2.1 reste vraie dans HγpQq.
Appliquant l’estimation (2.10) pour ũε PHγpQq on déduit que il existe une constante
C ¡ 0 tel que γ assez grand et pour ε Ps0,1r

γ}ũε}2L2pQq�}pũεqII|xd�0}2L2pΣq ¤ C

�
1
γ
}Lγ ũε}2L2pQq�}Bũε|xd�0}2L2pΣq



. (2.59)

En appliquant l’estimation (2.59) à la différence ũε� ũε1 on obtient

γ}ũε� ũε1}2L2pQq�}pũεqII|xd�0�pũε
1qII|xd�0}2L2pΣq ¤

C

�
1
γ
}Lγ ũε�Lγ ũε

1}2L2pQq�}Bũε|xd�0�Bũε
1

|xd�0}2L2pΣq



.

En tenant compte des convergences (2.55) et (2.57), on déduit que la suite
ppũεqII|xd�0qϵ est de Cauchy qui converge fortement dans L2pΣq. En vertu de la conver-
gence (2.58), cela implique que ũII|xd�0 dans L2pΣq. De même, on obtient (2.52) par
la passage à la limite dans (2.59). �.

2.4 Résolution du problème mixte (2.1) avec
condition initiale nulle

Dans ce paragraphe, on se place dans QT � r0,T s �Ω de bord ΣT � r0,T s � BΩ.
Nous montrons que le problème mixte (2.1) avec la donnée initiale u0 nulle est
fortement bien posé dans L2 aux sens de la Définition 1.3.2. On considère le problème
homogène $''&''%

Lu� F dans QT ,

Bu|xd�0 �G sur ΣT ,

u|t�0 � 0 dans Ω.
(2.60)

On établit résultat suivant
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2.4 Résolution du problème mixte (2.1) avec condition initiale nulle

Théorème 2.4.1. Sous les hypothèses du Théorème 2.1.2 et pour tout F P L2
γpQT q

et G P L2
γpΣT q, le problème (2.60) admet une unique solution u P L2

γpQT q telle que
uII|xd�0 P L2

γpΣT q. Par ailleurs u P C0pr0,T s,L2
γpΩqq et pour γ assez grand et pour

tout 0  t¤ T on a :

γ∥u∥2
L2

γpQtq
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥uptq∥2
L2

γpΩq ¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�∥G∥2

L2
γpΣtq



. (2.61)

Avant de prouver le Théorème 2.4.1, nous aurons besoin de rappeler le théorème de
support suivant bien connu sous le nom de principe de causalité .

Théorème 2.4.2 (Chazarain Piriou [3]). Si F PL2
γpQq et G PL2

γpΣq s’annulent pour
t  t0, alors la solution du problème aux limites (2.8) aussi s’annule pour t  t0.

On renvoie à Chazarain Piriou [3], théorème 6.11, p 402 pour la démonstration de
ce résultat dans le cas où les coefficients de classe C8. La régularité de coefficients
ne jouant aucune rôle dans la démonstration, le théorème 2.4.2 reste vrai pour des
coefficients Lipschitz.

2.4.1 Démonstration du Théorème 2.4.1

Considérons les données F P L2
γpQT q et G P L2

γpΣT q. Dans un premier temps pour
démontrer l’existence de la solution u, on prolonge F , G par 0 pour t   0 et pour
t ¡ T . Notant F̆ et Ğ les résultats de ces prolongements, alors par construction
F̆ P L2

γpQq et Ğ P L2
γpΣq. Par conséquent, pour γ assez grand et par le Théorème

2.3.6, il existe unique ŭ P L2
γpQq tel que#

Lŭ� F̆ dans Q,

Bŭ|xd�0 � Ğ sur Σ,

et d’après le Théorème 2.4.2 la solution ŭ P L2
γpQq s’annule pour t  0.

D’autre part, on sait que ŭ PHγpQq et le bord tt� 0u est non caractéristique pour
l’opérateur L (due à l’hyperbolicité de L en direction du temps t ), alors la trace
ŭ|t�0 PH�1{2pΩq. En utilisant la formule des sauts

Lŭ� � pLŭq�� ŭ|t�0b δt�0, (2.62)
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

où ŭ� désigne le prolongement de ŭ par 0 pour t  0 et comme F̆ s’annule pour t  0,
on déduit que Lŭ� � pLŭq� et par suite ŭ|t�0 � 0 . Alors la restriction u de ŭ sur QT
est une solution dans L2

γpQT q du problème (2.60) qui satisfait

γ∥u∥2
L2

γpQT q
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpΣT q

¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQT q
�∥G∥2

L2
γpΣT q



. (2.63)

Pour l’unicité de la solution u, il faut démontrer que la solution nulle est l’unique
solution du problème $''&''%

Lu� 0 dans QT ,

Bu|xd�0 � 0 sur ΣT ,

u|t�0 � 0 dans Ω.
(2.64)

Supposons que u soit une solution. En utilisant la même notation qui utilisée au
début de la démonstration et la formule des sauts, ŭ la solution du problème#

Lu� 0 dans s�8,T s�Ω,
Bu|xd�0 � 0 sur s�8,T s�BΩ.

(2.65)

Maintenant on introduit une fonction régulière θ tel que θ � 1 sur s�8, τ s, τ   T et
θ � 0 sur rT,�8r.
Alors θŭ et Lpθŭq dans L2pQq ,Bθŭ dans L2pΣq. De plus Lpθŭq � 0 et Bθŭ� 0 pour
t  τ . D’aprés le Théorème 2.4.2 on a θŭ� 0 pour t  τ .
Il reste juste à démontrer que la solution du problème (2.60) est continue en temps
et satisfait (2.61) pour conclure le Théorème 2.4.1. Pour cela utilisant le fait que
L est un opérateur symmetrisable au sens de Friedrichs, il faut d’abors démontrer
proposition suivante :

Proposition 2.4.3. [21, 18] Il existe C et γ0 ¥ 1 tels que pour tout γ ¥ γ0 et
φ P C8

0 pQq tel que φ|t 0 � 0 on ait :

e�2γt∥φptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥e�γtLφ∥2
L2pQtq

�γ∥e�γtφ∥2
L2pQtq

�∥e�γtφII|xd�0∥2
L2pΣtq



,

(2.66)
pour tout 0  t¤ T ,

Admettons pour l’instant cette proposition .
Par densité, l’estimation (2.66) se prolonge pour φ PH0pQq telle que φ|t 0 � 0 ) .
Par le Théorème 2.3.6, on considère la suite regularisante pvεq dans
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2.4 Résolution du problème mixte (2.1) avec condition initiale nulle

L2pR�,H�8pRdqq tel que vε|t 0 � 0 et satisfait

vε ÝÝÝÑ
εÑ0

e�γtŭ dans L2pQq,
pvε|xd�0qII ÝÝÝÑεÑ0

e�γtpŭ|xd�0qII dans L2pΣq,
Lvε ÝÝÝÑ

εÑ0
e�γtF̆ dans L2pQq,

Buε|xd�0 ÝÝÝÑεÑ0
e�γtĞ dans L2pΣq.

En appliquant l’estimation (2.66) à la différence eγtpvε�vε1q on obtient

∥vεptq � vε
1ptq∥2

L2pΩq

¤ C

�
1
γ

∥Lvε�Lvε1∥2
L2pQtq

�γ∥vε�vε1∥2
L2pQtq

�∥pvε|xd�0qII �pvε
1

|xd�0qII∥2
L2pΣtq



,

ce qui implique que la suite pvεq � C 0pR,L2pRd�qq est de Cauchy.
Par le passage à la limite et en utilisant le fait que la solution est unique, on obtient
ŭ PC 0pR,L2

γpRd�qq. Alors si on pose u� ŭ|QT
on trouve que la solution u du problème

(2.60) dans C 0pr0,T s ,L2
γpRd�qq.

Maintenant on applique l’estimation (2.66) à vε, on obtient

∥vεptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥Lvε∥2
L2pQtq

�γ∥vε∥2
L2pQtq

�∥pvε|xd�0qII∥2
L2pΣtq



.

Par le passage à limite, on a

∥e�γtŭptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥e�γtF̆∥2
L2pQtq

�γ∥e�γtŭ∥2
L2pQtq

�∥e�γtpŭ|xd�0qII∥2
L2pΣtq



,

et en utilisant le fait que u� ŭ|QT
, on obtient

e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�γ∥u∥2

L2
γpQtq

�∥uII|xd�0∥2
L2

γpΣtq



. (2.67)

En utilisant l’estimation ci dessus et (2.63), on obtient la solution u satisfait (2.61)
. Ce qui démontre le Théorème 2.4.1. �.
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

2.4.2 Démonstration de la Proposition 2.4.3

Soit φ P C8
0 pQq tel que φ|t 0 � 0. Si on pose φ̃� e�γtφ, alors

Lγφ̃� γφ̃�Btφ̃�
j�d�1¸
j�1

AjBjφ̃�AdBdφ̃. (2.68)

Comme L est Friedrichs symétrisable, en effectuant la dérivation en t de la fonction
t ÞÑ xSφ̃ptq, φ̃ptqyL2pΩq, il vient

BtxS0φ̃, φ̃yL2pΩq � xBtS0φ̃, φ̃yL2pΩq�2ℜexS0Btφ̃, φ̃yL2pΩq,

où φ dépendant la variable t. De l’égalité (2.68), on a

BtxS0φ̃, φ̃yL2pΩq � xBtS0φ̃, φ̃yL2pΩq�2ℜexS0Lγφ̃, φ̃yL2pΩq�2ℜexγS0φ̃, φ̃yL2pΩq

� 2ℜexS0AdBdφ̃, φ̃yL2pΩq�
j�d�1¸
j�1

2ℜexS0AjBjφ̃, φ̃yL2pΩq.

Il est clair que

2ℜexS0AdBdφ̃, φ̃yL2pΩq �
» �8

0
2ℜexS0AdBdφ̃pt,xdqq, φ̃pt,xdqyL2pRd�1qdxd.

Comme la matrice S0Ad est symétrique, on a

2ℜexS0AdBdφ̃, φ̃yL2pRd�1q��xS0Adφ̃ptq|xd�0, φ̃ptq|xd�0yL2pRd�1q�xBdpS0Adqφ̃ptqq, φ̃ptqyL2pΩq.

Les matrice S0Aj étant aussi symétriques, on a

2ℜexS0AjBjφ̃, φ̃yL2pΩq ��xBjpS0Ajqφ̃ptqq, φ̃ptqyL2pΩq,

et par suite

BtxS0φ̃, φ̃yL2pΩq � xBtS0φ̃, φ̃yL2pΩq�2ℜexS0Lγφ̃, φ̃yL2pΩq�2ℜexγS0φ̃, φ̃yL2pΩq

� ℜex�S0Adφ̃|xd�0, φ̃|xd�0yL2pRd�1q�ℜexBdpS0Adqφ̃, φ̃yL2pΩq

�
j�d�1¸
j�1

x�BjpS0Ajqφ̃, φ̃yL2pΩq.

50
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En utilisant le fait que φ̃|t�0 � 0, puis en intégrant l’équation ci-dessus en t, on
obtient

xS0φ̃ptq, φ̃ptqyL2pΩq � xBtS0φ̃, φ̃yL2pQtq�2ℜexS0Lγφ̃, φ̃yL2pQtq�2ℜexγSφ̃, φ̃yL2pQtq

� xS0Adφ̃|xd�0, φ̃|xd�0yL2pΣq�xBdpS0Adqφ̃, φ̃yL2pQtq

�
j�d�1¸
j�1

x�BjpSAjqφ̃, φ̃yL2pQtq,

pour tout 0  t¤ T . En utilisant l’inégalité de Young et la continuité L2 des opéra-
teurs, on obtient

xpBtS0qφ̃, φ̃yyL2pQtq ¤ C}φ̃}2L2pQtq
. (2.69)

2ℜexγS0φ̃, φ̃yL2pQtq ¤ Cγ}φ̃}2L2pQtq
. (2.70)

j�d�1¸
j�1

xp�BjS0Ajqφ̃, φ̃yL2pQtq ¤ C}φ̃}2L2pQtq
(2.71)

x�BdpS0Adqũ, ũyL2pQtq ¤ C}φ̃}2L2pQtq
. (2.72)

x�S0Adφ̃|xd�0, φ̃|xd�0yL2pΣtq ¤ C 1}φ̃|xd�0}2L2pΣtq
(2.73)

2ℜexS0Lγφ̃, φ̃yL2pQtq ¤
C1
γ
}Lγφ̃}2L2pQtq

� εγ}φ̃}2L2pQtq
. (2.74)

Maintenant en utilisant le fait que la matrice S0 P Γ0
1 est définie positive, d’après

Proposition 1.2.16 de Garding on a

2ℜexS0φ̃ptq, φ̃ptqyL2pΩq ¥ C2}φ̃ptq}2L2pΩq. (2.75)

Finalement, en utilisant (2.69), (2.70), (2.71), (2.72), (2.73), (2.74) et (2.75) on a

C2}φ̃ptq}2L2pΩq ¤C}φ̃}2L2pQtq
�C 1}φ̃|xd�0}2L2pΣtq

�C1
γ
}Lγφ̃}2L2pQtq

�pε�Cqγ}φ̃}2L2pQtq
,

et pour choisir ε, on conclut que

}φ̃ptq}2L2pΩq ¤ C

�
1
γ
}Lγφ̃}2L2pQtq

�γ}φ̃}2L2pQtq
�}φ̃|xd�0}2L2pΣtq



, (2.76)

pour γ assez grand. Ce qui démontre l’estimation (2.66). �

51



2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

2.5 Résolution du problème mixte (2.1) avec
condition initiale non nulle

Dans ce paragraphe, nous donnons la dernière étape dans la démonstration du théo-
rème principale 2.1.2.
Pour la résolution du problème (2.1) non homogène avec u0 P L2pΩq, on utilise le
fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et des idées prises des travaux
de [10, 16]. Il s’agit décomposer le problème en deux problèmes, le premier serait
un problème mixte avec une condition initiale non nulle, mais avec une condition
aux limites strictement dissipative. Quant au second problème, il serait un problème
mixte avec une condition initiale nulle, du même type que le problème mixte consi-
déré dans le paragraphe précédent.
Par l’hypothèses 2.1.1 et 2.1.2, il existe une matrice définie positive S0pt,xq tel que
S0Adpt,xq est une matrice symétrique où Adpt,xq sous la forme (2.2). Ce qui implique
que il existe une matrice pN �mq�pN �mq définie positive Sdpt,xq tel que

S0Adpt,xq �
�

0m 0
0 Sdadpt,xq

�
, (2.77)

où la matrice Sdadpt,xq est aussi symétrique.
Comme la sous matrice adpt,xq est uniformément inversible, en utilisant la remarque
1.3 de [10] et L est Friedrichs symétrisable, il existe une matrice Mdpt,xq de type
p�pN �mq telle que la matrice Sdadpt,xq soit définie négative sur kerMdpt,xq. Si
on pose

Mpt,xq �
�

0p�m Mdpt,xq
	
, (2.78)

alors la matrice S0Adpt,xq est définie négative sur kerMpt,xq.
Avec les mêmes notations, on considère le problème mixte suivant :$''&''%

Lγw̃ : � Fγ dans QT ,

Mw̃ � 0 sur ΣT ,

w̃|t�0 � u0 dans Ω.
(2.79)

On remarque que le problème (2.79) vérifie toutes les hypothèses du Théorème 1.4.3
et comme la matrice Ad est sous la forme (2.2), alors ce problème admet une unique
solution w P L2

γpQT q tel que la trace wII|xd�0 P L2
γpΣq. En outre w P C0pr0,T s,L2

γpΩqq
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2.5 Résolution du problème mixte (2.1) avec condition initiale non nulle

et satisfait pour tout γ assez grand l’estimation

e�2γt}wptq}2L2pΩq�γ}w}2L2
γpQtq

�}wII|xd�0}2L2
γpΣtq

¤ C

�
1
γ
}F }2L2

γpQtq
�}u0}2L2pΩq



,

(2.80)
pour tout t P r0,T s. Considérons maintenant w̃ la solution du problème (2.79) et on
considère le problème homogène$''&''%

Lγ ṽ � 0 dans QT ,

Bṽ|xd�0 �Gγ�Bw̃|xd�0 sur ΣT ,

ṽ|t�0 � 0 dans Ω.
(2.81)

On peut remarquer que le problème (2.81) vérifie tous les hypothèses du théorème
2.4.1, alors il admet une unique solution v P L2

γpQT q tel que vII|xd�0 P L2
γpΣT q. De

plus v P C0pr0,T s,L2
γpΩqq et satisfait l’estimation a priori de la forme

γ∥v∥2
L2

γpQtq
�∥vII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥vptq∥2
L2

γpΩq ¤ C∥Gγ�B2w̃
II
|xd�0∥2

L2
γpΣtq

,

et par suite, on a

γ∥v∥2
L2

γpQtq
�∥vII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥vptq∥2
L2

γpΩq ¤ C
�

∥G∥2
L2

γpΣtq
�∥wII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

	
.

(2.82)
Il est clair que u :� v�w est la solution du problème mixte (2.1) dans L2

γpQT q tel
que uII|xd�0 P L2

γpΣT q. De plus u P C0pr0,T s,L2
γpΩqq .

Il reste à montrer que la solution u du problème (2.1) satisfait l’estimation (2.5).
On sait que u PH0pQT q et la trace uII|xd�0 est bien définie dans L2

γpΣT q, alors si on
répète les même arguments de la Proposition 2.4.3 pour un problème mixte avec
u|t�0 � 0 on obtient

e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
∥u|t�0∥2

L2pΩq�
1
γ

∥Lu∥2
L2

γpQtq
�γ∥u∥2

L2
γpQtq

�∥uII|xd�0∥2
L2

γpΣtq



,

(2.83)
pour tout t P r0,T s.
Finalement, en combinant les estimations (2.80),(2.82) avec (2.83), on obtient l’es-
timation (2.5) pour γ assez grand. Ce qui démontre le théorème principal 2.1.2.
�
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2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

2.6 Démonstration du Théorème 2.1.3

Dans ce paragraphe, nous présentons la démonstration du Théorème 2.1.3, le second
théorème dans ce chapitre en utilisant les même arguments déjà utilisés par Métivier
[20] dans le cas non caractéristique..

Théorème 2.6.1. Sous tous les hypothèses du Théorème 2.1.2, il existe constante
C ¡ 0 tel que pour tout F,G et u0 régulières qui s’annule au voisinage de tt� xd � 0u,
le problème (2.1) admet une unique solution u P L2pQT q tel que uII|xd�0 P L2pΣT q. De
plus u P C0pr0,T s,L2pΩqq et satisfait pour tout 0  t¤ T

∥uptq∥L2pΩq�∥uII|xd�0∥L2pΣtq ¤ C

�» t
0

∥F psq∥L2pΩqds�∥G∥L2pΣtq�∥u0∥L2pΩq



.

(2.84)

Il est clair que par des arguments de densité-continuité, le théorème 2.1.3 est la
conséquence direct du théorème ci dessus. Donnons dans ce qui suit la démonstration
du Théorème 2.6.1.

Démonstration. Supposons que F P L2pQT q, G P L2pΣT q et u0 P L2pΩq. Par le
Théorème 2.1.2 le problème (2.1) admet une unique solution u P L2pQT q telle que
uII|xd�0 P L2pΣT q qui satisfait l’estimation

γ∥e�γtu∥2
L2pQT q

�∥e�γtuII|xd�0∥2
L2pΣT q

� e�2γT∥upT q∥2
L2pΩq

¤ C

�
1
γ
p∥e�γtF∥2

L2pQT q
�∥e�γtG∥2

L2pΣT q
�∥u0∥2

L2pΩq



.

Considérant le paramètre γ :� 1
T , on trouve

∥uII|xd�0∥L2pΣT q
�∥upT q∥L2pΩq ¤ C

�?
T∥F∥L2pQT q

�∥G∥L2pΣT q
�∥u0∥L2pΩq

	
,

(2.85)
La démonstration consistera à remplacer la norme L2 de F par la norme
L1pr0;T s;L2q dans l’estimation ci dessus pour trouver (2.84).
On considère les deux problèmes$''&''%

Lu� 0 dans QT ,

Bu�G sur ΣT ,

u|t�0 � u0 dans Ω,
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2.6 Démonstration du Théorème 2.1.3

et $''&''%
Lu� F dans QT ,

Bu� 0 sur ΣT ,

u|t�0 � 0 dans Ω.
(2.86)

On peut remarquer que ces deux problèmes sont la décomposition du problème
(2.1), alors par linéarité il faut vérifier que la solution de chaque problème satisfait
l’estimation (2.84). Pour le premier problème, la solution u satisfait (2.85) pour tout
T ¡ 0 et par suit l’estimation (2.84).
Il reste donc à montrer que la solution du problème (2.86) satisfait l’estimation
(2.84) pour terminer la démonstration du théorème.
En premier lieu, nous rappelons la Proposition 5.14 et le lemme 5.15 de [20].

Proposition 2.6.2. [20] Il existe une famille des opérateurs bornée Ept,sq de L2pΩq
vers L2pΩq pour 0 ¤ s ¤ t ¤ T , tel que pour tout s P r0;1r, uptq � Ept,squ0 est la
solution unique du problème $''&''%

Lu� 0 dans QT ,

Bu� 0 sur ΣT ,

u|t�0 � u0 dans Ω.

Lemme 2.6.3. [20] Soit F régulière s’annule au voisinage du coin tt� xd � 0u, la
solution du problème (2.86) est donnée par le principe de Duhamel

uptq �
» t

0
Ept,sqF psqds, (2.87)

où 0¤ s¤ t¤ T.

On considère le problème $''&''%
Lv � 0 dans r0,T s�Ω,
Bv � 0 sur r0,T s�BΩ,
v|t�0 � F psq dans Ω.

(2.88)

D’après la Proposition 2.6.2, vptq � Ept,sqF psq est la solution unique du problème
ci dessus, par conséquent v satisfait l’estimation (2.85)

∥vII|xd�0∥L2pΣtq�∥vptq∥L2pΩq ¤ C∥F psq∥L2pΩq, (2.89)

55



2 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

où 0¤ s¤ t¤ T . En intégrant par rapport à s on trouve» t
0

∥vII|xd�0∥L2pΣtqds�
» t

0
∥vptq∥L2pΩqds¤ C

�» t
0

∥F psq∥L2pΩqds



. (2.90)

D’autre part, d’après le Lemme 2.6.3, la solution du problème (2.86) est s’écrit sous
la forme

uptq �
» t

0
vptqds, (2.91)

et par suit, on a

∥uII|xd�0∥L2pΣtq�∥uptq∥L2pΩq ¤
» t

0
∥vII|xd�0∥L2pΣtqds�

» t
0

∥vptq∥L2pΩqds.

Finalement, en utilisant l’estimation ci dessus et (2.89), la solution du problème
(2.86) satisfait

∥uII|xd�0∥L2pΣtq�∥uptq∥L2pΩq ¤ C

�» t
0

∥F psq∥L2pΩqds



,

c’est à dire l’estimation (2.84) est satisfaite. Ce qui démontre le Théorème 2.6.1.
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3 Problèmes mixtes caractéristiques
avec la condition Kreiss-Lopatinskii
affaiblie

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Annales Polonici Mathe-
matici, [23].
Dans la deuxième partie de cette thèse, on considère un problème aux limites pour
un système du premier ordre d’équations aux dérivées partielles hyperboliques à co-
efficients constants où l’opérateur différentiel L est supposé Friedrichs symétrisable
(hypothèse 3.1.1) à frontière caractéristique (hypothèse 3.1.2) et satisfait une version
affaiblie de la condition dite Kreiss-Lopatinskii uniforme (voir la Définition 3.1.1).
Ce chapitre contient deux importants résultats. Dans le premier, on montrera que le
problème est faiblement bien posé dans L2 au sens où il admet une solution unique
satisfaisant une estimation d’énergie avec une perte de régularité par rapport à les
données. Le cas où les coefficients constants permet d’utiliser l’analyse de Fourier-
Laplace.
Pour le second résultat, on prolonge l’analyse à un problème mixte avec la donnée
initiale non nulle où la variable du temps est localisée dans r0,T s. On démontre que
le problème est fortement bien posé dans L2 sous toutes les hypothèse du Théorème
2.1.2 sans utiliser l’outil algébrique symétriseur de Kreiss.
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3 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie

3.1 Description du problème

On considère le problème aux limite à coefficients constants suivant :$''&''%
Lu� B

Btu�
ḑ

j�1
Aj

Bu
Bxj � F, dans Q,

Bu�G sur Σ,

(3.1)

où A1,A2, � � � ,Ad sont des matrices de type N �N à coefficients réels. L’inconnue
upt,xq ainsi F pt,xq sont à valeurs vectorielles dans CN . La matrice B est de type
p�N et Gpt,xq est à valeurs vectorielles dans Cp.

3.1.1 Hypothèses

On fait les hypothèses suivantes :

Hypothèse 3.1.1. L’opérateur L est Friedrichs symétrisable, c’est à dire qu’il existe
une matrice symétrique, définie positive S0 telle que les matrices S0Aj , pour j �
1, . . . ,d, soient aussi symétriques.

Hypothèse 3.1.2. Le problème (3.1) est caractéristique de constant multiplicité,
c’est à dire que la matrice Ad est singulière et de rang constant N �m. De plus,
nous supposons que Ad sous la forme�

0m 0
0 ad

�
, (3.2)

avec ad est une matrice inversible.

Correspondant à cette représentation, l’inconnue u s’écrit comme puI ,uIIqT , où uII

s’appelle la partie non caractéristique de u et uI la partie caractéristique.

Hypothèse 3.1.3. Pour tout ξ � pξ1, . . . , ξd�1, ξdq :� pη,ξdq P Rd�1 �R, avec ξ �
0, le symbole matrice

ḑ

j�1
ξjAj :� Apηq � ξdAd admet une valeur propre λ � 0 de
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3.1 Description du problème

multiplicité m, alors la matrice Apηq �
d�1̧

j�1
ξjAj admet une décomposition par blocs

de la forme

Apηq :�
�

0m a1,2pηq
a2,1pηq a2pηq

�
, η P Rd�1. (3.3)

Hypothèse 3.1.4. La matrice B est de rang maximal p où p est le nombre des
valeurs propres positives de la matrice Ad et satisfait kerAd � kerB. Pour cela après
une transformation linéaire on suppose que la matrice B prend la forme

B �
�

0p�m ,B1

	
, (3.4)

avec B1 est une matrice de type p�pN �mq .

Comme mentionné dans l’introduction, on supposera que le problème (3.1) satisfait
une version affaiblie de la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme, voir par exemple
[8, 18, 1]. Avant de donner la définition de cette condition dans ce cas, on introduit
les variables de fréquence

ζ � pτ,ηq τ � γ� iσ P C� : ℜepτq � γ ¡ 0 ,ℑmpτq � σ P R, η P Rd�1,

et l’espace de fréquences

Ξ� �
!
pτ,ηq P C�Rd�1zp0,0q : |τ |2�|η|2 � 1,γ ¡ 0

)
.

On introduit aussi E�pτ,ηq, le sous-espace stable associé au système singulier

pτIN � iApηqqϕ�Ad BϕBxd � 0, (3.5)

obtenu après transformation de Fourier-Laplace en la variable d’espace tangentielle
pt,yq dans l’équation de l’intérieur du problème (3.1) avec F � 0.

Definition 3.1.1. Soit s nombre réel positif. On dit que le système pL,Bq vérifie la
condition s-Kreiss-Lopatinskii faible si

D C ¡ 0, @ pτ,ηq P Ξ�
�
v P E�pτ,ηqq ñ |Adv| ¤ Cγ�s|Bv|� . (3.6)
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3 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie

Hypothèse 3.1.5. Le problème aux limites (3.1) satisfait la condition s-WKL et
pour tout s¥ 0.

Remarque 3.1.2. Grâce à la Définition 3.1.1, on peut remarquer que la condition
(3.6) est la formulation standard de la Condition Kreiss-Lopatinskii Uniforme(UKL)
dans le cas s� 0.

3.1.2 Les principaux résultats

Le premier résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théorème 3.1.3. Supposons que les hypothèses 3.1.1-3.1.5 soient satisfaites pour
un indice s ¥ 0. Il existe constant C ¡ 0 tel que pour tout γ ¡ 0, pour tout F P
L2�R�,Hs

γpΣq
�
, G PHs

γpΣq, le problème (3.1) admet une unique solution u P L2
γpQq

telle que uII|xd�0 P L2
γpΣq. Par ailleurs, u satisfait une estimation d’énergie de la

forme

γ∥e�γtu∥2
L2pQq�∥e�γtuII|xd�0∥2

L2pΣq ¤ C

�
1

γ2s�1~e�γtF~2
s,γ�

1
γ2s∥e�γtG∥2

s,γ



.

(3.7)

Benzoni-Gavage et Serre [1] ont construit un symétriseur de Kreiss sous la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme pour des système hyperbolique symétrique avec des co-
efficients constants et de frontière caractéristique, avec l’hypothèse particulière que
la matrice symbole Apηq (3.3) sous la forme par bloc

Apηq �
�

0m aT2,1pηq
a2,1pηq a2pηq

�
, η P Rd�1.

avec a2pηq � 0. Ainsi, dans le chapitre 2 de notre travail, nous montrons que le
problème (3.1) est bien posé dans L2. En effet dans ces résultats, on peut fournir
une estimation d’énergie a priori sans perte de régularité de la solution par rapport
aux données.
Cependant, dans de nombreux exemples physique comme l’élasticité linéaire où
les équations d’Euler de la dynamique des fluides, la condition Kreiss-Lopatinskii
uniforme dégénère sur certains points de Ξ� on peut citer [24, 25, 5, 8].
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3.1 Description du problème

Récemment, certaines formes affaiblies de la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme ont été traitées. J.F. Coulombel et P. Secchi [5] ont étudié la stabilité linéaire
d’une compressible vortex sheet. Ils ont pu fournir une estimation d’énergie a priori
similaire à (3.7) dans le cas où s� 1.
M.Eller [8] a prouvé sous l’hypothèse 3.1.5 le Théorème 2.1.2 dans le cas non
caractéristique où l’opérateur est constamment hyperbolique .
Dans notre travail, en utilisant une approche différente et des idées de [16, 5, 10],
on donne une autre preuve du théorème 2.1.2, et malgré les conditions aux limites
non nulle sans invoquer le symétriseur de Kreiss [1, 3, 13].
En effet, la stratégie de la preuve consiste à scinder le problème original en deux
problèmes aux limites. Dans le premier problème, grâce à l’hypothèse Friedrichs
symétrisable, l’équation de l’intérieur du problème est couplée à une condition aux
limites strictement dissipative. Pour ce problème, nous avons des résultats bien
connus, voir par exemple [14, 18, 1].
Dans le second problème, l’équation de l’intérieur a un terme source nul, et la
condition aux limites satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii affaiblie.

Motivés par les conclusions du théorème 3.1.3, il serait utile de prolonger l’analyse
à un problème mixte sur un intervalle de temps fini r0,T s avec une donnée initiale
non nulle où l’hypothèse 3.1.5 est vérifiée pour s � 0, c’est-à-dire dans le cas où la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite pour le système pL,Bq.
Considère le problème mixte$'''''&'''''%

Lu� B
Btu�

ḑ

j�1
Aj

Bu
Bxj � F, dans QT ,

Bu�G sur ΣT ,

u|t�0 � u0 dans Ω.

(3.8)

avec les données F P L2pQT q, G P L2pΣT q et u0 P L2�Rd��.
Le deuxième résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théorème 3.1.4. Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 3.1.3 soient
satisfaites dans le cas s � 0. Pour tout F P L2

γpQT q, G P L2
γpΣT q et u0 P L2�Ω�, le

problème (3.8) admet une unique solution u PL2
γpQT q telle que uII|xd�0 PL2

γpΣT q. Par
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3 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie

ailleurs, u P C0 �r0,T s,L2pΩq� et satisfait à l’estimation

γ∥u∥2
L2

γpQtq
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

� e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq

¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�∥G∥2

L2
γpΣtq

�∥u0∥2
L2pΩq



,

(3.9)

pour tout t P r0,T s.

3.2 La démonstration du Théorème 3.1.3

3.2.1 Le problème aux limites auxiliaire strictement dissipative

Pour γ ¡ 0, posant ũ � e�γtu et F̃ :� e�γtF, G̃ :� e�γtG, le problème (3.1) est
devient équivalent au problème#

Lγ ũ : � Lũ�γũ� F̃ dans Q,

Bũ� G̃ sur Σ.
(3.10)

Par les hypothèses 3.1.1 et 3.1.2 il existe une matrice définie positive S0 telle que
S0Ad est une matrice symétrique, Ad de la forme (3.2). Ce qui implique que il existe
une matrice pN �mq�pN �mq définie positive Sd telle que

S0Ad �
�

0m 0
0 Sdad

�
, (3.11)

où la matrice Sdad est aussi symétrique.
Comme la sous matrice ad est inversible et en utilisant la remarque 1.3 de [10]
et l’hypothèse que L est Friedrichs symérisable, il existe une matrice Md de type
p�pN �mq telle que la matrice Sdad est définie négative sur kerMd. Posant

M �
�

0p�m Md

	
. (3.12)

Par conséquent la matrice S0Ad est définie négative sur kerM . Ce qui implique que
la matrice M est strictement dissipative, c’est à dire il existe des constantes positive
c et C tel que pour tout w P CN , on a

�xS0Adw,wyCN ¥ c|wII |2�C|Mw|2, (3.13)
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3.2 La démonstration du Théorème 3.1.3

voir la Proposition 1.4.2
On considère le problème aux limites suivant :$''&''%

Lγw̃ � p BBt �γqw̃�
d�1̧

j�1
Aj

Bw̃
Bxj �Ad

Bw̃
Bxd � F̃ dans Q,

Mw̃ � 0 sur Σ.

(3.14)

Ce problème entre dans le cadre des problèmes aux limites hyperboliques strictement
dissipatifs qui ont été traités par plusieurs auteurs (voir par exemple [14, 18, 1]) pour
lesquels un résultat de fortement bien posé a été établi. Par conséquent, en adaptant
par exemple la preuve de Métivier [18] dans le cas de frontière caractéristique pour
un opérateur Friedrichs symétrisable (voir [18], proposition 2.2.13), on a

Théorème 3.2.1. Sous tous les hypothèses du Théorème 3.1.3 et pour s¥ 0, il existe
constant C ¡ 0, tel que pour tout γ ¡ 0, et pour F P L2�R�,HspΣq�, le problème
(3.14) admet une unique solution w̃ PL2pR�,Hs

�
Σq� tel que la trace w̃II|xd�0 PHspΣq

et satisfait à l’estimation suivante

γ~w̃~2
s,γ�∥w̃II|xd�0∥2

s,γ ¤
C

γ
~F̃~2

s,γ . (3.15)

3.2.2 Analyse de Fourier Laplace pour le problème aux limites

On notera ũ la solution espérée du problème aux limites (3.10) et w̃ la solution du
problème (3.14). On introduit aussi

ṽ � ũ� w̃.

On peut remarquer que ṽ est la solution du problème aux limites$''&''%
Lγ ṽ � Ad

Bṽ
Bxd �p

B
Bt �γqṽ�

d�1̧

j�1
Aj

Bṽ
Bxj � 0 dans Q,

B1ṽ
II � G̃�B1w̃

II
|xd�0 sur Σ.

(3.16)

Après transformation de Fourier-Laplace dans les variable tangentielle pt,yq, le sys-
tème (3.16) s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire singulière par
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3 Problèmes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie

rapport à la variable normale xd de la forme :$'&'%Ad
Bϕ
Bxd pζ,xdq�Apζqϕpζ,xdq � 0 ζ P C��Rd�1, xd ¡ 0

B1ϕ
IIpζ,0q �Hpζq ζ P C��Rd�1, xd � 0,

, (3.17)

ζ � pτ,ηq � pγ� iσ,ηq,
où l’inconnue ϕ est la transformée de Fourier relativement aux variables tangentielles
pt,yq de ṽ la solution L2 du problème (3.16)

Apζq � �pτIN � iApηqq , Apηq �
d�1̧

j�1
ξjAj , (3.18)

et
Hpζq :� FpG̃qpσ,ηq�B1Fpw̃IIqpσ,η,0q. (3.19)

La stratégie de l’analyse de Fourier-Laplace est de construire une solution dans
L2pR�q du système (3.17) qui satisfait à des estimations d’énergie. Ceci est néces-
saire pour obtenir que le problème original (3.16) soit bien posé à travers l’utilisation
de la transformée de Laplace inverse et le théorème de Paley-Wiener.
La non inversibilité de la matrice frontière Ad induit un système singulier d’ODE
(3.17). Grâce à la structure par blocs de la matrice de symbole Apξq, on réduit le
système singulier à un système non caractéristique d’ODE par rapport à la compo-
sante non caractéristique en utilisant la même méthode dans la preuve du lemme
2.2.5.

Lemme 3.2.2. Pour tout ζ P C��Rd�1, le système (3.17) se met sous la forme
d’un système d’ordre 1 $'&'%

BϕII
Bxd pζ,xdq�A2pζqϕIIpζ,xdq � 0,

B1ϕ
IIpζ,0q �Hpζq,

où
A2pζq � �a�1

d

�
τIN�m� ia2pηq� 1

τ
a2,1pηqa1,2pηq

�
. (3.20)

Démonstration. Grâce à l’hypothèse 3.1.2, la décomposition (3.2) de matrice Ad
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3.2 La démonstration du Théorème 3.1.3

permet de considérer la matrice inversible

A�d :�
�
Im 0
0 a�1

d

�
, (3.21)

On multiplie la première équation dans le problème (3.17) par A�d . La structure par
blocs de la matrice Ad implique que

IN�m
Bϕ
Bxd pζ,xdq � A�d Apζqϕpτ,η,xdq, (3.22)

où IN�m :� diagp0m, IN�mq.
De l’hypothèse 3.1.3, on sait que la matrice symbole Apηq admet une décomposition
de la forme (3.3), on déduit alors que

A�d Apζq � �
�

τIm ia1,2pηq
ia�1
d a2,1pηq ia�1

d a2pηq� τa�1
d

�
. (3.23)

En appliquant la décomposition CN � Cm
À

CN�m, le système (3.17) avec l’incon-
nue ϕ� pϕI ,ϕIIqT se réécrit sous la forme suivant$'&'%

τϕIpζ,xdq� ia1,2pηqϕIIpζ,xdq � 0,
BϕII
Bxd pζ,xdq � �ia�1

d

�
a2,1pηqϕIpζ,xdq�pa2pηq� iτIN�mqϕIIpζ,xdq

�
.

(3.24)

En utilisant la première équation de (3.24), on obtient ϕI en fonction de ϕII

ϕIpζ,xdq � � i

τ
a1,2pηqϕIIpζ,xdq, (3.25)

puis en remplaçant dans la deuxième équation de (3.24), on obtient un problème
aux limites pour une équation différentielle ordinaire paramétrée par ζ PC��Rd�1

à valeurs dans CN�m, en fonction la partie non caractéristique ϕII de la forme$'&'%
BϕII
Bxd pζ,xdq�A2pζqϕIIpζ,xdq � 0,

B1ϕ
IIpζ,0q �Hpζq,

(3.26)

où pour tout ζ P C��Rd�1, la matrice A2pζq est donnée par (3.20) .

Dans tout ce qui suivra, on notera avec un abus de langage, ϕIIpζ,0q la trace de la
solution ϕIIpζ, .q sur Σ. De même, on notera w̃IIp.,0q la trace de w̃II qui est bien
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définie dans L2pΣq.
Le problème (3.26) apparaît comme le système (2.26) et en vertu de l’analyse faite
dans le chapitre 2, la matrice A2pζq est hyperbolique. De plus, on a la décomposi-
tion

CN�m � E�pζq`E�pζq,
où le sous-espace stable E�pζq de A2pζq de dimension p lorsque γ ¡ 0.
Soit P�pζq le projecteur sur E�pζq tel que

P�pζq � 1
2πi

»
Γ�

�
zIN�m�A2pζq

��1
dz (3.27)

avec Γ� est une courbe simple fermée incluse dans le demi-plan complexe de partie
réelle négative entourant les valeurs propres de A2pζq. On introduit aussi l’opéra-
teur

Jpζq :�B1P�pζq.
En vertu la définition de sous-espace stable E�pζq et la représentation (3.4) de ma-
trice B, la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie de l’hypothèse 3.1.5 est alors réécrite
par :

D C ¡ 0, @ζ P Ξ
�
v P E�pζq ñ |v| ¤ Cγ�s|B1v|

�
. (3.28)

Par conséquent, pour tout ζ PC��Rd�1 l’opérateur Jpζq est un isomorphisme entre
E�pζq et Cp, ce qui implique que J�1Hpζq P E�pζq.
Comme indiqué au début de ce sous-paragraphe, on peut d’abord énoncer le résultat
crucial suivant

Proposition 3.2.3. Sous tous les hypothèses de Théorème 3.1.3 pour s¥ 0, il existe
constant C ¡ 0, tel que pour tout γ ¡ 0, et pour F̃ P L2�R�,HspΣq�, G̃ PHspΣq, et
ζ P C��Rd�1, le problème (3.26) admet une solution unique ϕIIpζ, .q P L2pR�q qui
satisfait l’estimation suivante»

Rd
|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη ¤ C

�
1
γ2s∥G̃∥2

s,γ�
1

γ1�2s~F̃~2
s,γ



. (3.29)

Démonstration. Par le principe de Duhamel, le problème (3.26) admet une unique
L2pR�q solution de la forme

ϕIIpζ,xdq � exppxdA2pζqqJ�1pHpζqq, (3.30)

et la trace ϕIIpζ,0q � J�1Hpζq appartient à E�pζq.
Par conséquent, en appliquant la condition de Kreiss-Lopatinskii affaiblie (3.28),
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pour tout ζ P C��Rd�1, on a

|ϕIIpζ,0q|2 ¤ C
|ζ|2s
γ2s |B1ϕ

IIpζ,0q|2 � C
|ζ|2s
γ2s |Hpζq|2.

Puis, par l’identité (3.19), il vient

|ϕIIpζ,0q|2 ¤ C
|ζ|2s
γ2s

�|FpG̃qpσ,ηq|2�|Fw̃IIpσ,η,0q|2�. (3.31)

En intégrant l’estimation ci dessus sur R�Rd�1 , on obtient»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη ¤ C
� 1
γ2s

»
Rd

�
γ2�σ2�|η|2�s|FpG̃qpσ,ηq|2dσdη�

1
γ2s

»
Rd
pγ2�σ2� |η|2qs|Fpw̃II|xd�0qpσ,ηq|2dηdσ

	
,

(3.32)

et par suite»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη ¤ C

γ2s

»
Rd
pγ2�σ2� |η|2qs|F�

e�γ.G
�pσ,ηq|2dηdσ

�
»
Rd
pγ2�σ2� |η|2qs|F�

e�γ.wII|xd�0
�pσ,ηq|2dηdσ.

En autres termes, on a»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη ¤ C

γ2s

�
∥G̃∥2

s,γ�∥w̃II|xd�0∥2
s,γ

	
. (3.33)

D’autre part, d’après le Théorème 3.2.1 la solution w̃ du problème auxiliaire (3.14)
satisfait l’estimation (3.15) ,

∥w̃II|xd�0∥2
s,γ ¤

C

γ
}F̃ }2s,γ , (3.34)

Finalement, par (3.33) et (3.34), on a»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη ¤ C

�
1
γ2s∥G̃∥2

s,γ�
1

γ1�2s~F̃~2
s,γ



,

ce qui signifie que la proposition est démontrée.
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3.2.3 Fin de la démonstration du Théorème 3.1.3

L’identité (3.25) montre que la composante caractéristique ϕI est aussi dans L2pR�q.
On déduit alors que pour tout ζ PC��Rd�1, la fonction ϕpζ, .q � pϕIpζ, .q,ϕIIpζ, .qqT
est une solution unique du problème (3.17) qui appartient à L2pR�q.
Maintenant on peut considérer ϕpζ, .q comme une solution de l’ODE singulière définie
dans (3.17), mais couplée à la matrice de bord strictement dissipative Md définie
dans (3.12),$'&'%Ad

Bϕ
Bxd pζ,xdq�Apζqϕpζ,xdq � 0 ζ P C��Rd�1, xd ¡ 0,

Mdϕ
IIpζ,0q :�Kpζq.

(3.35)

La proposition suivante qui, bien que de démonstration plus que classique, constitue
la clé de voûte dans la démonstration du Théorème 3.1.3.

Proposition 3.2.4. Il existe C ¡ 0 tel que pour tout γ ¡ 0 et ζ P C��Rd�1, on a

γ}ϕpζ, .q}2L2pR�q�|ϕIIpζ,0q|2 ¤ C|Kpζq|2 � C|Mdϕ
IIpζ,0q|2. (3.36)

Démonstration. Par l’hypothèse 3.1.1 de Friedrichs symétrisable , on a pour tout
j � 1, � � � ,d, les matrices S0Aj sont symétriques, ce qui signifie que, pour tout η P
Rd�1 la matrice S0Apηq est aussi symétrique, où Apηq sous la forme d’une structure
par blocs (3.3)

Apηq �
�

0m a1,2pηq
a2,1pηq a2pηq

�
.

En revenant à l’équation singulière du (3.17) et en multipliant à gauche par la
matrice S0, on obtient

S0Ad
Bϕ
Bxd pζ,xdq�S0Apζqϕpζ,xdq � 0.

De plus, en vertu l’expression (3.18) de la matrice Apζq, on a

S0Ad
Bϕ
Bxd pζ, .q� τS0ϕpζ, .q� iS0Apηqϕpζ, .q � 0. (3.37)

En considérant le produit scalaire dans CN de l’équation ci dessus avec ϕpζ, .q, il
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vient

ℜexS0Ad
Bϕ
Bxd pζ, .q,ϕpζ, .qyCN �ℜexτS0ϕpζ, .q,ϕpζ, .qyCN �ℜexiS0Apηqϕpζ, .q,ϕpζ, .qyCN � 0,

puis en utilisant la symétrie de matrice S0Apηq , on obtient :

ℜexS0Ad
Bϕ
Bxd pζ, .q,ϕpζ, .qyCN ��γxS0ϕpζ, .q,ϕpζ, .qyCN .

On intègre par parties sur R� relativement à la variable xd et en utilisant la symétrie
de matrice S0Ad , on obtient :

γpS0ϕpζ, .q,ϕpζ, .qqL2pR�q �
1
2xS0Adϕpζ,0q,ϕpζ,0qyCN . (3.38)

Par l’hypothèse 3.1.1, la matrice S0 est définie positive, donc il vient

Cγ}ϕpζ, .q}2L2pR�q ¤
1
2xS0Adϕpζ,0q,ϕpζ,0qyCN ,

et en utilisant ensuite le fait que l’inégalité (3.13) est vraie puisque la matrice Sdad
sur kerMd est définie négative, on déduit qu’il existe une constante C ¡ 0 telle que

γ}ϕpζ, .q}2L2pR�q ¤ C|Mdϕ
IIpζ,0q|2�|ϕIIpζ,0q|2.

Finalement on conclut l’estimation (3.36).

Maintenant, on intègre ensuite l’estimation (3.36) par rapport à la variable de Fourier
η et par rapport à la partie imaginaire de la variable de Laplace τ , on trouve

γ

»
Rd�1
�

|ϕpγ� iσ,η,xdq|2dσdηdxd�
»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη

¤ C|Md|2
»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη,

grâce à l’estimation (3.29), on obtient

γ

»
Rd�1
�

|ϕpγ� iσ,η,xdq|2dσdηdxd�
»
Rd

|ϕIIpγ� iσ,η,0q|2dσdη

¤ C|Md|2
� 1
γ2s∥G̃∥2

s,γ�
1

γ1�2s~F̃~2
s,γ

	
.

(3.39)

D’autre part, la fonction τ ÞÑ ϕpτ, ., .q est holomorphe dans C� à valeurs dans
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L2pRd�1�R�q et l’estimation (3.39) montre que

sup
γ¥γ0

»
R
}ϕpγ� iσ, ., .q}2L2pRd�1�R�qdσ  �8. (3.40)

Grâce au théorème de Paley-Wiener, les propriétés ci dessus montre qu’ils existe
une fonction v : pt,y,xdq ÞÑ ṽpt,y,xdq telle que e�γtv :� ṽ P L2pR�Rd�1�R�q pour
γ ¡ 0, où la fonction ϕ est transformée de Fourier par rapport aux variables pt,yq
de ṽ. Par transformation de Fourier inverse appliquée au problème (3.17), on peut
déduire que ṽ l’unique solution de Lγ ṽ � 0.
De plus, la trace ṽII|xd�0 est bien définie dans L2pΣq et satisfait la condition de bord
BṽII|xd�0 � G̃�Bw̃II|xd�0 sur Σ, ce qui signifie que ṽ l’unique solution du problème
(3.16) qui appartient à L2pQq.
Comme ϕ satisfait l’estimation (3.39) et d’après la formule de Plancherel, la solution
v satisfait

γ∥e�γtv∥2
L2pQq�∥e�γtvII|xd�0∥2

L2pΣq ¤ C

�
1

γ2s�1 p~e�γtF~2
s,γ�

1
γ2s∥e�γtG∥2

s,γ



.

(3.41)
On sait déjà que la solution unique w̃ du problème auxiliaire (3.14) appartient à
L2pQq, avec la trace w̃II|xd�0 P L2pΣq et satisfait l’estimation (3.15), ce qui implique
que ũ� ṽ� w̃ P L2pQq la solution du problème (3.10) telle que ũII|xd�0 P L2pΣq .
Enfin, on déduit que u :� eγtũ est la solution unique du problème (3.1) et satisfait
l’estimation d’énergie

γ∥e�γtu∥2
L2pQq�∥e�γtuII|xd�0∥2

L2pΣq ¤ C

�
1

γ2s�1~e�γtF~2
s,γ�

1
γ2s∥e�γtG∥2

s,γ



,

ce qui permet d’obtenir la preuve du Théorème 3.1.3.

3.3 La démonstration du Théorème 3.1.4

Dans ce paragraphe on donne la démonstration du second Théorème 3.1.4 dans ce
chapitre .

70
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3.3.1 Les solutions du problème aux limites localisé en le temps

Pour T ¡ 0, on introduit les ensembles

ΩT :�s�8,T s�Ω et le bord ωT :�s�8,T s�BΩ.

On considère le problème aux limites (3.1) avec le temps dans l’intervalle s�8,T s,#
Lu� F dans ΩT ,

Bu|xd�0 �G sur ωT .
(3.42)

Le résultat crucial du problème (3.42) est le suivant

Théorème 3.3.1. Supposons que toutes les hypothèses du Théorème 3.1.3 soient
satisfaites pour s � 0. Soit F P L2

γpΩT q et G P L2
γpωT q tel que F � 0 et G � 0 pour

t   0. Alors, il existe une unique solution u P L2
γpΩT q du problème (3.42) tel que

uII|xd�0 P L2
γpωT q qui satisfait u� 0 pour t  0. De plus u P C0pr0,T s,L2

γpΩqq et pour
tout γ ¡ 0, on a

γ∥u∥2
L2

γpΩtq
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpωtq

� e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpΩtq
�∥G∥2

L2
γpωtq



,

(3.43)
pour tout t P r0,T s.

Démonstration. Soit F P L2
γpΩT qq et G P L2

γpωT q tel que F � 0 et G� 0 pour t  0.
On prolonge F,G par 0 pour t ¡ T . Notant πpF q et πpGq les résultats de ces pro-
longements, alors par construction πpF q P L2

γpQq et πpGq P L2
γpΣq. Par conséquent,

pour γ assez grand et par le Théorème 3.1.3, il existe unique ŭ P L2
γpQq tel que

ŭII P L2
γpΣq qui est la solution du BVP

Lŭ� πpF q dans Q, Bŭ|xd�0 � πpGq sur Σ. (3.44)

De plus, ŭ satisfait l’estimation (3.7) dans le cas s� 0

γ∥e�γtŭ∥2
L2pQq�∥e�γtŭII|xd�0∥2

L2pΣq ¤ C

�
1
γ

∥e�γtπpF q∥2
L2pQq�∥e�γtπpGq∥2

L2pΣq



.

Par la Proposition 2.4.2, le principe de causalité reste vrai aussi dans le cadre des
hypothèses du Théorème 3.3.1, la solution ŭ P L2

γpQq s’annule pour t  0 .
Posant u :� ŭ|ΩT

, la restriction de ŭ sur ΩT , on remarque que u P L2
γpΩT q s’annule
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pour tt  0u et uII|xd�0 P L2
γpωT q.

Il est clair aussi que u est une solution du problème (3.42)

γ∥e�γtu∥2
L2pΩtq

�∥e�γtuII|xd�0∥2
L2pωtq

¤ C

�
1
γ

∥e�γtF∥2
L2pΩtq

�∥e�γtG∥2
L2pΣtq



,

alors

γ∥u∥2
L2

γpΩtq
�∥uII|xd�0∥2

L2
γpωtq

¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpΩtq
�∥G∥2

L2
γpΣtq



, (3.45)

pour tout t P r0,T s.
Pour l’unicité de la solution u, on utilise le principe de causalité 2.4.2 et la même
méthode définie dans le paragraphe 2.4.1 en utilisant la fonction de troncature θ.
Il reste juste à démontrer que la solution u du problème (3.42) est continue en temps
et satisfait (3.43) pour conclure le Théorème 3.3.1
Soit ŭ PL2

γpQq, la solution du problème (3.44). En utilisant des opérateurs de régula-
risation tangentielle jε à support inclus dans tt¡ 0u (déjà utilisé dans le paragraphe
2.3.3 ) et l’opérateur de convolution Jε, on peut définir une suite régularisante pwεq
par

wε :� eγtJεe
�γtŭ P L2pR�,H�8

γ pΣqq.
Cette suite satisfait pwεqII|xd�0 PH�8

γ pΣq. Comme ŭ s’annule pour t  0 et que jε est
à support inclus dans tt¡ 0u, wε est s’annule aussi pour t  0.
De plus, comme l’opérateur L à coefficients constant, wε est la solution du problème
aux limites

Lwε � fε dans Q Bwε|xd�0
� gε sur Σ, (3.46)

où fε :� eγtJεpe�γtπpF qq P L2pR�,H�8
γ pΣqq et gε :� eγtJεpe�γtπpGqq P H�8

γ pΣqq.
D’après le Lemme 2.3.7, on a les convergences suivantes

wε ÝÝÝÑ
εÑ0

ŭ dans L2
γpQq, pwε|xd�0qII ÝÝÝÑεÑ0

pŭ|xd�0qII dans L2
γpΣq,

Lwε ÝÝÝÑ
εÑ0

πpF q dans L2
γpQq, Bwε|xd�0 ÝÝÝÑεÑ0

πpGq dans L2
γpΣq.

(3.47)

D’autre part, on remarque que fε , gε et wε s’annule pour tt   0u, en utilisant
le fait que l’opérateur L est Friedrichs symétrisable, la Proposition 2.4.3 fournit
l’estimation pour tout ε¡ 0

e�2γt∥wεptq∥2
L2pΩq¤C

�
1
γ

∥e�γtLwε∥2
L2pΩtq

�γ∥e�γtwε∥2
L2pΩtq

�∥e�γtpwεqII|xd�0∥2
L2pωtq



,
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alors

e�2γt∥wεptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥fε∥2
L2

γpΩtq
�γ∥wε∥2

L2
γpΩtq

�∥pwεqII|xd�0∥2
L2

γpωtq



, (3.48)

En appliquant l’estimation (3.48) à la différence wε�wε1 on obtient

e�2γt∥wεptq � wε
1ptq∥2

L2pΩq

¤ C

�
1
γ

∥fε�fε1∥2
L2

γpΩtq
�γ∥wε�wε1∥2

L2
γpΩtq

�∥pwε|xd�0qII �pwε
1

|xd�0qII∥2
L2

γpωtq



.

On déduit alors que la suite pwε|QT
q est de Cauchy dans l’espace de Banach

Cpr0,T s,L2pΩqq qui converge dans Cpr0,T s,L2pΩqq et en utilisant le fait que la solu-
tion est unique, cette limite est u la solution du problème (3.42)
Maintenant en utilisant le fait que u � ŭ|ΩT

, le passage à limite dans l’estimation
(3.48) donne

e�2γt∥uptq∥2
L2pΩq ¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpΩtq
�γ∥u∥2

L2
γpΩtq

�∥uII|xd�0∥2
L2

γpωtq



.

En combinant l’estimation ci dessus et (3.45), on obtient la solution u satisfait (3.43).
Ce qui démontre le Théorème 3.3.1.

Remarque 3.3.2. En utilisant la formule des sauts (2.62), on déduit que u|t�0 � 0.
En effet, on peut considère la solution u du problème (3.42), solution du IBVP à
condition initial nulle définie dans QT � r0,T s�Ω.

En d’autres termes, en considérant le problème mixte suivant$''&''%
Lu� F dans QT ,

Bu|xd�0 �G sur ΣT ,

u|t�0 � 0 dans Ω,
(3.49)

on a le résultat

Théorème 3.3.3. Supposons que tous les hypothèses du Théorème 3.1.3 soient satis-
faites pour s� 0. Soit F PL2

γpQT q et G PL2
γpΣT q. Alors, il existe une unique solution

u PL2
γpQT q du problème (3.49) tel que uII|xd�0 PL2

γpΣT q . De plus u P Cpr0,T s,L2
γpΩqq
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et pour tout γ ¡ 0, on a

γ∥u∥2
L2

γpQtq
�∥uII|xd�0∥2

L2γpΣtq
� e�2γt∥uptq∥2

L2pΩq

¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�∥G∥2

L2
γpΣtq



,

(3.50)

pour tout t P r0,T s.

3.3.2 Fin de la démonstration du Théorème 3.1.4

Dans ce paragraphe, nous donnons la dernière étape dans la démonstration du Théo-
rème 3.1.4.
Pour la résolution du problème mixte (3.1) non homogène avec u0 PL2pΩq, on utilise
le fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et les idées qui déjà utilisés dans
le paragraphe 2.5.
On considère alors le problème mixte auxiliaire$''&''%

Lw � F dans QT ,

Mw � 0 sur ΣT ,

w|t�0 � u0 dans Ω,
(3.51)

où la matrice M est définie par (3.12).

Théorème 3.3.4. Il existe constante C ¡ 0 tel que pour tout F P L2
γpQT q et u0 P

L2pΩq, il existe une unique solution w P L2pQT q du problème (3.51), for telle que
la trace wII|xd�0 P L2

γpΣT q. Par ailleurs w P Cpr0,T s,L2pΩqq et pour tout t P r0,T s et
γ ¡ 0 on a :

γ∥e�γtw∥2
L2pQtq

�}e�γtwII|xd�0}2L2pΣtq
� e�2γt}wptq}2

L2pRd
�q
¤ C

�
1
γ

∥e�γtF∥2
L2pQtq

�∥u0∥2
L2pΩq



.

(3.52)

On remarque que (3.51) est un problème mixte de bord strictement dissipative qui
vérifie toutes les hypothèses du Théorème 1.4.3 et comme la matrice Ad sous la forme
(3.2), alors il admet une unique solution w PL2

γpQT q telle que la trace wII|xd�0 PL2
γpΣq

qui satisfait l’estimation (3.52) pour tout γ assez grand.
Maintenant on considère w, la solution du problème (3.51) telle que wII|xd�0 PL2

γpΣT q
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3.3 La démonstration du Théorème 3.1.4

et le problème mixte homogène suivant$''&''%
Lv � 0 dans QT ,

Bv|xd�0 �G�Bw|xd�0 sur ΣT ,

v|t�0 � 0 dans Ω.
(3.53)

La matrice B sous la forme (3.4), alors il est clair que la condition de bord�
G�Bw|xd�0

� � �
G�B1wII|xd�0

�
dans L2

γpΣT q. On peut remarquer aussi que le
problème (3.53) vérifie tous les hypothèses du théorème 3.3.3, alors il admet une
unique solution v P L2

γpQT q tel que vII|xd�0 P L2
γpΣT q. De plus v P Cpr0,T s,L2

γpΩqq et
satisfait pour tout t P r0,T s l’estimation

γ∥v∥2
L2

γpQtq
�∥vII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥vptq∥2
L2

γpΩq ¤ C∥Gγ�B1w
II
|xd�0∥2

L2
γpΣtq

,

et par suite, on a

γ∥v∥2
L2

γpQtq
�∥vII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥vptq∥2
L2

γpΩq ¤ C
�

∥G∥2
L2

γpΣtq
�∥wII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

	
.

(3.54)
Il est clair que u :� v�w est la solution du problème (3.8) dans L2

γpQT q tel que
uII|xd�0 P L2

γpΣT q. De plus u P C0pr0,T s,L2
γpΩqq . Il reste à montrer que la solution u

de (3.8) satisfait l’estimation (3.9).
D’après l’estimation (3.52), on a

}wII|xd�0}2L2
γpΣtq

¤ C

�
1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�∥u0∥2

L2pΩq



,

Revenant à l’estimation ci-dessus ainsi que (3.54) on obtient v satisfait

γ∥v∥2
L2

γpQtq
�∥vII|xd�0∥2

L2
γpΣtq

�∥vptq∥2
L2

γpΩq¤C
�

1
γ

∥F∥2
L2

γpQtq
�∥u0∥2

L2pΩq�G∥2
L2

γpΣtq



,

(3.55)
pour tout t P r0,T s. Finalement, en combinant les estimations (3.55) et (3.52) ,
on obtient l’estimation (3.9) pour γ assez grand. Ce qui démontre le Théorème
3.1.4.
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4 Annexe

Dans ces deux exemples, nous donnons une illustration de la condition UKL (pour
le premier exemple) et de la condition s-WKL (dans le cas s � 1) pour le second
exemple.

4.1 Le problème d’élasticité linéaire

Morando ,A et Serre .D [25] ont montrés que ce problème est fortement bien posé
dans L2 sous la condition UKL.
On considère le système de l’élasticité linéaire où la variable d’espace x dans R3

(3D) de la forme
BtF �▽z � 0
Btz�divT � 0,

(4.1)

où z � zpx; tq P R3 px� px1,x2,x3q, t¡ 0q et F � F px; tq PM3�3pRq.
L’inconnue z est la vitesse de la déformation, F tenseur de déplacement et où le
tenseur des contraintes T est donné par :

T :� λpF �F T q�µpTrF qI3,

avec λ,µ des constantes positives (les coefficients de lamé).
Morando A et Serre D [25] ont montrés que le système d’élasticité (4.1) peut être
écrit sous forme d’un système symétrique d’ordre 9� 9 en utilisant de nouvelles
variables u

Lu :� Btu�A1B1u�A2B2u�A3B3u, (4.2)

la matrice A3 étant sous la forme

A3 �
�

03 0
0 a2

�
,
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avec a2 est une matrice inversible de type 6�6.
[25] a montré aussi pour ξ � pη,ξ3qT � pξ1, ξ2, ξ3qT le symbole matrice Apξq �A1ξ1�
A2ξ2�A3ξ3 admet décomposition par blocs de la forme

Apξq :�
�

03 a1,2pηq
a1,2pηq a2pηq� ξ3a2

�
(4.3)

avec la forme des matrices et les détails de cette étape peut être trouvée dans [25].
On considère le problème mixte défini dans le demi espace

R3
� � tx� py,x3q,y � px1,x2q P R2,x3 ¡ 0u,$''&''%

Lu� F x3 ¡ 0, t¡ 0,
Bu�G x3 � 0, t¡ 0,
u|t�0 � f x3 ¡ 0,

(4.4)

où l’opérateur L définie dans (4.2) et la matrice de bord B de type 3� 9 avec
rangB � 3.
[25] ont supposés que kerAd � kerB et B � p0p�m,B1q avec B1 PM3�6pRq de rang
maximal.
Ils ont supposés aussi que la matrice de bord B satisfait la condition UKL 2.1.1,
c’est à dire pour tout pτ,ηq P R2�C� il existe une constante positive C tel que

|A3pt,y,0qv| ¤ C|Bpt,yqv|, v P E�pτ,ηq

où E�pτ,ηq, le sous-espace stable associé au système

pτI9� iApη,0qqv�A3B3v � 0,

obtenu après transformation de Fourier-Laplace de (4.2) en la variable d’espace
tangentielle pt,yq.
Par conséquent pour tout F P L2

γpR3
��r0,T sq, G P L2

γpR2�r0,T sq et f P L2pR3
�q,

le problème (4.4) admet une unique solution u P L2
γpR3

��r0,T sq telle que la trace
A3u|x3�0 P L2

γpR2�r0,T sq. De plus, u P C0pr0,T s,L2
γpΩqq et pour tout 0   t¤ T on

a l’estimation (2.5).

78



4.2 Les équations de Maxwell.

4.2 Les équations de Maxwell.

Eller [8] est montré que ce problème entre dans le cadre d’étude du Théorème 3.1.3.
Désignons par E le champ électrique et H le champ magnétique dans l’espace temps
et soit ε , µ des constantes positives qui désignent la permittivité électrique et la
perméabilité magnétique du milieu sous jacent, respectivement.
Le champ électromagnétique satisfait par les équations de Maxwell peut se réduire
au système 6�6 hyperbolique de premier ordre, dans le demi espace

R4
� � tpt,xq P R4 : x3 ¡ 0u,

εBtE�▽�H � f1

µBtE�▽�H � f2
(4.5)

Le terme f � pf1,f2q représente les densités de courant, en général f2 � 0.
les conditions de bords de la forme

ν�E � g sur tx3 � 0u, (4.6)

Posant ν � p0,0,�1qT le vecteur unitaire normal extérieur et

A3

�
e

h

�
�
�
�ν�h
e�h

�

Notant que le bord est caractéristique c’est à dire detA3 � 0 et on a kerA3 � kerB.
Eller [8] a démontré que la condition (3.6) est satisfaite pour s � 1. En effet, il a
prouvé que le système#

τεe� ζ�h� 0,
τµh� ζ� e� 0, ζ � pη1,η1,�iξqT ,

admet une valeur propre double à partie réelle négative ξ � �
b
|η|2� εµτ2 et une

base orthogonale du sous espace est donnée par

ω1 �
�

µτζT

�ζ� ζT
�
, ω2 �

�
ζ� ζT
ετζT

�

De plus, il existe deux constants c1 et c2 tels que pour tout pτ,ηq P Ξ

|Bpαω1�βω2q| Á γ|A3pαω1�βω2q|, α,β P C, |α|2�|β|2 � 1,
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Eller [8] a démontré aussi que pour f P L2�R�,H1
γpR3q�, G P H1

γpR3q, le problème
aux limites (4.5)� (4.6), admet une unique solution pE;Hq P L2

γpR4
�q telle que ν�

H|x3�0 P L2
γpR3q.

80



Conclusion

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés d’abord à la résolution des problèmes
mixtes caractéristiques pour des systèmes d’EDP de premier ordre à coefficients
Lipschitz satisfaisant la condition Uniforme Kreiss-Lopatinskii pour des opérateurs
symétrisables au sens de Friedrichs. L’hypothèse minimale de structure adoptée en
premier lieu est celle où la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme est satisfaite.
Le processus de problème bien-posé au sens de Hadamard dans le cadre L2 a
été complètement réalisé par l’utilisation d’outils d’analyse performants comme
le calcul paradifferentiel et un résultat d’existence et d’unicité et de stabilité par
l’établissement d’estimations a priori a été atteint.

Dans une seconde étape de cette étude, la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme
n’est plus satisfaite et est remplacée par une hypothèse de structure affaiblie, la
condition sWKL. Le choix de cette démarche est motivé par le fait que de nombreux
modèles issus de la physique entrent dans ce cadre là. L’étude réalisée concerne
un problème aux limites caractéristique pour un système d’équations aux dérivées
partielles linéaires du premier ordre de type symétrisable au sens de Friedrichs à
coefficients constants. Le processus de problème bien-posé au sens de Hadamard
dans le cadre L2 a été réalisé et un résultat d’existence et d’unicité et de stabilité par
l’établissement d’estimations a priori a été atteint où la perte de régularité observée
de la solution par rapport aux données est quantifiée de façon précise par rapport
à la condition de structure en opérant une analyse de Fourier-Laplace judicieuse.
L’intêret de ce travail vient du fait que contrairement au cas des coefficients variables,
nous n’avons pas eu besoin d’utiliser des outils puissants comme les symétriseurs de
Kreiss pour arriver au résultat.
Ces résultats intéressants ont été sanctionnés positivement par deux publications
internationales [22, 23].
A l’avenir, on pense qu’il serait assez intéressant de travailler sur les points suivants :
Le théorème 2.1.2 montre que le problème mixte (2.1) est bien posé dans L2, on pense
qu’il il serait intéressant de se pencher sur la question de la régularité de la solution
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Conclusion

du problème mixte. Plus précisément, on aimerait savoir si une régularité Hs des
données du problème conduit à une régularité Hs de la solution.
Un autre sujet d’étude, on voudra étendre le théorème 3.1.3 au cadre des coefficients
variables qui satisfait sWKL en utilisant les même arguments du chapitre 3 pour
obtenir des estimations à priori avec perte de dérivées.
Enfin, un dernier point que l’on pense intéressant à étudier les problèmes à coins
caractéristique lorsque la condition de Kreiss Lopatinskii uniforme est satisfaite.
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