République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de 1'enseignement supérieur et de la recherche scientifique

Université de Batna 2

Faculté des Mathématiques et de I'Informatique

Département de Mathématiques

Thése

Présentée en vue de 'obtention du Dipléme de

DOCTORAT EN SCIENCES

Option : Mathématiques appliquées

Par

Bounibane Bachir

Théme

Extension de quelques méthodes de points intérieurs

Devant le jury

Président : Dr.
Rapporteur : Dr.

Examinateurs : Dr.

Dr.

pour un probléme d’optimisation

Soutenue le : 03/10/2019

Said Guedjiba
El Amir Djeffal
Menkad Safa

Zouhir Mokhtari

. Yahia Djabrane

. Nacer Khelil

Pr. Université de Batna 2

M.C.A. Université De Batna 2

M.C.A. Université de Batna 2

Pr. Université Mohamed Kheidar. Biskra
M.C.A. Université Mohamed Kheidar. Biskra

M.C.A. Université Mohamed Kheidar. Biskra



Table des matiéres

LIST OF TABLES . . . . . . . e 5
LIST OF FIGURES . . . . . . . . . .. e 6
Introduction . . . . .. ... 7
I PRELIMINAIRES ET NOTIONS FONDAMENTALES . .. .. 18
1.1 Notations, définitions et résultats utiles . . . . . ... .. ... ... 18
1.1.1 Produit scalaire et normes . . . . . .. ... ... ... ... 18
1.2 Eléments d’analyse convexe . . . . . . . . ... ..o 20
1.2.1 Ensembles affines . . . . ... ... oL 20
1.2.2 Fonctions affines . . . . . . .. ... L oL 20
1.2.3 Ensembles convexes . . . . . . ... ... 21
1.2.4 Fonctions convexes . . . . . . . . . ... ... 21
1.2.,5 Fonction mid-convexe . . . . . . . . .. ... 22
1.2.6  Caractérisation d’une fonction convexe différentiable . . . . . 22
1.3 Programmation mathématique (PM) . . . ... ... ... ... .. 23
1.3.1 Classification et résolution d’un programme mathématique . 24
1.3.2 Qualification des contraintes . . . . ... ... ... .. ... 25
1.3.3 Contraintes et Lagrangien . . . . . . .. .. .. .. ... ... 25
1.3.4 Existence et unicité d’une solution optimale d’'un programme

mathématique . . . . . . . .. ... L 26
1.3.5 Conditions d’optimalité . . . . . . ... ... ... ... ... 27

IT PROS}RAMMATION LINEAIRE ET METHODES DE POINTS
INTERIEURS . . . . . . . e 30
2.1 Programmation linéaire (PL) . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 30
2.1.1 Représentation matricielle . . . . . ... .. ... ... 31
2.1.2  Formes usuelles d’un programme linéaire . . . . .. ... .. 32
2.1.3 Dualité Lagrangienne et conditions K.K.T. . . ... ... .. 33
2.1.4 Propriétés de ladualité . . . . .. ... ... ... ...... 35



2.1.5 Laméthodede Newton . . . ... .. ... ... ... .... 37

2.2 Les méthodes de barrieres (Chemin central) . . . . . .. ... ... 38
2.2.1 Barriére primal-dual en programmation linéaire . . . . . . . . 39
2.2.2 La fonction de Lagrange associée au probléeme (PPL,) . . . . 41

2.2.3 Comparaison des conditions du probléme (PPL,) et (PPL) . 42

2.2.4 Le chemin central primal-dual . . . . ... .. ... .. ... 45
2.2.5 Concept de proximité . . . . . .. .. ... L. 45
2.3 Différentes méthodes de points intérieures . . . . . . . . . ... ... 48
2.3.1 Méthodes de suivi de chemin primale-duale . . . . . ... .. 48
2.3.2 Méthode de suivi de chemin a pascourt . . . . . . . ... .. 51
2.3.3 Méthode de suivi de chemin primale-duale & pas longs. . . . . 54
2.4 Meéthode de Trajectoire Centrale basée sur les fonctions noyaux pour
PL . 55
2.5 Fonctions noyau et propriétés . . . . . .. ... 61
2.5.1 Qualification d’une fonction noyau . . . . . . . .. ... ... 62
2.5.2 Propriétés et relation entre les conditions de qualification . . 64

2.5.3  Une borne supérieure de ¥ (v) aprés chaque itération externe 65

2.5.4  Analyse de la décroissance de la fonction barriére de proximité

2.5.5 Borne d’itérations et analyse de la complexité . . . . . . . .. 75

III METHODES DE LA TRAJECTOIRE CENTRALE BASEE SUR

UNE NOUVELLE FONCTION NOYAU POUR PL . .. ... .. 79

3.1 Fonction noyau paramétrique avec double barriere . . . . . . .. .. 79
3.1.1 Introduction . . . .. ... ... Lo 79

3.1.2 Nouvelles directions cherchées . . . . .. .. ... ... ... 81

3.1.3 Propriétés de fonction noyau . . . . . ... ... 83

3.1.4 Eligibilité¢ (Qualification) de la nouvelle fonction noyau . . . 84

3.1.5  Analyse de la complexité . . . . ... ... ... ... 90
Conclusions et perspectives . . . . . . . .. ... ... 0L 95



Bibliographie



Liste des tableaux



Table des figures



Notations et terminologie
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Opérations

R” : L’ensemble des vecteurs avec n composantes réelles.
R” : L’orthant positif de I’espace R".

x>0 : Les composantes de x, x; > pour tout <.

x>0 : Les composantes de x, x; > 0 pour tout .

!t : Transposé du vecteur x de R™.

X>=0 : X est une matrice symétrique semi-définie positive.
X >0 : X est une matrice symétrique définie positive.

xs = (2181, 2282, ..., TS, ) (produit d’Hadamard).

f - (i—i,i—j,...,i—:)?(s#oy

Jz - (VT s /T) T (22> 0).

Y C U Sy )
(x,s) = xls =371 wpsk : (le produit scalaire de deux vecteurs).
17| co = lrélggn|xk| : (norme infinie).



2] = VY or_1x; : (norme euclidienne).

Vecteurs
Les vecteurs sont désignés par des lettres minuscules. Si x est un vecteur de R",

on désigne par :

T : le vecteur transposé de x.

X : la i-éme composante de .

Tk : le k-éme vecteur d’une suite de vecteurs.

e : le vecteur de R™, dont toutes les composantes sont égales a 1.

Des vecteurs sont libres c.a.d. sont linéairement indépendants.



Matrices

Les matrices sont désignées par des lettres majuscules. Si A est une matrice, on

désigne par.

AT : La matrice transposée de A.

X = diag(x), la matrice diagonale X avec X;; = ;.

1 = diag(e), la matrice identité d’ordre n.

X1 = diag(z™'), 'inverse de la matrice X avec X' = o (x>0

A est de plein rang : A est de rang m : (m < n) : si ses lignes sont libres.

R™" : est Symétrique : si A = AT, c.a.d: a;; = aj; : pour tout i = 1,...,n et

j=1..n

Fonctions

Soit f : R® — R, une fonction différentiable a plusieurs variables xi, ..., x,.

Alors :
Vf(x) = (8%(75)7 68—952(35), o aii (2)),: (gradient de f au point x).
g ai () : les dérivées partielles au point .
Vif(r) = (%ﬁj(w})lgmgn, la matrice Hessienne.
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Introduction

Les méthodes de points intérieurs sont apparues dans les années cinquante. Ces
méthodes reposent sur la fonction barriére logarithmique définie, en 1955, par Frisch
[16], pour résoudre des problémes non linéaires. Cette fonction barriére logarithmique
sera largement étudiée dans les années soixante, notamment dans le livre de Fiacco et
McCormick [15]. C’est dans ce livre que le terme de points intérieurs sera introduit. Les
itérés générés par les méthodes basées sur cette fonction sont strictement réalisables :
ils restent a l'intérieur du domaine réalisable, d’ou la terminologie de ces méthodes.

L’idée générale de ces méthodes consiste & approcher d’une maniére itérative la

solution des problémes d’optimisation avec contraintes d’inégalité de la forme

min f (x)
TERM (?G)
g(z) =0,

a partir de l'intérieur de I’ensemble réalisable I = {z : g(z) > 0}. Ces méthodes sont
basées sur les méthodes barriéres. Dans la littérature, quelques exemples de fonctions
ont été proposés (par exemple la fonction inverse, la fonction quadratique inverse),
mais la fonction barrieére logarithmique, proposée par Frisch [16], reste 'exemple le
plus répandu.

La fonction barriére logarithmique associée au probléme (P;) est donnée par

B(x,p) = f(x)—p Y _log(gi(x))
i=1
ou i > 0 est le paramétre barriere. La méthode barriére logarithmique consiste a
trouver une solution du probléme (P;) en résolvant une suite de problémes sans

contrainte

min B (z, p), (1)

z€eR™

11



en conduisant le parameétre barriére vers zéro. Les conditions d’optimalité du premier

ordre de ce probléme sont données par

Une étude extensive de cette méthode a été établie par Fiacco et McCormick [15].

Ces derniers ont montré que si z* est une solution du probléme (P;) et () est une

solution du probléme (1), alors sous des hypothéses standards, on a

. , I
limaz* (p) = 2" et lim ——————— = 7,

ou s* est le multiplicateur de Lagrange optimal associé aux contraintes d’inégalité.

Avant 1984, tout probléme d’optimisation linéaire se résolvait par la méthode du
simplexe développé par Dantzig [13] ou par une variante de celle-ci. Des recherches
ont été menées pour mettre au point une autre méthode mais aucune de celles pro-
posées n’améliorait celle du simplexe. Aussi, pendant une quarantaine d’années, cette
méthode domina ’optimisation linéaire. Puis, dans les années 70, la théorie de la com-
plexité devint une partie intégrante de I’optimisation linéaire, si bien qu’on demanda
aux méthodes développées de converger en un temps polynomial, c’est a dire de ré-
soudre le probléme en un nombre d’opérations qui doit étre borné par un polyndéme
en la taille du probléme. Mais la méthode du simplexe n’a pas cette propriété, comme
I'ont montré Klee et Minty [27]. On se demanda alors si un algorithme d’optimisation
linéaire avait cette propriété.

En 1979, le mathématicien soviétique L. G. Khachiyan [25] a appliqué la méthode
de Pellipsoide (initialement introduite par N. Shor en 1970 [45] & la programmation
linéaire et a prouvé que sa complexité algorithmique est de type polynomial. Cette
découverte représente un succes théorique, cependant en pratique ’algorithme est loin
de rivaliser la méthode du simplexe.

La révolution des méthodes de points intérieurs a démarré en 1984. Karmarkar
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[24] découvre une méthode de points intérieurs (méthode projective) de complexité
polynomiale plus efficace en pratique que celle de Khachiyan. Il annonce également des
performances supérieures a celles de ’algorithme simplexe dans le cas ol les matrices
sont creuses et de grandes dimensions. Depuis, les méthodes de points intérieurs ont
connu un développement exceptionnel donnant lieu a un changement radical dans
I’étude théorique et la résolution numérique des programmes mathématiques linéaires.
On parvient méme & résoudre convenablement des problémes non traités auparavant.

Ces programmes rivalisant n’échappent pas tout de méme aux inconvénients théo-
riques, algorithmique et numérique, représentés par le probléme d’initialisation qui
devient de plus en plus difficile et la complexité algorithmique, devenue trés impor-
tante pour ’étude de la vitesse de convergence des algorithmes développés.

Le succés des méthodes de points intérieurs pour la résolution des problémes de
programmation linénaire entraina son extension aux problémes de programmation
non linéaire [50]. Et en particulier aux problémes de programmation quadratique
convexes [33, 48] ainsi qu’aux problémes non linéaires convexes (3,49, 56]. Ces études
ne contredirent pas l'efficacité des méthodes de points intérieurs du type primal-dual
observée pour le cas linéaire. Il en d “ecoula I'envie de généraliser cette approche aux
problémes non linéaires et non convexes. El-Bakry et al. [14], McCormick et Falk
[31], Tits et al. [47] et Yamashita [57] ont développé des algorithmes du type primal-
dual & convergence globale pour les problémes non linéaires non convexes. Enfin, on
peut encore classer les méthodes de point intérieur selon le type d’algorithme qu’elles
emploient. A cet effet, on distingue quatres catégories :

a) Les méthodes de mise a I’échelle affine.

b) Les méthodes projectives

¢) Les méthodes de réduction de potentiel.

e) Les méthodes de suivi de chemin.

13



Les méthodes de points intérieurs ont fait récemment 1’objet de plusieurs mo-
nographies dont Roos, Terlaky et Vial [42], Wright [52], Ye [58] J. Renegar [43] et
Nesterov et Nemirovsky [36]. Un excellent survol des méthodes de points intérieurs
pour la programmation linéaire est celui de Gonzaga [20].

Depuis 'apparition des méthodes de points intérieurs initialisées par Karmarkar en
1984 [24], de nombreuses méthodes ont été proposées pour la programmation linéaire
et ont ensuite été généralisées pour la programmation semi-définie.

La programmation semi-definie (SDP) est I'un des problémes d’optimisation.
L’etude de ce genre de problémes a connu un fantastique regain d’intérét et la plu-
part des documents sur (SDP) ont été écrits dans les années 90, bien que ses racines
remontent & quelques décennies de plus, (voir par exemple Bellman et Fan [9]).

Les premiers travaux de (M PIs) pour (SDP) ont eté développés independam-
ment par Alizadeh [1] et Nesterov et Nemirousky [36]. En 1995, Alizadeh [1] a propose
une méthode de réduction du potentiel de Ye pour (SDP). Presque en méme temps,
en 1994, Nesterov et al [36] ont prouvé que (M PIs) sont capables de resoudre les
problémes d’optimisation conique généraux, en particulier les problémes (SDP), en
un temps polynomial. En 2002, Halicka et al [21] ont propose une étude sur la conver-
gence de la méthode de trajectoire centrale en programmation semi-definie. En 1997,
Monteiro [34], a proposé une méthode de trajectoire centrale primale-duale. En 1999,
Monteiro et al [32,35] ont propose une méthode primale-duale de type trajectoire
centrale et ont prouvé que la complexite de son algorithme est polynomiale.

Les fonctions noyaux jouent un roéle important dans la conception de nouveaux
algorithmes de points intérieurs de type primal-dual. Les méthodes de points intérieurs
basées sur la notion des fonctions noyaux ont fait récemment 'objet de plusieurs
études citons, [4,7,10,12,17,18,19, 26, 38, 39,40, 41]

Notre travail apporte sur des contributions théoriques, et algorithmiques pour

resoudre des problémes d’optimisation linéaire. On s’interesse plus particulierement,
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aux méthodes de problémes, linéaire basée sur une nouvelle fonction noyau qualifiée.

Premiérement, Peng et al. [39] ont présenté des méthodes de points intérieurs
pour (PL) et (SDP) basées sur les fonctions barriéres auto-réguliere, puis, Bai et
al. [4,6,7], ont proposé une classe des méthodes de points intérieurs de type primal-
dual pour (PL) basé sur une variété de fonctions noyaux non-auto-réguliére et ils ont
obtenu la méme complexité favorable pour les algorithmes a grand et petit-pas que
[39]. De plus, Wang et all ont fait I'extension des résultats ci-dessus obtenus pour
(PL) a (SDP) [52] et(CQSDP) [53].

Pour d’autre algorithmes de points intérieurs basé sur les fonctions noyaux on cite
8,15,51,52,60,62]. Notons que la meilleure borne d’itérations pour les algorithmes
a grand pas qui est d’ordre O(y/nlogn(log?)), a été obtenue jusqu’a présent

L’objectif de cette thése est :

1. Proposer une méthode de résolution de la programmation lineaire (PL) par la
méthode de trajectoire centrale, via une nouvelle fonction noyau et on prend en

considération que notre fonction est qualifiée.
2. L’introduction d’une nouvelle fonction noyau paramétrée définie par

¢(t):t2—1—1og(t)+t7p_1

, p>0
Nous avons montré que l'algorithme correspondant converge aprés
ptl ny . .
@ (pn % log —) itérations pour les méthodes a long-pas.
€

Et O (p\/ﬁlog g) itérations pour les méthodes a court-pas.

logn

3. Sous un choix spécial du parameétre p (p ==

— 1) on montre que la com-
plexité d’un algorithme a grand pas qui est basée sur cette fonction noyau
se réduit par un facteur de O(logn) c’est-a-dire on obtient la meilleure com-
plexité connue jusqu’a présent pour ces algorithmes & grand pas qui est de

I'ordre O(y/nlogn(log?)), (voir par exemple [37]). Nous montrons aussi que

15



pour p = 1, nous obtenons la meilleure complexité algorithmique, obtenue jus-

qu’a présent, pour les méthodes & court-pas a savoir O (\/ﬁlog g) .

. On peut faire 'extension des résultats obtenus pour (PL) & plusieurs problémes
d’optimisation tels que le probléme (SDP), le probléme quadratique convexe
semi-défini (CQSDP) et les problémes de complémentarité linéaire. On note
qu’ils y a des algorithmes similaires qui sont prolongés avec succes a un probléme
(SDP). On cite par exemple [1, 2,22, 23,28, 34,38,49, 51,52, 53, 54, 55, 59, 60, 61].
Notons que la meilleure borne d’itérations pour les algorithmes a grand pas qui
est d’ordre O(y/nlogn(log2)), a été obtenue jusqu’a présent par quelques fonc-

tions noyaux barrieres paramétrées dans le tableau suivant :

La fonction noyau Parameétre Références
?—1 t7-1 1
> T i1 ,q>1 q:ﬁlogn (38, 39]
-1 t7-1 g¢-1 1
RRICE t—1),¢>1 q:ﬁlogn (38, 39]
t2 —1 o(1-t) _ 1
5 S - ,0>0 o= 0O (logn) 8]
t
t?—1 1
> +/eq@ Dde, g > 1 ¢=0(og(n+1) |  [6]
1
t2—1+t7;’1—logt,p>0 p:k’%—l [11]
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Cette these est composée de troix chapitres et est organisée comme suit :

Le chapitre 1 On présente une introduction de certaines notions et résultats qui
seront utiles dans la suite, a savoir

— L’analyse convexe.

— La programmation mathématique.

— Rappels de base portant sur I'optimisation, les conditions de qualifications de

contraintes ainsi que sur les résultats d’existence d’une solution optimale

— Les conditions d’optimalitée

Le chapitre 2 Dans ce chapitre, nous présentons des algorithmes de points in-
térieurs pour résoudre des problémes de programmation linéaires, nous allons aussi
présenter une synthése théorique et une étude algorithmique pour la résolution d’un
programme linéaire primal-dual par les méthodes de points intérieurs basées sur la
méthode de trajectoire centrale. Nous avons introduit et apporté un ensemble de
régles d’ordre théorique et algorithmique sur la méthode de trajectoire centrale via
une fonction noyau.

La présentation de ces algorithmes donne 1'occasion de rappeler des outils utiles
pour I’étude des problemes d’optimisation : dualité Lagrangienne, conditions K.K.T,
directions de descentes et méthodes de barriere

Le chapitre 3 Dans le troisieme chapitre, on développe un algorithme de points
intérieurs de type primal-dual basé sur une nouvelle fonction noyau qui doit étre qua-
lifiée. En outre, nous formulons un algorithme de points intérieurs primal-dual pour
(PL) en utilisant la fonction de proximité et de donner son analyse de la complexiteé.

Enfin, ce manuscrit est achevé par une conclusion et une bibliographie.
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Chapitre 1

PRELIMINAIRES ET NOTIONS

FONDAMENTALES

Dans ce chapitre, introductif nous allons introduire quelques notions fondamen-
tales et resultats bien connus qui permet de faciliter la compréhension de cette thése,
notamment les normes, ainsi quelques notions de base de I'analyse convexe et de la
programmation mathématique qui seront utilisées par la suite. Nous presentons aussi
certains éléments fondamentaux des méthodes de points intérieurs pour la résolution

de la programmation lineaire (PL) par la méthode de trajectoire centrale

1.1 Notations, définitions et résultats utiles

1.1.1 Produit scalaire et normes

On commence par la définition du produit scalaire de deux vecteurs.

Définition 1 Etant donné deus vecteurs x, y € R", le produit scalaire euclidien est

noté et défini par
(w,y) ="y =z
i=1

FEt de la norme euclidienne associée

NI

=/ (z,x).

2]l = (2" )
Définition 2 La boule ouverte de centre x et de rayon € est définie par
B(z,e) ={y e R": [z —y|| <&}

Pour étudier les propriétés de convergence des méthodes proposées, basée sur les

fonctions noyaux on va utiliser les notations de Landau.

18



Définition 3 (Notation grand O (.)) Soient f et g : N — R On note f = O (g)
ssi dc € RT,dng € N tel que:

Vn > ng, f(n) < cg(n).

Autrement dit : f(n) est en O(g(n)) s’il existe un seuil nyg a partir duquel la
fonction f(.) est toujours dominée par la fonction g(.), a une constante multiplicative

fixée prés
Remarque 4 La notation O est utilisée pour indiquer la borne supérieure asympto-
tique

De méme on définit :

Définition 5 (Notation ©) Soient f et g : N — RT 0n note f = ©(g) Je1,c2 €

R*, 3ng € N tel que :

Yn > ng, c19(n) < f(n) < cag(n).

Définition 6 (Notation o) On note f(n) = o(g(n)) lorsque pour tout réel c, il

existe un entier ng tel que pour tout n > ng,

f(n) < cg(n).

Définition 7 Le codt d’un algorithme est le nombre d’opérations arithmétiques in-
térvenant dans la réalisation de cet algorithme. La notation O (g(N)), signifie que
le nombre d’opérations arithmétiques est borné par la quantité cg (N) ou ¢ est une

constante positive,c’est a dire
O(g(N)) <cg(N).

N est la taille de la mémoire nécessaire pour stocker les données, et g est une fonction
quelconque. Autrement ’algorithme Algo est de complexité polynomiale c.a.d résoudre
le probléme en un nombre d’opérations qui doit étre borné par un polynome en fonction

de la taille du probléme.
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1.2 Eléments d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour 1’étude théo-
rique et numérique des problémes d’optimisation. On présente dans cette section

quelques notions d’analyse convexe d’usage courant. Pour plus de détails voir [44].
1.2.1 Ensembles affines
Définition 8 Un sous ensemble F' de R" est dit affine si :
Ve,ye FYAeER: A+ (1— Ny € F.
On dit aussi que F' est une variété affine (ou linéaire)

Les ensembles affines ¢lémentaires sont : (), {z} (x € R™) , et chaque sous-espace

vectoriel de R"™.

Définition 9 On appelle combinaison affine des éléments x1, ..., x,, de R" tout élé-

ment de la forme :
T = Z)\isci, avec \; € R et Z)\i =1.
i=1 i=1

Théoréme 10 Toute partie affine de R™ contient ses combinaisons affines :

V; GF—i)\ixi, avec \; € R et i)‘i_l'

i=1 i=1

1.2.2 Fonctions affines

Définition 11 Une fonction f définie de R™ dans R™ est dite affine si
FIAT+ (L= Ayl = Mf (@) + (1= Nf (), Va,y € R™, VAER

Théoréme 12 Toute fonction affine f de R™ dans R™ est de la forme f(x) = Ax+b;
ot

Ae M, (R) etbe R™
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Proposition 13 Une fonction affine f de R™ dans R™ est linéaire si et seulement si

f(0) =0, ie,b=0.
1.2.3 Ensembles convexes

Définition 14 Un ensemble S C R"™ est appelé convexe si le segment joignant toute
paire de points appartenant S appartient également entiérement a S. Algébriquement,

on demande donc que x € S ety € S entraine que,
Ax 4 (1 =Ny € S pour tout A € [0 1].
Définition 15 S est un polyédre convexe s’il est de la forme :
S = {xER”:aﬁxS b, i = 1,...,m},
ot a; est un vecteur non nul de R™ et b; un scalaire pour i =1,...,m
Remarque 16 S peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
S={xeR": Az < b},

ot A est une matrice de R™*"™ et b un vecteur de R™.
1.2.4 Fonctions convexes

Définition 17 La fonction f : S— R est dite convexe équivaut & dire que
fOr+1=Ny) <Af(@)+(1-A)f(y) VA€[01], Vo,ye S

m
ou d’une maniére équivalente : si ¥Ym € N*, VN\; >0, Y\, =1, 2, € S
i=1

f (Z Aﬂi) < Z Aif (24),

et si l'inégalité au dessus est stricte, alors f est dite strictement convere Y # vy :
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1.2.5 Fonction mid-convexe

Définition 18 Soit f une fonction réelle de la variable réelle définie sur un intervalle

I non réduit a un point. On dit que « la fonction f est mid-convexe sur S » si on a :

V(2,y) € 52, f(x;y) LB

» Soit f une fonction réelle de la variable réelle définie sur S non réduit a un point.

Si f est continue et mid-convexe sur S alors f est convexe sur I
1.2.6 Caractérisation d’une fonction convexe différentiable
Si f € C*(S), ou S est un ensemble convexe alors on a les équivalences suivantes :

1. f est convexe si et seulement si

fy) = fx) = (Vf(z),y—x), Yo,y €S
2. f est convexe si et seulement si

(Vf(@)=Vf(y),z -y =20, Vr,yeS

3. De plus, f est dite strictement convexe si I'une ou 'autre des inégalités précé-

dentes sont strictes pour z # y.

4. f est convexe si et seulement si V?f(z) (le Hessien de f ) est semi-défini positif
sur S (c’est a dire que y*'V?f(z)y > 0, Y,y € S ou encore toutes les valeurs

propres de V2 f(x) sont positives).

5. f est strictement convexe si et seulement si V2 f(z) est défini positif sur S (c’est
adire que ' V2 f(z)y > 0, Vz,y € S et y # 0 ou encore toutes les valeurs propres

de V?f(z) sont strictement positives).
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1.3 Programmation mathématique (PM )

Débutons par un bref rappel des conditions d’optimalité du premier ordre pour un
programme mathématique (PM) général (non linéaire) avec des contraintes d’égalité
et d’inégalité.

Considérons a présent un probléme ayant des contraintes d’égalité et d’inégalité

min f (z)
eF (PM)
ouF ={zeR" g (x) <0, pouri € I, hj(z) =0, pour j € J}
ou f : R" — R est appelée fonction objectif de (PM) et F est un sous-ensemble
non vide de R™ défini par des contraintes h: R" —— RP et g : R” —— R™.
Ainssi la programationtion non linéaire se presente comme étant une généralisation
de la programmation quadratique et de la programmation linéaire.
L’ensemble F est appelé ’ensemble des solutions réalisables ou ensemble des
contraintes. Tout point x € R" vérifiant : x € F, est appelé point admissible du
probléme (PM). Les ensembles finis I = {1,...,m} et J = {1,...,p}, représentent

respectivement les indices des contraintes d’inégalité et égalité. On note par Z, J

I’ensemble d’indices des contraintes d’inégalités (respectivement égalités) actives
IT={i:gi(x)<0,i=1,...m}, T={j:h;(x)=0, j=1,..,p}.

Pour le probléme (PM), on dit que x* est

— Solution réalisable (faisable) : On appelle solution réalisable de (PM) tout
point vérifiant les contraintes (i.e., z* € F)

— Solution optimale globale : Une solution réalisable qui optimise 1’objectif
sur F est dite solution optimale globale de (PM) (i.e.,z* € F est un minimum
global de f si et seulement si pour tout x € F, f (z*) < f (2))

L’ensemble des solutions optimales globales est noté :

argmin f (z) ( L’argument du minimum )
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— Solution optimale locale : Un point z* € F est une solution optimale locale
de (PM) s'il existe une boule centrée en z* de rayon € > 0 telle que pour tout
x € FNB (z*,¢) ona f (z*) < f(x)).

— Un minimum local strict de f si et seulement s’il existe une boule centrée en
x* de rayon € > 0 telle que pour tout z € FNB (z*,¢) ona f (z*) < f (x)) avec
x # ¥

L’ensemble des solutions optimales locales de (PM) est noté :

locmin f(z) :
:F

1.3.1 Classification et résolution d’un programme mathématique
On classifie le probléme (PM) a partir de deux propriétés fondamentales & savoir

la convexité et la différentiabilité de la fonction objectif et les contraintes.

A ce propos,

1. (PM) est convexe si les fonctions f, g; sont convexes et les fonctions h; sont
affines.

2. (PM) est différentiable si les fonctions f, g;, h; sont différentiables.

3. (PM) est linéaire (f linéaire, g;, h; affines).

La convexité et la différentiabilité jouent un role trés important dans la program-

mation mathématique.

Définition 19 Soit une contrainte inégalité g; (x) < 0 Si z* satisfait g; (z*) < 0,
on dit que la contrainte est inactive en x*. Si x* satisfait g; (x*) = 0, on dit que la

contrainte est active ou saturée en x*

Remarque 20 Une contrainte d’égalité hj(z) = 0 est par définition est active en

tout point x € J
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1.3.2 Qualification des contraintes

La condition de qualification est satisfaite en tout z* € F dans les cas suivants :

1. Les contraintes sont affines.,
2. Les gradients des contraintes saturées en x* sont libres .

3. F est convexe et int(F) # () (condition de Slater).
1.3.3 Contraintes et Lagrangien

Avec ces définitions, nous pouvons énoncer maintenant les conditions d’optimalité
du premier ordre ou conditions de Karush, Kuhn et Tucker (K.K.T"). On associe au

probléme (PM) la fonction lagrangienne

Définition 21 (Lagrangien) On appelle Lagrangien associé a probléme (PM) la

fonction
L:R"XRPxR™— R
(50 1) — £ (2,0, 1)
tel que L (z, A\, pu) = —i—Z)\h )—i—Zuigi(x)

jeJ i€l
Les vecteurs X = (\j),c, ,et o= (p;);c; sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

— Lorsque f, hi,..., hy et g1, ..., gn sont différentiables, le vecteur gradient du La-

grangien en xr € R"

of(@An) Oh,(z) 9gi(x)
8[:93(13,)\7111) d.Z‘l 5 + Z >\J da}l + Z /J/Z gl‘l
or1
Vﬁx ((L’, >\7 ,LL) — . =
0L (@A) . . i
)| *“>+2Aﬁ’5; DT

— Vf(2)+ Z A Vhy (2) + Z 1;Vgi (x)
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La condition de Lagrange s’écrit alors, sous les hypothéses adéquates :

x est un extemum local = 3 (A, u) € RP x R™, VL, (x,\,pu) =0

1.3.4 Existence et unicité d’une solution optimale d’un programme ma-
thématique

Dans ce paragraphe, nous nous intéresserons aux théorémes qui permettent d’as-
surer qu’il existe un minimum & un probléme d’optimisation.

Considérons a nouveau le probléme (PM) :
min f (x) sous la contrainte = € F, F un ensemble non vide de R".

Il existe principalement deux théorémes donnant des conditions suffisantes d’exis-
tence d’'un point de minimum : le premier dans le cas ol ’ensemble des contraintes

est fermé borné, le second pour un ensemble de contraintes fermé mais non borné.
a) Cas ou I’ensemble F des contraintes est borné
Théoréme 22 (Théoréme de Weierstrass) Soit F un ensemble compact non vide

de R" et f : F C R* — R une application continue sur F. Alors f est bornée et

atteint ses bornes. Autrement dit, f admet au moins un point x* € F de minimum

global de f sur F :
Vy e F, f(z%) < fy),

et au moins un point x* € F de maximum global de f sur F :

VyeF, f(z¥) = fly).

b) Cas ou I’ensemble F des contraintes est non borné

Définition 23 (Applications coercives) Une application f : D C R" — R conti-
nue est coercive, i.e. infinie a linfini ssi

VA e R, 3k > 0 tel que Vx € F, si ||z|| > k alors f (z) > A.
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On note : lim f(z) = +oo,

(souvent D = R")

Théoréme 24 Soient F' un fermé non vide de R" et f : ' — R, une application

continue et coercive sur F, alors (PM) admet admet une solution optimale globale.

Théoréme 25 Si F' est convexe et f est strictement convexe, alors il existe au plus

une solution optimale de (PM).

c) Convexité

Théoréme 26 Soit z* un point de minimum local d’un probléme de minimisation.
a) Si le probléme est convexe, alors x* est un point de minimum global.
b) Si le probléme est strictement convexe, alors x* est l'unique point de minimum

global.

1.3.5 Conditions d’optimalité

Dans tout ce qui suit, on suppose que la condition de qualification des contraintes
est vérifiée.

Une qualification des contraintes est simplement une hypothése qui assure ’exis-
tence de ces multiplicateurs en x pour que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker

(K.K.T) soit satisfaite.
Cas de contraintes d’égalité

On suppose il n’y a que des contraintes d’égalité :

F={zeR":hj(x)=0, VjeJ}

Théoréme 27 (Condition de Lagrange) Soit 2* un minimum local du probléme

min f ()
hi(z) =0
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Alors il existe des réels \; tels que tels que
p
V(@) + ) AiVh (%) =0.
j=1

Condition de K.K.T (Cas de contraintes d'égalité et d'inégalite)

En optimisation non linéaire avec contraintes, les conditions nécessaires de Karush-
Kuhn-Tucker (conditions de K.K.T') sont les plus utilisées pour définir un minimum
local.

Le théoréme suivant généralise les conditions de Lagrange (théoréme 28) au cas

de contraintes égalitaires et inégalitaires.

Théoréme 28 ( Conditions nécessaires du premier ordre ) Soit z* un point
admissible du probléme (PM). Supposons f, g et h différentiables en x* et les contraintes
qualifiées au point x*. Si x* est un point de minimum local de f sur F. Alors il existe

No= (A Ay) €RP ef p* = (i, ooy piy,) € R™ tels que :

( p m
VL, (2% N, p*) = Vf (@*) + Y _NVh (@) + > piVgi () =0
j=1 i=1
pi >0, Vie{l,..,m}
. 2
hj(z*)=0, j=1,..,p 2

gi(z*) <0, iel,..m

| 19 (2%) =0 Vie{l,...m}
ot jt; et \;j sont appelés les multiplicateurs de Lagrange. Ces conditions sont aussi
connues sous le nom de conditions de Karush, Kuhn et Tucker (K.K.T). La condition

w;g; () = 0, appelée condition de complémentarité. Nous dirons que la condition de

complémentarité stricte est satisfaite lorsque
p, >0< g (z")=0, Vi e {1,...,m}

Nos conditions nécessaires (2) signifient que le gradient de la fonction objectif peut

étre reconstruit par une combinaison linéaire des gradients des contraintes actives,
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c’est-a-dire

Vf(z*) = =AVh(z7) — uVg (%)

Remarque 29 - Si les contraintes me sont pas qualifiées en x*, les conditions de

K.K.T ne s’appliquent pas.

- Si (PM) est convezxe, les conditions de K.K.T sont & la fois nécessaires et

suffisantes pour que x soit un minimum global

29



Chapitre 11

PROGRAMMATION LINEAIRE ET

METHODES DE POINTS INTERIEURS

2.1 Programmation linéaire (PL)

Nous étudions dans ce chapitre la programmation linéaire, c’est a dire la classe des
problémes d’optimisation ou la fonction objectif et les contraintes sont toutes affines.
Il s’agit des problémes d’optimisation les plus célebres, les plus simples théoriquement
et les plus étudiés en recherche opérationnelle.

En termes d’optimisation, un programme linéaire (PL) consiste & minimiser (ou
maximiser) une forme linéaire ou fonction cott (appelée objectif ou économique)
soumise a des contraintes linéaires.

Soit f : R® — R une application linéaire. Soient gy, ..., g, : R" — R, m appli-
cations linéaires, et (by,...,b,) € R™. Notons z = (z;...,2,) € R", un probléme de
programmation linéaire s’exprime sous la forme : trouver le minimum (respectivement

le maximum) de f: R" — R

min f (), ou max f (x)
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soumis aux contraintes

g1 (21, ., 2n) < by

G2 (21, ..., ) < by

L 9m (xh an) S bm

f, 91, g2, ..., gm etant des formes linéaires sur R", on peut toujours noter pour
certains vecteurs ¢ = (c1,...,¢,) € R, a; = (aiy,...,a;,) € R" et x = (v1,...,2,) €
R"™ :

f(z)= Zcﬂi ={c,z), gi(z)= Z%‘%‘ = (aij, x) .
i=1 i=1
ou (., .) désigne le produit scalaire usuel de R”

2.1.1 Représentation matricielle

En écriture matricielle, un probléme sous forme canonique s’écrit donc

min (¢, z) = minc’z
(PL)
s.c. Az <)
a1 A1n b1
A — (aij)izl,mm — . . E Mm’n, b — . E Rn
j=1,..., n
am1 Amn bm

N T .
ouc = (c1,...,cn)" et x = (xq,...,x,)" sont des vecteurs colonnes a n lignes, A =
: . T
(@ij)1<icm1<j<n €St une matrice a n lignes et m colonnes, et b = (b, ...,b,)" est un
—_— 1 =J =

vecteur colonne a m lignes avec m < n.
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2.1.2 Formes usuelles d’un programme linéaire

Un programme linéaire peut étre écrit sous I'une des deux formulations suivantes

1. Forme canonique

En programmation linéaire, un probléme d’optimisation sous forme canonique

est un probléme sous la forme

minc' x
Ax <b,

x> 0.
Forme standard

Un probléme de progrmmation linéaire mis sous la forme standard peut etre

défini comme suit

ou A est une matrice réelle plein rang de type (m,n) , b un vecteur de R™ et x € R,
tel que x une variable inconnue.

Dans toute la suite, on s’intéresse au probléme (PL) sous forme standard suivant
minc’z,
(PL) Az =D, (3)
x>0,
nous appellerons domaine admissible (réalisable) Fp qui est un polyédre convexe

fermé. L’ensemble des vecteurs z (solutions primales) qui satisfont les contraintes,

c’est-a-dire

Fp={zeR": Ar =bet x>0},
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tandis que ’ensemble associé¢ F9 sera le sous-ensemble des points Fp qui satisfont de

maniére stricte les contraintes de positivité (solutions primales strictement réalisables)
Fp={reR": Az =betz>0}.

Au probléme (PL), (désigné comme primal) on peut toujours lui associer un autre
probléme linéaire nommé probléme dual (PD). De plus, lorsque le primal cherche a

minimiser sa fonction objectif, le dual est un probléme de maximisation
2.1.3 Dualité Lagrangienne et conditions K.K.T

Le lagrangien du probléme (PL)
On applique les idées des sections précédentes (dualité Lagrangienne et conditions
(K.K.T') au cas particulier des problémes d’optimisation en Programmation Linéaire
sous forme standard

T
(PL) minc 7, telque

On rappelle que = > 0 signifie que z; > 0 pour tout j € {1,...,n} quand = = (z;).
On suppose que 1'ensemble de contrainte F9 est non vide. Ainsi la condition de Slater
est vérifiée.

Le lagrangien du probléme (PL) est la fonction
L:Remn R
(#,y,8) — L(z,y,5)
définie par

L(x,y,s)=co—y" (Ax —b) —s'x

ou y=' = (y1, ..., ym) est le vecteur multiplicateur de Lagrange et s = (sy, ..., s,,) est le

vecteur de Lagrange associé a x
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Les conditions d’optimalité du premier ordre de K.K.T de ce probléme sont don-

nées par
( c— ATy —s5=0
Ax =10
z >0
s>0
\ diag (s) .x =0
On a

Lys) = oy (A —b)—sTe = "o —y Az + yTb— 5"

= ylb+ (C—ATy—s)T:L’

A Poptimum :

T
L™y, s") = (0 — Ay’ S*> T+ () b= ()b
=0
( (
max b’y max b’y
yeRm yER™M

et y>0 avec ATy <c
(
Définition 30 Soit le programme linéaire primal écrit sous forme standard :

minc’x,
(PPL) { Aw—b,

x>0,

On appelle probléme dual de (PPL), le programme linéaire

max by,
(DPL) ATy S c,

y € R™,
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Ce probléme est fortement lié & (PPL) et sera pour cette raison appelé le probléme
dual de (PPL). On vérifie aisément que ce probléme peut également étre formulé

comme

maxbly, y € R™, et s € R",
avec ATy +s=rc.
» L’introduction de ce vecteur ligne supplémentaire s, contenant les n variables
d’écart du dual, permettra de simplifier grandement nos notations, et nous uti-

liserons donc principalement cette seconde formulation du dual.

» La dualité joue un role fondamental dans 1’étude et la résolution de (PM). Entre

autre, elle fournit des informations supplémentaires trés utiles.

Définissons également les domaines admissible Fp et strictement admissible F3,
pour le probléeme dual, de fagon tout a fait similaire aux domaines Fp et F2 pour le

primal

Fo = {(y,5) ER" xR": ATy 4 s =cet s >0},

Fp = {(y,s) eR"xR": ATy +s=cet s> 0},
F? I'ensemble des solutions primales-duales strictement réalisables :
Fo=F,xFph={(z,y,s) :x € Fpet (y,s) € Fp}
2.1.4 Propriétés de la dualité
Citons quelques propriétés élémentaires du couple primal-dual
Théoréme 31 (Dualité faible) Siw = (z,y,s) € F, alors
e > bly.
Preuve. On a
o —bly=cloz— (A:B)Ty =alc—aTATy =27 (c — ATy) >0
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Ce résultat affirme que tout solution admissible de (PPL) fournit une borne supé-
rieure pour le probléme de maximisation (DPL), et que toute solution du dual fourni

une borne inférieure a 1’objective du probléme primal

pt = inf{ch txT € ]:p}

d* = sup {bTy ty € fD}

Corollaire 32 (Dualité forte) Si w* = (z*,y*,s*) € F et telle que c'z* = bTy*,
alors w* est une solution optimale < Si z* et (y*,s*) sont solutions optimales de
leurs problémes respectifs. Cela entraine que les problémes (PPL) et (DPL) ont les

mémes valeurs optimales.

Saut de dualité
La quantité ¢’z — 'y, toujours positive, est appelée le saut de dualité

S(z,y)=c'o—bly=2a"s

1. Cette derniére quantité est positive puisque z > 0 et ¢ — ATy > 0 découle de
ATy <.
2. 2''s est une mesure de I’écart entre la fonction objectif primale ¢’ et la fonction

dual objectif bTy.

Conditions d’optimalité La théorie de Karush-Kuhn-Tucker permet d’écrire des
conditions nécessaires d’optimalité pour tout probleme d’optimisation contraint pos-
sédant une fonction objectif différentiable. De plus, lorsque le probléme est convexe ces
conditions sont également suffisantes, ce qui est le cas pour 'optimisation linéaire. En
considérant le probléme (PPL), I’ ecriture de ces conditions méne au systéme (celui-
ci peut également aisément étre obtenu & l'aide de la théorie des multiplicateurs de

Lagrange)
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ATz 4+ t=c¢

Arx =b
x est optimal pour (PPL) < 3(z,t) telque

\ rzett>0

On remarque que la seconde équation posséde exactement la méme structure que les
contraintes d’égalité du probléme dual (DPL). En fait, si nous identifions z avec y et

t avec s, nous trouvons

(

Ar = b,

ATy +s=c,
x est optimal pour (PPL) < 3(y, s) telque <
€T;S; = 0 Vl,

\ rets>0.

Finalement, en utilisant les définitions de (PPL) et ((DPL)) et le fait que lorsqu'un

vecteur ligne a et un vecteur colonne b de méme longueur sont positifs,
a,-bi =0V e {]_, ,TL} ~ Zazbz =0« CLTb =0,
i=1

on obtient
x € Fp,
x est optimal pour (PPL) < J3(y, s) telque (y,5) € Fp,

s = 0.
2.1.5 La méthode de Newton

Parmi les méthodes les plus populaires appliquées pour la résolution du systéme
d’équations non linéaire (K.K.T'), est la méthode de Newton, dans ce qui suit nous
décrivons son principe.

Etant donnée une fonction de F' : R® — R"™ une fonction non linéaire différen-

tiable telque
F(z) = (fu(@), fa(x), -, ful2)"
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Cette méthode est une procédure itérative qui a pour objectif de trouver un point
r € R™ tel que F(x) = 0. Pour chaque itéré 2(*), la méthode calcule une approximation
du premier ordre (linéaire) de F' autour de z(*) et définit I'itéré suivant z*+1) comme le
zéro de cette approximation linéaire. Plus formellement, si J est la matrice jacobienne
de F', on écrit

F(z® 4+ Az®) = F(z®) + J(z®)Az®),

ou
fh of1
ox1 Oz,
J(x) =
Ofn Ofn
o1 Oz,

et le pas de Newton Az est choisi de telle facon que cette approximation linéaire

est égal a zéro on pose donc
g® ) = 28 L Az®) avec Az = —J (:L'(k))_l F (x(k)) .

Le calcul de Az®) est généralement effectué en pratique via la résolution du systéme
linéaire

J (:L'(k)) Azt = —F (x(k))

2.2 Les méthodes de barriéres (Chemin central)

Les méthodes de points intérieurs ont initialement été proposées par Frisch en
1955. L’idée générale de ces méthodes consiste a approcher d’une maniere itérative la

solution des problémes d’optimisation avec contraintes d’inégalité de la forme

(

min f (x)

zER™

s.C. (Pr)

g(z) >0,

a partir de l'intérieur de 'ensemble réalisable K = {z : g(z) > 0} . Ces méthodes sont

basées sur 'utilisation de fonctions barriére
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Définition 33 Une fonction barriére ® (x) pour le programme P est une fonction
non négative et continue sur le domaine admissible qui tend vers l'infini lorsque la
contrainte d’inégalité g(x) tend vers la frontiére & partir de lintérieur du domaine,
c’est-a-dire

lim® (x) = oo, quand g(x) — 0% € Fr(K)

Les deux exemples classiques de fonctions barriéres sont définies pour tout x par

n

¢ (z) = ‘Zlog(gi(ﬂf)) et @ () =) 1

i—1 Ji ()

Pour les contraintes g(z) < 0, on prend généralement

®(v) == log (—gi (x))
i=1
Dans ces conditions, on peut remplacer le probléme avec contraintes

min f ()
S. C.
gi(x) > 0pouri=1,.. m,

par le probléme non contrainte paramétré

B (z, ) = min (f (x) — ,uZlog (9s (x))) avec 11 € R, (P,.)

Les premiéres méthodes de points intérieurs consistaient a résoudre une succession de
problémes barrieres (73%), tout en faisant tendre le parameétre barriére p,;, vers 0.
Le role du terme barriére ajouté consiste a tenir les itérés, générés par une méthode

d’optimisation pour problémes sans contraintes, éloignés de la zone non admissible.

2.2.1 Barriére primal-dual en programmation linéaire

On se place maintenant dans le cadre des problémes de programmation linéaire.

On considére alors le probléme sous forme standard

mianTx, telque Az =b, x>0 (PPL)
TER™
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On utilise une méthode de barriére logarithmique associé a (PPL) : pour tout p > 0,

on introduit la fonction objectif : pour tout x € U,

op (1) = T — > log ().
=1

ouU = {x € R": z > 0} est un ouvert de R™, le terme correspondant log (z;) dans la
fonction ¢p () tendra vers U'infini, étant donné qu’on souhaite minimiser la fonction
¢p (2), les itérés vont donc rester loin du bord, a 'intérieur de I’ensemble défini par
les contraintes.

On considére le probléeme d’optimisation :

min (c’z — p > 7 log (;))
Ax =0, (PPL,)
x> 0.
et a son dual (DPL,) (puisqu'’il s’agit d’une maximisation, nous devons soustraire le

terme barriére)
i ATy4+s=c
max (bTy + uZlog (sl)> telque . (DPL,)
yer™ i=1 s>0etyeR™

La famille de fonctions barriére proposé, par Frisch (1955), associée au problémes

primal-dual sont :

op (x) ="z —p Y log(w:), et ¢p (v) = —b"y —p Y log (s;)
i=1 =1

yeR™

Faison la somme des deux fonctions barriére logarithmique primal-dual

opp () = oz —bly— ,uZlog (x;) — ,uZlog (s:)
i=1

i=1
= z's—p Z log (x;s;) .
i=1

Cette fonction depend uniquement du produit x;s; ajoutons dans les deux termes une

contante ny (logu — 1), puis on divise sur le nombre positive 2y, nous écrivons par
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la suite

1 —1 — 1 iSi iSi
Uy (@, 5,11) = ¢PD($)+ZN(OM ):Z§<x8 —1—10g$8)
p 2\ p p

2
v, — 1

- v? —1
- Zl/}lb(vz) - 12 _IOgU1+...+
=1

€T;S; t2 -1
P = —_—, t =
v u Yy () 9

—logt, t >0

Cette fonction dite fonction log-barriére, cela montre que la fonction logarithmique
barriére associée au probléme primal-dual est determiner par une fonction 1, d’une
variable dite fonction noyau, cette fonction est strictement convexe admet un mini-

mum au point t =1 et ¢, (1) =0
2.2.2 La fonction de Lagrange associée au probléme (PPL,,)

La fonction de Lagrange associée au probleme (PPL,,) est

Ly(w,y) = v —y"(Ax =) = p} log ;) (4)

ou y est le multiplicateur de lagrange associé a la contrainte “Ax — b”.

Condition de Lagrange

On a pour tout z € U et y € R™

VoLl (z,y) =c— ATy —pX'e
VyL,(x,y) =b— Az =0,

x>0,

ou pour tout z € U, X = diag(xy,...,x,) et e = (1,...,1)T € R™. En écrivant les
conditions K.K.T, on que z est solution de (PPL,) si et seulement si, il existe y €
R™ tel que

Ax =1

VoL (z,y) =0cad ATy+uXte=cetz >0
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ou X = diag((xy, ..., x,). En posant s = uX ~'e, on peut réécrire les conditions K. K.T

précédentes comme :

Axr =0,
ATy +s=c
(KKT,)
XSe = pe
\ x>0, ets>0

2.2.3 Comparaison des conditions du probléeme (PPL,) et (PPL)

On peut mettre ces conditions en paralléle avec les conditions K.K.T du probléme

initial (PPL) (cf. Section 2.2) : il existe s, y tels que

( (

Az = b, (KKT)) Az = b, (KKT))
ATy +s=c, KKT: ATy+s=c¢ KKT:
(PPL) Y (KET) (PPL,) Y (KKT)
XSe =0, (KKT;) XSe = pe (KKT;)
r>0,s>0 (KKTy) | 2>0,5>0 (KKTy)

. Lorsque i = 0 on retrouve les conditions d’optimalité primales-duales du pro-

gramme lineaire originel.

. On remarque que la condition de complementariteé (K KT3) est la seule condi-

tion K.K.T impactée par I'introduction du parameétre p dans les problémes de

barrieres (PPL,,).

. Les deux probleémes (PPL,,) et (DPL,,) admettent exactement les mémes condi-
tions d’optimalité (ce qui signifie qu’ils sont équivalents)

. L’écriture des conditions K.K.T permet aussi de voir que quand y — 0, une
solution de (PPL,) converge vers une solution de (PPL) et que les solutions
de (PPL,) pour x> 0 se situent bien a I'intérieur de I’ensemble des contraintes
contrairement aux solutions de (PPL) qui vérifient la condition de complemen-

tarite (K KT3) pour lesquelles soit le multiplicateur de Lagrange est nul soit la
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contrainte est active.

5. L’originalité de I’approche primal-dual est de regarder les conditions d’égalité de
K.K.T comme un probléme de recherche de zéro d’une fonction. Maintenant on
va résoudre le systéme (K KT),). Une facon d’y arriver est de faire une itération

de Newton.

On va étudier dans cette partie la résolution des problémes barrieres (PPL,) & p
fixé.
On doit donc résoudre le systeme (K K7T),) . Définissons tout d’abord une fonction

F, :R¥ ™ — R2H™ par

Ax — b,
F,u<x7y73): ATy+S—C, )
XSe — pe

ou e représente un vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1, tandis que X

et S sont des matrices carrées

X = diag(xy,...,x,), S =diag (s1,..., ),

1 1
X' = diag (—, v —) et s =puX 'e>0.
T Tn

L’idée de base de toute méthode primale-dual est la recherche d’un point réalisable

qui resout I’équation non linéaire F),(z*,y*, s*) = 0. Pour cela, on utilise ’algorithme
Ax

de Newton. On calcul les directions de descente p = [ Ay | en un point (z,y,s)

As
solutionnant I’équation

JFu(x,y,s)p - _Fu(ma Y, 3)
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ou Jp, (z,y,5) st la Jacobienne de F), en (z,y, s) :

0 AT I,
JFH(I7y’S) = A O O
S 0 X

Le pas de Newton

Pour résoudre le systéme des conditions d’optimalité perturbées (K KT),), on uti-
lise la méthode de Newton. Le pas de Newton (Az, Ay, As) € R*"xR"™xR" est la

solution de

0 AT 1, Ax 0
A 0 0 Ay | = 0
S 0 X As pe — X Se

Par un simple calcul, on arrive a résoudre le systéme linéaire suivant :

As = —AT Ay,
AAz =0, (5)
ASTIXAs = AS7Y (e — X Se),

qui donne :

Ax = S '(pue— XSe)— S 'XAs

Ay = [(AS71XAT) T AS7 (e — X Se)

As = —ATAy.
Apreés la résolution du systéme (5), on obtient les directions (Az, Ay, As), et le nouvel
itéré de Newton est calculé en prenant o = 1, mais ce choix du pas de déplacement ne

donne pas toujours la stricte faisabilité. Notre but est de préserver la stricte faisabilité

et donc on doit trouver un « tel que le nouvel itéré soit strictement réalisable c.a.d
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De maniére générale, I'itéré suivant (nouvel itéré) (x(k“), y+D), s(k“)) est calculé

par une formule

(k1) 2(R) Ap®)
§(h+D) () As®)

ou le scalaire oy € 10, 1] .

Axr —b =0,
Remarque 34 1. le (k)ieme itération ((a:(k), y*), 5("“)) € fo) &

ATy+s—c=0
2. Le pas de déplacement oy, est choisi pour rester dans [’ensemble des points in-

térieurs JF°

Remarque 35 Quand le paramétre de barriére p varie, la solution optimale minimi-
sante du (PPL,) décrit une courbe a l'intérieur du domaine réalisable appelée chemin

central.
2.2.4 Le chemin central primal-dual

Définition 36 Le chemin central (C) est une courbe située dans
fozfgxf%:{z:(x,y,s):Am:b, ATy+s=e¢, >0, 5>O}7
paramétrée par un scalaire p > 0. C’est donc l'image d’une application

p €10, +00] — z(p) == (z(p), y(p), s(n)) € F°,

autrement dit

2.2.5 Concept de proximité

Pour que les itérations produites par I'algorithme restent réalisables et proches de

la trajectoire centrale (C,), on est obligé d’introduire une mesure de proximité.
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1. La caractéristique des points du chemin central, outre leur admissibilité, étant
Pégalité des produits x;s; (on a x;s; = p pour le point repéré par p).

Définissons la mesure de dualité suivante :

min || F, (2, , s)|| = min | XSe — pel],
© u

» La projection orthogonale de X Se sur {ue : 1 € R} est donné par + (z,s) .

Donc nous avons

1
min || F, (z,y, s)|| = min || X Se — pe|| = HXS@ — —(x,s)e
n

@ Ju

» Sa solution est la moyenne arithmétique des produits z;s;
2. Pour z = (z,y,s) € F°:

1
z € (C)@HXSe—E(x,sM =0

1
& XSe=—(x,s)e
n

Nous définissons la mesure de la dualité g par

3 1 x's
u——insi—T—ﬁ<x,s>

n <
Donc

— Un point z € F? est donc proche du chemin central (C) nous avons y =~ i

— Le parameétre i controle la distance a 'optimalité.

3. Ceci equivalent, & dire que un point z = (z,y,s) € F° est proche du chemin

% est petit devant 1 ou encore

central si —e

|Xs —p(2)el <p(z).

4. Définissons dans l’espace primal-dual, la notion de proximité au chemin central
(quantité mesurant la proximité entre un itéré strictement admissible (z, y, s) F°

et le point du chemin central (z (u),y (1), s (1)), par la moyenne des écarts
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(258, — )

T181 2

d(z,y,8) =

=I|

TnSp n

2

1 1
= £ lla"s = fell, = 5 X Se - fell

5. Une autre possibilité pour mesurer la proximité consiste a prendre

d(x,y,s) = % Hv — v’lu . avec v = %, s = (X151, ...y TnSp)

— (C’est facile de vérifier que
§(z,y,5) =0 v=0v"exs=pe

6. Divers voisinages du chemin central (C) sont associés a ce concept de proximite

» Voisinage restreint (petit voisinage) avec la norme 2 défini par :

Vo(B) = {(z,y,5) € F*: | XSe — fiell, < pf}, avec 0 < f <1

= {(z,y,5) € F*: 6 (2,y,5) < B}

» Le voisinage Vs () exprime que la distance Euclidienne entre

(2181, 2282, .., TnSn) €t ([, fi, ..., ) ne peut excéder un certain pourcentage de fi.
A ce propos, un point est dit voisin de la trajectoire centrale s’il appartient &

'ensemble Vs ()
> (C) =V2(0) C V2 (By) CVa(By) C Fo.

» Considérons par exemple pour n = 2

1

3 (w1 — ws)? = ||lw — fel” < (BR,)* =B

2 (U)l + ’LU2)2
2
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Avec

T T

w = (wy,wy, ..., w,) = xs = (r151,T2S2, ..., TnSp)

» Evidemment, pour S = 0 nous avons x1S; = 259

» Voisinage large avec la norme ||.||__ défini par :

V*OO (7) = {(SL’,y, 8) S ',Fo/xlsl Z ,U/Y}v

avec 0 < vy < 1 « largeur du voisinage

» Les voisinages les plus utilisés dans les méthodes du point intérieur et plus parti-

culierement dans les méthodes de la trajectoire centrale sont Vs (), V_oo (7)

2.3 Différentes méthodes de points intérieures

On distingue quatre catégories : les méthodes de mise a ’échelle affine, les mé-
thodes de réduction de potentiel les, projectives et les méthodes de suivi de chemin.
Notre objectif n’est pas de fournir une liste exhaustive de toutes les méthodes qui
ont été proposées a ce jour, mais plutot de présenter uniquement les méthodes de

trajectoire centrale (suivi de chemin) pour un probléme d’optimisation linéaire
2.3.1 Meéthodes de suivi de chemin primale-duale

Les méthodes de suivi de chemin sont articulées autour du chemin central décrit
plus haut et se caractérisent par un choix du paramétre p différent de zéro. Leur
principe revient & définir un certain voisinage autour du chemin central, et & faire
évoluer les itérés a 'intérieur de ce voisinage tout en progressant vers la solution.

On peut se demander comment ces algorithmes choisissent les valeurs de i,
chaque choix de p;, revient a choisir une cible appartenant au chemin central.

Le principe des méthodes de suivi de chemin sera donc de calculer la mesure de
dualité de l'itéré courant, soit (i, et & prendre pour cible un ., inférieur (plus

proche de 'optimum) en appliquant un coefficient de proportionnalité o} € [0,1],
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selon la formule

Hpy1 = Okl = Ok

Le choix de o, dépend de la méthode considérée.
La direction de Newton centrée peut étre maintenant obtenue en résolvant le

systéme suivant :

0o AT I, Ax®) 0
A 0 0 Ay | = 0 (6)
Sk o x®k Ask) —~X®SFe 4 oppuye

Réglage du parameétre de centrage Le nouveau point doit rester dans le voisi-

nage Vs (5)

2 (k+1) (k) Az®)
gD [ = y® | +ar | Ay® | € V2 (5),
5(k+1) 5(k) As®)

cela implique que ,

“X(k-‘y—l)s(k-‘rl)e . /JJ]Q€H2 S /vbkﬁ

avec )
X&) = x®) 4 D
S+ — §k) 4 D,
q SEALR) + XWAK) = —XFSke + opye
D, = diag (Az®), Az®) = D,e
\ D, = diag (As(’“)) . As®) = De
Donc
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XS el < = (X4 D) (5 + D) e = el <

= [[(X®5We 4+ SOAL® + XOASD) — preell. < 1,8
= |loppe — pgelly < w3

= [L—olllell, < B avec [e], = v/n

= o2>1- i

vn
Cette valeurs du ¢ nous garantit que l'itération de Newton reste dans le voisinage
Vs () . On ne peut pas prendre o tros petit sous peine de sortir de F°. En prenant

par exemple 0 =1 — \% comme facteur de reduction de [

Algorithme générique de points intérieur

Algorithme 37

1-Choisir un itéré initial (9, y©, s©) € FO, possédant une mesure de dualité
Ho et une constante 0 < o <1

2-Répéter pour k =0,1,2...

(xw))T 5(k)
3-Choisir o € 10, 1], soit p,, = ~————,
n
4-Résoudre le systéme (6) avec (x(k), y*), s(k)) et .11 = oy, pour obtenir (Am(k), Ay®), As(k))

5-Choisir oy, tel que:

2% 4+ apAz® >0 et s® + . As® > 0.

6-Poser
(k1) (k) Az
gk | = fy®) | g [Ay®) | ety = o,
s(k+1) 5(k) As®)

Il existe de nombreux types de méthodes de suivi de chemin : les méthodes dites
a pas court, les méthodes prédiction-correction (& pas alterné) et les méthodes a pas

long.
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2.3.2 Meéthode de suivi de chemin a pas court

Les méthodes de suivi de chemin a pas courts ont comme objectif de maintenir
les itérés successifs au voisinage Vs () du chemin central. La stratégie adoptée est de
maintenir constant pour tout k£ le paramétre de centrage, o0, = o et la longueur du
pas oy = 1. Lorsque le parameétre o est lié a la taille du voisinage Vs (), une suite
de mesures de dualité décroissante de facon monotone vers zéro. (p; > pig > ... > 0)
et lim g, = 0.

k—0
Les deux caractéristiques principales de la méthode & pas courts sont

1. La mesure de dualiti¢ du point visé pour I'itéré suivant est définie par, p; , =

o, ou o est une constante strictement comprise entre 0 et 1.

2. L’itéré suivant sera calculé en appliquant une seule itération de la méhode de
Newton aux conditions primales-duales perturbées (K KT),), avec la valeur p =

oy, qui définit une cible sur le chemin central

(

Axr =0,
ATy+s=c

TiS; = Oy, Vi

\a:>0, et s >0

Algorithme 38 (Méthode de suivi de chemin a pas court )
Soit un itéré initial (19 ; yO ; s© ) € V,(0) possédant une mesure de dualité
Lo et une constante 0 < o <1

Répéter pour k =0,1,2...

(z®)) T (k)

—

Calculer le pas de Newton (Ax(k), Ay®), As(k)) a laide du systéme d’équations

Calculer i, =

linéaires (6)
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Fin

Esquissons a présent une preuve de la correction de cet algorithme. Afin que
notre stratégie de suivi de chemin fonctionne, nous devons garantir que nos itérés
(2™, y®, s)) restent suffisamment proches des points (2 (p), y* (1), s* (1)) situés sur
le chemin central qui nous guide vers une solution optimale. A cet effet, définissons
une quantité mesurant la proximité entre un itéré strictement admissible (z,y, s) € F°
et le point du chemin central (x (p),z (u),x (1)). Puisque la propriété principale de
ce point central est x;5;, = ji Vi , ou de maniére équivalente z7s = jie, la quantité
suivante

d(x,y,s) = i Hsz — ﬁe||2,
I

egale & zéro si et seulement si (z,y, s) est égal & (x (1), z (u),z (1)) et augmente au
fur et & mesure que 'on s’éloigne de ce point central.

A T’aide de cette mesure de proximité ’analyse de I’algorithme repose sur les étapes

suivantes

Admissibilité stricte. Prouver que 'admissibilité stricte est préservée par le pas
de Newton :
si

(x(k)jy(k)7s(k)) c 7 alors (x(k+1)’y(k+1)78(k+1)) c FO

Il faudra étre particulierement attentif aux contraintes de positivité, puisqu’elles ne

sont a priori pas prises en compte par la méthode de Newton.
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Mesure de dualité. Prouver que la mesure de dualité visée est atteinte apres le
pas de Newton : si (z™,y™, s*)) posséde une mesure de dualité égale & 4, l'itére

suivant (z"), y++) s*+1)) 5 une mesure de dualité égale & 1, = oy,

Proximité. Prouver que la proximité au chemin central est préservée : il existe une
constante 7 > 0 telle que si § (z¥), y®) s®) < 7 on a § (x*HD) y*HD EHD) < 7
apres le pas de Newton

En ajoutant une hypothése initiale stipulant que § (z(©,y(®, ) < r on peut
alors démontrer que la suite des itérés produit par 'algorithme restera confinée dans
le voisinage imposé du chemin central et convergera donc (approximativement) vers

son point limite, qui est une solution optimale strictement complémentaire.

Critéres d’arrét Pour 'algorithme primal-dual, on utilise un critére d’arrét clas-
sique : le saut de dualité. On sait qu’une solution est optimale pour le primal et le
dual en un point d’annulation du saut de dualité. Pour le probléme initial (PL) le

saut de dualité est

T T

s(z,y)=clo—bTy=2"s

Cette quantité est toujours positive pour des points x et s dans leurs ensemble de
contraintes et elle est nulle si et seulement si x est solution du primal et s est solution
du dual.

Une idée naturelle est alors d’arréter 1’algorithme quand le saut de dualité est

T

proche de zéro. On a x's = nu. Un critére d’arrét est donc donner par nu petit et

xT's — nyu petit, nous arrétons 1’algorithme lorsque le saut de dualité devient inférieur
a e ( paramétre de précision ), ce qui se produit dés que nu, < . Nous sommes a

présent en mesure de formuler ’algorithme sous sa forme finale :

Algorithme 39
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Soit un itéré initial (x(o),y(o),s(o)) F possédant une mesure de dualité g, la
précision requise € et des constantes appropriées 0 < o < 1 et 7 telles que

1- 6(z©, y @ 5O) < 7.

2- Répéter pour k =10,1,2, ...

3-Calculer le pas de Newton (A:r(k), Ay®), As(k)) a laide du systéme d’équations
linéaires (6)

4-Poser (:c(k“), yk D), S(k+1)) - (z(k), y*) S(k)) + (Aw(’“), Ay®), As(k)) et i,y =
Ol

Jusqu’a ce que nyy, < €

En outre, il est possible de prouver qu'une solution de précision € est atteinte

aprés un nombre d’itérations K vérifiant

n

K = O(v/nlog 10y, (7)
€

Cette borne polynomiale sur le nombre d’itérations, qui varie comme la racine carrée

de la taille du probléme, est a ce jour la meilleure jamais atteinte pour la program-

mation linéaire.

2.3.3 Meéthode de suivi de chemin primale-duale a pas longs.

Les méthodes de suivi de chemin & pas longs vont générer une séquence d’itérés
appartenant au voisinage V_, (7). Rappelons que pour de faibles valeurs de ~ (par
exemple 1073), le voisinage V_, () occupe une grande partie de I'intérieur de I’espace
admissible F° comme voisinage du chemin central devant controler les itérés. Dans
I’algorithme proposé ci-dessous, on prend un pas « le long de la direction de Newton

le plus grand possible tout en respectant I’appartenance au voisinage V_, ()
Algorithme 40
Soit un itéré initial (z©,y®, s) € FO, une mesure de dualité initiale p,

la précision requise € et des constantes appropriées 0 < o < 1 et 7 telles que

6 (1’(0)’ y(o)’ S(O)) < T
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Répéter pour k =0,1,2, ...

Calculer le pas de Newton (Ax(k),Ay(k),As(k)) a laide du systéme d’équations
linéaires (6)

Poser (2040 541 st+) — (5 5 s®) 4 oy (Az®), Ay®, As®) et iy, =
oLy, avec une longueur de pas oy, choisie de fagon a ce que (x(’““), syl s(k“)) e FO

Si § (WD yk ) D) < 7 Alors poser ju,,, = opy,

Sinon poser i, = j, Jusqu’a ce que njiy, < €

Typiquement, on prend v = 0.99, ce qui permet & V_, () d’occuper une grande

partie de F°.

2.4 Meéthode de Trajectoire Centrale basée sur les
fonctions noyauxr pour PL

Dans ce paragraphe, nous considérons le probleme d’optimisation linéaire primal
donné par :

min {c"z: Az +b=0, 2 >0}, (P)

ou A € R™" rang (A) =m, b€ R™, et c,x € R", et son probléme dual associé :

max{bTy:ATy+s:c,y€Rm,SER”,SZO}. (D)

En 1984, Karmarkar [24] a proposé une nouvelle méthode en temps polynomial pour
résoudre des programmes linéaires. Cette méthode, et ses variantes, développées par la
suite, s’appellent Méthodes de Points Intérieurs, notées I P M s. Les lecteurs peuvent
se référer a des références de base traitant le sujet, voir Y. Q. Bai et al. [5], et J. Peng
et al. [38], C. Roos et al. [42], Y.Ye [59]. Sans perte de généralité, nous supposons
que (P) et (D) satisfont la Condition de Points Intérieurs, notée IPC, i.e., il existe

(29,40, s9) tel que

A’ =b, 2° >0, AT+ =¢, s> 0.
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Il est bien connu que la recherche de solutions optimales de (P) et (D) est équivalente

a la résolution du systéme suivant :

Axr =05, x >0,
Aly+s=c¢, s>0 (8)
zs = 0.

Le systéme (8) est obtenu par le théoréme de la dualité forte appliqué aux problémes
duaux (P) et (D). L’idée principale d’I P M s est de remplacer la troisiéme équation
du systéme (8), dite condition de complémentarité, par I’équation paramétrée zs =

pe, avec 1 > 0. Nous obtenons le systéme suivant :

Axr =05, x >0,
Aly4+s=¢, >0 9)
s = e.

Assez surprenant, si la condition IPC est satisfaite, alors il existe une solution
(x(p);y(p); s(p)) du dernier systéme, pour chaque p > 0, et cette solution est unique.
Nous appelons x () le p-centre de (P) et (y(u), s(i)) le p-centre de (D). L’ensemble
de p-centres (avec p prenant plusieurs valeurs décroissantes des nombres réels positifs
qui convergent vers 0) forme un trajet, appelé la trajectoire centrale de (P) et (D).

L’importance de la trajectoire centrale pour ’optimisation linéaire a été reconnue
par plusieurs chercheurs, tels que Sonnevend [46] et Megiddo [30]. Si i — 0, la limite
de la trajectoire centrale existe, et étant donné que les points limites satisfont la
condition de complémentarité, la limite donne des solutions optimales de (P) et (D).

D’un point de vue théorique, on peut supposer que 'I PC est satisfaite. Pour
simplifier les contributions théoriques, et toujours sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que 2° = s° = e. Nous supposons que (z(u), y(1), s(11)) est connu pour
certaines valeurs positives de p.

Par exemple, en raison de I'hypotheése ci-dessus, nous pouvons supposer que pour

=1, z(1) = s(1) = e. Nous réduison p & p = (1 — @) pour un nombre 6 fixé
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6 €]0,1], et on résout le systéme de Newton suivant :

AAx =0,
ATAy + As =0, (10)

sAx + xAs = pe — xs.

Le systéme (10) admet une solution unique désignée par (Az, Ay, As). Cette solution
est dite la direction de Newton classique pour 1'optimisation linéaire. Ensuite, p est
a nouveau réduite par le facteur (1 — @), et nous appliquons de nouveau la méthode
de Newton ciblant les nouveaux p-centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété
jusqu’a ce que devient assez petit (obtention de la condition nuy < ¢ ), alors dans
ce cas nous obtenons une e-solution des problémes (P) et (D). Le nouvel itéré de la

méthode de Newton avec un pas fixé est donné par :

Ty =x+alz, y, =y+ aly, sy = s+ als, ou «a €]0,1]. (11)

Maintenant, nous introduisons le vecteur réduit v et les directions de recherche réduite

d, et d, comme suit :

A A
oo JB g VAT, vhs 12)
7 x 5

Le systéme (10) peut étre réécrit comme suit :

AAzxz =0,
ATAy + As =0, (13)
sAzT +1As = —uv (v —v ).

Qui est équivalent &

Ad, =0,
AT Ay +d, =0, (14)

dy +ds=v—0v71,

o7



o A = ﬁAVﬁlX, V = diag(v), X = diag(x). A noter que la partie droite de la
troisiéme équation du systéme (14) n’est autre que 'opposé du gradient de la fonction
barriére logarithmique ¥, (v), i.e., d, + ds = —V¥, (v), alors le systéme (14) peut

étre réécrit comme suit :

Ad, =0,
ATAy+d, =0, (15)
dy +ds = =V, (v),

ou la fonction barriere ¥; (v) : R}, — R, est définie comme suit :

B (0) = W) = 3w (o) = Do () (10

avec
v2—1

Ve (vi) = 5 — log (v3) . (17)

Lemme 41 Si (d,, Ay, ds) est une solution du systéme (15) alors d, ds sont ortho-

gonauz.

Car :
dTd, = —dT (ATAy) = — (Ad,)" Ay =0

Nous utilisons ¥ (v) la fonction de proximité pour mesurer la distance entre l'itéré
courant et et la trajectoire centrale pour > 0 donné. Nous définissons également la

mesure de proximité, basée sur la norme, 6(v) : R, — R, comme suit :

5(0) = 3(a,9, ) = 5 ldo + ds| = 5 [V (v} (13)

Nous appelons # () la fonction noyau de la fonction barriére logarithmique ¥ (v). A
noter que la paire (z, s) coincide avec le u-centre (x(p), s(i)) si et seulement si v = e.
On peut facilement vérifier que la fonction noyau 1, (t), définie par (17), est une
fonction strictement convexe, qui est définie pour chaque ¢t € R, et qui admet un

minimum pour ¢t = 1, dont la valeur de sa fonction est égale & 0. Il ressort clairement
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de la description précédente que la proximité de (x,s) & (z(u),s(u)) est mesurée
par la valeur de ¥ (v) et avec 7 > 0 en tant que valeur de seuil. Si ¥ (v) < 7, on
commence une nouvelle itération externe en effectuant une mise a jour du parametre
[ via
pt=01-0)p 0<0<1.

Sinon (¥ (v) > 7), nous entrons dans une itération interne par le calcul des directions
de recherche & l'itération en cours par rapport a la valeur actuelle de i et on applique
(11) pour obtenir des nouvaux itérés. Si nécessaire, on va répéter la procédure jusqu’a
ce qu’on trouve un itéré au voisinage de (z (u),y (1), s (u)). Alors p est encore réduit
par un facteur de (1 — 6) avec 0 < 6 < 1, et on applique la méthode de Newton pour
trouver les nouveaux p—centres, et ainsi de suite. Ensuite, est & nouveau réduit par
le facteur (1 — 6) avec 0 < 6 < 1, et nous appliquons la méthode de Newton ciblant
les nouveaux p—centres, et ainsi de suite. Ce processus est répété jusqu’a ce que u
est suffisamment petit, c’est-a-dire jusqu’a ce que nu < € . A ce stade, nous avons
trouvé une solution p—approximative pour un PL. Les paramétres, 7, 6 et le pas
a décris dans ’algorithme sont choisis tel que le nombre d’itérations produites par

I’algorithme sera minimal que possible.
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Algorithme 42 Algorithme Générique Primal-dual IPMs pour l’optimisation linéaire

Données :

Une fonction de prozimité ¥ (v) ;

Un paramétre de limite 7 > 0 ;

Un paramétre de précision € > 0 ;

Un paramétre de mise & jour fixe; 0 <0 < 1;
début:

Inatialisation: soit (z°,9°, s°) vérifie la IPC :

E=0, u®0 =1, = f”;go
Tanque : nu* > ¢ faire :

début (itération externe)

P = (1= 0)pk

Tant que : ¥ (v) > 7 faire :

début (itération interne)

Résoudre le systéme (15) pour déterminer (d,, Ay, ds) puis (Ax, Ay, As);
Calculer le pas de déplacement «, et poser

r =+ aAu;

y =y + aly;

s = s+ als;

v = \/%;

fin (itération interne)

fin (itération externe)

fin.

60



2.5 Fonctions noyau et propriétés

Définition 43 On dit que ¢ : R, — R, est une fonction noyau si i est deuz fois

diférentiable et vérifie les conditions suivantes
1.4 (1) =4 (1) =0,
2. 9" (t) > 0,Vt > 0,

3. lim () = lim v (t) = +o0.

t—s0t t—+o00
Les deux premiéres conditions désignent que 1 () est strictement convexe et admet
une valeur minimale, si ¢ = 1. On définit ¥ (¢) & partir de sa dérivée seconde comme

suit :

b (t) = j /y W (z) dudy.

De plus, la troisiéme condition indique la propriété de barriére pour la fonction
¥ (t).
Lemme 44 Soit ¢ une fonction noyau alors :

Ltf(t) 29 (t), Vi1

2. Si)(th) = (ta), tel que ty < 1 <ty alors :

Y'(t) < 0, ¢(ty) >0
V(Bt) < Y(Bty), VB > 1.

Preuve. 1.Soit la fonction h(t) = t¢' (t) — ) (t), pour t > 1. On a :

h(1) = 0,

P'(t) = t"(t) >0.
Donc on a bien que t'(t) > (t), V¢t > 1.
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2. Supposons que ¥ (t1) = 1 (t2) avec t; < 1 < ty alors :

tat)' (ta) > 1p(ta),
et

Y (1) >4 (t) + (1= t) ¢ (1),

donc
P'(t1) <0, Y'(t2) >0

D’autre part, on définit f (5) = ¢ (5t1) — ¥ (Bts), pour § > 1. On a :
f(1)=0.
f(B) =ty (Btr) — ta)’ (Bta).
Comme 9" (t) > 0, et St; < (s, pour > 1, donc :
Y (Bty) <" (Bty), pour § > 1.
D’autre part,y)’ (B8tz) > 0, pour ¢, > 1, pour 3 > 1, donc :
f1(B) < (t1 — t2) ¥’ (Bta) < 0, pour > 1.

alors
f(B) =1 (Bty) — ¥ (Bta) < 0.

Ce qui termine la preuve m
2.5.1 Qualification d’une fonction noyau

Dans cette partie, on présente les conditions de qualification d’une fonction noyau
barriére v (t) et quelques propriétés concernant ces conditions. On commence par le

lemme technique suivant :

Lemme 45 ([4]) Soit ¢(t) une fonction noyau barriére donnée. Si elle vérifie les

deux propriétés suivantes :

(i) 1" (t) =" (t) >0, t > 1,
(i) ¢" (t) <0, t > 0.
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Alors on a :

()¢ (8E) = BY ()7 (Bt) >0, t>1, §> 1.
Preuve. Supposons que vérifie (i) et (ii) du lemme. Soit ¢ > 1, on considére

F(B) =" ()¢ (Bt) — By ()" (Bt), t > 1, B> 1.

derivons par rapport 5 on a

FH(B) =" (B) [t (1) — o' (t) = Bty () " (B1)] > 0, ¥V § > L.

la derniére inégalité est satisfaite du fait que " (B8t) > 0, t" (t) — ' (t) > 0, d’apres
(i) et =Bty (£) " (Bt) > 0, car t > 1, ¢’ (t) > 0 et " (8t) < 0 d’apres (ii). Ce qui
implique que f () > 0, pour tout 3 > 1 : Ce qui termine la preuve. m

Commencons par une présentation de la définition d’'une fonction noyau qualifiée.

Définition 46 Une fonction noyau f est dite qualifiée si f € C® et f vérifie les

propriétés suivantes

W'+ (k) > 0, t<1, (19)

tp" ()= (t) > 0 t>1, (20)

P (t) < 0, t>0, (21)

2[0" (1)) = ()" (1) > 0 <1, (22)
W)Y (BE) = BY ()P (B) > 0, t>1, B>1. (23)

Remarque 47 D’aprés le Lemme 45, il est montré que (20) et (21) impliquent (23)
Donce, pour montrer la qualification de 1 (t), on vérifie seulement les conditions de

(19) a (22).
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2.5.2 Propriétés et relation entre les conditions de qualification

Le lemme suivant montre que toute fonction noyau éligible 1 (¢) est exponen-

tielement convexe, dont l'importance de ce lemme est justifié par la suite (voir [4],

38]).

Lemme 48 ([38]) Soit ¢ une fonction deux fois différentiable, alors les propriétés

suivantes sont équivalentes

(a) ¢ (Vhitz) < w pour tous ty,ty > 0.
(b) la fonction ¢ définie par o (£) = 1(e*) est conveze.

(c) t"(t) +'(t) >0,t>0

Preuve. Signalons que la fonction ¢ est continue donc pour qu’elle soit convexe,

il suffit qu’elle soit mid-convexe. Montrons que (a) < (b)

¥ (Viity) < Y (t) + ¢ (t)

2
o o (58) s urveme < LELEED gy gy
e (&) + (&)

= 5 V€L E, ER, telque ty = €1, ty = 52

< est mid-convexe

Concernant 1’équivalence (b) < (c)

¢ convexe < " (&) = [v (e )} (@ (€f) g]’: [0 (e°) €* + ey ()]
= [ ( ?) et

Y (ef)] ef >0, V¢ €R
s )" (t)+Y (1) >0, Vt >0, telque t = €

Lemme 49 Soit une fonction deux fois différentiable, alors les propriétés suivantes
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sont équivalentes :

1) ¢( /6%—553) < ¢(51)‘;¢(§2)’ 51’ 62 > 0.

2) la fonction ¢ définie par ¢(t) = 1 (ﬁ) est conveze, t > 0.

3) " (t) =4’ (t) 2 0, t > 0.
Preuve. Signalons que la fonction ¢ est continue donc pour qu’elle soit convexe,

il suffit qu’elle soit mid-convexe.

Montrons que 1) < 2)

" /5%‘;’_53 < 1?(51)‘;’1/’(52)761, £,>0
o(htt) _ [t + t <¢(\/E)+w(\/5)
2 n 2 - 2

& ¢ mid-convexe

Concernant 1’équivalence 2) < 3)

o convexe & ¢ (¢) = [0 (V1) = i (0 () = (1)) > 0, £> 0

Ce qui termine la preuve. m
2.5.3 Une borne supérieure de VU (v) aprés chaque itération externe

Notons qu’au début de chaque itération externe du 1’Algorithme (42), juste avant
la mise & jour du parametre p avec le facteur (1 —6), on a ¥ (v) < 7. Apres la
réduction de p en le multipliant par le facteur (1 —6) : p, = (1 —0) p, avec 0 < 6 < 1,
le vecteur v est mis a jour par la relation suivante : v, = \/ﬁ. Ceci conduit en
général & une augmentation de la valeur de ¥ (v) dans les itérations externes, puis,
au cours des itérations internes ¥ (v) diminue jusqu’a ce qu’elle atteint la premiere

valeur inférieure ou égale & 7. Au cours de 'algorithme, les plus grandes valeurs de

U (v) se produisent juste apres les mises a jours de p.
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Pour cela, nous avons besoin d’'une bonne estimation de la borne supérieure de

U (v) . En d’autre terme, on trouve une borne supérieure de ¥ ( \/(;’_0)) en fonction
de ¥ (v).
Il sera clair que certaines fonctions inverses liées a la fonction noyau et sa premiére

dérivée jouent un role important pour analyser 1’Algorithme 42. On introduit ces

fonctions inverses ici. On note par
0: [0, +oo[ — [1,+o00[, et p: [0,+00[ — ]0, 1]

les fonctions inverses de ¢ pour t > 1 et —%w'. pour t € ]0,1], respectivement. Ceci

equivalent a

s = Y(t)et=o(s), pourt >1

/
s = — 2()<:>t—p() pour t > 1

Supposons dans toute la suite que est une fonction noyau qualifiée. On a le théoréme
suivant qui est représenté en [17] et dont la démonstration dépend de la condition

(23).
Théoréme 50 Pour tout vecteur positif v et tout > 1, on a :

ooy (50 (12)).

La démonstration du théoréme énoncé a la page 13 ref [4]. En conséquence du

Théoréme 50, on a si ¥ (v) < T et f= \/%—0 alors, aprés la mise a jourde u, U (v) est

égale a ¥ ( \/7> qui est bornée supérieurement par niy (Bg <M>> . Comme g est

croissante, alors ¥ (v) < 7 < o (‘I’(”)> <o (%) )

Et donc pour tout vecteur positif v, si ¥ (v) < \/7 > 1, alors :

Uy < L(n,0,7) =ny (\5%) ,

ou ¥ désigne la valeur de ¥ (v) aprés la mise a jour de u.
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2.5.4 Analyse de la décroissance de la fonction barriére de proximité ¥

Dans cette sous-section, on va calculer le pas de déplacement o qui conserve
la stricte faisabilité de nouveau itéré et réduire la valeur de proximité durant les
itérations internes et on donne les résultats de complexité de ’algorithme.

Pour p fixé, si on prend « le pas de déplacement, alors le nouveau itéré est donné

par :

T, =x+alz, yT =y+aly, sT=s+als.

D’apres, (12) on peut écrire

Az d, T
x+:x(e+a—) :x<e—|—oz—> = —(v+ad,)
v

T v
et

s+=8<e—|—%As> :s<e+%d8> zg(v—irozds)

Donc pour p fixé, on a :

vy = % = /(v +ad,) (v+ ad,), (24)

Pour tout a > 0, on considére la fonction suivante :

f(a) =Y (vy) — ¥ (v), pour tout o > 0. (25)
Alors f («) est la différence de la proximité entre le nouvel itéré et I’ancien itéré, pour
w fixé.

En utilisant le Lemme 48 (a) on obtient :

V() = W <\/(v T ady) (0 + ads))

1
< 5 U (v+ ady) + ¥ (v + ady)]
Et par conséquant f (a) < fi (), ou

fila) = % W (0 + ady) + U (0 + ad)] — T (1), (26)
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avec

f(0) = f1(0) =0,
Maintenant, pour estimer la décroissance de la fonction de proximité durant un pas,

on utilise les deux dérivées successive de f; (o) par rapport & o on obtient

n

1

file) =5 D [0 (vi+ a[de]) [dal; + ' (v; + @ [da],) [da]]
i=1
et
V@) = 3 [ it o) [+ 0] (@)
i=1
ou les [d,]; et [ds], désigne respectivement.la ™ composante de des vecteurs d, et

ds
D’apres la définition de 4, et puisque d, + d; = —VWV (v), on trouve :

f1(0) = %V\If ()" (dy + dy) = —%W (v)" VI (v) = =2 (6 (v))? (28)

d’ou f} () > 0 si d, ou ds # 0, alors dans ce cas f; est strictement convexe.

Le lemme suivant présente une borne supérieure de f; («) pour LP
Lemme 51 ([4]) Soit fi («) défini dans (26) et § défini dans (18), alors on a :
7 (@) < 26°9" (Vmin — 206) (29)
Avec v, désigne le minimum de Uensemble : {v; € Ry, 1 <i<n}.

Preuve. On sait que d, et d, vérifient (15), par conséquent d, L d, , implique que

d, +ds = =V (v), et on a
1de + ds| = [ (d, ds) || = 20.
Par conséquent, nous avons : ||d,| < 24 et ||ds|| < 2d. Donc :
v + o [dy]; > Umin — 206, v; + o [dy]; > Vmin — 200, 1 <0 <. (30)
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D’apres (21) (¢" strictement décroissante ) et on utilisons (27), on obtient :

11/;” (Umin — 2045) Z ([d:p]zz + [dS]zQ)

"
1 (@) 9 :
=1

IN

]‘ "
= V" (Umin — 200) || (ds + d)]*

= 26%)" (Umin — 2a0)

Lemme 52 Si le pas de déplacement o satisfait
— " (Vmin — 208) + ¢ (Vmin) < 20. (31)

Alors

Preuve. En utilisant (28) et (29) nous écrivons :

Rl = 0+ [ e
< 262 4 262 /Oa V" (Vmin — 260) ds
= —28%-§ / i V" (Vmin — 260) d (Vmin — 260)
= —25>-9§ [@Z' (Vmin — 206) — ¥’ (Vpnin)]
= —25%+20° =0,
car on a :
—1" (Vmin — 208) + V' (Vmin) < 29,

alors, f] (o) <0. D’ou le résultat. =
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Lemme 53 L’estimation de la plus grande valeur de « vérifiant (31), est donnée

par :

1

a=g5[p(0) = p(29)] (32)

Preuve. Nous voulons déterminer la plus grande valeur de « vérifiant (31). On
fixe 9, Umin €t . W

Comme )" est strictement décroissante alors
—W/ (Umin - 20{5) + Tﬂ” (vmin) S 0

Donc la valeur maximale pour Pexpression & gauche dans (31) par rapport a vy, est
atteinte si vy, atteint sa valeur minimale, et d’autre part la dérivée de ’expression

a gauche dans (31) par rapport & « est
260" (Vmin — 2a:8) > 0.

Donc la valeur maximale pour 'expression a gauche dans (31) par rapport & « est
atteinte pour la plus grande valeur de «.

Pour vy, € 10, 1] alors
1 1, , 1,
0(v) = S [IVE ()| = 5 |9 (vmin) | = =59 (Vain)
2 2 2
comme p est strictement décroissante alors p (9) < vpyin. Nous prenons
Umin = p (9) . (33)

Donc ¢’ (Umin) = —20 , en le remplagant dans I'expression a gauche dans (31), on
obtient

— )" (Vmin — 2008) < 40,

nous prenons

—%w' (Umin — 20d) = 20,
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donc

Umin — 200 = p (20). (34)

D’apres (33) et (34), on a :

Umin = p(9).

200 = Umin — p(20),

donc

Ce qui termine la preuve

Lemme 54 Soient p et & définis dans le lemme (53). Alors on a

1
@ > //—.
— Y (p(20))
Par la suite, on note par :
1
a = 7 : 35
70 @) )
Preuve. Par la définition de p on a
—1' (p(0)) =20

on dérive par rapport & 4, on trouve

alors
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et comme la fonction définie par 9" (p(s)) est croissante, donc

5
_ 1 )
a = 5[0 (s)ds

26
7
S
h 55/¢”(p(8))
20

vV
| =
s
—
= —
~—~
DO
(o9
N—

SN—
o«)\
QU
“Cn

ce qui donne

Ce qui termine la preuve m
Le lemme suivant montre que la proximité ¥ est décroissante. Pour plus de détails

voir [39]

Lemme 55 ([39]) On suppose que h(t) est une fonction conveze et deuz fois diffié-
rentiable, telle que :

h(0) =0, B (0) <0,

et h atteint son minimum global a t* > 0; et h” est croissante pour tout t € [0, t*],
alors pour tout t € [0, t*], on a :

th' (0)

h(t) < 5

Preuve. On suppose que h” est croissante pour tout ¢ € [0, t*], Posons v = K/,

alors 7' est croissante, c’est a dire

[V (t2) =~ (t1)] [t2 — ta] > 0, Vt1, ty € [0,¢7]
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L’opérateur 7' est donc monotone. Se rappeler que la condition

(Vf(x2) = Vf (1), 22— 21) 20

est une condiion nécessaire et suffisante de convexité de la fonction f. m

Donc v = h' est une fonction convexe. La sécante passant par les points (0, 2’ (0))
et (t*,1/(t*)) est au dessus de la courbe (t,h'(t)) pour tout ¢ € [0,¢*]. L’équation de
la sécante passant par les deux points est

W) — h'(0)

sec(t) = W' (0) + ¢ -

Se rappeler que A/(t*) = 0. On a donc
t
h'(t) < sec(t) = (1 - t_*) n'(0), Vt € [0, ¢"].

Alors

t

/h’(C)dC§ /Ot <1— g) K (0)d¢, vt € [0,t],

0

(1) — h(0)] < WQ(O) + th;(m (1 - ;) e [0,

donc

Se rappeler que h (0) = 0. On a donc

) th’Q(O) g th/2<0) (1 _ ti) vt e (0,1,

h(t)

Comme /'(0) < 0, alors

th'(0)
2

h(t) <0, Vte0,t"]

Ce qui termine la preuve

Et par conséquent, on a le lemme suivant qui présente une borne supérieure pour
la valeur de décroissance de la proximité & une itération interne.

Noter aussi que toute borne supérieure pour f; () et aussi est une borne supé-

rieure pour f («)
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Lemme 56 Si le pas de déplacement a vérifie a < &, alors :
f(a) < —ad®.
Preuve. Soit h une fonction définie par

h (CY) = —2&(52 + 045wl (Umin) - %¢ (vmin) + %w (Umin - 2045) 5

alors

h(0) = fi(0) =0, 1(0) = f1(0) = —20",

R () = 262" (Umin — 200)

d’apres le lemme (51) on a

1(a) <" (a),

et par conséquent on obtient

fila) < W' (a) et fi(a) < h(a),

doncsi o <@ ona
(0%

W(a) = H(0)+ / W () de

0
a

= —26%+ / 20%1)" (Vi — 2606) d€
0
= —20°+ 0 (= (Vmin — 2a0) + ' (min)) < —25% + 26 = 0,

avec h” est croissante, donc d’aprés le lemme (55) on a

Ce qui termine la preuve. m

En combinant les résultats des lemmes (54) et (56) on obtient
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e
" (p(20))

avec & étant la taille de pas par défaut, comme déja indiqué en (35). Et on utilise &

(37)

comme taille de pas par défaut.

Corollaire 57 Le membre droit de ’expression (37) est strictement décroissante par

rapport a ¢ :
2.5.5 Borne d’itérations et analyse de la complexité

On doit compter le nombre d’itérations internes nécessaire pour revenir a la si-
tuation ot ¥ (v) < 7. On note que ¥, désigne la valeur de V¥ (v) aprés la mise a
jour de p, les valeurs suivantes dans la méme itération externe sont notées par Wy,
k=1,2,.., K, avec K désigne le nombre total d’itérations internes produites durant
une itération externe.

Nous avons besoin des lemmes ci-dessous, utilisés par J.Peng et al.[38], pour faci-

liter au lecteur la compréhension des propos établis le long des différentes preuves.
Lemme 58 ([38]) Si « € [0,1] alors
(1+t)* <14 at, Vt > —1.
Preuve. On définit la fonction
f&)=Q+t)*—at—1, pourt > —1
Alors

ft) = al+"" —a

) = ala—1) (141072

KE
=
~
N—
IN
o
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donc f est concave et f'(0) = 0, alors

f(t) < f(0) = 0.

C’est a-dire que

1+t <at+1, Vt> -1

Ce qui termine la preuve. m

Lemme 59 ([38]) Soit tg, t1,..., tx une suite des nombres positifs qui vérifie :

thn <ty — Bty T k=0,1,..,K — 1,

tels que >0 et 0 <y <1, alors :

+]
= {ﬁv '

Preuve. En utilisant le lemme (58), nous pouvons écrire m

B < (e=pB67) =6 (1-547)

< f(1=98t") =t =98,
donc t] <t} — ~vpBk,, en remplagant k par K, on obtient t; — y8K > 0, alors

]
h= {76 '

Ce qui termine la preuve.

Lemme 60 Soit K le nombre d’itérations internes, alors on a :




Preuve. La définition de K implique que Vi 1 > 7 et Vi < 7 et (d’aprés la

décroissance de f(&) on obtient la valeur de v et ()
\IlkhLl < \I;k: - 6 (\Ilk)l_’y7 k= 07 17 7K - 17

En utilisant le Lemme (59) avec ¢, = Wy, on obtient :

(‘1’0)7‘

K <
- By

Ce qui achéve la preuve. m

La détermination du nombre total d’itérations nécessaires pour trouver une solu-
tion optimale primale-duale nécessite le calcul du nombre d’itérations externes.

Le lemme suivant présente le nombre d’itérations externes & partir duquel 1I’Algo-

rithme 42 converge

Théoréme 61 Soit k le nombre d’itérations externes mécessaires pour trouver une
solution optimale primale-duale approchée a une précision € > 0, alors on a :

1

k>
— 0

n
log — 38
ogE (38)

Preuve. D’apres I’Algorithme (42), Pobtention d’une solution optimale primale-
duale nécessite que

nuk<€

Notons que a chaque itération externe k se réduit par un facteur de (1 — 6) c’est a
dire :

Si 6 le parameétre de la trajectoire centrale avec u® =1 et pf = (1 — Q)k p° on a:

(1-0)fuln<e=(1-0)"<

S|m

En utilisant la fonction croissante log on obtient :
klog (1 —0) <loge — logn,
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puisque log (1 — ) < —0 pour 0 < 6 < 1,

kO > log <g>
2 o)

Ce qui termine la preuve. m

Le nombre total d’itérations nécessaires pour trouver une solution optimale pri-
male duale approchée avec des précisions € > 0 et 7 > 0 n’est autre que la multiplica-
tion de nombre d’itérations externes par le nombre d’itérations internes. On obtient

le nombre total d’itérations produites par I’Algorithme (42) qui est donnée par :

[;’3]; log (g) (39)

Sion prend 7 = O (n) et § = O (1), dans (39), on trouve le nombre d’itérations pour
IPM s a long-pas.
Par contre, si 7 = O(1), et 0 = © (\%) = ﬁg dans (39), on trouve le nombre

d’itérations pour IPM s a court-pas.
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Chapitre III

METHODES DE LA TRAJECTOIRE
CENTRALE BASEE SUR UNE NOUVELLE

FONCTION NOYAU POUR PL

3.1 Fonction noyau paramétrique avec double bar-
riére
3.1.1 Introduction

Plusieurs travaux montrent que l'itération théorique liée court-pas dans les IPM s
est meilleure que celle liée long-pas. Cependant, il est devenu clair que la théorie de
la complexité algorithmique des méthodes & long-pas, qui sont les méthodes les plus
efficaces dans la pratique, peut étre nettement améliorée en utilisant d’autres fonctions
barriere.

La plupart des algorithmes I PM s pour 'optimisation linéaire sont basés sur
la fonction barriere logarithmique [19,42]. En 2001, Peng et al. dans [37] ont pro-
posé des nouvelles variantes de I P M s basées sur une nouvelle fonction noyau non
logarithmique.

Une telle fonction est fortement convexe et coercive, lisse sur son domaine qui n’est
autre que l'ortan positif. Ils ont obtenu les résultats de la complexité algorithmique

@) (qn% log g) est la complexité des méthodes a long-pas et O (q2\/ﬁlog g) est la

logn

5—, on obtient la meilleure borne

complexité des méthodes a court-pas. Pour ¢ =
pour les méthodes a long-pas, soit O (\/ﬁ (logn)log g) Cette borne est la meilleure
amélioration

En 2002, Y.Q. Bai et al. dans [5] ont introduit une nouvelle fonction noyau non

79



logarithmique. Ils ont obtenu une complexité de O (qn log g) itérations pour les mé-
thodes a long-pas et O (q2\/ﬁlog g) pour les méthodes & court-pas. En 2004, Y.Q.
Bai et al. dans [4] ont présenté des nouvelles fonctions noyau non logarithmiques. Ils
ont obtenu O (y/n(log n)?log 2) itérations comme borne pour les méthodes & long-pas
et O (\/ﬁlog g) itérations pour les méthodes a court-pas. Dans le méme article, Bai
et al. ont introduit pour la premiére fois une nouvelle fonction noyau avec un terme
barriére trigonométrique.

En 2012, El Ghami et al. dans [18] ont évalué la fonction noyau avec un terme bar-
riére trigonométrique introduite précédemment par Bai et al. dans [4]. Ils ont obtenu
une borne de O (ng log g) itérations pour les méthodes & long-pas. Cette découverte
a encouragé les chercheurs & améliorer cette borne pour les fonctions noyaux avec un
terme barriére trigonométrique (voir [18,4, 38,40, 26, 29]).

En 2014, Peyghami et al. [40,41] ont proposé deux fonctions noyau différentes
avec des termes barriére trigonométriques—logarithmiques et exponentielles logarith-
miques pour les IPM s dans LO. La méme année, Cai et al. [12] a introduit une
nouvelle fonction noyau paramétrique, combinant la fonction noyau classique avec
un terme barriére trigonométrique, et obtenu les méme bornes d’itération pour les
méthodes a long-pas que [40].

En 2015, Kheirfam et Moslem dans [26] ont proposé une nouvelle fonction barriere
trigonométrique, qui présente une complexité de O (n% log g) pour pour les méthodes
a long-pas. Li et Zhang [29], ont présenté un algorithme de points intérieurs de type
primal-dual pour résoudre un probléme lineaire, basé sur une fonction noyau trigo-
nométrique il ont montré que la complexité correspondant & cet algorithme & grand
pas est d’ordre O (né log g)

Récemment, en 2016, Bouafia et al. [10] ont proposé une fonctions de noyau para-
métrées pour les I P M s. Ils ont montré que les résultats de la complexité polynomiale

obtenu est d’ordre O <pn2<ppt21> log g) pour les méthodes a long-pas et O (pZ\/ﬁlog %)
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pour les méthodes a petit pas .
Dans ce chapitre, on développe un algorithme d’'une méthode de points intérieurs

de type primal-dual basé sur une nouvelle fonction noyau pour résoudre le probléme

PL.
3.1.2 Nouvelles directions cherchées

L’idée principale dans I P M s est de trouver une nouvelle direction dans la mé-
thode de trajectoire centrale a travers une fonction noyau basée sur le remplacement
de la fonction barriere ¥, dans par la nouvelle fonction barriére W. Par conséquence,
la fonction noyau ., définie en (17), est remplacée par la nouvelle fonction noyau

qualifiée 1) comme suit :

d,+ds = —VVU(v), ouV¥(v) =V (z,y,s)
. —~( 0P —1
= Z?/J(Ui)zz v; — 1 —log (v;) + ;
i=1 i=1 p
et le systeme de Newton modifié est le suivant
Ad, =0,
ATAy+d, =0, (40)

d; +ds =—-VV¥ (v).
Les nouvelles directions cherchées (d,., Ay, ds) sont obtenues par la résolution de sys-
téme (40). Puis, on utilise (12) pour obtenir (Az, Ay, As). Durant la recherche d’une
direction, en prenant une taille de pas convenable, on obtient le nouvel itéré donné

par :

Ty =+ oAz, yp =y+ aly, s, =s+ als, ou a €]0,1]. (41)

On a d, et d, sont orthogonaux car

d'd, = d7 (~ATAy) = —~dTAT Ay = — (Ad,)" Ay =0x Ay =0.
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Pour analyser un algorithme de points intérieurs, on définit la mesure de proximité

0:Ryy — R, par:
1 1
5= 6 () —5 IV @) = 5 1d. +di|
Comme d, et ds sont orthogonaux , on a

dy

I
=9
v

I
o

(T
I

Par conséquent, la valeur de ¥ (v) peut étre considérée comme une mesure de la
distance entre un itéré donné (z,vy, s) et p—centre (z (u),y (u),s(n)).

Pour analyser un algorithme générique basé sur une nouvelle fonction noyau éli-
gible. Nous allons expliciter I'algorithme de point intérieur en suivant I'interprétation

de schéma décrit par Bai et al en [4] de la maniére suivante :
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Etape 1 : Résoudre 'équation 214 (t) = s pour obtenir p(s), la fonction inverse
de St¢' (t), ¢ €]0,1] pour ¢ < 1. Si I'équation est difficile a résoudre, trouver une
borne inférieure pour p(s).

Etape 2 : Calculer la décroissance de 1 (v) en terme de § = d(v) pour la taille
de pas par défaut &; tel que : f (&) < _W?%))'

Etape 3 : Résoudre 1’équation 1) (t) = s pour obtenir p(s); la fonction inverse de
Y(t) pour t > 1 : Si équation est diffcile a résoudre, trouver une borne
supérieure pour o(s).

Etape 4 : Déduire une borne inférieure pour § (v) en terme de ¢ (v) de la forme :
5(0) 2 30 (0l ().

Etape 5 : Utiliser les resultats des étapes 3 et 4 pour obtenir les constantes positives

~ et n, avec i € (0,1] et telque f (&) < —n¥ (v)' .

Etape 6 : Calculer une borne supérieure ¥, (v) pour ¥ (v) sachant que : ¥y < nip (f/(l%) )

Etape 7 : Déduire une borne supérieure pour le nombre d’itérations totales sous la forme
g

To oo 2

o log 2.

Etape 8 : Si 7= O (n) et § = O (1) on obtient une borne d’itérations pour les
algorithmes a grand pas. Si 7= O (1) et # = © (n) on obtient une borne

d’itérations pour les algorithmes & petit pas.
3.1.3 Propriétés de fonction noyau

Dans cette partie, nous présentons une nouvelle fonction noyau paramétrée et nous
donnons ses propriétés qui sont essentielles a notre analyse de la complexité.

Nous rappelons que notre fonction, double barriére est définie par :

() =1*—1—log(t) +

, >0 (42)
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Les trois premieres dérivées de v (t) par rapport & ¢ sont :

V() = 27— (13)
W) = 2+ %2 + pﬁ:; (44)
) = -5+ ) (43
D’aprés (44)
" (t)>1, p>0, t>0. (46)
En notant également que
i)y (1)=¢"(1) =0, )

ii) limy (t) = tlin8+w (t) = +o0

t—+o00

(46) et (47) montrent que v (t) et strictement convexe et minimale en 1. On définit

¥ (t) a partir de sa dérivée seconde comme suit :

U (t) = /t ] V" (y) dyd. (48)

De plus, les deux conditions i) et ii) indique donc que notre fonction 1) (¢) est une

fonction barriére noyau

3.1.4 Eligibilité (Qualification) de la nouvelle fonction noyau

Le lemme suivant sert a prouver que la nouvelle fonction noyau définie en (42) est

éligible.

Lemme 62 Soit ¢ (t), définie dans (42), et t > 0. Alors,

" )+ (t) > 0, t<1 (49)

' ()= (t) > 0, t>1 (50)

P () < 0,t>0 (51)

20" (O =o' (¢ () > 0, t<1 (52)
GO (BE) = pY )Y (B) > 0, t>1, f>1 (53)
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Preuve. Pour montrer (49), on utilise (43) et (44) et on obtient :

7 ’ _ p
t" (t) + (t)—4t—|—tpﬁ>0, pour toute ¢t > 0 et p > 0.

donc la condition (49) est satisfaite.
Pour montrer (50), on utilise encore (43) et (44), on a :

2
W) - ()=

2
—l—; > (0 pour toute t > 1,

le coté droit de la derniére égalité est positif, ce qui prouve (50). La condition (51)

est vérifiée a partir de Pexpression du ¢ (¢). Finalement pour montrer, (52) on a

1\* (p+1) 1 1
(2+t_2) +t2pT+2<p+1)tp? 2+t—2

2(p+1)(p+2) 4+ 4 (p+1)(p+2) 2

2[0" (O —¢' (0" (1) = 2

+ tp+2 t2 tp+4 t4
_(ptH(+2) 2
t2p+4 tp+4
8+E+p(p+1) 2p2+14p+12_p(p—1)
2 $2p+4 tp+2 tp+4
1
+ o5 8P4 4 126772 4 (2p® + 14p + 12) 772 + pg, (1)] ,

ot g,(t)=p+1—(p—1)t*. On a deux cas a discuter :
Si p € ]0,1] la condition (52) est satisfaite.

Sip>1. Alors

24" (1) = ()" (t) > 0 g, (1) > 0.
Cela est certainement vrai si

1 2 2 »
tpgzizl—i——(:)tg 14+ —— et t €]0,1].
p—1 p—1 p—1

Ceci est une inégalité valide, lorsque 0 < t < 1, et par conséquent

2

20" @O =" ()" (1) >0

Finalement on obtient la démonstration du (52) . Pour (53), d’apreés le Lemme 2.4

(Bai et al.,2004) il suffit que 1) (t) satisfait (50) et (51). =
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Finalement, v (t) est une fonction noyau éligible (qualifée). Ce qui termine la
preuve.
Le lemme suivant montre que toute fonction noyau éligible 1 (¢) est exponentiele-

ment convexe, dont 'importance de ce lemme est justifié par la suite (voir [4], [38])

Lemme 63 [38 Lemme 2.12 | Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1— ¢ (Viita) < L (t1) + ¢ (t2) pour tout ty, ty > 0;
2— )" (t)+4¢" (t) >0, t>0

3— la fonction t — 1 (e') est convexe

Cette propriété est demontré par plusieurs chercheurs voir El Ghami et al. (2012)
and Peng et al. (2002a).
Maintenant, on présente les lemmes techniques les plus utilsés dans ce chapitre

concernant la nouvelle fonction noyau.

Lemme 64 Pour 1 (t), nous avons :

LE-1P < <SR >0 (54)
S < v <TER -2 e (55)

Il < Va+ V2, veRy, (56)

Preuve. Pour montrer (54), en utilisant (46), et (48) on a

w(t):/t/xw”(y)dydxzj/g&dydx:%(t—l)Q,

ce qui prouve la premiére inégalité.

Nous allons maintenant passer & la démonstration de la deuxiéme inégalité :

e(t) = /t ] W (y) dyda < /t j W () 0" (y) dyde

= [ @@= [V @ld =1 @
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Pour (55) si f (x) = 20 (£)—(t — 1) ¢/ (£), alos ' () = ¥ ()" (£) (¢ — 1) , " () =
—(t—1)¢" (t)et f/(1) = f(1) =0. Et comme ¢"' (t) <Oona f”(x) >0 pourt>1
on peut résumer ce qui est acquis de la maniére suivante f’(z) est une fonction
croissante positive il en est de méme de f (). Ce qui prouve la premiére inégalite
Nous arrivons maintenant & démontrer 'inégalité droite de (55), comme v (1) =

Y (1) = 0, et en utilisant le développement de Taylor, on obtient

V() = P+ 1) =1+ 50" (1) (= 1P+ 0" (©) (€~ 1),
= (-1 (€ (6 1)
< G- ="t -

pour certains ¢ vérifant 1 < £ < t. Ce qui termine la preuve.
Pour (56) alors en utilisant la premiére inégalité de (54), et I'inégalité de Cauchy-

Schwartz peut obtenir

V) = Y ez > (w1

<.
Il

2
o]l — 2¢Tv + [|1]}*]

NI RN RN~ DN -

[oll* =2 [[oll le]} + n]
2
[Ilol = V)™
Cela implique que [[v]| < /n++/2¥ (v), v € R} .

Ce qui achéve la démonstration. m

()=~ 1+9(),

puisque ¢' (t) = — (% + t_p_l) <0, g (t) est decroissante par rapport a t > 1

Remarque 65 Soit g(t) = —log (t) + *

Soit ¢ : [0, +oo[— [1,+o0[ la fonction inverse de v (t) pour ¢t > 1 et soit p :
[0, +00[—]0, 1] la fonction inverse de —3¢' (¢) pour tout ¢ €]0, 1]. Alors nous avons

le lemme suivant :
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Lemme 66 Pour v (t) on a :

Vi+l < o) <vV2u+1, u>0 (57)
o) > (2Z1+1)”“. (58)

Preuve. Pour montrer (57) soit u = ¢ (t) ¢t > 1. Alors p (u) = t, on utilisant (54)

onau=1(t)> % (t — 1)2, t > 1, ce qui implique que

t=o0(u) <V2u+1.

Par la définition de ¢ (¢) on a u = () = g(t) + t* — 1. On utilisant la remarque 65

et g(1) =0, on a g(t) € |—o0, 0], puisque t* — 1 = u — g(t) > u. Ce qui implique
t=o0(u) > vVu+1.

Pour montrer (58), soit

z:%lw’(t), te0,1] e 22 = —' (1)

En utilisant la définition de

p:p(z)=t, te]0,1].
et en utilisant la défnition de ¢’ (¢), on a

2t ! 1 =2 1 =2t 1 2
- +¥+tpﬁ— Z@ﬁ— —Z-i-z

1

puisque la fonction A : ¢t — 2t — 3

monotone strictement croissante ¢ € ]0,1] et

h (1) = 0. Donc
1 1 \#

D’ou le résultat. m

Lemme 67 Soit g > 1. Alors
Y(Bt) <o (1) + (87— 1)
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Preuve. Utilisant la remarque 65 on a g(ft) — g(t) < 0 for § < 1. Puisque

P(Bt) = B+ g(Bt) + 17 — 1+ g(t) — * — g(t)
= (BP=1)+g(Bt)+ ¥ (t) - g(t)
= (=14 ¢ )+ (9B) —glt) v () + (87— 1)

Ce qui achéve la démonstration. m

Lemme 68 Soit 0 <6 <1, vy = 7= 5i U(v) < 7 alors pour p >0 on a

W(v,) < ](91+_49) V27 + Vb } (59)
et
Yoy < T(1+0)+17199+29\/ﬁ (60)

W(v)
Preuve. Montrons (59), Comme \/7 (‘I’(”)) > 1, nous avons (%) >

1. Utilsant le théoreme 50 avec § = ﬁ? les inégalités (55), (57), et ¥(v) < 7, on a

() < mp (W ) <2 [Q¢<1(—)9) 1]

2

D) o]
< g(]f#) 2\IIU+1— 1—]2
B g(%) \/T 1+\/1T]2

4
< P+2 [\/Z+n9

ou la derniere inégalité decoule de - +\§ﬁ =1—-V1-0<4.



Pour montrer (60), utilisant le théoréme (50) avec 5 = ﬁ, U (v) < 7, inégalité

(57) et lemme (67) nous obtenon autre borne de ¥ (v) comme suit

rer < o (S59) oD (1) (4
~ v 1739692 <\1/nv)> V@) + 171_98 2\Ifn(v) . 1]2

<

2
nb ( 27+> T+ 70 +nb + 2021
1—-6

D’ou le résultat. m

Notation 69 On note par

- 14+ 60)+nb +20v21n
By = T )1_9 ! (61)

et

by — 2?%_40) [\/%+\/E]2 (62)

On désigne par ¥, la borne supérieure de V¥ (v, ), pour les méthodes & long-pas
(respectivement) U, dans le cas des méthodes a court-pas, durant la procédure de

Newton dans 'algorithme.

Remarque 70 Pour les méthodes a long-pas avec 7 = O(n), = © (1), on a ¥y =

O(n), et dans le cas des méthodes & court-pas,avec T = O(1), § = O (ﬁ) , on a

3.1.5 Analyse de la complexité

Lemme 71 Soit 6 (v) défini dans (18). Alors, on a

5 (v) > ‘I’;“), vERT,
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En utilisant la seconde, inégalité (54) du lemme 64 on a

n

V) = Y e <y Y e

i=1

1
= 3 IVE|* = 262 (v).

Alors on a bien que

d(v) > \Ilév),veR?Hr.

Ce qui termine la preuve.

» Tout au long de cette section, nous supposons que 7 > 1. En utilisant le lemme 71

et I'hypotheése que ¥ (v) > 7 on a

1
o(v) > —
W)= -
Lemme 72 Soit &, la valeur définie dans le lemme 53 vérifiant & > m. Alors

siV(t)>T>1,0na
1

24 (p+2) (46 +1)r1

a>

Preuve. En utilisant les lemmes 45, 57 inégalité (58) et la définition de 9" (), on

aa > m et pour p(26) =t € (0, 1], cela implique que

p+1 1

= ot o

on a
1 1
" Z p+2 2
VHP(20)) T oy (p 1) (46 + 1)F 4 (40 + 1)7

p+2

Puisque (40 + 1)?2? < (40 4+ 1)#* pour p € |0, +00o[ ce qui implique que

a>

1
-
2+ (p+2)(46 + 1)rt1

a>

Ce qui termine la preuve. m
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On pose

&= S (63)
2+ (p+2) (40 + 1)rt

« est le pas de déplacement et a > &

En combinant les deux résultats, du lemme (56) et le pas de déplacement, défini

dans (63) on obtient le lemme suivant :

Lemme 73 On considére & le pas de déplacement, défini dans (63), et 6 > 1. Alors :

2
f(&>§_ g p+2
2+ (p+2)(46 + 1)»+1

Maintenant, nous exprimons la decroissance d’une itération interne en terme V¥ (v)

ont utilisant lemme (71)

Lemme 74 Supposons 6 > 1 On a

2
P 2(p+1)

f(&>§—m

Preuve. Utilisant lemme (71), I'inégalité v/26 (v) > 1, et on substitution la valeur

de @, on obtient

62 52
f (5‘) < - pr2 = p+2
2+ (p+2) (40 + 1) 3(p+2) (46 + v26) 7
52 61’% \IIQ(PZ-,H)
< - 7 S — < -
T 90 (p42)emt  90(+2) T 90V2(p+2)
R
———, 90V2 = 128.
128 (p+2)’ V2

Ce qui termine la preuve. m

Apreés la mise a jour de p & (1 —0) p, on a

W(o,) < 7(1+0) J; 71(994— 20V2rn _ (o)
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D’apres la définition de f () on a

) 3 7D
f(Oé) = \II<U+) — \I/(’U) S —m pour tout p > 0
Donc on comparant avec le lemme (60)
D p+2

ety=1- =

m o5(p+1) 2(p+1)

T 128(p+2)

Soientt K le nombre total d’itérations internes dans l'itération externe pour les algo-
rithmes & petit pas, et K5 le nombre total d’itérations internes dans l'itération externe
pour les algorithmes & grand pas.

Alors pour p > 0, en utilisant le Lemme (75), on a

\Ij v _ _p+2
Kl < ( 0) :156p\113(17+1)

~ Y
(1)
K, < = 156pW Y

Soit W, définit (61) alors, le nombre total d’itérations pour avoir une solution appro-

chée avec nu < ¢ est majoré par
_pt2 1
156037 - log L (64)
€

Pour les algorithmes & grand pas, on considére 7 = O(n), # = © (1), par conséquent,

\I/() S \I/() = O(’I’L)
et on a
+2 ny . .
O ((p + 1) n2D log —) itérations.
€
Si on prend p = 10%" — 1, la borne d’itérations devienne

(@) <\/ﬁlog (n)log g)

qui est la meilleure complexité pour les algorithmes & grand pas jusqu’a maintenant.
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Pour les algorithmes a petit pas, on considére 7 = O(1), 0 = O (ﬁ) . En utilisant
la borne supérieure Wy, nous obtenons un majorant de nombre total d’itérations

suivant :

I 2(101;21) 1 n
156p¥,, 7 log —, (65)
£

par conséquent,

Ty < ¥y = O(p),

et la complexité algorithmique devienne

@ (p\/ﬁlog E) itérations.
€

Si on prend p = 1, alors la borne d’itérations devienne

o (v

qui est la meilleure complexité pour les algorithmes a pas court.
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Nous résumons dans le tableau ci-aprés décrivant quelques résultats de la com-

plexité algorithmique pour I'optimisation linéaire

Fonction noyau 1;

1

eb(lft) -1

2

2 —1

2 —

1

t? —

1

2

21 2 ((m(1-1)
~—— —logt + Atan (

b>0
y 7

+ Stan (r12L)

4t+2

L + & ~tan (7r1—)

4t+2

—logt+ 3 tan (
t

_/63((tan2+2) D de

1

3t+2

8
0<A<

2 — 2t +

1
sin( t?l )

112 ”)

).

t—1
et ) +(2t) +3 ta,n (4t+27r)

By 4

2

t2 — 1 —log (t)

[tanp ( 242 )

—, p>

0

Long-pas

O (Vnlognlog?), b=log(n)

?
@ (n% log %)
O (n% log %)

95

Court-pas

[12]
[26]

[29]

@) (pQ\/ﬁlog %) [10]
O (py/nlog?)

[11]



Conclusions et perspectives

Dans cette thése nous nous sommes intéressés a la résolution d’'un programme
linéaire. Nous avons présenté dans le chapitre 3 une approche générale pour la réso-
lution des problémes linéaires a ’aide de la méthode des points intérieurs qui utilise
une fonction noyau.

Notre objectif dans ce travail est de proposer une nouvelle fonction noyau parame-
trée (qualifiée) pour améliorer la complexité algorithmique de 1’algorithme de points

intérieurs. Sous un choix spécial du parameétre p, telque p dépend de n, c’est la valeur

minimisant la complexité de 'itération. En particulier, en prenant p = (105" — 1),
et on obtient la meilleure complexité connue jusqu’a présent pour ces algorithmes
a grand pas qui est de 'ordre O (\/ﬁ(log n)log g) Pour les méthodes & court-pas,
nous obtenons la meilleure borne de complexité, a savoir O (\/ﬁlog g), en prenant
simplement p = O(1).

Notre prochain travail est consacré au développement d’un algorithme primal-dual
de points intérieurs basé sur la méme fonction et une nouvelle fonction noyau avec
d’autre téchniques dont le but est d’améliorer la complexité et de généraliser nos
travaux a plusieurs problémes d’optimisation tels que le probléme semi-défini (SDP),
les problémes de complémentarité linéaire.

De plus I’étude numérique concernant 1’algorithme proposé de la résolution d’un
probléme (PL) par la méthode de trajectoire centrale basée sur les fonctions noyaux
serait sans doute un objet de recherche.

L’ensemble de ces resultats sont publiés dans ”Int. J. Mathematical Modelling and

Numerical Optimisation” [11]
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