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Tenseur du deuxiéme ordre des déformations du matériau
hétérogene,

Tenseur du deuxiéme ordre des contraintes du matériau
hétérogene,

Tenseur du deuxieme ordre des contraintes macroscopiques
du matériau homogene,

Tenseur du deuxiéme ordre des déformations
macroscopiques du matériau homogene,

La moyenne,

Tenseur local d’élasticité
Tenseur local de souplesse,
Tenseur apparent d’élasticité,
Tenseur apparent de souplesse,

Fraction volumique,

Nombre d’inclusion

Fraction volumique de la composante i,
Pression isostatique,

Le taux de déformation isostatique,
Module de compressibilité,

Module de compressibilité homogénéisé,
Module de cisaillement,

Module de cisaillement homogénéisé,

Déplacement,
Volume du domaine 3D,
Les limites du domaine 3D,

w



S Surface du domaine 2D,
0S  Les limites de la surface 2D,
VER  Volume Elémentaire Représentatif,
E Module d’¢élasticité (de Young),
Module de Young effectif,
Module de Young de la composante i,

E" Module de Young homogénéisé,

o Contrainte effective,
€ Déformation effective,
v Coefficient de Poisson,
A Coeftficient de la conductivité thermique,
A Conductivité thermique homogénéisé,
p Coeftficient de la résistivité thermique,
i Indice correspondant a I'inclusion,
m Indice correspondant a la matrice,
ph Indice de la phase,
T Température,
vT . ,
ou g Gradient de température local,
q Flux de chaleur local,
d Taille de 'hétérogénéité,
[ Taille du VER,
L Taille de la structure,

A, Tenseur de localisation des déformations,

B,  Tenseur de localisation des contraintes,

G,  Tenseur macroscopique du gradient de température,
Q Tenseur macroscopique du flux de chaleur,

a; Tenseur de localisation du gradient de température,
b Tenseur de localisation du flux de chaleur,
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Introduction

Introduction

Pendant des siecles, les démarches de la construction ont été faites selon les
regles de l'art, grace a un savoir-faire transmis de génération en génération, des
connaissances plus ou moins empiriques, des descriptions intuitives des lois de la
physique et des considérations esthétiques. Ces démarches ont prouvé leur efficacité
en nous cédant nombre de chefs-d’ceuvre architecturaux ayant résisté a 1'épreuve du
temps. Mais les criteres actuels d’efficacité et de sécurité ne sont plus compatibles
avec de telles démarches, qui ont ainsi cédé le pas a une approche plus rationnelle et
prédictive. C’est ainsi qu'est né le calcul des structures qui, sans renoncer aux
connaissances du passé, a permis de les approfondir, de mieux les maitriser, de les
enrichir, et a ouvert la voie vers de nouvelles techniques. Si aujourd'hui les avions
volent, les trains a grande vitesse roulent et les ponts tiennent de plus en plus loin,
c'est aussi parce que les constructeurs sont devenus ingénieurs et en particulier
spécialistes en calcul des structures. La description du comportement mécanique des
matériaux constitutifs des structures s'avere souvent trop pauvre et donc peu
représentative de la réalité, les propriétés ne peuvent étre déterminées
qu'approximativement par des essais longs et cotteux. L'ingénieur se retrouve alors
dans 1'habit de I'hnomme de l'art, contraint a se fier a son intuition, a essayer, essayer
a nouveau, pour, en fin de compte, souvent écarter les solutions audacieuses et

novatrices.

Clest la qu'intervient la micromécanique, science, qui prétend réintroduire des
concepts plus cartésiens dans la description du comportement des matériaux

pourquoi ne pas tenter de prévoir ce dernier a partir de la connaissance de la structure
fine des matériaux ? Peut-étre le calcul des microstructures a l'aide de la science
computationnelle des matériaux permettra-t-il a l'ingénieur de franchir un nouveau
pas, qui lui donnera acces a de nouveaux matériaux, qui rendront possibles de

nouvelles structures.
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Au cours des dernicres décennies, la science computationnelle des matériaux a
suscité un grand intérét chez de nombreux chercheurs. Plusieurs théories et méthodes
basées généralement sur I'analyse par éléments finis ont été développées avec succes
afin d'étudier le comportement de matériaux homogenes. De nombreux modéles
sophistiqués ont été établis pour obtenir la solution optimale du comportement des
matériaux en tenant compte de nombreux parametres. Ces méthodes sont limitées
lorsque I'on considere l'aspect microscopique des matériaux liés a la complexité de leur

comportement et aux différentes phases de leur microstructure.

Les modeles constitutifs traditionnels ne donnent pas une solution réaliste pour cette
catégorie de matériaux. Ces dernicres années, la méthode d'homogénéisation est de
plus en plus utilisée pour étudier le comportement de matériaux hétérogenes, ce
concept étant considéré comme la meilleure solution pour établir un pont entre les

échelles microscopiques et macroscopiques.

De grands progres ont été réalisés depuis les travaux pionniers de Hill [Hill, 1963] sur
le concept du VER (Volume Elémentaire Représentatif) qui contient un nombre
suffisant d'hétérogénéités pour étre représentatif de l'ensemble de la microstructure.
Une définition plus importante est donnée plus tard par Sab [Sab, 1992] indiquant que
le VER n'est représentatif que si la solution obtenue est indépendante des conditions
aux limites. Récemment, de nombreux travaux ont été publiés sur I'homogénéisation
numérique pour différents types de matériaux tels que les matériaux composites
¢lastiques-plastiques du point de vue du comportement et pour étudier le
renforcement de l'effet des composites sur la réponse globale, la conductivité
thermique, la réponse des matériaux poreux, en termes de conductivité thermique et

l'effet de la forme du vide quand un milieu poreux est considéré.

L'autre méthode d'homogénéisation est celle connue sous le nom de méthode «
analytique » qui consiste a utiliser des modeles de fronticre basés sur des bornes

supérieures et inférieures pour établir un intervalle qui contient la solution exacte.
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Parmi les différentes méthodes analytiques disponibles, on peut citer les
premiéres théories mathématiques de l'homogénéisation qui utilisent des
développements asymptotiques des propriétés mécaniques [Beran, 1968],
[Bensoussen, 1978]. 11 existe également de nombreuses limites largement utilisées en
mécanique des solides et en science physique pour cerner les propriétés de matériaux
hétérogenes. 11 existe plusieurs types de limites qui sont différenciés par la précision
de la description de la microstructure. Les limites inférieures et supérieures sont plus
proches lorsque la connaissance de la microstructure est meilleure. Les limites les plus
utilisées sont les limites supérieures de Voigt [Voigt, 1889] et inférieures de Reuss
[Reuss, 1929] et celles de Hashin-Shtrikman [Hashin-Shtrikman, 1962]. Enfin, les
estimations théoriques permettent, avec hypotheses, l'évaluation des propriétés
effectives des matériaux hétérogenes. Ils présentent l'avantage d'approcher avec plus
de précision les propriétés effectives des matériaux hétérogenes par rapport aux
limites. Une estimation peut étre obtenue a partir d'une approche micromécanique
comme le mod¢le autocohérent [Berveiller, M., and Zaoui, A., 1979], ou a partir de

principes variationnels [Ponte—Castaneda, P., 1989].

L’objectif principal de notre travail est la détermination des propriétés
mécaniques ¢lastiques et thermiques des matériaux poreux en utilisant
’homogénéisation, ensuite percevoir I'influence de la morphologie des pores sur ces
derniers. La connaissance de la structure fine des matériaux, accessible par
l'observation, et de celle des mécanismes physiques plus simples qui gouvernent le
comportement de la matiere a cette échelle-la, au méme titre que I'on sait prévoir la
réponse d'une structure dont on connait la géométrie et le comportement des
matériaux qui la constituent ? Peut-étre le calcul des microstructures permettra-t-il a
l'ingénieur de franchir un nouveau pas, qui lui donnera acces a de nouveaux matériaux,

qui rendront possibles de nouvelles structures. . .

Cet objectif est motivé par cet espoir et prétend apporter une nouvelle pierre,
certes modeste, a I'édifice micromécanique. La question traitée est celle des relations
entre les constituants d'un matériau hétérogene avec ses propriétés mécaniques et

physiques : comment définir cette morphologie, quelle est son influence réelle,
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comment mieux la prendre en compte dans un modele de prévision de la réponse d'un
matériau dont on connait la microstructure et comment enfin chercher a modifier
cette derniere pour améliorer cette réponse et adapter le matériau a l'utilisation auquel

on le destine.

Cette these s’articule autour de quatre chapitres. Le premier chapitre est constitué
principalement de généralités et de littératures sur I’homogénéisation des milieux
hétérogenes. LLa notion de volume élémentaire représentatif est introduite, [Kanit and

g p )

al., 2003], [Gitman et al., 2007] et [Khan et al., 2011].

Le deuxi¢cme chapitre décrit 'approche de Ihomogénéisation, les techniques
d'homogénéisation des matériaux hétérogenes sont abordées ainsi que la théorie des

méthodes analytiques et numériques.

Le troisieme chapitre est consacré a la détermination des propriétés
mécaniques ¢élastiques des matériaux hétérogenes avec différentes morphologies des
inclusions. Comme outil numérique, nous avons utilisé le code de calcul par éléments
tinis Zebulon. Pour contourner plusieurs configurations possibles de ces matériaux, des
microstructures virtuelles ont été créées grace a des scripts (programmes) élaborés en
Matlab en se basant sur I'approche statistique numérique qui a été proposée dans
'é¢tude de Kanit [Kanit and al., 2003]. L’étude est réalisée sur une matrice poreuse a
sept formes de porosité (inclusion) différentes et pour trois fractions volumiques

P=10%, P=30% et P=50%.

Le quatricme chapitre présente la construction d’un modeéle analytique itératif
d’homogénéisation des matériaux hétérogenes biphasés, un schéma de la procédure et
un programme en Fortran ont été élaborés. Nous avons proposé une nouvelle approche
basée sur les limites supérieures et inférieures de différents ordres pour approcher la
solution numérique obtenue a pattir de l'analyse par éléments finis afin d’obtenir les
propriétés mécaniques et thermiques globales des matériaux hétérogenes de maniere
efficace et rapide. Nous avons varié le contraste de 23, 100 et 1000 pour les deux cas
bidimensionnels et tridimensionnels, afin de pouvoir comparer les résultats provenant

de ’homogénéisation numérique, les résultats ont été présentés et commentés.

Enfin, une conclusion générale vient cloturer ce travail.
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Chapitre 1

1. Généralités et littérature

Dans ce chapitre, on vise a exposer des généralités sur les matériaux
hétérogénes, des questions liées a leurs échelles et la problématique liée au
passage entre un comportement microstructural et macrostructural. En plus de
lintérét d’une approche d’homogénéisation permettant de prévoir le comportement
global a partir de celui des hétérogénéités, on présente aussi les deux approches,
numériques et analytiques, de caractérisation d’une microstructure hétérogene.
Des comparaisons entre les modéles analytiques classiques sont présentées pour
différents types de matériaux hétérogenes. Les expressions analytiques de ces

approches sont données dans le chapitre 2.

1.1 Introduction

Le développement de nouveaux matériaux est soumis aux besoins des utilisateurs
(constructeurs) qui veulent toujours des matériaux plus performants, plus économiques
et qui durent plus longtemps. Les chercheurs sont le plus souvent amenés a optimiser
les solutions déja utilisées, mais dans certains cas, ils doivent complétement repenser le
probleme et envisager de « nouveaux matériaux ». En effet, on ne découvre plus de
nouveaux matériaux, mais on crée plutot des nouvelles associations de matériaux. Un
des grands besoins des chercheurs mécaniciens est de pouvoir prévoir les propriétés des
matériaux sans méme les produire, a partir des propriétés des constituants élémentaires.
Cette quéte a conduit a la croissance récente de modeles théoriques permettant de
trouver le comportement homogénéisé d'un matériau hétérogene. Leur mise au point
nécessite une réflexion approfondie sur les conditions aux limites, sur l'influence de la

fraction volumique des phases, de leur distribution volumique et de leur morphologie.
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Nous sommes en face des phénomenes multi physiques complexes, Ioutil
incontournable pour la modélisation des ces phénomenes a toutes les échelles est la
simulation numérique, elle intégre dans un méme modele plusieurs échelles de
représentation afin de prédire l'influence du comportement des petites échelles sur le
comportement de toute la structure a échelle macroscopique. Aujourd’hui, I’évolution
de la simulation numérique a autorisé aussi le déploiement d’un grand nombre de

méthodes de changement d’échelles, dites méthodes d’homogénéisation.

Deux approches d'homogénéisation sont présentées dans cette étude. Une approche
numérique basée sur la méthode des éléments finis et une approche analytique basée sur
les bornes et les mod¢les analytiques. Pour les méthodes numériques, nous présentons
la méthode des éléments finis basée sur la notion du volume élémentaire représentatif
(V.E.R), ce dernier doit respecter des conditions spécifiques, en contrainte ou en
déformation pour les problemes d’élasticité, ou en flux de chaleur et gradient de
température pour la conductivité thermique afin de permettre une bonne représentation
de la microstructure réelle. Pour I'approche analytique, parmi les méthodes disponibles
dans la littérature, nous avons retenu les bornes absolues de 17vigt-Reuss, les bornes
d'ordre 2 de Hashin-Shtrikman, et le modele auto-cohérent généralisé de Christensen et Lo.
On termine par une présentation des différentes méthodes approchées
d’homogénéisation qui fournissent des expressions analytiques du comportement

effectif en ¢élasticité et en thermique.

1.2 Généralités sur les matériaux
hétérogenes

Les matériaux hétérogenes sont des matériaux qui possedent deux (biphasée) ou
plusieurs phases (multi phase), figure 1.1. L’avantage essentiel de ce type de matériaux
est les propriétés structurales importantes, que leurs constituants élémentaires ne
possedent pas individuellement, pour leur permettre de remplir de nombreuses
fonctions techniques. Les exemples sont nombreux : les composites fibreux ou
particulaires, les matériaux poreux, les matériaux granulaires, les mousses métalliques ou

céramiques, les matériaux de construction en génie civil et les matériaux vivants.
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Pratiquement tous les matériaux hétérogenes sont constitués d’éléments

discontinus appelés hétérogénéités, noyés dans une phase continue appelée matrice.

FIGURE 1.1. Exemple des matériaux hétérogenes multiphasiques obtenu par tomographie.

1.2.1 Matériaux composites

Ce type de matériaux consiste a associer plusieurs matériaux de propriétés dif-
térentes, dites phases. Une phase matrice, généralement continue, les autres, dites
renforts, sont habituellement dures, de forme différente. La figure 1.2 schématise un
exemple de composites hétérogenes biphasés avec différentes formes de renforts. Dans
un composite, on distingue deux types de renforts, fibre ou sous forme particule. Ils ont
le caractere d’¢étre compatibles avec la matrice afin d’avoir un comportement global
homogene. Ces matériaux composites posseédent des microstructures simples ou
complexes couvrant un large spectre d'échelles de longueur, qui déterminent leurs

propriétés et les performances macroscopiques [Christensen, 1979]; [Torquato, 2002].

Les composites permettent d’améliorer la qualité des matériaux pour une certaine
utilisation, du fait de leurs légereté, rigidité, etc. En raison de la large utilisation de ces
composites, un effort particulier est fait pour la réduction des cotts, I'augmentation de
la durée de vie, la prévention de leur rupture et l'optimisation des propriétés d’usage.
Aussi les requétes grandissantes en matiere de durabilité universelle, la sécurité et les
énergies renouvelables ont soulevé de grands défis dans le développement de matériaux
multifonctionnels qui peuvent atteindre une performance optimale dans des conditions

extrémes [Millar, 2012].
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Particules

Matrice

Interphase

Renforts fibreux

(a) (b)
FIGURE 1.2. Composites hétérogenes de renforts : (a) fibres et (b) particules.

1.2.2 Matériaux poreux

Un milieu poreux est un matériau hétérogéne biphasé constitué d'une phase
solide et d'une phase de vide nommée "pore". A I'échelle globale, ces matériaux sont
caractérisés comme un milieu continu en introduisant l'effet de la porosité. Cette
porosité peut prendre différentes formes : de type sphérique, allongée, aplatie, etc. La
figure 1.3 montre des exemples de matériaux hétérogenes poreux a différentes échelles
d'observation. La description géométrique montre qu'on peut envisager deux échelles
d'espace distinctes, c’est a dire I'échelle a laquelle on distingue les domaines occupés par
le solide et le fluide. Cependant, cette échelle est plus fine que I'échelle macroscopique
pour les applications pratiques. Il est a noter que dans le cas d'un matériau avec une
porosité tres élevée (en général 70 a 95 % du volume), on a affaire a ce qu'on appelle
une mousse. Ces mousses hétérogenes sont définies par [Kovacik et Simancik, 1998]
comme un milieu poreux de microstructure complexe avec une fraction volumique des
pores tres élevée, ce qui les a rendues ultralégeres. Ce genre de matériaux conserve

certaines propriétés physiques de leur matériau de base.

@) (b) (©

FIGURE 1.3. Matériaux hétérogenes poreux : (a) milieu poreux a l'échelle microscopique
(CNRS Phototheque/ISM), (b) une mousse métallique réelle et (¢) une mousse simulée.
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1.2.3 Matériaux de génie civil

Les matériaux de génie civil, roches, bétons, etc., sont en général des matériaux
hétérogenes solides. Les roches sont formées par un assemblage de minéraux (poly
minérales) ou parfois d'une seule espece (monominérales). Le béton est un composite
fabriqué a partir des granulats (sables) et un liant (ciment, argile). Il faut noter que la taille
des granulats influence les propriétés physiques du matériau hétérogene. La figure 1.4
montre des exemples des matériaux hétérogenes de génie civil. Lors de la caractérisation
de ce genre de matériaux, plusieurs parametres interviennent, comme la taille, la forme

et la distribution des grains et le nombre de phases.

FIGURE 1.4. Matériaux de génie civil : (a) roche et (b) béton, Escoda (2012).

D'une facon générale, ces matériaux hétérogenes possedent une structure de taille
différente. C'est évident que la taille etla nature des constituants jouent un réle important
pour la détermination du comportement global. Ceci parce que les petites échelles
peuvent donner lieu a des différences marquées dans la connaissance d'une réponse
macroscopique. Dans ce qui suit, la description de I'échelle des constituants sera abordée.
Par conséquent, pour comprendre le comportement global d'un matériau hétérogene,
nous devons comprendre le comportement et l'échelle des constituants de la

microstructure et les processus qui s'y déroulent.
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1.3 Effet d'échelles dans les matériaux
hétérogenes

On présente dans cette section la méthodologie et les concepts généraux de
l'approche de changement d'échelle et les lois de comportement entre les différentes
échelles d'une microstructure hétérogene. Une microstructure peut étre décrite dans le
cadre de la mécanique par trois échelles :

e Tchelle dite macroscopique ou le comportement est homogeéne;

e Echelle mésoscopique (intermédiaire) ou le comportement est hétérogene;

e FEchelle microscopique ou le comportement est hétérogene.
Ce type de description semble étre particulicrement adapté aux matériaux hétérogenes
qui sont caractérisés par leur nature multiéchelle qui permet de distinguer
successivement l'échelle de la structure, l'échelle du renfort ou de I'hétérogénéité et

finalement I'échelle des constituants figure 1.5.

Echelle macroscopique : Echelle mésoscopique : Echelle microscopique :
Béton Béton hétérogéne Pate de ciment
"Homogéne" Pate de ciment + granulats + air Air + phase solide

FIGURE 1.5. Echelles et tailles des constituants dans un matériau de construction,
Musielak (2013).

Sur cette figure, on présente le cas d'un matériau en béton avec ses échelles de
caractérisation. On présente aussi les constituants et les compositions de chaque échelle.
On remarque que la composition du matériau hétérogene dépend généralement des

dimensions de I'échantillon. 11 faut d'abord pouvoir distinguer trois échelles de variation.
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La premiere, dite microscopique, c'est-a-dire I'échelle locale. Cette échelle permet
de suivre les particules dans leurs distributions, orientations, contacts, etc. Cette échelle
doit étre suffisamment faible pour ne pas gommer les éléments de la microstructure
responsables des propriétés macroscopiques. Fgalement, aussi élevée pour que les outils
classiques de la mécanique des milieux continus soient utilisables. Il faut noter qu'il

n'existe pas de criteres universels pour fixer cette dimension.

La seconde échelle est de nature mésoscopique dont laquelle I'effet des particules sur la
réponse globale reste mineur par rapport a I'échelle microscopique. A cette échelle, on

trouve les microstructures dans lesquelles on patle de grain, fibre, pore ou charge.

La troisitme dimension est la taille du volume a partir duquel le comportement
macroscopique est calculé en tenant compte des informations mésoscopiques ou

microscopiques disponibles. Cette échelle est I'échantillon dans son état naturel.

Le passage d'une échelle vers une autre plus grande nécessite 1'opération
d'homogénéisation. Cette opération est définie par plusieurs étapes chacune gouvernée
par un ensemble d'équations. Dans ce qui suit, on présente le principe, les techniques et

la méthodologie de 'homogénéisation d'un matériau hétérogene.

1.4 Objectif de 1'homogénéisation

L'homogénéisation regroupe I'ensemble des opérations de moyenne et de déter-
mination du comportement effectif équivalent du matériau hétérogene. Elle consiste a
déterminer le comportement d'un matériau hétérogene a partir des comportements de
ses différents constituants élémentaires. Cette opération est connue sous le nom du
passage Micro-Macro. La figure 1.6 montre la description de Iapproche
d’homogénéisation, les éléments nécessaires pour le passage Micro-Macro et I'analyse
multiéchelle. On note bien que la méthode d’homogénéisation consiste a substituer un
matériau hétérogene par un matériau homogene, dit matériau homogene équivalent
(M.H.E), qui répond globalement a un chargement quelconque de la méme fagon. Bien
sar, ces méthodes s’appliquent a de nombreux problemes de la physique tels que la
conduction thermique, Iélasticité linéaire, la plasticité, la viscoplasticité,

I’électromagnétisme, etc.

11
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FIGURE 1.6. Principe d'homogénéisation d'une microstructure hétérogene.

1.5 Méthodologie de 1'homogénéisation

La procédure d'homogénéisation repose sur le choix d'un plus petit volume élé-
mentaire qui doit étre représentatif du comportement macroscopique du point de vue
microscopique. Ce volume est appelé volume élémentaire représentatif (VER) qui est
un concept introduit par [Hill, 1963] et qui est décrit par [Chaboche et Suquet,1998]
selon les conditions d'échelles suivantes. Si d est la taille caractéristique des
hétérogénéités, et L la taille caractéristique de la structure macroscopique considérée

figure 1.7, alors la taille caractéristique [ du VER est soumise a deux conditions :

e [ << L: cest la condition pour qu'on puisse traiter le matériau comme un milieu

continu et y déterminer des champs continus de contraintes et de déformations.

e [ :doit représenter un comportement macroscopique homogene global malgré son

hétérogénéité méso/microscopique.

Ces étapes sont définies par [Zaoui, 1999] puis [Bornert., 2001] comme suivant :

L'étape de la représentation consiste a décrire le volume du matériau hétérogene
considéré. Tout d'abord, le nombre de phases entourées par un VER, la constitution
interne de chaque phase, la disposition des phases, les propriétés mécaniques, le
comportement mécanique associ¢ a chaque phase et enfin la fraction volumique de
chacune d'entre elles. Apres la représentation et la détermination des dimensions du
VER, l'autre étape pour une caractérisation globale d'un matériau hétérogene, et celle de

la localisation.
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Lalocalisation consiste a décrire la réponse mécanique de cet ensemble a diverses
sollicitations. Trouver les relations de passage entre I'état mécanique local et l'état
mécanique macroscopique dans le VER : quels sont les champs de contraintes, de
déformations, comment sont-ils déterminés et pour quelles conditions aux limite ?

3 - Milieu hétérogene
‘ By AR multiphases

At e

. =S " S l
/%-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.-.---- $ )

>

N\

Taille caractéristiques  Volume
de la structure  « Elémentaire
1 . .
: Représentatif

do<<d<<|<<L

Limite de la Taille caractéristique  Taille du V.E.R
validité de la des hétérogénéités
MMC

Localisation
Propriétés effectives

vV VvV

Homogénéisation

FIGURE 1.7. Conditions d'échelle sur une microstructure hétérogene : d << /<< L.

Le VER joue un réle important pour l'estimation de la réponse globale dans un matériau
hétérogene. La connaissance de la taille du VER représente un élément incontournable
pour la détermination des propriétés effectives. Cette taille dépend de la nature et des

constituants du matériau.

1.6 Notion de VER dans un matériau
hétérogene

Plusieurs définitions ont été proposées pour le concept VER. Ces définitions
sont regroupées dans le travail de [Gitman et al., 2007]. Par exemple, la taille du VER se
doit d'étre beaucoup plus grande que la plus grosse des hétérogénéités et négligeable

aussi devant la taille de la microstructure.
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11 faut noter ici que l'utilisation des méthodes d'homogénéisation nécessite la

connaissance de la taille du VER. La figure 1.8 montre des exemples de VERs dans

une microstructure biphasique étudiée par [Gitman et al, 2007]. Dans la méme

microstructure on peut distinguer plusieurs situations, dites réalisations (R), pour

représenter la taille d'un VER. La différence entre ces réalisations est le nombre des

hétérogénéités entouré par le volume, sa forme, leur disposition et finalement la

distribution et la nature.
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FIGURE 1.8. Exemple de VERs d'une microstructure hétérogene, Gitman, (2007).

Cependant, afin de répondre a des questions sur U'existence et la définition d’'un VER,
on présente sur le tableau 1.1 quelques définitions proposées dans la littérature :

Références

Définitions

Hashin Z, (1983)

Le VER doit étre suffisamment grand pour contenir
suffisamment d'informations sur la microstructure afin d'étre
représentatif, mais il doit étre beaucoup plus petit que le corps
macroscopique.

Sab, (1992)

C’est un volume suffisamment grand pour que la détermination
des propriétés effectives a partir de ce volume ne dépend pas
du type de conditions aux limites utilisées.

Drugan et Willis, (1996)

C'est le plus petit élément de volume de matériau du composite
pour lequel la représentation constitutive macroscopique du
module global spatial est un modeéle suffisamment précis pour
représenter la réponse constitutive moyenne.

Van Mier, (1997)

C’est le volume minimal de Uéchantillon a Uéchelle du
laboratoire, de sorte que les résultats obtenus avec cet
échantillon puissent encore étre considérés comme
représentatifs d’un ensemble d'éléments homogeénes.

Terada et Kikuchi, (1998)

C’est un volume cubique suffisamment grand par rapport a la
microstructure et suffisamment petit par rapport a l’échelle
macroscopique.

Evesque, (2000)

Le V ER doit étre assez grand par rapport a la taille des grains
afin de définir les quantités globales telles que la contrainte ou
la déformation, mais cette dimension devrait étre également
assez petite pour ne pas cacher l’hétérogénéité macroscopique

Kanit et al., (2003)

Une définition purement statistique et numérique. La taille est
liee aux paramétres morphologiques, mécaniques et
statistiques de la microstructure ;

comme la fraction volumique, le contraste, les propriétés
mécaniques (élasticités et plasticités) et ’erreur absolue.

Tableau 1.1. Définitions de VER proposées par les scientifiques.
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Les méthodes d’homogénéisation numérique ne peuvent s’en passer de étape
de la définition du VER. Celui-ci est défini comme le prototype contenant le minimum
d’hétérogénéités, pour obtenir les propriétés effectives du matériau contenant un plus

grand nombre d’hétérogénéités.

Dans le cas de 'homogénéisation élastique linéaire, [Terada et al., 2000] se sont basés
sur les travaux de [Hill, 1963] qui a alors justifié que « la relation entre la déformation

moyenne et la contrainte est la méme pour les deux types de conditions aux limites »

lorsque la taille de I'hétérogénéité 6 est suffisamment grande. Statistiquement, on

s'attend a ce qu'il y ait une certaine valeur ¢, ot les propriétés effectives obtenues a partir

de ces deux conditions aux limites sont presque réciproques. Afin d'introduire a priori
I'homogénéité statistique dans les milieux, on fait souvent I'hypothese de la périodicité
locale de la géométrie microstructurale. Ensuite, I'élément volumique est choisi de

maniere a contenir une seule inclusion dans une phase matricielle et est donc appelé

cellule unitaire de taille € avec le moins d'hétérogénéités (figure 1.9).

La simplification découlant de cette hypotheése réduit grandement l'effort de
modélisation numérique et le temps de calcul car la cellule unitaire a été choisie comme
une cellule cubique contenant des informations morphologiques minimales.
Néanmoins, méme si le milieu est périodique, les approches standard en mécanique des
matériaux pourraient prédire les mémes propriétés élastiques globales en prenant une

taille du VER suffisamment grande.
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FIGURE 1.9. Modélisation de I'élément de volume représentatif. Terada, (2000).

La technique de modélisation DIB est la plus appropriée pour construire le modele de

cellule unitaire FE car elle permet la modélisation systématique des hétérogénéités.
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En fait, le programme informatique développé dans [Terada et al.,1997] facilite
la construction du modcle de la méme fraction volumique pour le VER de la figure 1.10.

(@)

FIGURE 1.10. V.ER:s, (a) Image échantillonnée avec plusieurs zones a sélectionner - modele
numérisé (32-32 pixels). (b) Image de la microstructure avec sélection de la région cellulaire unitaire: (a)
1024x1024; (b) 896x896; (c) 768x 768; (d) 640x 640; () 512x 512; (f) 384x 384; (g) 256x 256; (h) 128x
128 (pixels). Terada, (2000).

La figure 1.11 montre la tendance de convergence de deux normes. Ici, la longueur
caractéristique sur la figure indique I'échelle de longueur normalisée par celle du modele
de 32 x 32 pixels (générés par le procédé de traitement d'image a partir de la structure
réelle). On peut voir sur la figure que les deux normes de matrices d'élasticité
homogénéisées obtenues en utilisant des conditions aux limites périodiques sont limitées
par celles des deux autres conditions aux limites. Ce résultat concorde avec ceux obtenus
en utilisant des microstructures réellement périodiques. De plus, toutes les valeurs
deviennent proches les unes des autres a mesure que la taille du VER augmente quelles

que soient les conditions aux limites.
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FIGURE 1.11. Convergence associée a l'orthotropie et a l'isotropie pour une matrice d'élasticité
homogénéisée. Terada, (2000).
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La définition du VER est donnée par [Kanit et al., 2003] suite a une étude
statistique qui a permis d’obtenir les propriétés effectives en effectuant un nombre

suffisant d’analyses avec des prototypes différents a chaque réalisation.

Il convient de rappeler que les résultats présentés par [Kanit et al., 2003] sont
compatibles dans le cas des bornes de Hashin-Strikman [Hashin et Shtrikman, 1963] et
les estimations autocohérentes de Christensen-Lo [Christensen et Lo, 1979] pour la

détermination du VER dans de nombreuses tailles d’échantillons.
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FIGURE 1.12. Détermination du VER, (a) Valeurs moyennes et intetvalles de confiance sur la
valeur moyenne du module d'élasticité. (b) Module de cisaillement, en fonction de la taille du
domaine. Kanit, (2003).

Pour évaluer les propriétés effectives des composites renforcés par des particules
sphériques élastiques dans une matrice élastique pour différentes fractions volumiques
jusqu'a 60%, [Kari et al., 2007] ont utilisé la notion du VER pour obtenir les propriétés
effectives en s’appuyant sur Palgorithme d’addition séquentielle aléatoire RSA [Wang,
1998] pour générer des prototypes de tailles différentes qui représentaient la
microstructure figure 1.13. Ils ont effectué 5 réalisations pour 5 tailles différentes de
modeles pour déterminer le module d’Young effectif d'un composite avec une fraction
volumique de renforts de 30%. Les résultats de cette analyse sont présentés sur la figure
1.14 ou on note que les propriétés effectives ne varient plus significativement lorsque la

taille du VER est augmentée au-dela de la troisicme taille.
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(© l

FIGURE 1.13. Modéles VER de composites renforcés de particules sphériques réparties
aléatoirement pour une fraction volumique de 60% avec différentes tailles de particules sphériques.
(a) Géométrie, (b) seulement des particules maillées et (c) VER complet maillé, Kari, (2007).
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FIGURE 1.14. Variation des propriétés effectives moyennes et de erreur en fonction de la
taille du I”ER. Kari, (2007).

Une définition étendue du VER pour composite hétérogene est introduite par
[Khan et al., 2011], le nombre d'hétérogénéités dans un volume fixe qui donne la méme
réponse effective considérée pour le composite étudié lorsqu'il est soumis a des
conditions de chargement et conditions aux limites similaires. Pour chaque fraction
volumique de particules, les modeles EF de composites hétérogenes avec différentes
tailles et arrangements de particules sont générés de sorte que ces modeles représentent

des éléments de volume réalistes "découpés" a partir d'un composite particulaire.

La taille du VER est mesurée en termes d'inhomogénéités qu'elle contient, l'une des
techniques utilisées pour obtenir sa taille est d'utiliser une homogénéisation numérique
basée sur la MEF. Puisque les particules sont distribuées selon une distribution
statistique, chaque maille ou réalisation sera différente. Par conséquent, chaque
réalisation devrait conduire a des propriétés effectives différentes (avec une certaine

exactitude).
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FIGURE 1.15. (a) Homogénéisation des sous-régions d'un composant du composite hétérogene.
(b) Valeur moyenne de la contrainte du modéle EF avec 20 particules mesurés aux extrémités
supérieures et inférieures (coins) des cubes. Khan, (2011).

Le calcul d'un intervalle de confiance sur ces données pourrait donner une
estimation des propriétés effectives du composite et de sa précision pour un nombre
donné de renforcements. La précision relative (par exemple le module de Young est
estimé a x £ y%) peut étre ajustée en faisant varier le nombre de réalisations figure
1.15. Si beaucoup de réalisations sont effectuées, l'intervalle de confiance peut étre
ajusté a la largeur désirée. [Kanit et al., 2003] mentionnent que pour les microstructures
contenant de nombreux renforcements, un plus petit nombre de réalisations est
nécessaire pour estimer la propriété globale recherchée dans la précision souhaitée. Le
nombre de particules apres lequel la réponse effective ne change plus est appelé

¢lément de volume représentatif.

Expérimentalement, de nombreuses tentatives ont été réalisées afin de déterminer la
taille du VER [Romero et Masad, 2001], sur un échantillon d’un matériau hétérogene
(béton bitumineux) et a l'aide d’une approche d'analyse d'image (technique de
tomographie a rayons X) et une vérification par des tests mécaniques (le Superpave Shear
Tester). Les échantillons de laboratoire avaient des dimensions a la fois plus petites et
plus grandes que la taille représentative théorique. L'analyse statistique indique que la
variabilité des résultats est une fonction du mécanisme de chargement utilisé dans le
Superpave  Shear Tester. En général, la taille représentative requise augmente

considérablement lorsque la taille nominale des hétérogénéités est supérieure a 25mm.
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Dans Panalyse expérimentale de [Al-Raoush et Papadopoulos, 2010], dans les
milieux hétérogenes complexes (par exemple, des sols), la porosité est couramment
utilisée pour définir le VER d'un échantillon donné. La tomographie par rayons X a été
utilisée pour obtenir des images 3D (c'est-a-dire des volumes) de systemes de sable
naturel (milieux hétérogenes complexes) avec différentes distributions de tailles de
particules. Des volumes 3D de quatre systemes différents ont été obtenus figure 1.16 et
une analyse VER a été effectuée pour ces parametres en utilisant des algorithmes 3D
robustes. Les résultats ont révélé que le VER minimal pour la porosité peut ne pas étre
suffisant pour étre considéré comme un VER pour les parametres tels que la distribution
granulométrique, le taux de vide local et le nombre de coordination. L'hétérogénéité des

systemes a été jugée facteur important pour déterminer le VER.

S1 S2 S3 S4

FIGURE 1.16. Images 3D des systemes de sable utilisés (S1, S2, S3 et $4) pour I'analyse du
VER. Les diametres et les hauteurs des images sont variables entre 23 a 31mm.
Al-Raoush et Papadopoulos, (2010).

Enfin, le VER est un parameétre qui est d’'une importance fondamentale pour
I'étude numérique des matériaux hétérogenes. II est de nature élémentaire parce qu’il est
considéré comme un point matériel du milieu équivalent et représentatif parce qu’il est
possible de déterminer un seul comportement macroscopique unique pour ce volume.
Pour étre représentatif, ce VER doit contenir le maximum des hétérogénéités, et pour

étre élémentaire, le volume doit étre petit devant la structure.
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1.7 Méthodes d’homogénéisation analytique
et numérique

Une présentation générale des différentes approches et méthodes
d’homogénéisation sera exposée dans ce qui suit. On choisit de classer ces méthodes en
deux grandes familles, les méthodes d’homogénéisation analytiques et les méthodes

d’homogénéisation numériques.

1.7.1 Homogénéisation analytique

Les méthodes analytiques sont disponibles pour évaluer les propriétés des
matériaux hétérogenes. Ils contiennent généralement des hypothéses concernant la
microstructure. En mécanique, les expansions asymptotiques [Sanchez et Palencia,
1974], [Bensoussan et al., 1978] et les limites variationnelles [Hashin et Shtrikman, 1962],
[Beran, 1968] sont des exemples d'approches analytiques. Pour un matériau élastique
hétérogene, I'homogénéisation consiste a résoudre le probleme micromécanique de
localisation. Formellement, cela signifie résoudre une équation intégrale implicite de type
Lippmann-Schwinger. Cela peut étre fait numériquement ou analytiquement en utilisant
certaines hypotheses. Clest ainsi que les estimations et les limites ont été développées,
elles permettent, sous certaines hypotheses spécifiques, d’évaluer les propriétés
effectives d’un matériau hétérogene. Aussi, elles présentent 'avantage d’approcher avec
plus de précision le comportement du matériau hétérogene contrairement aux bornes

qui fournissent un encadrement.

On peut écrire une estimation a partir d’une approche micromécanique comme dans la
littérature, telle que la solution diluée présentée dans [Aboudi, 1991], le mode¢le auto-
cohérent de [Mori et Tanaka, 1973] (MT), [Berveiller et Zaoui, 1979] et le modele auto-
cohérent généralis¢ de [Christensen et Lo 1979] (GSC) ou a partir de principes
variationnels [Ponte Castaneda, 1989]. On rappelle que dans le cas d’un matériau
hétérogene avec n phases, 'expression des approches est donnée dans [Tucker et Liang,

1999], [Zaoui, 1999] et [Bornert et al. 2001].
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Dans Thomogénéisation analytique, on se retrouve avec deux groupes
d’approches, les bornes et les modeéles. Les estimations proposées dans la littérature sont
données pour divers matériaux hétérogenes et pour des formes d’inclusions bien
spécifiques, et peuvent donc étre notées comme des estimations asymptotiques. L’intérét
est donc d'utiliser des solutions analytiques tant que la géométrie reste simple. Pour les
fractions volumiques assez importantes, on observe souvent une divergence entre les
modeles analytiques. Cette divergence serait liée a 'augmentation des interactions entre
les inclusions a cause de la diminution de leurs espacements. Ils ne sont donc pas adaptés
au cas des configurations plus complexes avec des fractions volumiques plus élevées. De
ce point de vue, les approches numériques basées sur la notion du VER constituent une

alternative du fait de I'important développement des outils de calculs.

Nous présentons les expressions de quelques bornes et modcles utilisés pour la
modélisation analytique. On se limite au cas d’un matériau hétérogene biphasé renforcé
par des inclusions de comportement linéaire discontinu et de fraction volumique p,

dispersées dans une matrice homogene linéaire et continue de module de compression

k,,, de module de cisaillement ft,,, de coefficient de poisson v, et d’un module de
Young E renforcé par une distribution aléatoire des inclusions de modules &, 1;,

v, et E;.. Nous donnons les expressions des bornes de différents ordres, les bornes

d’ordre 0, les bornes d’ordre 1 de [Voigt, 1889] et [Reuss, 1929], les bornes d’ordre 2 de
[Hashin et Shtrikman, 1963] (HS).

Nous regroupons dans les tableaux 1.2 et 1.3 les expressions de quelques approches
analytiques utilisées pour I'estimation du module de compression k et du module de

cisaillement x4 . La description générale de chaque approche et les démonstrations
mathématiques de chaque approche, mécanique ou thermique, ainsi que les constantes

(A, B,C, et 3) sont présentées dans le livre intitulé « Micromechanics of

heterogeneous materials », par [Buryachenko, 2000].
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Nom des Modc¢les Expression mathématique
Ordre 0 min(k;, k, ) < k < max(k,, k,,)
VOigt— kVOigt = pkl + (1 - p)km
Ordre 1 | Reuss J Reus kk,,
(VR) =
Bornes (]‘ p)kz +pkm
. T =k, + P
Hashin- T/ (k=) + 30— 3k, + 4
Otdre 2 | Sctrikman / (ks n)+ 30 = p)/ (Bkn + dpin)
(HS) Y gy 1—0p
Mori-Tanaka (MT) M = k(1 + otk — k)
Dilué B =k, (1+—L (k; — )
Modéles k, + a(k;, — k,,)
g p k1 - k7n)
Auto cohérent B2 =, + ( k,—k
généralisé (GSC) 1+(1-p) T

Tableau 1.2. Expressions mathématiques des approches d’homogénéisation analytique pour
le module de compression k.

Nom des Mod¢éles Expression mathématique
Ordre 0 min (g, ft,,) < p < max (4, fi,,)
Voigt

Voig: | M = pity + (1= ),

Ordre 1 | Reuss Re uss L[y
R pu—
Bornes VR) (1 - p)/“”i + pp,
) 'UJHS’ =1, + p

HaShln_ " 1 / (,LL, - :um) + 6(1 - p)(km + 2ILL'"7) / 5/Lm(3km + 4lu"')
Ordre 2 | Sctrikma 1—

n(HS) | W™ =g+ L

L/ (o — p5) + 6p(k; + 212:) / 5p0:(3k; + 41,
. MT Pt — )
Mori-Tanaka MT) | p° = p,(1+
fon + B = p)(pt; — pn)
1. SD p(l% - /“Lm)
Modeles | Dilué w = p, (1 +
fom + B — )
Aut hérent HGCS HGCS
uto coneren 2 _

généralisé (GSC) A( 1, ) + B L, )+C =0

Tableau 1.3. Expressions mathématiques des approches d’homogénéisation analytique pour
le modulede cisaillement f .
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Dans le travail de [Dirrenberger, 2012], des comparaisons des résultats issus des
différentes méthodes d’homogénéisation sont présentées dans le cas de matériaux
hétérogenes constitués de deux phases. La figure 1.17 donne un exemple de variation
du module de compression k, en fonction de la fraction volumique des inclusions.
L’ensemble des calculs obtenus par les différentes approches analytiques a été déterminé
pour des contrastes ¢ = 100 et ¢ = 4. La figure 1.18 donne un exemple de variation de
la conductivité thermique A, en fonction de la fraction volumique des inclusions, aussi
pour des contrastes ¢ = 100 et ¢ = 4. A partir des résultats, on remarque que les bornes
d’ordre 0 et 1 n’estiment pas les propriétés mais encadrent les modules élastiques el la
conductivité thermique. En effet, ces bornes fournissent une valeur maximale et une
autre minimale des propriétés effectives. Il faut noter aussi que, les bornes inférieure et

supérieure sont d’autant plus resserrées que la connaissance de la microstructure est fine.

Une vaste littérature existe sur le sujet de 'homogénéisation analytique, pour une revue
complete, les lecteurs devraient consulter ces références: [Besson et al., 2001], [Bornert
et al., 2001], [Jeulin et Ostoja-Starzewski, 2001], [Torquato, 2002], [Milton, 2002].
Milton a proposé des bornes de quatrieme ordre pour les propriétés élastiques basées
sur des fonctions de corrélation a quatre points dans [Milton et Phan-Thien, 1982].

Dans ce qui suit, nous n'utiliserons pas de bornes d'ordre supérieures a 2.
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FIGURE 1.17. Module de compressibilité k en fonction de la fraction volumique (a) contraste c=4,
(b) contraste c=100. Dirrenberger, (2012).
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FIGURE 1.18. Conductivité thermique A en fonction de la fraction volumique (a) contraste
c=4, (b) contraste c=100. Dirrenberger, (2012).

Le travail de [Tucker et Liang, 1999] donne une description générale des
mode¢les analytiques utilisés pour le comportement linéaire d’un matériau hétérogene,
comme par exemple les bornes de Voigt-Reuss (VR), les bornes de Hashin-Shtrikman
(HS) et les modeles auto cohérents, Eshelby, MT, GSC, etc. Nous rappelons que le
choix d’un mode¢le est gouverné par plusieurs conditions comme par exemple la
géométrie du milieu, le contraste entre les propriétés, la fraction volumique, la
distribution et Porientation des inclusions et le comportement de chaque phase comme

Pexpliquent [Gilormini et Bréchet, 1998] dans leur travail "Which material for which

model ¢ Which model for which material 2",

1.7.2 Homogénéisation numérique

Les progres incessants des ordinateurs en terme de puissance de calcul
permettent de réaliser des modélisations numériques des structures de plus en plus
complexes. La mécanique des matériaux hétérogenes (La modélisation du
comportement des matériaux) profite également de ces progres, ce qui favorise
Putilisation de la simulation numérique. Nous présentons la méthodologie et le
principe de 'homogénéisation numérique basée sur la notion du VER sur la figure
1.19. Apres la sélection et le choix du VER, on définit la géométrie globale du matériau

ensuite le maillage de la structure et enfin la simulation du comportement.
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Matériau hétérogene Selection du VER L\[aﬂlagé du VER

Superposition

MHE

FIGURE 1.19. Méthodologie de l'utilisation de 'approche numérique.

1.7.2.1 Approches numériques basées sur les microstructures

virtuelles

Ces approches consistent a modéliser explicitement les microstructures des
matériaux par des outils numériques [Forest, 2000]. Les algorithmes de génération de
ces microstructures permettant de faciliter I’étude du comportement de ces derniers,
de représenter les différents phénomenes physiques au sein du matériau et d'établir des
liens entre la microstructure et les propriétés des matériaux. La réalisation des
microstructures est basée sur la connaissance de la morphologie de leurs constituants
qui sont en général de différentes formes (simples et complexes). Pour Pobtention de
ces formes, il existe plusieurs techniques : la reconstitution a partir d’'un tomographe,
la méthode de génération dite d’addition séquentielle aléatoire (RS.A) et la dynamique

moléculaire.

La combine la plus utilisée pour générer des microstructures en 2D ou 3D est le
recours aux outils numériques et aux logiciels, du fait que les méthodes par micro
tomographie sont relativement lourdes et cotteuses. Les logiciels les plus connus sont

Digimat, Abaqus et les scripts avec des langages comme Matlab, C+ et Java.
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Les travaux de [Segurado et Llorca, 2002], [Minshnaevsky Jr, 2004], [Kari et al.,
2007], pour I’étude du comportement mécanique des milieux hétérogenes par les
approches numériques sont basées sur la notion du VER. Ces travaux se sont
intéressés plus particulicrement au comportement élastique des matériaux renforcés
par des particules sphériques dures ou sous forme de vide (pores). Ils mettent en
évidence le fait que la taille du VER et de la fraction volumique ont une influence
remarquable sur les propriétés effectives comparées aux autres parametres de la
microstructure. Iétude se fait sur des volumes du matériau finis contenant une

vingtaine des particules sphériques figure 1.20.

FIGURE 1.20. Microstructures virtuelles utilisées pour la simulation : (a) Gonzalez, (2004),
(b)Kari, (2007b), (c) Tawerghi, (2009) et (d) Guo, (2014),

L’effet de la nature des particules sur le comportement élastique des matériaux
hétérogenes a été identifié par [Segurado et Llorca, 2002]. Deux types de particules

sphériques ont été considérés : particules rigides et d’autres sous forme des pores.

La variation des modules élastiques en fonction de la proportion des particules a été
¢tudiée. La figure 1.21 présente des résultats obtenus par la simulation, on remarque
que dans le cas des spheres rigides, les propriétés élastiques augmentent avec
I'augmentation de la fraction volumique. A l'inverse des pores ou le comportement

macroscopique diminue en fonction de la proportion.
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FIGURE 1.21. Variation des propriétés effectives d'une distribution aléatoire de sphéres noyées
dans une matrice élastique en fonction de la fraction volumique. (a) sphéres rigides, (b) spheres vides
(poreuses). Segurado et Llorca (2002).

Dans d’autres recherches, I'influence de la distribution des inclusions sut les

propriétés effectives a été envisagée par [Han et al., 2001] puis [Segurado et Llorca,
2003] en utilisant les approches numériques. La distribution des particules est
purement aléatoire, aucun contact entre les spheres voisines n’est considéré. Les
simulations numériques ont montré que 'influence de la distribution des inclusions sur
le comportement macroscopique est faible. De méme dans [Segurado et Llorca, 2000],
la distribution spatiale des particules sur le comportement élastoplastique du matériau
a une influence négligeable.
On peut, cependant, noter que les approches numériques basées sur la méthode des
¢éléments finis ont été utilisées pour d’autres types de microstructures virtuelles, comme
le cas des mosaiques de Voronoi étudié par [Kanit et al., 2003], et ’étude de la plasticité
macroscopique des polycristaux par [Barbe et al., 2001a] et [Barbe et al., 2001b] et une
tessellation de Voronoi de 3000 grains [Quey et al., 2011], figure 1.22.

(b)

FIGURE 1.22. Microstructures de morphologie complexe pour 'approche numérique, (a) Kanit et
al. (2003). (b) Simulation a deux échelles de polycristaux multiphasés Barbe et al. (2001a). (c) Une
tessellation de Voronoi de 3000 grains Quey et al. (2011).
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1.7.2.2 Approches numériques basées sur les microstructures

réelles

Les observations microscopiques (optiques ou électroniques a balayage)
fournissent généralement des vues bidimensionnelles de la distribution des
hétérogénéités au sein de la microstructure, qui peuvent parfois étre suffisantes pour
prédire son influence sur le comportement mécanique résultant. Dans le cas général
toutefois, des informations tridimensionnelles sont nécessaires pour obtenir une

représentation réaliste de la microstructure.

Le volume du matériau étudié contient un grand nombre d’hétérogénéités cachées au
cceur du volume. L’observation de la morphologie des phases et de leur distribution
dans P'espace est une difficulté majeure qui souvent reste sans solution ou exige des
efforts considérables. Le polissage successif d’un volume de polycristal est possible
mais c’est une méthode destructive.

Cependant, des techniques spécifiques d’imagerie tridimensionnelle sont d’ores-et-déja
disponibles. Si les phases ont des densités tres différentes, la tomographie aux rayons X
peut étre utilisée. C’est le cas par exemple des mousses métalliques, matériaux qui ont
suscité un intérét scientifique et industriel considérable dans les dix dernicres années,
pour des applications dans le domaine de I'absorption d’énergie, [Badiche et Forest,
2000]. Un échantillon de mousse d’aluminium est présenté sur la figure 1.23 avec une
section reconstruite d’apres la tomographie 3D. La forte hétérogénéité de répartition

des tailles de cellules est clairement visible.

FIGURE 1.23. (a) Structure cellulaire des mousses d’aluminium, (b) échantillon et section

bidimensionnelle reconstruite avec une tomographie aux rayons X (I'aréte de 'échantillon mesure 10
cm). Forest, (2002).
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Les calculs par éléments finis constituent une méthode efficace pour analyser
les mécanismes physiques de création des contraintes internes et un outil actif pour
orienter le développement de nouveaux matériaux. L'influence de facteurs tels que la
température, la vitesse de refroidissement, les contraintes internes créées pendant le
refroidissement peut étre estimée par simulation numérique. [Madi, 2000] a utilisé la
simulation par éléments finis pour réaliser des calculs de contraintes dans la
microstructure du THTZ (réfractaires électro-fondus possédant une tres haute teneur
en zircone). Pour ce faire il a utilisé le code Zebulon, développé par MINES-ParisTech.
[Madi, 2000] a premierement sélectionné un VER (volume élémentaire représentatif)
du matériau dans I'image tomographique. Il a segmenté ensuite ce VER pour
différencier la zircone du verre figure 1.24, puis I'a maillé. Pour certains calculs de
grande taille, la méthode de calcul parallele par un cluster a été utilisée. Pour ce faire,
le maillage a été découpé en plusieurs sous-domaines figure 1.25, pour pouvoir
attribuer a chaque processeur son propre maillage. Cette méthode a permis de rendre
compte de I'évolution de I'endommagement de la phase vitreuse dans le THTZ

pendant le refroidissement.

(b)

FIGURE 1.24. La microstructure du THTZ (a) tomographiques pour analyses morphologiques
sur les THTZ en 3D, (b) patties connexes de la zircone contenue dans le ZS, (c) patties connexes de
la phase vitreuse contenue dans le ZS. Ding (2012).
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(2) (b)

FIGURE 1.25. (a) Maillage 3D d’un agrégat de THTZ avec 12% de phase vitreuse en volume, (b)
découpage en 24 sous-domaines du maillage 3D du matériau (chaque couleur correspond a un sous-
domaine). Madi, (2000).

Les propriétés mécaniques des produits alimentaires sont essentielles pour leur
perception sensorielle et leur devenir nutritionnel. C’est particulicrement le cas de
mousses solides telles que les produits céréaliers (a base d’amidon) extrudés. Une
démarche de type micromécanique numérique est proposée dans I’étude de [Chiad et
al., 2009]. Les images du réseau tridimensionnel poreux des extrudés ont été obtenues
par tomographie RX figure 1.26. Le calcul éléments finis réalisé suivant deux
démarches (conversion voxel/élément, méthode X-FEM) montre une influence
importante de la porosité sur le module d’¢lasticité figure 1.27. Pour des taux de
porosité similaires, les calculs montrent également une dispersion de cette propriété

due a l'influence de Parchitecture cellulaire.

FIGURE 1.26. Structure 3D d’un extrudé d’amidon (A46) révélé par tomographie RX.
Chiad, (2009).
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FIGURE 1.27. (a) Détermination du VER et (b) Evolution du module de Young en fonction de la
densité relative pour les extrudés étudiés. Chiad, (2009).

Dans le cas des travaux de [Kanit et al., 2006], qui s’intéressent a la modélisation

numérique des microstructures hétérogenes de la créme glacée, les microstructures

réelles sont obtenues par des mesures expérimentales. I’image 3D de la créeme est

obtenue par le polissage successif des éprouvettes. Ils ont proposé une nouvelle

démarche pour estimer les propriétés apparentes et effectives en utilisant des

approches numériques couplées avec les moyennes des parametres statistiques.

(c)

FIGURE 1.28. Imagerie 3D : (a) échantillon SA3 (phase polycristalline, glace), (b) échantillon SB1
(phase polymere gras, creme) Kanit, (2006), (c) Béton renforcé de fibres Altendorf,(2011).

Pour introduire les microstructures réelles dans une approche numérique, un ensemble

d’étapes de binarisation et de segmentation est nécessaire, en utilisant des algorithmes

dédiés a Pamélioration des images réelles. La figure 1.29 montre I'ensemble des

opérations pour préparer une microstructure réelle pour effectuer une simulation

numérique.

32



Chapitre 1 Généralités et littérature
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FIGURE 1.29. Préparation d’une microstructure réelle pour la simulation.

Dans sa these, [Jean, 2000] s’est intéressé au cas des élastomeres chargés par le
noir du carbone, de la nanostructure au macro-comportement global. Un nombre
suffisant d’échantillons a été prévu afin d’obtenir une caractérisation représentative de
la morphologie. Dans cette investigation, deux types de microstructures ont été
modélisés par les approches numériques. L.a premicre est réelle obtenue par le
microscope a transmission (MET), et la seconde est obtenue par les modeles aléatoires
de type schéma Booléen. La taille du VER numérique de I’élastomere, dans les deux

microstructures, a été déterminée en utilisant des lois statistiques.

La figure 1.30 montre un exemple de microstructures réelles (VER) obtenues par la
MET. Iétape de segmentation qui vient apres la prise des images transforme une
image décrite en nuances de gris (16 bits) en image binaire (8 bits) en vue de analyser.
L’algorithme de segmentation doit prendre en considération la qualité des images et
chercher a minimiser la perte d’informations sur la microstructure engendrée par la

simplification de I'image due a la transformation.
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Apres avoir analyser les images MET binarisées, il a simulé des coupes épaisses
de 40nm d’épaisseur appelées images MET numériques qui sont projetées ensuite dans

le plan en les modélisant par des outils de la morphologie mathématique.

FIGURE 1.30. Elaboration d’un cliché MET numérique. (2) Volume de c6té 1600nm, (b)
Extraction d’une lamelle, (c) Projection dans le plan (microstructure 2D).

1.7.2.3 Approche numérique basée sur les microstructures

périodiques

Les raisons pour l'intérét donné aux matériaux hétérogenes a microstructure
périodique sont variées, la premicre raison principale est que la périodicité se rencontre
fréquemment dans les composites manufacturé, la seconde raison est que les
microstructures périodiques se prétent bien aux approches numériques, sur des
volumes ¢lémentaires finis. Les calculs se font sur des cellules élémentaires qui

permettent de reconstituer par translation le matériau a I'infini.

Le milieu périodique est défini par une cellule et trois vecteurs de translation. La forme
de la cellule pour la modélisation n’est pas définie de fagon unique, [Michel et al., 1999].
Comme le montre la figure 1.31, on peut distinguer dans un réseau hexagonal, trois
cellules 1, 2 et 3, de forme différente. Le comportement effectif est calculé a partir de
différentes cellules unitaires de la microstructure qui devraient coincider. Le choix de
la cellule est souvent motivé par les symétries géométriques qui peuvent étre utilisées
pour simplifier le calcul numérique. Dans le réseau hexagonal représenté sur la figure

1.31, la cellule unité la plus simple est celle numérotée par 1.
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FIGURE 1.31. Différents choix possibles de la cellule unité sur un tableau hexagonal
Michel, (1999).

Certains travaux développent d’autres approches numériques hors EF, comme
Putilisation de la transformée de Fourier rapide (FFT). Clest le cas par exemple de
[Willot et Jeulin, 2009] concernant les microstructures contenant des pores de forme

sphérique figure 1.32.
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FIGURE 1.32. Comparaison entre les estimations de Bergman pour le module de compressibilité
effectif k, le module de cisaillement effectif g, et les calculs FFT d'un réseau périodique de vides
sphériques. Willot et Jeulin (2009).
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1.7.3 Choix des conditions aux limites pour ’approche
numérique

Les approches numériques, dans I’homogénéisation des microstructures
hétérogenes, ne dépendent pas uniquement de la taille du VER de la microstructure,
mais aussi du choix des conditions aux limites appliquées sur les volumes. On distingue
les conditions aux limites homogenes au contour de type statique (SUBC) ou
cinématique (KUBC), les conditions périodiques (PBC) et les conditions mixtes
(CLM). La comparaison entre les différentes conditions a été présentée dans plusieurs
travaux, spécialement dans [Huet, 1990] et [Hazanov et Huet, 1994], ou ils ont montré
que les variations des propriétés estimées par les CLM sont entre les résultats de KUBC

et SUBC. Plusieurs contributions ont été réalisées autour de ce sujet.

Pour les microstructures aléatoires, [Kanit et al., 2003] puis [EL Houdaigui et al., 2006]
et [Nguyen et al,, 2011] ont étudié¢ I'influence de KUBC, SUBC et PBC sur les
propriétés effectives des matériaux fortement hétérogenes. On remarque que pour les
petits volumes, les résultats obtenus par SUBC convergent vers la borne analytique de
Reuss, et ceux obtenus par KUBC convergent vers la borne analytique de Voigt. Ils
ont montré aussi qu’entre les deux conditions, on trouve les résultats de PBC qui
convergent rapidement figure 1.33. Il apparait que dans un volume contenant un grand
nombre d’hétérogénéités (un VER), les trois conditions aux limites donnent la méme

valeur de la propriété effective.

Dans le travail d’[El Houdaigui et al., 2006], on se retrouve avec une autre application
importante est la modélisation du comportement mécanique des revétements
polycristallins qui n'ont souvent qu'un seul grain dans I'épaisseur. Dans ce cas, des
conditions mixtes périodiques KUBC-SUBC devraient étre développées pour inclure

l'effet de contrainte du substrat. Cependant, les valeurs convergent vers une constante

asymptotique 1™ 2 mesure que la taille du volume augmente, comme prévu.
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Une caractéristique frappante de ces résultats est la convergence tres rapide de
la solution périodique et, au contraire, la convergence tres lente associée aux conditions
aux limites homogenes. L'estimation périodique est délimitée par les estimations
KUBC et SUBC. Des résultats similaires ont été obtenus par [Jean, 2009] dans le cas

de calcul de la conductivité thermique sur des microstructures réelles et virtuelles.
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FIGURE 1.33. Valeurs moyennes et intervalles de variation pour le module de cisaillement en
fonction de la taille du domaine, pour trois conditions aux limites différentes (polycristaux de cuivre)
El Houdaigui, 2006.

L’application des conditions aux limites périodiques (PBC) sur les maillages des
microstructures permet d’avoir une convergence rapide. Les maillages qui ne sont pas
périodiques nécessitent un traitement pour les rendre périodiques, cette étape consiste
< , .

a créer une correspondance entre les nceuds d’une facette et de son opposée
homologue dans le méme volume. Un exemple de cette correspondance est présenté

sur la figure 1.34.
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FIGURE 1.34. Distributions de nceuds identiques sur les faces opposées afin d'appliquer des
conditions périodiques autour de la cellule unité, Grasset-Bourdel, (2011).
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Chapitre 1 Généralités et littérature

1.8 Synthese

La premicre partie de cette these est constituée principalement de rappels
bibliographiques, de généralités et de remarques préliminaires concernant
’homogénéisation de milieux hétérogenes. Les méthodes de changement d’échelle et
la notion du VER ont été discutées a partir de définitions provenant de la littérature.
Nous avons présenté quelques approches en micromécaniques ainsi que leurs
expressions analytiques. Les bornes encadrent les propriétés effectives, et les modeles
donnent des estimations approchées. Il existe plusieurs types de bornes qui se
différencient par la finesse de description des échelles. Les estimations analytiques
permettent, sous certaines hypothéses, d’estimer les propriétés effectives, pour

quelques types de matériau hétérogenes.

Afin de pouvoir comparer les résultats provenant de I’homogénéisation
numérique, les conditions aux limites des problemes d’homogénéisation, les
estimateurs et autres bornes analytiques sont aussi introduits. Enfin, 'implémentation
de ’homogénéisation numérique en utilisant la méthode des éléments finis, est
présentée. Toutes ces notions sont mises a contribution dans les applications des

chapitres 3 et 4.
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Chapitre 2

2. Approches de Phomogénéisation

Ce chapitre est consacré a la présentation des différentes méthodes
approchées d’homogénéisation qui fournissent des expressions analytiques du
comportement effectif en élasticité et en thermique. Les approches de
I’homogénéisation sont présentées ainsi que des rappels de base théoriques qui

serviront pour les différentes applications des chapitres 3 et 4.

2.1 Introduction

Ce chapitre vise a présenter une étude générale sur les matériaux hétérogenes,
Il montre aussi 'intérét de disposer, a coté de I'approche classique, d’une approche
d’homogénéisation permettant de prévoir le comportement global a partir de celui des
hétérogénéités. Les techniques d’homogénéisation des matériaux hétérogenes sont
présentées dans cette étude. Pour I'approche numérique, nous présentons une
technique d’homogénéisation basée sur la notion du volume élémentaire représentatif
(V.E.R) en utilisant la méthode des éléments finis pour la résolution. Des conditions
aux limites spécifiques, en contrainte ou en déformation pour les problemes d’élasticité,
ou en flux de chaleur et gradient de température pour la conductivité thermique sont
appliquées. L’application de cette technique est assurée par une bonne représentation

de la microstructure réelle.

Pour l'approche analytique, parmi les méthodes disponibles dans la littérature, nous
avons retenu les bornes absolues de 17vjgr-Reuss, les bornes d'ordre 2 de Hashin-
Shtrikman, les bornes d'ordre 3 de Beran et le modele auto-cohérent généralisé de

Christensen et Lo.
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On termine par une présentation des différentes méthodes approchées
d’homogénéisation qui fournissent des expressions analytiques explicites du

comportement effectif en élasticité et en thermique.

2.2 Technique d'homogénéisation des
matériaux hétérogenes

Comme il a été cité dans la premicre partie de cette these, les techniques
d’homogénéisation sont classées en deux grandes catégories, les méthodes

analytiques et les méthodes numériques [Jean, 2009].

2.2.1 Les Méthodes analytiques

Parmi les nombreuses méthodes analytiques, on peut citer les premicres
théories mathématiques de I’homogénéisation qui utilisent des développements
asymptotiques des grandeurs mécaniques telles que la contrainte et la déformation

[Beran, 1968], [Sanchez-Palencia, 1974], [Bensoussen et Papanicolaou, 1978].

Il existe également un ensemble de bornes et estimations largement utilisé par les
mécaniciens et les physiciens. Les bornes (supérienre et inférienre) encadrent les
propriétés d’un matériau hétérogene. Il existe plusieurs types de bornes qui se
différencient par la finesse de description des échelles. En effet, les bornes inférieure
et supérieure sont d’autant plus resserrées que la connaissance de la microstructure

est fine.

Enfin les estimations théoriques permettent, sous certaines hypotheéses spécifiques,
d’évaluer les propriétés effectives d’un matériau hétérogene. Elles présentent
I'avantage d’approcher avec plus de précision le comportement du matériau
hétérogene contrairement aux bornes qui fournissent un encadrement. On peut écrire
une estimation a partir d’'une approche micromécanique comme dans le cas du
modele auto-cohérent [Berveiller et Zaoui, 1979], ou a partir de principes

variationnels [Ponte Castaneda, 1989].
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2.2.2 Les Méthodes numériques

Les méthodes numériques sont connues sous deux grandes classes, les

méthodes intégrées et les méthodes séquencées.

2.2.2.1 Les Méthodes intégrées

Les méthodes intégrées consistent a prendre en compte simultanément les deux
échelles, microscopique et macroscopique, dans le calcul par éléments finis. La
méthode FE2 [Feyel et Chaboche, 2000] est la méthode la plus citée dans la
littérature. C’est une méthode qui présente plusieurs niveaux de calculs par éléments

finis caractérisant différentes échelles physiques.

2.2.2.2 Les Méthodes séquencées

Pour les méthodes séquencées, on cherche a estimer les propriétés
macroscopiques d’un matériau en effectuant un ou plusieurs calculs d’une
description pertinente de la microstructure correspondante. La plupart des travaux
ont été menés sur des cas bidimensionnels, par exemple le cas de fibres de carbone
dans une matrice polymere [Zeman et Sejnoha, 2001]. Essayant de s’approcher avec
plus de précision de la morphologie réelle de la microstructure, dans le domaine des
polycristaux, une modélisation tridimensionnelle utilisant les polygones de Voronof
est utilisée. Pour estimer correctement les propriétés macroscopiques, la description
de la microstructure doit étre suffisamment riche et réaliste. Dans certains cas, la
modélisation de la microstructure est tres difficile, lutilisation des images
tridimensionnelles obtenues par micro tomographie s’avere indispensable [Madi et

al., 2007], [Burteau et al., 2007].

41



Chapitre 2 Abpproches de I'homogénéisation

Les propriétés effectives dun matériau hétérogéne sont déterminées en
moyennant les champs locaux sur un Volume Elémentaire Représentatif (17.E.R)
caractérisé par la taille et une description géométrique suffisante de la microstructure.
La taille du I”.E.R n’est a priori pas connue, sa détermination est assurée par une
méthode statistique [Kanit et al., 2003]. Cette méthode consiste a calculer les propriétés
apparentes de microstructures de tailles croissantes avec plusieurs réalisations de la
microstructure a taille donnée, et a caractériser la représentativité statistique de la
grandeur mesurée vis-a-vis de la taille et du nombre de réalisations. Pour le calcul par
éléments finis de microstructures, on impose des conditions aux limites qui sont propres

a ’homogénéisation.

2.2.2.3 Elasticité linéaire

En élasticité, le comportement microscopique de chaque phase « ph » est donné par :

(), = (o), (), e

et

(&:j)ph = (Sijkl>ph (Ukz)ph 2.2)

avec

(eou) , = (o) | 2.3)

ou : (aij) ,ct (eij) | feprésentent respectivement les tenseurs de contraintes et de
/p pn

déformations locales de chaque phase « ph».

(ijl) et (si]kl)] sont respectivement les tenseurs d’ordre 4 de rigidité et de
ph ph

souplesse de chaque phase « ph».

2.2.2.4 Conductivité thermique

Dans le cas de la conductivité thermique, si on considere g, et g,les vecteurs

gradients de température et du flux de chaleur de chaque phase respectivement, le
comportement local en thermique linéaire stationnaire d’un matériau hétérogene

s’écrit :
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(qi)ph = ()‘zii)ph (9,7)ph (2.4)

et

(), ==(ps) , (@), 2.5)

ou A et p; sont les tenseurs de conductivité thermique et de résistivité thermique

respectivement tel que :

Y

ou : [;; estle tenseur identité d’ordre 2.

2.2.3 Localisation

Cette deuxieme étape consiste a relier les grandeurs microscopiques locales,

définies dans I’étape de représentation, aux grandeurs macroscopiques.

2.2.3.1 Elasticité linéaire

En élasticité linéaire , on définit les relations entre les déformations moyennes

locales de chaque phase < g;; >,

o etle tenseur des déformations macroscopiques Ey,

imposées par :

< 51']‘ >ph: (Aijkl) 5 Ekl (27)

ph
ou : (Aijkl) , désigne le tenseur de localisation des déformations de la phase « ph».
P

avece

<ey >p= Vif(sij)ph dV 2.8)

ph Yy

De méme, on définit les relations entre les contraintes moyennes locales de chaque
phase <¢g; >,

. €t les contraintes macroscopiques E), imposées par :

<0y >p= (Bz'jkl>ph Zkl (2.9)

ou : <Bijkl> ] désigne le tenseur d’ordre 4 de concentration des contraintes.
ph

avece !

<0y >u= Vif(o-ij)ph dV (2.10)

PR Vg
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2.2.3.2 Conductivité thermique

Pour la conductivité thermique, cette étape permet de lier les moyennes des

gradients de températures locales de chaque phase < g; >, au vecteur gradient de

température macroscopique G, imposé.

< g >p=<VT>,=(a,) G @.11)

ph

De méme, la relation reliant les moyennes de flux de chaleur locaux de chaque phase

< q; >, au vecteur flux de chaleur macroscopique @); imposé s’ écrit :

<q >u=(b;) Q 2.12)

ph

ou: a; et b;sont les tenseurs de localisation du gradient de température et de

concentration des flux de chaleur respectivement.

2.2.4 Homogénéisation

La dernicre étape consiste a déterminer le comportement équivalent du
matériau hétérogene.
2.2.4.1 Elasticité linéaire

Dans cette étape, le tenseur moyen des contraintes sur tout le V.E.R est exprimé par :

N
<oy >=» P, <0, >, (2.13)

ph=1

De méme le tenseur moyen des déformations sur tout le V.E.R est exprimé par :

N
<egg>=Y Py<e;>u 2.14)

ph=1

Le comportement apparent sera détaillé dans la section 2.2.6.3 apres avoir développé

les conditions au limites.

2.2.4.2 Conductivité thermique

En conductivité thermique, on exprime le tenseur moyen des gradients de
températures sur tout le V.E.R par :

N
< g >=<VT>=> P, <g >, (2.15)

ph=1
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Et le tenseur moyen des flux de chaleur sur tout le V.E.R par:

N
< q; >= Z Pph < q; >ph (216)

ph=1

2.2.5 Condition de HILL

En élasticité linéaire, la condition de HILL impose I’égalité entre le travail

macroscopique et la moyenne des travaux microscopiques [Bornert M., 2010] :

1 1

cela est assuré par I’égalité :

Dans le cas de la conductivité thermique équivalente et par analogie au
comportement élastique, la condition de HILL s’écrit :

<—qVT >=QG, (2.19)

ce qui est assuré par :

<¢>=Q et <VT >=G, (2.20)

Ainsi, pour assurer la condition de HILL et I’équivalence du comportement effectif,

des conditions aux limites particulieres aux bords du V.E.R sont nécessaires.

2.2.6 Conditions aux limites et moyenne des champs
locaux

Pour calculer les propriétés effectives du matériau homogene équivalent
(MHE) et étudier la convergence des propriétés apparentes, plusieurs conditions aux
limites peuvent étre appliquées; Les plus classiquement proposées dans la littérature
([Zaoui, 1999]; [Bornert M., 2010]) sont : les conditions homogenes sur le contour
en déformation (KUBC), les conditions homogenes sur le contour en contraintes

(SUBC) et les conditions périodiques (PBC).
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D’une facon analogue, les conditions aux limites du gradient de température
homogene sur le contour (UGT), les conditions aux limites du flux de chaleur
homogene sur le contour (UHF) et les conditions aux limites périodiques (CLP) sont

imposées pour le cas des propriétés thermiques.

2.2.6.1 Elasticité linéaire

On considere une microstructure de volume V. Pour déterminer les propriétés
effectives de ce volume, on impose des conditions aux limites sur sa frontiére notée
0V . On présente dans ce qui suit les trois types de conditions aux limites utilisés

dans les calculs par éléments finis pour la détermination des propriétés effectives.

- Conditions homogénes sur le contour en déformation (KUBC)

Dans ces conditions, on applique sur tous les nceuds de la surface extérieure 9V
du volume V du déplacement u, qui s’écrit a partir du tenseur des déformations
homogénéisées FE;; correspondant a la moyenne des déformations locales dans le

volume par :

w, = E,.x; Vo, €0V

L/

_ _ 1 2.21)
E; =<g,; >—Vf€7;j.dv

Vv

Le tenseur des contraintes macroscopiques est alors obtenu par la moyenne des

contraintes locales dans tout le volume V :

1
Y, =<0, >= Vfaij dV (2.22)

Vv

- Conditions homogénes sur le contour en contraintes (SUBC)

Dans ce cas, on applique sur la surface extérieure 0V du volume V un effort
volumique 0.1 qui s’écrit a partir du tenseur des contraintes homogénéisées >

correspondant a la moyenne des contraintes locales dans le volume par :
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gy =20 Ve, €0V

1 2.23
2 =<0y >:Vf0'7;j.dv (2.23)

Vv

Le tenseur des déformations macroscopiques est alors obtenu par la moyenne des

déformations locales dans tout le volume V :

1
By =<eg; >= v[%’ AV (2.24)
- Conditions aux limites périodiques (PBC)

Dans ces conditions, on applique sur tous les nceuds de la surface extérieure 0V
du volume V du déplacement u qui s’écrit a partir du tenseur des déformations

homogénéisées E;; et d’'une fluctuation périodique v; par :

UZ' - EU.Z‘] + U'i \V/Jii E 8V

B 1 (2.25)

Vv

La fluctuation v est périodique car elle prend la méme valeur en deux points
homologues de faces opposées. De méme, les efforts o.n en deux points

homologues sont opposés.

2.2.6.2 Conductivité thermique

Pour les problemes thermiques, la température, le vecteur gradient de

température et le flux de chaleur sont notésT, VT et g respectivement. Le flux de

chaleur et le gradient de température sont liés pour le cas isotrope, d’apres la loi de

Fourrier, par :

q=-AVT (2.26)

ou: A estla conductivité thermique pour la phase considérée.
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- Conditions aux limites du gradient de température homogéne sur le
contour (UGT)

On applique sur le volume extérieur 0 V' du volumeV un gradient de température

VT qui correspond a la moyenne des gradients locaux dans le volume ainsi :

T =G,.x, Ve, €0V

Q:<VT>:ifVTdv (2.27)
VV

ou G; est un tenseur d’ordre 1 constant indépendant de x.

Le vecteur flux macroscopique est alors obtenu par la moyenne des flux locaux dans

tout le Volume [/ .
Q1 q; V q;- ( . )

- Conditions aux limites du gradient de température homogéne sur
le contour (UHF)

Dans ce cas on applique sur le volume extérieur 0V du volumeV un flux de

chaleur @); correspondant a la moyenne des flux locaux ¢; dans le volume par :

1 (2.29)
Q; q v { q

Le vecteur gradient de température macroscopique G; est alors obtenu par la

moyenne des gradients locaux g; :

1
G, =< g, >=<VT >=— | VT.dV 2.30
g v (2.30)
- Conditions aux limites Périodiques (PBC)

Dans ce cas, la température prend la forme :

T:Gi..l‘i—{—t \V/J?Leav

Q:<VT>:lfVTdV (2:31)
VV

ou la fluctuation ¢ de la température est périodique.
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2.2.6.3 Propriétés apparentes et effectives

- Elasticité linéaire
A partir des conditions aux limites décrites précédemment, les déformations et les

contraintes locales vérifient les relations :
E, =<e¢g; > (2.32)
ct
Y =<0, > (2.33)
Par conséquent, les tenseurs A, et By, représentent les propriétés suivantes :

Z Jkl ph — I ikl (2'34)

ph=1

ct

Z Py (Bij)n = L (2.35)

ph=1
ou I;;; estle tenseur unité d’ordre 4.

La relation constitutive pour le matériau hétérogene est donnée par :

<o, >=Cp <ey> (2.36)

D’apres les équations 2.1, 2.7 et 2.13 on a :

_ app
Z oh < 0y >ph,_ Cz'j/cl <&y >
ph=

app
E (Cyr)pn < €m >m= Cin Ey

ph=

_ app
E L z7mn ph Amnkl)ph Ekl - Cz']'kl Ekl

ph=

Z(;%j Z l]mn ph Amnkl ) ph (237)

ph=

app app . s s e
Ou Cjy et Sy sont respectivement les tenseurs apparents d’élasticité et de

souplesse pour un volume V.
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On obtient ainsi le tenseur de rigidité équivalent Cjj; exprimé en fonction des
tenseurs de rigidité (C,),, et des tenseurs de localisation (A, ), de la déformation

dans chaque phase « ph ».
Dans le cas particulier d’'un milieu hétérogéne constitué de N phases de type

inclusions noyées dans une matrice dominante, et grace a I’égalité sur la moyenne des
tenseurs de localisation 2.34 et 2.35, les tenseurs apparents d’élasticité et de souplesse

peuvent étres écrits, en notant M I'indice de la phase constituant la matrice, par :

o x (2.38)
Cijkl - (Cijkl)m + Z Pph((Cijmn )ph - (Cijmn )m)(A'mnkl )ph
ph=1
et
N
S;ilp — (Sijk,l)m + Z Pph((Sijmn)ph - (Si,jmn )m)(ankl)ph (239)
ph=1

I1 a été observé pratiquement que les résultats apparents différent d’une condition
aux limites a l'autre, mais convergent avec 'augmentation de la taille du [./=.R en se
rapprochant de la taille du I".E.R ([Kanit et al., 2003] ; [Q1, 2000] ; [Kari et al., 2007]).
Cette convergence est plus ou moins lente selon le cas étudié. Ainsi, il est démontré
que les conditions homogenes KUBC et SUBC fournissent un encadrement du

comportement apparent [Huet, 1991] exprimé par :

gt <ol <om (2.40)

L ikl

Et que les conditions aux limites périodiques (CLP) donnent une meilleure

estimation des propriétés apparentes par rapport aux conditions homogenes -

KUBC, SUBC ([Hazanov et Huet, 1994] ; [Kanit et al., 2003]) données par :

sort< gt <od <om <o (241)

gl = ikl ey gy = ijhlp

Lorsque le I.E.R est suffisamment grand (voir figure 2.1), les propriétés apparentes
du matériau hétérogene ne dépendent plus du type de conditions aux limites et

coincident avec les propriétés effectives [Sab, 1992].

gurt — gl _ ol —gm = g (2.42)

ijkls: KIS per ikl gper ijklp

Pour les propriétés isotropiques effectives il y a des cas spéciaux des conditions aux

limites KUBC, SUBC et PBC pout lesquelles on choisit les valeurs de E; et >_;.
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e

s

V.E.R A%

FIGURE 2.1. Hlustration de la convergence de la propriété Z pour les différentes conditions
aux limites.

- Propriétés élastiques

Pour la détermination du module de compressibilité k™" sur le volumeV et pour

résoudre les problemes micromécaniques KUBC, le tenseur des déformations

. k . . ,
macroscopiques F;: suivant est appliqué :
]

o
o O

k

(2.43)

O O wl=
O wl=

1
3

et pout la détermination du module de cisaillement p*” sur le volume V', le tenseur

des déformations macroscopiques E} suivant est appliqué :

010
Ei=|t 00 (2.44)
00 0

Le module de compressibilité k" et le module de cisaillement p™” peuvent étre

définis comme :
1
B =< o, > E: = gtmce <oy > (2-45)
. ) (2.406)
p"” =<0, > E); =trace <o, >
51



Chapitre 2 Abpproches de I'homogénéisation

pour le cas de la condition aux limites SUBC, on prend :

0
E;=10 1 0 (2.47)
0
et
010
Ef=|1 0 0 (2.48)
000

dans ce cas le module de compressibilité £ et le module de cisaillement """
peuvent étre définis comme suit :
1
kapp

=E; <¢,; > trace < g, > (2.49)

- E;]l < 51']' >= 2 < €19 > (2.50)

app

- Conductivité thermique

En thermique, par analogie avec I’élasticité et a partir des conditions aux limites
décrites précédemment, le flux de chaleur et le gradient de température locaux

vérifient les relations :

G, =<g,>=<VT> 2.51)
ct

Q =<gq > (2.52)

La relation constitutive pour le matériau hétérogene est donnée par :

< >=-N"<g > (2.53)
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D’apres les équations 1.4, 1.11 et 1.16, on aura :

Z ph < q; ph: _Ai(;pp < g7 >

ph=1
N
= Z Pph(>\7}j)ph < g >p= )\;ppGi
ph=1
N
= Z PonNin)pn(an ) n Gy = NG,
ph=1
= )\;pp Z )h Ain ph Qg )ph (254_)

ph=1

On obtient le tenseur de la conductivité thermique équivalente qui s’exprime en

fonction des conductivités thermiques (\;),, et des tenseurs de localisation (aﬂ) . de
“/p

ph

chaque phase.

Dans le cas particulier d’un milieu hétérogene constitué de 7 phases en inclusions
noyées dans une matrice dominante, les tenseurs apparents de conductivité et de
résistivité thermique peuvent étre écrits, en notant 1 I'indice de la phase constituant

la matrice, par :

N
)\;Pp = (Alj )m + Z ‘P])h (Aij)ph - (Alj)m (amn)ph (255)
ph=1
ct
IO pU + Z ph pi]mn (pzjmn )m (bmn )ph (256)

ph=

et ceci pour les problemes UGT et UHF respectivement.

Selon la condition aux limites imposée, le tenseur de conductivité apparent peut ctre

défini par :

)\z{;]g? =< >\im'amj > (257)

et

AN =< by > (2.58)
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La encore, sur un volume hétérogene V, en faisant un calcul pour chaque
condition aux limites, on peut encadrer la conductivité thermique effective par les

conductivités apparentes associées a chaque condition aux limites.
app=l __ app=1 _ yeff __ yapp  _ yapp 2.60
Piiq = Pijgper — >‘z'j = Aiijer = )\sz (2.60)

Pour le cas des propriétés effectives isotropes, le gradient de température et le flux

de température sont donnés par :

G, = (111)" 2.61)
et

Q = (111)" (2.62)

Ainsi les conductivités thermiques apparentes peuvent étre déterminées par :

1
A = gtmce <q > (2.63)

AP = %tmce <VT> (2.64)

2.3 Estimations analytiques des propriétés ¢lastiques

Les méthodes d’analyse sont disponibles pour estimer les propriétés des
matériaux hétérogenes. Elles impliquent généralement des hypothéses concernant la
microstructure. Dans le domaine de la mécanique, les développements asymptotiques
[Sanchez-Palencia, 1974], [Bensoussen et Papanicolaou, 1978] et les bornes
variationnelles [Hashin et Shtrikman, 1962], [Beran, 1968] sont des exemples des
approches analytiques. Pour un matériau élastique hétérogene, 'homogénéisation
consiste a résoudre le probleme micromécanique de localisation (cas de déformation
imposée) ou de concentration (cas de contrainte imposée). Cela peut se faire
numériquement ou analytiquement en utilisant certaines hypothéeses. C’est ainsi que
les estimations et les bornes ont été développées. Nous présenterons dans la section

suivante quelques estimations et bornes pour les proprié¢tés élastiques et thermiques.
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2.3.1 Estimations analytiques
2.3.1.1 Einstein (1906-1911)

La premiere et la plus simple des estimations évoquées ici est celle d’Einstein
[Einstein, 1906] et [Einstein, 1911] qui estima les propriétés d’un fluide visqueux de
type plasma contenant des particules sphéroidales incompressibles et isolées en

suspension par :

HEinstem = Hm (]— + 25-P1) (265)

2.3.1.2 Smallwood (1944)

Smallwood [Smallwood, 1944] utilisa la méme approche qu’Einstein pour
décrire le module d’Young en petites déformations d’un matériau solide renforcé par
des particules sphériques rigides. Cette estimation ne reste valable que pour de faibles

fractions volumiques de particules.
ESmallwood - Em(l + 25P1) (266)

2.3.1.3 Guth-Gold (1938)

Guth et Gold [Guth et Gold, 1938], contrairement aux estimations d’Einstein
et de Smallwood, proposerent de prendre en compte les phénomenes d’interaction
entre particules et pour de plus fortes fractions volumiques ils ajoutent un terme

quadratique a I’équation 2.66 :

Eouncou = B,(1+2.5P, +14.1P%) (2.67)

2.3.1.4 Budiansky (1965)

Une estimation auto-cohérente du module de Young a été développée par
Budiansky [Budiansky, 1965] qui s’applique dans le cas de particules rigides dans une

matrice incompressible :

(1—2.5P) (2.68)

E Budiansky =
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2.3.2 Modc¢les analytiques de changement d’échelles

Cette section est consacrée a la présentation des modeles théoriques de
changement d’échelles, destinés a Pestimation des propriétés effectives d’'un matériau
hétérogene, dérivés de la solution du probleme de I'inclusion hétérogene d’Eshelby.
Nous commengons par la présentation de la solution du probleme de I'inclusion
hétérogene d’Eshelby, suivie des différents modcéles qui en sont dérivés, a citer : la

solution diluée, la méthode auto-cohérente et le modéle de Mori-Tanaka.

2.3.2.1 Probléme de P’inclusion d’Eshelby

Dans une premiere étape, Eshelby a résolu le probleme de I’équilibre mécanique
d’une inclusion de forme ellipsoidale plongée dans une matrice infinie, possédant les
mémes propriétés mécaniques que la matrice et soumise a une déformation libre

[Eshelby, 1957].

Par analogie a cette premicre solution, il a donné la solution du probleme de

I'inclusion hétérogeéne. Si on considere une inclusion de rigidité C;, plongée dans

une matrice infinie de rigidité C,, , I'expression de la matrice de localisation dans

I’hétérogénéité sera :

A, =(I+8":C,:(C,—-C))" (2.69)

P

ou S estle tenseur d’ordre 4, appelé tenseur d’Eshelby, dépendant des propriétés
mécaniques de la matrice C,, et de la forme de 'inclusion.
Dong, le comportement apparent est obtenu grace a I’équation 2.38 et devient :

N

C;;Z) — (Cijkl )m + Z ‘Pph ( (C?'Jmn)ph - (Cijnm )m (A'm,nk'l )ph (270)

ph=1
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I: inclusion rigide

Lifforts qu'il faut imposer sur la frontiere de I'inclusion

\

pour la ramener a une forme compatible

\ "4
- e
1T '/

yd T X

N~\

AT T
I~ .
TN
_ﬂ‘l" —/,1)1 1, .\ ™
>< i \
\ -~ )
\\
i . ==
Déformation libre égale
a la déformation totale
(incompatible)
E’ T 11
| N VLT g

F,quiﬁc final

it

FIGURE 2.2. Probléme formulé par Eshelby. Eshelby, 1957.

2.3.2.2 Schéma des distributions diluées

Dans cette solution, chaque inclusion est considérée comme une seule entité

noyée dans une matrice infinie. La solution diluée est valable si les inclusions sont

suffisamment éloignées les unes des autres, donc, aucune interaction entre les

inclusions n’est considérée. Par conséquent, elle s’applique seulement aux

matériaux hétérogenes contenant une faible fraction volumique P .

11 s’agit donc d’appliquer le résultat du probleme de 'hétérogénéité, équation 2.69,

a chaque inclusion afin d’obtenir les tenseurs de localisation de chaque phase :

MHE

e
(CV

_I_

Cm
©

Cm
©

_|_

+ ...+

FIGURE 2.3. Tllustration du principe de la solution diluée.

A, =(I+8y,:C,:(C,

- Cm))_l
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Le comportement (homogénéisé) est obtenu grace au tenseur des rigidités effectives
exprimé par :
N

C;Zf - (Cijkl)m + Z Pph((Cijn)ph - (Cijmn )m (A"mnkl )ph (272)

ph=1

Pour un composite a 2 phases, avec des inclusions sphériques noyées dans une

matrice, les modules de compressibilité £ et de cisaillement g équivalents sont

donnés par :

k, — k. )(3k 4
"=k, +B,( i~ K )(3Fin F 41t (2.73)
(3k; + 4u,,)
a 15P(1— )1 -wv,)
B o L (2.74)
M 7_5Vm+2(4_5ym) »

Han,

avec m l’indice attribué a la matrice et i a I'inclusion.

2.3.2.3 Modéle auto-cohérent

Dans cette méthode, chaque phase du matériau est successivement assimilée
a une inclusion ellipsoidale noyée dans un milieu infini possédant les

caractéristiques du matériau homogénéisées recherchées.

CAC CAC CAC CAC
MHE|-| (CO|+ @ |+ @ |+ -+ @

FIGURE 2.4. Tllustration du principe du schéma auto-cohérent.
Le tenseur de localisation de chaque phase ph est exprimé par :

-1
Ay =T+ 85 :(C*) " (C, =€)

(2.75)

p
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Le tenseur de rigidité homogénéisé sera :

N -1
0 =3 P,C,, [ [+85:(C" )" (0, — 0*‘0)} (2.76)
ph

ou la solution de cette équation implicite est, généralement, obtenue

numériquement.

Pour un composite biphasé, avec des inclusions sphériques, une solution
analytique permet d’exprimer les caractéristiques élastiques recherchées [Aboudi,

1991], a savoir :

(k; — k) (3K + 4p™)
(3%, +4p")

k' =k, + P, @2.77)

15(1 — )
(7— 50" 4+ 2(4 — 50,

A

P = 4 P — ) —2
1

2.78)

Pour des problemes a deux dimensions, [Herve et Zaoui, 1995] ont proposé une

expression du module de compressibilité effectif £° pour des composites

biphasés donné par :

LAC — ky(p + ko) + PRy — ki) (2.79)
(r + ko) + P(ky — ky) .

Le module de cisaillement p"¢ a été proposé par [Christensen et Lo, 1979] par

Pexpression :

P
NAC = (1 + )

oy, + km + %8/’1’771, (1 . P)
Hi — M (2km + 3 /’l’m)

(2.80)
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2.3.2.4 Mori-Tanaka (1973)

Le schéma de Mori et Tanaka [Mori et Tanaka, 1973] ; [Benveniste, 1987]
s’applique a des milieux hétérogenes constitués d’inclusions noyées dans une matrice.
Les inclusions sont réparties de maniere isotrope et se comportent, en moyenne,

comme des inclusions isolées dans une matrice infinie, soumise, a l'infini a la
déformation moyenne de la matrice ¢,, (une inconnue du probleme). La déformation
de chaque inclusion est lors reliée a la déformation moyenne de la matrice par des  «
pseudo-tenseurs de localisation » T, équation 2.81, solution du probleme de
I’hétérogénéité :

=T

€ o

o o (2.81)

Le tenseur de localisation de chaque phase aura pour expression :
Aph, - Tph : (Z Pph,frph,)71 (282)

et le tenseur de rigidité homogénéisé, aura pour expression :

N
CM = O+ 3 Pa(Cr = C) Ty (3 P (2.83)

ph=1

Dans ce modele, les interactions entre les inclusions sont prises en compte mais de
maniere simplifiée, et par conséquent, ce modele n’est valable que pour des fractions

volumiques inférieures a 25%. Pour un composite élastique linéaire a deux phases
. , . R MT
avec des inclusions sphériques, le module de compressibilité équivalent £ et le

: . s . M , . . .
module de cisaillement équivalent p'" sont définis par les relations suivantes :

kMT _ km + R(k7 - km)k7n
(1 - ‘PL)(kL - km)‘?)‘km (284)
(3.k; + 4.u,,) "
MT P7(/~L7 - /J“m ),Um
= M +
a a G(km + 2. /“Lm) (285)

5(3.k, + 4. 1,)

Dans le cas de particules infiniment rigides, les estimations de Mor-Tanaka

coincident avec les bornes inférieures d’Hashin-S htrikman.
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2.3.3 Encadrement analytique

Nous allons maintenant nous concentrer sur les bornes rigoureuses qui
peuvent étre définies en se basant sur les principes variationnels et les informations
statistiques sur la morphologie du matériau. Les propriétés effectives sont
comprises entre deux de ces limites. Une limite analytique est considérée comme
optimale si sa définition utilise toutes les données statistiques disponibles. Nous
allons examiner les matériaux a n phases, bien que chaque borne sera spécialisée

pour les matériaux a deux phases.

2.3.3.1 Bornes d’ordre zéro

Considérons un matériau hétérogene multiphasique, sa propriété équivalente

7" est bornée entre la propriété Z,de la phase la plus dure et la propriétés Z,de la

phase la plus tendre telle que :

Z, < 7"< 7, (2.86)
Pour les modules de compressibilité & et de cisaillement i on aura :

k < k"< k (2.87)

pe < "< g (2.88)

Ces bornes sont les plus simples, car elles ne prennent en considération aucune

information concernant la microstructure.
2.3.3.2 Bornes du premier ordre

— Borne supérieure de Voigt [Voigt, 1889]

La borne de [o7gr résulte d’une approche en déformation qui suppose que la

déformation est constante dans toutes les phases et égale a la déformation

macroscopique imposée F; :

<e,(z)>=E, (2.89)
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Le tenseur de localisation de la déformation est réduit partout au tenseur unité :
Ayz)=1, (2.90)

Donc, 'expression du tenseur des rigidités équivalent sera :

Vm gt
1]kl § ph ljkl ph (29 1)

ph=

La borne de Voigt [Voigt, 1889] correspond au modele en paralléle du composite

pour lequel on considere les déformations uniformes dans le matériau. On obtient
les relations suivantes reliant les fractions volumiques et les modules d’¢lasticité

de chacune des phases :

Vazqt Z p], (292)

ph=

pt = Z e H (2.93)

ph=1

Pour un matériau biphasé de type matrice-inclusions, ces expressions se réduisent a :

E" = Bk, + Pk, (2.94)

(2.95)

Voigt

— Borne inférieure de Reuss [Reuss, 1929]

La borne de Reuss est 'approche en contrainte qui considére que celle-ci est constante

dans toutes les phases et est égale a la contrainte macroscopique imposée ;.

<oy(r)>=X, (2.96)

Le tenseur de localisation de contrainte est réduit partout au tenseur unité :

Biju(z) = L (2.97)

Donc, Pexpression du tenseur des souplesses équivalent sera :

Voigt
z]li Z 7]kl ph1 (298)

ph=1
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La borne de Reuss correspond au modele en série du composite pour lequel
on considere les contraintes uniformes dans le matériau. On obtient les relations

suivantes reliant les fractions volumiques et les modules d’élasticité de chacune des

phases :
1 N 1
Reuss - Z Pph T (299)
k ph=1 kph
1 u 1
/J}Re uss = 121 Pph : M_} (2- 1 OO)
ph= ph

Pour un matériau biphasé de type matrice-inclusions, ces expressions se réduisent a :

euss kmk7
L — (2.101)
Bkm + Pmki
MReuss — /’l/m:u’z (2102)
-PiMm + PWLMZ

[ ozgt et Reuss donnent deux bornes supérieure et inférieure du comportement équi-
valent. Ces bornes, associées a des lois de mélanges, sont des bornes du premier ordre.
Elles n’admettent aucune information concernant la microstructure en dehors des

fractions volumiques de chacun des constituants.

2.3.3.3 Bornes du second ordre [Dirrenberger, 2012]

Dans le cas ou la répartition des phases est supposée isotrope au sein du
matériau, il existe des bornes plus resserrées que les bornes de 7oigr et Reuss dites
bornes d’Hashin-Shtrikman [Hashin et Shtrikman, 1963]. Le schéma de Hashin-
Shtrikeman-Walpole (H.S.W) est le méme que pour la méthode auto-cohérente ou le
matériau homogene équivalent entourant les différents constituants est remplacé par
un matériau de comparaison. Si le matériau de comparaison est plus « dur», on
retrouve la borne supérieure de la rigidité du composite, par contre, si le matériau de
comparaison est plus « souple », on aboutit a la borne inférieure de la rigidité du

composite.
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Pour un matériau multiphasé et si le module le plus faible prend 'indice 1 et
le plus fort prend lindice 1 (On suppose donc que ky_; < ky et py, < py) les

bornes de Hashin-Shtrikman sont définies par :

_ B
BT =y ——— (2.103)
1+ oyB
B o By (2.104)
M ayBy

ou a;, ay, B, et Bysont exprimés par :

3
o =— 2.105
Y3k + 4 (2.105)
Y3 (2.106)
Y Bky + 4py
et
N
B =Y tm
ph=2 1 — (2107)
kph - kl
N
P
By = 2
v p,z_l 1 (2.108)
—ay
kph kN

avec P, la fraction volumique de la phase.

. . 1 1, 2 H SRS
On obtient 'encadrement suivant pour le module de compressibilité £~ homogénéisé :

T < kU< T (2.109)

HS— 1, D
=y = (—— 2.110
1 n 2(1+51D1) (2.110)
e 1, Dy 2.111)
- —|—— PR S
I fhy 2(1+BND1)

ou B;, By, Dy et Dy sont exprimés par :
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3(ky +2
= (ks +2p) (2.112)
51 (3K + 4pu)
3k +20) (2.113)
=
Sy (3ky + 4fiy)
N
P
D= — 2.114)
!
2(/"611}1, - Ml)
N-1 P;
D — ph
! p}zz S (2.115)
N
2(:uph - ,UJN>

On obtient I’encadrement suivant pour le module de cisaillement homogénéisé 1" :
,uHSf < NHS ,uHS+ (2.116)

Pour le cas d’un matériau biphasé a 3 dimensions, les deux modules sont exprimés

par :

k‘HSf — 1 _ 4#7
34 " Pm4 3 (2.117)
(k, + F) (km+%)
kHS+ — 1 . 4/"”%
P P
: 1 + o 1 3 (2.118)
31L 3
Le module de cisaillement :
HS— P,
p =, +
1 N 2(k +2p,,).P, (2.119)
P
P = 2+ 20) P
1 ; Wi )£
n (2.120)

(,um —,Ui) DL (kz +§-Ni)
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et pour le cas 2 dimensions, les deux modules sont exprimés par :

— Le module de compressibilité :

P

N 2.121)
(k=) (3.k, + 4.,

kH57 — km +

P

m

L 3.5, (2.122)
(km - kt) (3 ki + 4 ul)

kHS+ — ki _|_

— Le module de cisaillement :

oS- _ P
N - /*Lm +
1 n 6 (k. + 24)-P, (2.123)
(b = ) By, (B.km n 4.#,”)
P,
i ? i)t (2.124)

(B — 1) By, (Bk -+ 4.m)

A noter que pour une distribution isotrope d’inclusions sphériques dures diluées dans
une matrice molle, la borne inférieure de Hashin et Shtrikman est équivalente a

Iestimation de Mori-Tanaka [Mori et Tanaka, 1973].

2.4 Estimations analytiques des propriétés thermiques

De nombreux modeles analytiques permettent la détermination de la
conductivité thermique effective A, en fonction des conductivités thermiques des
constituants et de leurs fractions volumiques. Dans le cas d’'un matériau biphasé de
type matrice inclusions, de conductivités thermiques A et A, de la matrice et de

'inclusion respectivement, les modéles les plus couramment utilisés sont présentés

dans ce qui suit.
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2.4.1 Mod¢les analytiques de changement d’échelles

2.4.1.1 Probléme de ’inclusion d’Eshelby

Par analogie a ’élasticité, la solution du probleme d’inhomogénéité d’Eshelby
constitue une plateforme pour la construction des différents schémas d’estimation de

la conductivité thermique effective.

2.4.1.2 Schéma des distributions diluées

Dans ce cas, la fraction volumique est considérée faible et les interactions entre
les différentes hétérogénéités (phases) ne sont pas prises en compte. En conséquence,

le tenseur de concentration moyen de chaque phase p/ est donné par :

-1
a,, =< [1 + (A — Al).th} > (2.125)

ou H,estle tenseur de HILL.

I’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogene sera exprimée par :

N
A= N4 DT P — ) ay, (2.126)

ph=2

2.4.1.3 Modéele auto-cohérent

Dans cette méthode, pour tenir compte de linteraction entre les
constituants du milieu hétérogene, on suppose que le milieu entourant chaque
inclusion est un milieu infini possédant les caractéristiques du matériau

homogénéisé recherché.

En supposant que le milieu équivalent soit soumis au gradient thermique

homogene au contour, on obtient :

<VT>,=ay.E (2.127)

avece

ay =< [I + (A = M) H

> (2.128)
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L’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogene est exprimée par :
)\AC == )\1 + Z Pph(>\ph — Al).aﬁhc (2129)

2.4.1.4 Schéma de Mori-Tanaka

Pour tenir compte de I'interaction des inclusions, le schéma de Mori-Tanaka
[Mori et Tanaka, 1973] est utilisé. Le principe de ce schéma est de considérer

I'inhomogénéité ellipsoidale immergée dans la matrice soumise a un gradient

thermique fictif G,

La solution du probléme de I'inhomogénéité permet d’écrire :
<VT>,=G" (2.130)
<VT>,=a,G" (2.131)

et en prenant en compte la valeur moyenne < V1 >= G, on obtient la

relation entre G, et G.

G’ =an G (2.132)

avec :
-1

MT
aint

N
I+> Py.ay

ph=2

(2.133)

s

ph=2

Des équations 1.131 et 1.132, on obtient le tenseur de localisation de la phase
«ph » comme :

MT MT

aph = aph'amt (2134)
ou:

a%T est le tenseur de localisation de Mor-Tanaka

a,, estle tenseur de localisation de chaque phase

MT . . . . L, 1. -
a;,; estle tenseur de localisation de Mori-Tanaka intermédiaire.
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I’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogéne est exprimée par :
q g p p
—1

N N N
)\AIT — )\1 + Z Pph()\ph - Al).aph (1 - Z Pph)“[ + Z Pph.a/ph (2-135)

ph=2 ph=2 ph=2

2.4.2 Estimations théoriques

Les estimations les plus utilisées dans la littérature, dans le domaine de la

conductivité thermique, sont explicitement présentées dans ce qui suit :

2.4.2.1 Estimation de Maxwell-Garnett

J.C Maxwell [Maxwell Garnett, 1904] a donné une approximation de la
conductivité thermique effective d’une seule inclusion sphérique intégrée dans

une matrice infinie. Sur la base de ce résultat, |.C Maxwel/-Garnett a proposé

une extension de d dimension a ¢ inclusions sphériques de conductivité A et

de fraction volumique P dans une matrice infinie de conductivité ) , en

supposant aucune interaction entre les inclusions [Maxwell Garnett, 1904].

Ainsi, par superposition de la contribution de chaque inclusion, il en résulte :

)\MG - )‘m o PZ( )\1 - )‘m ) (2 136)
qui peut étre écrite comme suit pour d = 3
" N2+ P)+A1-P) '
et pour d = 2
" (Am-l_)\z)_ i(>\i_>\m) .
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En effet, les équations 2.136 et 2.137 coincident avec les limites optimales
Hashin-Shtrikman qui sont introduites dans la section 2.7.3.3. Comme I’estimation
de Maxwell-Garnett ne tient pas compte de 'interaction entre les particules, sa

validité est limitée a de petites fractions volumiques.

2.4.2.2 Mod¢éle auto-cohérent de Bruggeman

Bruggeman a proposé dans [Bruggeman, 1935] un modéle auto-cohérent
destiné a déterminer la conductivité effective A*“ sur un support constitué den
particules sphériques de différentes conductivités A" et de j volumes fractions

volumiques P;:

N L AC
> By A~ A —=0 (2.139)
ph=1 >\ph + (d — 1))\

Dans le cas d’un matériau biphasé a d dimensions, la solution de I’équation 1.139

s€ra :
o _ o+ Ja’ + 4(d — DA, 2140
2(d —1) '
avec
a=\ (aZ.P1 —1)+A2(d.P2 —1) (2.141)

L’équation auto-cohérente a été étendue au cas a d dimensions d’une distribution

d’inclusions sphériques de conductivités et de fractions volumiques P. diluées

dans une matrice de conductivité A :

PO\ =) (L=P) =)
AC + AC
d.\ A+ (d — DA

=0 (2.142)

Comme toutes les phases sont traitées de manicre identique dans cette estimation
auto-cohérente, son utilisation pour les composites fortement contrastés n’est pas
recommandée. Pour le cas d’'un matériau biphasé a deux dimensions, le modele auto-

cohérent est solution de I’équation :

—— b t—————F =0 2.143
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2.4.3 Encadrements analytiques des propriétés thermiques

Comme pour le cas des proprié¢tés élastiques, les bornes théoriques peuvent
étre définies pour la conductivité thermique sur la base des principes variationnels et
sur les informations statistiques sur la morphologie du matériau. Nous allons
examiner les matériaux a 7 phases, bien que chaque borne sera citée explicitement

pour les matériaux a deux phases.

2.4.3.1 Bornes d’ordre 0

Si on considere que A est la conductivité la moins conductrice et A, la

conductivité la plus conductrice d’'un matériau composite, les bornes d’ordre 0
correspondent aux propriétés de chacune des phases. Le tenseur de conductivité

homogénéisé est alors délimité par les conductivités de la phase la plus conductrice

A, et la phase la moins conductrice \; comme suit :
A <A< (2.144)

Ces bornes ne prennent pas la fraction volumique en compte. En fait, ils sont d’un
intérét limité, car ils ne donnent aucune estimation utile des propriétés

homogénéisées.
2.4.3.2 Bornes du premier ordre

Si les informations concernant la fraction volumique sont disponibles, leur
utilisation permet l'obtention des bornes de Wiener [Wiener, 1912]. Elles

correspondent respectivement a la moyenne géométrique et arithmétique des

conductivités A; des phases j , pondérées par les fractions volumiques P telles que :

N
)\Wiener+ = Z Pph>\ph (2145)

ph=1
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Les expressions d’un matériau biphasé sont données par :

Awieners = BAL+ B (2.146)
A 2.14

iener— — v < . 7

e B+ Py (2.147)

La propriété effective est alors comprise entre :

)\Wiener— S >\H S )\Wiener-&- (2148)

2.4.3.3 Bornes du deuxiéme ordre

Hashin et shtrifman [Hashin et Shtrikman, 1962] proposent un encadrement du

second ordre plus performant des propriétés d’'un matériau multiphasé. Pour un

matériau isotrope a d dimensions et constitué de N phases isotropes ou 4, sont les

conductivités thermiques et si la conductivité la plus basse est notée 4, et la plus haute

: s HS+ : s HS—
par Ay alors les expressions de la borne supérieure A™ " et la borne inférieure A

sont données par :

AT = [ZN: Pylog + X)) = al)] (2.149)
AT = [EN: Puay +X2)") " = aN)] (2.150)

avec o et oy données par :

PP\, —\)
a =P+ Py, — ol = 0) (2.151)
AP+ AP, + (d— DA,
P,Py(Ay —\,)
ay = PuA, + Py — pPrA = ) 2.152)

)\NPph + )\phPN + (d - 1))\ph

ou P, estla fraction volumique de la phase ph .
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La conductivité thermique effective est alors bornée par :
A< A<\ (2.153)

Pour un matériau biphasé a 3 dimensions les expressions des bornes sont

données par :

s F
A=A (2.154)
No—A 3
P,
HS
AT =Nt (2.155)
M —Ao 3o

Dans le cas 2 dimensions, il suffit de remplacer le 3 dans les expressions précédentes

par un 2 pour obtenir :

HS - b
AT =N — (2.156)
Ao—A 2,
P
HS
AT =t —— (2.157)
A=Ay 2y

2.5 Synthese

Le deuxiéme chapitre de cette thése a été consacré a la présentation de
I'approche de 'homogénéisation des milieux hétérogenes. Commencant par les
techniques de ’homogénéisation et leurs différentes méthodes, passant par la suite
aux différentes conditions aux limites spécifiques a ces problemes d’homogénéisation,
arrivant enfin aux différents estimateurs et bornes analytiques qui, par comparaison,
permettent la validation des différents résultats de '’homogénéisation numérique.
Tous ces rappels serviront de base théorique pour les différentes applications des

chapitres 3 et 4.
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Chapitre 3 Evaluation des proprictés élastiques effectives des microstructures a plusienrs morphologies.

Chapitre 3

3. Evaluation des propriétés élastiques
effectives des microstructures a
plusieurs morphologies.

Aujourd’hui, l’évolution de la simulation numérique a permis le déploiement
d’un grand nombre de méthodes de changement d’échelles, dites méthodes
d’homogénéisation. Afin d’étudier Uinfluence de la forme des inclusions dans une
matrice d’un matériau hétérogene, on présente a travers ce chapitre une étude
dans laquelle on va évaluer les propriétés élastiques effectives des
microstructures virtuelles avec des inclusions a morphologies (géométries)

multiples.

3.1 Introduction.

La détermination des propriétés effectives des matériaux composites est
I'un des sujets de recherche les plus importants de nos jours. Pour dénouer ce
probléme, un nombre important de théories de la micromécanique classique ont
¢été élaborées et publiées dans la littérature, a citer [Hashin et Shtrikman, 1963];
[Christensen et Lo, 1979]; [Vinson et Sierakowski, 1987]; [Gibson, 1994] et
[Kanit et al.,, 2003]. Initialement introduites pour estimer les constantes
moyennes de polycristaux, les approximations de Voigt et Reuss sont les modeles
les plus simples et les plus utilisés pour encadrer les propriétés élastiques
effectives d’un composite. Par la suite et en utilisant des principes variationnels,
Hashin et Shtrikman [Hashin et Shtrikman, 1963] ont établi des bornes plus serrées et
plus précises que celles de Voigt et Reuss permettant ainsi un meilleur encadrement

des propriétés effectives.
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L’homogénéisation numérique constitue la deuxieme catégorie de
’lhomogénéisation, elle consiste a utiliser des techniques de simulation numérique sur
des échantillons de microstructures afin d’estimer leurs propriétés effectives a partir
de leurs lois de comportement et des distributions spatiales de leurs différents
composants. Elle est liée directement a la détermination de la taille du volume
¢lémentaire représentatif (I7.E.R) qui a été largement étudié avec des outils
numériques et statistiques, [Sab, 1992]; [Ostoja-Starzewski, 1993]; [Gusev, 1997];
[Terada et al., 1998]; [Ostoja-Starzewski, 1998]; [Kanit et al., 2003]; [Sab et Nedjar,
2005]; [Lachihab et Sab, 2008].

L’objectif principal de cette partie est ’évaluation des propriétés élastiques effectives,
a citer le coefficient de compressibilité et le coefficient de cisaillement, de
microstructures poreuses. Chaque microstructure étudiée est constituée d’une seule
population d’inclusions, de méme forme, distribuées aléatoirement dans une matrice.
Pour cerner Peffet de la forme de l'inclusion sur les propriétés élastiques effectives,
sept différentes formes géométriques sont étudiées. Vu que la fraction volumique est
un autre parametre important qui a une influence directe sur le comportement
¢lastique effectif, trois cas sont mis en évidence pour chaque forme d’inclusion :

P =10%, P=30% et P =50%.

3.2 Représentation de la microstructure

3.2.1 Description de la microstructure

Les microstructures étudiées sont des microstructures virtuelles 2D a deux

phases, contenant des distributions aléatoires des inclusions.

La phase 2 est une matrice carrée englobant la phase 1 représentant des inclusions
poreuses, avec :

P =P (3.1)
et

PB=1-P (3.2)

Ou P et B, sont les fractions volumiques de la phase 1 et la phase 2

respectivement.
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Sept formes géométriques des inclusions sont considérées, a citer, la forme
circulaire, carrée, triangulaire, pentagonale et elliptique (avec trois rapports de
forme r= Y2, r=" et r=%) figure 3.1. Le but du choix de ces différentes
morphologies est de déterminer 'influence de la morphologie des inclusions sur

les propriétés élastiques.

(€ ()

FIGURE 3.1. Différentes formes des pores dans les microstructures étudiées :
(a) Circulaire; (b) Carrée ; (c) Triangulaire ; (d) Pentagonale

(¢) Elliptique (1 = %) ; (f) Elliptique (r = %) ; (2) Elliptique (1 = ¥]).

Le matériau étudié est un matériau hétérogene biphasé. Chaque phase est
considérée élastique linéaire et isotrope. La génération des microstructures
aléatoires dans le plan est obtenue selon le processus de Poisson, voir [Jeulin et
Ostoja-Starzewski, 2001].

Ce processus a ¢été utilisé par [Kanit et al, 2003] pour la génération des
microstructures aléatoires des mosaiques, puis par [Jean, 2009] pour la génération
des microstructures des élastomeres renforcés par le noir de carbone. L’intérét des
modc¢les est de permettre la simulation facile de nouveaux matériaux sans passer

par les morphologies réelles obtenues par microscopes et tomographie.
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On rappelle que le schéma Booléen est 'union des particules dans une
matrice. Ce schéma, introduit par [Matheron, 1975], est bien adapté a la
description d’une microstructure aléatoire avec une interconnexion des inclusions.
Pour les microstructures virtuelles, nous présentons dans la figure 3.2 des
exemples de morphologies générées a base de schéma Booléen et d’autres a base

de schéma de spheres dures.

(b)

FIGURE 3.2. Microstructures aléatoires 2D :

(a) schéma Booléen et (b) schéma de spheres dures.

Il apparait que dans le modcle Booléen, il peut y avoir trois configurations
différentes : (i) un contact des inclusions, (i) une inter-pénétration des inclusions
ou (iii) parfois aucun contact. A la différence d’un schéma de sphéres dures dont
lequel 'implantation des inclusions est controlée par une distance de répulsion
entre deux centres voisins, le schéma Booléen est généré sans aucune distance de

répulsion.

Parmi les algorithmes les plus utilisés pour la génération et pour la simulation des
matériaux hétérogenes on trouve aussi, Random Sequential Adsorption (RSA). Celui-
ci consiste a générer de fagon aléatoire des particules sphériques et identiques
d’une maniere séquentielle. Parmi les travaux qui se basent sur cet algorithme on
trouve par exemple, [Segurado et Llorca, 2002], [Kari et al., 2007a] et [Kari et al.
2007b] pour les particules sphériques, puis [Pierard et al., 2007] pour le cas des

ellipses.
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Des exemples de microstructures hétérogenes virtuelles (figures 3.3 et 3.4)
générées par les deux algorithmes de la morphologie mathématique : RSA et le
Processus de Poisson sont présentées dans la premicre partie de cette these [Kari

et al., 2007b].

(b)

FIGURE 3.3. Mosaique de Voronoi générée par le processus de Poisson :
a) microstructure avec 8000 grains et (b) maillage de la microstructure, Kanit (2003).

FIGURE 3.4. Microstructure virtuelle d’un élastomere chargé de particules, générée par le
processus de Poisson et son maillage, Jean (2009).

Nous nous intéressons dans notre cas aux microstructures aléatoires générées
virtuellement par le processus de Poisson. Les microstructures sont de type
matrice-inclusions. Dans notre cas, nous avons réalisé des scripts sous MatLab
pour la génération des microstructures en 2D. L’idée de ces scripts est basée sur

l'algorithme du schéma d'addition séquentielle aléatoire (RSA).
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Dans ce script, la position d’une premicre inclusion dans une surface
carrée (cellule élémentaire) est tirée aléatoirement. La forme géométrique de
Iinclusion est pilotée par son équation mathématique. La position de la
deuxieme inclusion est ensuite générée aléatoirement. Les inclusions suivantes
sont ajoutées sans condition en suivant la méme méthode, jusqu’a latteinte de
la fraction volumique P désirée, le script est conditionné au départ par le
nombre de figures a réaliser (réalisations). Les inclusions se chevauchent et
s’interconnectent, il n’existe aucune condition de répulsion, de recouvrement ou

d’orientation entre les inclusions.

Pour la détermination du VER par Papproche statistique de [Kanit et al., 2003], le
nombre n de réalisations nécessaire, utilisé, pour chaque volume N est indiqué
dans le tableau 3.1. Avec la résolution utilisée, la taille maximale du volume utilisée
est de 'ordre de 1000 inclusions, au-dela de cette taille, la forme de la morphologie

se détériore et s’¢éloigne de la forme géométrique considérée.
Nombre d’inclusions (N) 6 50 100 200 500 1000

Nombre de réalisations (n) 2500 1200 1152 277 35 25

Tableau 3.1 Nombre de réalisations nécessaire a la détermination du VER.
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Les microstructures obtenues sont illustrées dans les figures 3.5 ci-dessous:

avec (1) : est le rapport entre les deux rayons de Dellipse.

S Lot
R A - /' g ! \ -
N N RN S -v~. €
. 0" X 7, \\ Y, 7
AN 7,0 N 6, - N -
U ' ~ v \ ~ /"
.’ ’ \ - A 14
(@) (b) (©

FIGURE 3.5. Microstructures a 50 inclusions pour une fraction P = 10%.
(a) Ellipse 7 = ¥ ; (b) Ellipse 7 = ¥ et (c) Ellipse 7 =

©

@)

FIGURE 3.6. Microstructures a 50 inclusions pour une fraction P = 10%.
(a) Cercle; (b) Carré; (c) Triangle et (d) Pentagone.
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() (b) (©

FIGURE 3.7. Microstructutes a 50 inclusions poutr P = 30%.
(a) Ellipse 7 = 4 ; (b) Ellipse = Y et (c) Ellipse = Y,

© @)

FIGURE 3.8. Microstructutes a 50 inclusions pour une fraction P= 30%.
(a) Cercle; (b) Carré; (c) Triangle et (d) Pentagone.
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(@) (b) (©)

FIGURE 3.9. Microstructutes a 50 inclusions pour une fraction P = 50%.
(a) Ellipse 7 = 4 ; (b) Ellipse = Y et (c) Ellipse = Y,

) §
@

N

~’. a®d

(© d

FIGURE 3.10. Microstructutes a 50 inclusions pour une fraction P = 50%.
(a) Cercle; (b) Carré; (c) Triangle et (d) Pentagone.
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FIGURE 3.11. Microstructures 2 inclusions elliptiques 7 = % :

(a) 200 inclusions; (b) 500 inclusions et (c) 1000 inclusions.

© (d)
FIGURE 3.12. Microstructutes a 50 inclusions elliptiques (7 = % ) pour une fraction P = 30%.

(a) 6 inclusions; (b) 20 inclusions; (c) 50 inclusions et (d) 100 inclusions.
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3.3 Outils numériques

3.3.1 Technique du maillage utilisé

Depuis son développement par Lippman [Lippmann et al., 1997], la technique
du maillage régulier a été largement utilisée, pour ’homogénéisation des images réelles
et virtuelles, par plusieurs auteurs dont [Kanit et al., 2003], [Khdir et al., 2013], [El-
Moumen et al., 2013], [El-Moumen et al., 2014], [El-Moumen et al., 2015]. Elle
consiste a superposer une grille EF réguliere, figure 3.13 (a) sur limage de la
microstructure étudiée, figure 3.13 (b). La microstructure obtenue, figure 3.13 (c), est
utilisée pour attribuer la propriété de la phase propre a chaque point d’intégration de

ce maillage régulier en fonction de la couleur du pixel sous-jacent.

I est a noter que I’élément utilisé ici est un élément fini quadratique a 4 nceuds avec 4
points d’intégration. L’avantage majeur de cette méthode réside dans la simplicité
et la rapidité avec laquelle le maillage du milieu hétérogene est créé. De plus, la
méthode est applicable a tout type de milieu hétérogene. L’inconvénient de cette

technique est que la description des interfaces reste pauvre.
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(@) (b)

(©)

FIGURE 3.13. Principe du maillage régulier. (a) Grille réguliére de densité 200 x 200 (Zmastet) ;

(b) microstructure a 50 inclusions pour p* =50% et = 0,5 et (c) Microstructure maillée avec 40000 EF.
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3.3.2 Détermination de la densité du maillage

Un test de maillage est effectué afin de déterminer la grille de maillage optimale.
Le calcul est effectué sur une microstructure (V.E.R) en changeant la densité du
maillage. Le maillage retenu pour les calculs futurs est celui qui permet la
détermination de la propriété apparente avec une bonne précision en un minimum de

temps.

kP mpay
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Taille du maillage

Temps de calcul [s]
700
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400
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300
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150
100
' (b)

0

0 100 200 300 400 500
Taille du maillage

FIGURE 3.14. Densité de maillage, (a) Convergence du coefficient de compressibilité k£ en fonction
de la densité du maillage. (b) Temps de calcul correspondant a chaque cas de maillage.

On constate d’apres la figure 3.14 que le maillage 200 x 200 éléments est le maillage

optimal et par conséquent il sera utilisé dans tous les calculs.
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3.3.3 Propriétés physiques utilisées

Les modules de compressibilité (&, , k;) et de cisaillement (1, , ft;) dela matrice

et des inclusions d’un matériau biphasé a deux dimensions sont exprimés en fonction
des modules d’Young et du coefficient de Poisson des deux phases par :
E. E.

kj:2(1+uj)z1—2uj) ’ Mj:2(1—+]uj) I )

Les propriétés physiques : le module de Young E, le coefficient de Poisson v, le

module de compressibilité k et le module de cisaillement ;& de la matrice et des

inclusions, utilisées dans les simulations numériques, sont définies par :

Pour les inclusions :

(B vk ) = (: 0 MPa, 0.49, ~ 0MPa, ~ OMPa) (3.4)

Pour la matrice :

(B, by 1) = (10000 MPa, 0.3, 9615 MPa, 3846MPa) (3.5)

3.4. Propriétés ¢€lastiques apparentes et effectives

Les propriétés élastiques sont considérées, elles sont dites apparentes
lorsqu’elles sont obtenues par des volumes V < VER . Une fois V > Vi, , ces

propriétés apparentes convergent vers les propriétés effectives.

3.4.1 Fraction apparente et volume réel de la phase d'inclusion

L'objectif de cette partie est de présenter la relation entre la fraction volumique
apparente p“ des microstructures contenant N inclusions réparties dans un composite

sans interconnexion (microstructure 1), et la fraction volumique réelle P obtenue par

le méme N dans le cas de microstructures avec interconnexion (microstructure 2).

11 est évident que pour construire les deux fractions volumiques, on utilise la
relation suivante :

mnc
Vi

p' =N (3.6)
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avecV,,, le volume d'une inclusion et V, le volume total du matériau hétérogene.

Dans le cas de la microstructure 1, avec une distance de répulsion ou sans
chevauchement, la fraction volumique est P = p® . Par contre, pour une

microstructure avec chevauchement, la fraction volumique sera P < p“.

On note :

a ;s . . , .
P est generee en lmposant une dlstance de repu151on.

P est générée sans aucune distance de répulsion.

Du fait qu’il n’existe pas de conditions de répulsion entre les inclusions, les

probabilités possibles sont multiples dans une matrice de positionnement.

Afin de comparer les fractions volumiques apparentes et réelles p“ et P, nous
avons testé plusieurs volumes en augmentant le nombre d’inclusions N de 6 a 1000

pour les fractions volumiques 10%, 30% et 50%.
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Fraction volumique (p)

Fraction volumique (p)
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FIGURE 3.15. Fraction volumique réelle P des inclusions pour :
@ p" =10%, (b) p* = 30%. et (c) p* = 50%.
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Le tableau 3.2 montre les pertes de volume des inclusions pour les

différentes fractions volumiques envisagées.

On peut écrire la relation entre p®et P pour les trois cas comme suit :

p" =10% p" =30% p" =50%
P/p" =097 | P/p" =087 | P/p"=0.80
p'=1.02P | p°=115P | p'=1.25P

Tableau 3.2. Pertes de fractions volumiques des inclusions.

Cela signifie que quand le volume des inclusions est plus important, le
chevauchement est plus perceptif. Cela montre qu'environ 20% du volume total des
inclusions est interconnecté pour une fraction volumique de 50% souhaitée
initialement. Ce résultat est tres intéressant d'un point de vue pratique: par

exemple, pour construire un composite réel avec une fraction volumique réelle P,

il faut utiliser une fraction volumique apparente p*égale a 1,25 fois P pour le cas

de 50%.

3.4.2 Propriétés élastiques obtenues

Nous présentons, dans cette section, les résultats des simulations numériques
obtenus pour des inclusions de forme circulaires avec trois fractions apparentes 10%,

30% et 50% :
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3.4.2.1. Propriétés élastiques pour la fraction volumique apparente p"=10%

Nous présentons par la figure 3.18 quelques échantillons des différentes

réalisations utilisées pour la détermination du volume élémentaire représentatif (VER).
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FIGURE 3.16. Echantillons des réalisations pour les inclusions de forme circulaire a 10%.
(a) 6 inclusions ; (b) 20 inclusions ; (c) 50 inclusions ; (d) 100 inclusions ;
(e) 200 inclusions ; (g) 500 inclusions ; (h) 1000 inclusions.
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FIGURE 3.17. Propriétés mécaniques en fonction du nombre d’inclusions de forme circulaire
pour la fraction volumique p® = 10% : (a) KUBC et (b) PBC.
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Chapitre 3 Evaluation des proprictés élastigues effectives des microstructures a plusienrs morphologies.

3.4.2.2. Propriétés élastiques pour la fraction volumique apparente p’=30%

Nous présentons par la figure 3.18 quelques échantillons des différentes

réalisations utilisées pour la détermination du volume élémentaire représentatif (VER).
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FIGURE 3.18. Echantillons des réalisations pour les inclusions de forme circulaire a 30%.
(@) 6 inclusions ; (b) 20 inclusions ; (c) 50 inclusions ; (d) 100 inclusions ;
(e) 200 inclusions ; (g) 500 inclusions ; (h) 1000 inclusions.
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FIGURE 3.19. Propriétés mécaniques périodique (PBC) en fonction du nombre d’inclusions de

forme circulaire pour la fraction volumique p* = 30% : (a) KUBC et (b) PBC.
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3.4.2.3. Propriétés élastiques pour la fraction volumique apparente p‘=50%

Nous présentons par la figure 3.20 quelques échantillons des différentes

réalisations utilisées pour la détermination du volume élémentaire représentatif (VER).

FIGURE 3.20. Echantillons des réalisations pour les inclusions de forme circulaire a 50%.

(@) 6 inclusions ; (b) 20 inclusions ; (c) 50 inclusions ; (d) 100 inclusions ;
(e) 200 inclusions ; (g) 500 inclusions ; (h) 1000 inclusions.
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FIGURE 3.21. Propriétés mécaniques périodique (PBC) en fonction du nombre d’inclusions de
forme citculaire pour la fraction volumique p* = 50% : (a) KUBC et (b) PBC.
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FIGURE 3.22. Propriétés mécaniques k et p en fonction du nombre d’inclusions pour le cas

d’inclusions de forme circulaire : (a) p* = 10% , (b) p* = 30% et (c) p* = 50% .

3.4.2.4. Propriétés mécaniques pour toutes les morphologies

Les figures suivantes présentent les résultats regroupés afin de réduire le nombre
de graphes pour les trois fractions apparentes 10%, 30% et 50% pour toutes les

morphologies considérées.
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FIGURE 3.23. Propriétés mécaniques (KUBC) en fonction du nombre d’inclusions pour le cas de
toutes les morphologies : (a) p“ = 10% , (b) p“ = 30% et (c) p* = 50% .
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FIGURE 3.24. Propriétés mécaniques Périodique (PBC) en fonction du nombre d’inclusions pout
le cas de toutes les morphologies. : (a) p* = 10% , (b) p* = 30% et (c) p* = 50% .

Les figures 3.23 et 3.24 représentent les valeurs des propriétés élastiques en
fonction du nombre d’inclusions /N pour toutes les morphologies considérées. Le
I”.E.R ou d’une fagon équivalente le Nz, est déterminé en faisant la correspondance

entre les deux premiers points ayant une erreur inférieure ou égale a 2% entre les

valeurs apparentes obtenues par les deux conditions aux limites : périodiques (PBC) et

déformations homogeénes au contour (KUBC). Par exemple, pour le cas p = 30%), la
valeur approximative du VERyy, est Nypp = 200 inclusions pour les deux propriétés

élastiques K et u .

Les valeurs de k et it , trouvées pour tous les cas étudiés, sont présentées dans les

tableaux 3.3, 3.4 et 3.5 et comparées aux bornes de Voigt, Hashin—Shtrikman HS" et

au mode¢le auto-cohérent (AC). Comme les microstructures étudiées sont poreuses,

les deux bornes inférieures Reuss et Hashin—Shtrikman HS sont presque nulles et ne

sont pas représentées.
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Forme Propriété | Voigt | HS AC | Errenur% | Simulation
. y2 8654 | 7288 | 6924 1 6859,15
Cercle U 3461 | 3180 | 2933 1 289233
. & 8654 | 7288 | 6924 3 6689,75
Pentagone M 3461 | 3180 | 2933 0.5 2919,96
. y2 8654 | 7288 | 6924 5 6551,68
Carré u 3461 | 3180 | 2933 1 2893,78
y2 8654 | 7288 | 6924 8 6341,52
Ellipse (r=1/2) 7 3461 | 3180 | 2933 2 2849,80
A £ 8654 | 7288 | 6924 13 5983,44
Triangle U 3461 | 3180 | 2933 4 2786,38
’ Y4 8654 | 7288 | 6924 2 5604,05
Ellipse (r=1/3) U 3461 | 3180 | 2933 8 2687,09
, & 8654 | 7288 | 6924 24 5193,60
Ellipse (r=1/4) u 3461 | 3180 | 2933 11 2595,79
@
Forme Propriete | Toigt | HS AC | Erreur%o | Stmunlation
. k 6731 | 4309 | 3848 3 370247
Cercle 7 2692 | 2130 | 1784 1 1757.87
. 4 6731 | 4309 | 3848 18 314930
Pentagone 7 2692 | 2130 | 1784 12 1561,37
. 4 6731 | 4309 | 3848 24 2899 47
Carré 7 2692 | 2130 | 1784 17 1472.30
k 6731 | 4309 | 3848 26 2819,89
Ellipse (1=1/2) 7 2692 | 2130 | 1784 17 151224
A k 6731 | 4309 | 3848 3.8 2351,07
Triangle M 2692 2130 1784 21 1400,78
, g 6731 | 4309 | 3848 44 2139,68
Ellipse (r=1/3) u 2692 | 2130 | 1784 25 1325.,85
’ g 6731 | 4309 | 3848 59 1571,15
Ellipse (r=1/4) u 2692 | 2130 | 1784 34 1173,30
(b)
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Chapitre 3 Evaluation des proprictés élastigues effectives des microstructures a plusienrs morphologies.

Forme Propriete | T7oigt | HS AC | Ereur %o | Simulation
@ £ 4809 | 2483 | 2139 22 1653,53
Cercle u 1923 | 1333 | 1012 1 994,68
. y3 4809 | 2483 | 2139 28 1532,52
Pentagone u 1923 | 1333 | 1012 11 894,66
. £ 4809 | 2483 | 2139 41 1251,92
Carré u 1923 | 1333 | 1012 22 787,01
‘ £ 4809 | 2483 | 2139 37 1327,62
Ellipse (r=1/2) u 1923 | 1333 | 1012 21 792,31
A £ 4809 | 2483 | 2139 56 908,08
Triangle M 1923 1333 | 1012 40 605,33
£ 4809 | 2483 | 2139 56 921,03
Ellipse (=1/3) 7 1923 | 1333 | 1012 8 556,92
£ 4809 | 2483 | 2139 60 838,49
Ellipse (r=1/4) u 1923 | 1333 | 1012 54 463,48
©

Tableau 3.3. Les valeurs des simulations numériques, les bornes de Voigt, les bornes de
Hashin-Shtrikman HS +, le modéle auto-cohérent (AC) et I'erreur relative entre la simulation et

le modele auto-cohérent pour : (a) p* = 10% , (b) p* = 30% et (c) p* = 50% .

3.5 Synthése

Apres comparaison des différents résultats des simulations, nous pouvons
conclure que le modé¢le auto-cohérent ne permet pas une bonne estimation des
propriétés ¢élastiques et autant moins pour les fractions volumiques élevées, ceci
s’explique par la présence de Peffet, d’'une part, de 'interaction entre les différents pores
et dautre part du chevauchement de ces pores. Par conséquent, plus la fraction
volumique est importante, plus leffet sur les propriétés élastiques effectives est

important.
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L’approche finale qui découle de cette étude est I'influence de la morphologie des
inclusions sur les propriétés élastiques. Contrairement a ce qui a été évoqué dans les
¢tudes de [El-Moumen et al.,, 2013] en 3D et de [Kaddouri et al., 2016] en 2D, qui
stipulaient que la portée intégrale n’est, tout simplement, que la surface d’une inclusion
dans le V.E.R et comme la forme circulaire des inclusions est la forme la plus isotrope,
elle peut remplacer n’importe quelle autre forme géométrique a condition de respecter
la fraction volumique et la surface de chaque inclusion, car toutes les morphologies
des inclusions ont le méme comportement élastique. IIs ont conclu que la portée
intégrale est le seul parameétre lié ala morphologie des inclusions, son évaluation s’avere
I'une des clés permettant étude de Ieffet de la morphologie des inclusions sur le

comportement élastique des microstructures aléatoires.

Dans notre cas des microstructures poreuses, on remarque que les formes qui
présentent des arctes et des angles, tel que le triangle, résistent toujours moins que les
formes qui présentent des arrondis, ceci est visible surtout sur I'inclusion de forme
circulaire qui présente la plus haute résistance, au contraire de la forme elliptique au

rapport 7 = ¥/ qui donne toujours la plus faible résistance. Cela peut s’expliquer par

la présence des concentrations des contraintes dans les formes dites « pointues ».
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Chapitre 4

4. Construction d'un modéle analytique
itératif d'homogénéisation des matériaux
hétérogenes

Ce chapitre est dédié a la présentation d’une nouvelle méthode proposée,
basée sur un schéma itératif, pour 'homogénéisation des propriétés mécaniques
et physiques des matériaux hétérogénes, a citer, le coefficient de compressibilité,
le module de cisaillement et le coefficient de la conductivité thermique. Les
propriétés effectives sont obtenues a partir de l'analyse par éléments finis de
plusieurs VER en deux et trois dimensions.

Une présentation des différents modeéles et bornes théoriques d’ordre un et d'ordre

deux, servant de base théorique pour l’élaboration du schéma s’avére nécessaire.

4.1 Introduction

Un matériau est dit hétérogene lorsque ses propriétés varient d'un point a
l'autre. On cherche alors a remplacer ce matériau par un milieu dit homogene
équivalent caractérisé par des propriétés mécaniques effectives. Les modeles
constitutifs traditionnels ne donnent pas une solution réaliste pour cette catégorie de
matériaux. Le concept de '’homogénéisation numérique est considéré comme la

meilleure solution pour établir un pont entre les échelles micro et macro.

Récemment, de nombreux travaux ont été publiés sur 'homogénéisation numérique
pour différents types de matériaux tels que les matériaux composites élastiques-

plastiques du point de vue du comportement [Khdir et al., 2013], [Benhizia et al., 2014]
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et pour étudier le renforcement de l'effet des composites sur la réponse globale [El
Moumen et al., 2014], [Sukiman et al., 2017], la conductivité thermique, les effets de
type microstructure [kaddouri et al., 2016 |, 1a réponse des matériaux poreux en termes
de conductivité thermique [El Moumen et al., 2015] et l'effet de la forme du vide sur

la limite d’¢lasticité quand un milieu poreux est considéré [Khdir et al., 2015].

Les méthodes d'homogénéisation connues sous le nom de méthodes analytiques
consistant a utiliser des mode¢les de frontiere basés sur des bornes supérieures et
inférieures pour établir une intervalle qui contient la solution exacte. Les limites les
plus utilisées sont les limites supérieure et inférieure de [ozgr [Voigt, 1889], Rewuss
[Reuss, 1929] et celles de Hashin-Shtrikman [Hashin et Shtrikman, 1963]. Ils présentent
l'avantage d'approcher avec plus de précision les propriétés effectives des matériaux
hétérogenes par rapport aux limites. Une estimation peut étre obtenue a partir d'une
approche micromécanique comme le modé¢le auto-cohérent [Berveiller et Zaoui.,

1979].

Dans cette étude, on considere le cas particulier des matériaux hétérogenes constitués
d'une mixture de plusieurs phases élastiques linéaires et isotropes. Le but est de
déterminer les propriétés effectives de ces matériaux multiphasiques a partir des

propriétés et des fractions volumiques des phases qui les constituent.

Nous commencons par donner les rappels des formules de la mécanique du milieu
continu pour les cas d'élasticité a deux et trois dimensions suivis d’une présentation
de la théorie introduisant les limites du premier ordre de [ozg et Reuss et du second
ordre de Hashin-Shtrikman. Un schéma itératif simple, basé sur ces limites théoriques,

pour approximation, avec une bonne précision, des propriétés effectives est élaboré.

La solution éléments finis est considérée comme une référence pour la convergence
de la solution itérative. Les propriétés considérées pour chaque cas sont le module de

compressibilité, le module de cisaillement et la conductivité thermique.
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4.2 Rappel sur les propriétés élastiques

Etant donné que I’étude porte sur des modeles 2D et 3D, dans ce qui suit, les
constantes élastiques en 2D seront notées avec un indice 2, et ceux en 3D avec un

indice 3.

4.2.1 Elasticité a trois dimensions

La loi de Hooke s'écrit sous la forme :

o = NTr(e) 1 + 2pe (4.1)

ou encore :

avece !

o;; : Le tenseur des contraintes,

e, + Le tenseur des déformations,

g, : La trace du tenseur des déformations,
= 1sii =

6, : Symbole de Kronecker o
=0si7 = J

A; et py : Les coefficients de Lamé.

Le premier coefficient de Lamé Az, s’écrit sous la forme :

(1—253(13+v3)

Ay = 4.3)
Le second coefficient de Lamé, aussi appelé module de cisaillement py s’écrit
sous la forme :

py = - . (4.4)
2 (1 + UB)

1
E; : étant le module de Young, et v, le coetficient de Poisson tel que : 0 < v; < 5
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Lorsquun matériau isotrope est soumis a une pression isostatique, celui-ci
change de volume, sa résistance est ce qu’on appelle le module de compressibilité K

, tel que :
p=K-0 (4.5)
avec

.. . 1
p : La pression isostatique telle que : p = gakk

K :Le module de compressibilité,
0 : Le taux de déformation isostatique tel que : 6 = ¢

D’apres (4.2), on a (pour plus d’illustration, revenons au repere orthonormé x,y,z) :

O = 21 + N (En &, + . )
Oy = 2#35“/ + X (51'1‘ T &yt €ZZ) (4'6)
0. = 24te. + N (20 + & + 1)

En additionnant ces trois équations, on obtient :
Oy + Uyy + 0. = 2/”’3 (gm:r, + éyy + 622) + 3)\3 <€.1:.1: + 6yy + 5zz) (47>

oy €tant la trace du tenseur des contraintes et g, la trace du tenseur des

déformations, (4.7) devient :

o = (25 + 3N ) e (4.8)
ce qui nous donne :
p= 2“3—;3)‘3 0 (4.9)

Le module de compressibilit¢ K est donc :

_ 205 + 3

(4.10)

Finalement, en remplacant les coefficients de Lamé (4.3) et (4.4) par leurs expressions :

E
K,=——— 4.11
T3 - 20y) @1
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4.2.2 Elasticité 2 deux dimensions (plane)

On sait que pour un matériau élastique linéaire isotrope en 3D, on a en inversant

I’équation (4.1), on a:

a:i((1+v3)a—u3Tr(a)1) (4.12)
3
Oou encofre :

1
&y = E_(l + U3>0zj — U300, (4.13)
3

ce qui donne :

Ep = L(am — Uy (ayy + azz))

3

1€, = Eig(ojj — vy (0, +0.)) 4.14)
€y = EL((l + v3)amy

3

En 2D, les équations sont de la méme forme que (4.14) mais en ne gardant que les

termes en coordonnées x ety :

€ = E(O'm — Uzayy>
2
16w = E%(oyy — 0, ) (4.15)
€ = ELQ((I + U2>0my

Ces équations en 2D sont généralement déduites a partir des équations (4.14) en

supposant soit une déformation plane soit une contrainte plane.

Le module de cisaillement est défini par :

Moy = ﬁ (4.106)
Drapres (4.15) :
- (4.17)
Eay 14+ v,
D’ou Pexpression du module de cisaillement en 2D :
E
fy = 2(1—+2U2) (4.18)
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Le module de compressibilité dans ce cas est défini par I’équation (4.5), avec la

pression isostatique p = 5 oy - On retrouve son expression de la méme maniere qu’en

3D:
Eax T &y = . 4.19
Tz vy EQ (O'H + O'yy) (1 B U2> ( . )
1-v
Ep T Eyy = — 2ok (4.20)
E,
Ce qui nous donne :
2(1 — UQ)
g =— (4.21)
E, b

D’ou 'expression du module de compressibilité en 2D :

E
K, =——2
27 (1 B UQ) (4.22)
Notons que dans le cas d’une élasticité plane le coefficient de Poisson est tel que :
—-1<v, <1.
4.2.2.1 Déformation plane
En déformation plane, on a:
€. =€, =6€,=0
Oy, = ayz -
o, = U(Um + ayy)
Tenant compte de ces conditions, les équations (4.14) peuvent donc étre récrites
comme suit :
2
z — 5 |Yw 7. Yy
E; (1) (4.23)

%:ém+@%)

En comparant le résultat obtenu en (4.23) avec (4.15), on constate que 'expression du

module d’Young (E,) dans le cas d’une déformation plane en fonction du module

d’Young (E,) et du coefficient de Pozsson (vs) en 3D est:
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E
E =3
2 (1 B U;) (4.24)
et le coefficient de Poisson (v,) en déformation plane en fonction du coefficient de
Poisson (vs) en 3D :

U3

1&=<1_UJ (4.25)

On peut déduire les propriétés élastiques dans le cas d’une déformation plane, en
remplacant le module d’Young (4.24) et le coefficient de Poisson (4.25), dans les
expressions du module de cisaillement et du module de compressibilité retrouvés

précédemment respectivement dans (4.18) et (4.22) :

Ho = b 4.26
T 214wy (4.26)
b,
K, —
T 214 )(1-2v,) (+27)
4.2.2.2 Contrainte plane
En contrainte plane,ona: o, =0, =0, =0
Les équations (4.14) peuvent donc étre récrites comme suit :
Ew = E <OTT - USOyy)
s (4.28)

Epy = Ei«l + Ug)a-zy)

3

En comparant le résultat obtenu en (4.28) avec (4.15), on constate que le module de

Young (E,) et le coefficient de Poisson (v,) dans le cas d’une contrainte plane restent
les mémes qu'en 3D : E, = E; et v, = vy
Les propriétés élastiques, dans ce cas, restent également inchangées: p, = i3 et

KQZK?).
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4.3 Théorie des modules effectifs

Nous avons vu précédemment que pour obtenir les modules élastiques et la
conductivité thermique d'un matériau hétérogene, nous avons besoin des propriétés
des différentes phases homogenes qui le constituent ainsi que leurs fractions

volumiques, afin de pouvoir calculer les propriétés effectives.

4.3.1 Bornes du premier ordre : Voigt et Reuss

Connaissant les propriétés élastiques et les fractions volumiques des
composantes du matériau hétérogene étudié, nous pouvons déterminer les bornes
170dgr (1889) et Reuss (1929). La borne supérieure (170zg7) est retrouvée en considérant

que les déformations sont uniformes partout dans le matériau.

[ i _ Z]}ai _ Zf;(AéEJ (4.29)
5 € 5
E=SiE (4.30)

Tandis que la borne inférieure (Rexuss) est retrouvée en considérant que les contraintes

sont uniformes partout dans le matériau :

b 6_ o _ ¢
e Xfe 7 4.31
f S [ G ] (4.31)
L
Loy 4.32)
E = b,
avec :

E Module de Young effectif,
o Contrainte effective,
5 Déformation effective,
f Fraction volumique de la composante 7
F, Module de Young de la composante
o, Contrainte de la composante
€ Détormation de la composante -
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On considére le cas d’'un matériau hétérogene a deux phases isotropes

homogenes de module de Young E, (tesp. E,) et de fraction volumique f, (resp. f,).

Avec E, < E,. Sachant que: fi+ f, =1, on pose: fy=z, dou: fi=1—-x

I’équation (4.30) devient :
E™ = hE, + LE,
EV = (1 — x) E, + xF,
D’ou on trouve finalement la borne supérieure [7ojg7 :

B = (E2 + El>x1 +E,

L’équation (4.32) devient :

1 Lo, b
= T
E E, E,

1 11—z T

EVR— - E1 E2

I xF, +(1—33)E2
E™ BB

D’ou on trouve finalement la borne inférieure Reuss :

B,

VR—
b= (E1 —Ez)x—i—EQ

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

Le module de Young homogénéisé du matériau hétérogene est donc compris entre ces

deux bornes :

EVR7 S EH S EVR+

4.3.2 Bornes du second ordre : Hashin-Shtrikman

(4.40)

En appliquant des principes variationnels en élasticité et conductivité

linéaire, Hashin et Shtrikman (1963) ont défini des bornes plus étroites que

I 0igt et Reuss afin d'obtenir les propriétés élastiques ainsi que la conductivité

thermique d'un matériau hétérogene.
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4.3.2.1 Bornes pour le module de compressibilité K

K, étant le module de compressibilité le plus faible et K, le module le

plus élevé :

_ A
K- — K +—1
14 oA,

KHS+ — Kn + An
1 + anAn

avec

Ce qui nous donne pour le cas d’un matériau a deux phases :

K™ =K, + i
Y
K2 - K1 3K1 + 4”1
KHS+ — K2 + .fl
1 3/

+
Kl_KZ 3K2+4/1/2

Le module de compressibilité homogénéisé du matériau hétérogene

est donc compris entre ces deux bornes :

KH57 S KH S KHS+
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(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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4.3.2.2 Bornes pour le module de cisaillement n

i, étant le module de cisaillement le plus faible et p, le module le plus

élevé :
PG S . (4.50)
— _
2(1+ p,B))
S S N (4.51)
2 (1 + ﬂTlB’!l)
avec @
(K + 21
B =— ( ) (4.52)
St (3K1 + 4#1)
3 Kn + 2/’%
B, =— ( ) (4.53)
S, (3K, + 4p,)
- f
B =
' ; 1 (4.54)
A
2 (Ni + N1)
i f
Bn = .
- Ly (4.55)
2(/"LL + /’Ln)
Ce qui nous donne pour le cas d’un matériau a deux phases :
Hs— i
B =+
L, 6 (K, + 2 ) f (4.56)
o=t Sy (3K, + 4
s+ h
H = Hy +
. 6(K, + 241, ) £, (4.57)

=t 5yt (3K, + 4,

Le module de cisaillement homogénéisé du matériau hétérogene est donc

compris entre ces deux bornes :

lulHS* < IU,H S /JHSJF (4.58)
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4.3.2.3 Bornes pour la conductivité thermique A

-1

P [Z fla,+M)7" +o (4.59)
i=1
n -1

>‘H5+ = [Z fi(an + )\i)71 + Oén (460)
i=1

avec
fE( =N

o = fih + fihi —
o fx A+ Ph (A =1))

(4.61)

Ll (= A)
fh+ EN A+ (d=1)N

o, = fh, + i\ — (4.62)

Ce qui nous donne en deux dimensions (d = 2) pour le cas d’un matériau a
deux phases :

2
A=A
NS Z a4 s — 1o (e = \) (4.63)
fda + LA+ A

2
X — A
A = A+ A — 2SR (4.64)
fda + BA A+ A

Pour le cas en trois dimensions (d = 3) :

30 (A — )
BA 4+ fi(d = A)

)\HS— — )\1

(4.65)

3£ (A — )
3)\2 + fQ()\Q - )‘1)

HS+
A = Ay

(4.66)

La conductivité thermique homogénéisée du matériau hétérogene est donc

comprise entre ces deux bornes :

A< AT < A (4.67)
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4.4 1.e schéma itératif de la solution

La méthode des éléments finis est généralement une excellente
alternative pour l'évaluation du comportement des matériaux, mais elle est
généralement colteuse en temps CPU. L'idée de cette partie est d'approximer
avec plus de précision la solution exacte au moyen d'un schéma itératif simple
basé sur les limites du premier ordre (I70ig#-Renss) ou du second ordre(Hashin-
Shtrikman).

La solution éléments finis est considérée comme une référence pour la
convergence de la solution itérative. Les propriétés considérées pour chaque
cas sont le module de compressibilité, le module de cisaillement et la
conductivité thermique. Pour chaque variable de sortie dans 'analyse 2D et 3D,

une méthode a été élaborée en utilisant le langage Fortran.

La solution finale obtenue est basée sur la réduction d'erreur entre la nouvelle
valeur calculée a l'incrément ¢+ 1 et l'incrément précédent i. La solution
converge lorsque l'erreur est inférieure a la tolérance désirée. La solution ainsi
obtenue est comparée a la solution obtenue par I’analyse par éléments finis. La
procédure de mise en ceuvre est donnée par l'organigramme illustré sur la figure
4.2. L'exécution de la procédure nécessite linitialisation des fichiers d'entrée
qui contiennent le module de Young E et le coefficient de Poisson v ou la
conductivité thermique A de chaque phase, la fraction volumique initiale P,
I'incrément de temps et la tolérance Tol. Pour chaque cas, l'expression des
variables de sortie est formulée a partir d'un point de vue incrémental pour
obtenir 1'évolution de cette variable en fonction de la fraction volumique de la

seconde phase.

Les expressions ont été formulées pour prendre en compte a la fois les cas
bidimensionnels et tridimensionnels afin d'étre considérées comme des sujets

de comparaison et de rendre l'approche plus réaliste.
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Construction d’un model

(@)

1)

2)

iy

Input Variables
E,v,P,A,n,Tol

v

Initialization of Input Variables
Initialization of Input Variables
Voigt, eq(2.92)
K< Reuss, eq(2.101)
HS*, eq(2.103,2.104)

Voigt, eq(2.93)
usReuss, eq(2.102)
HS*, eq(2.110,2.111)

Wiener®,eq(2.145, 2.147)
HS*, eq(2.149, 2.150)

y)

4

\ A

Assessment of K., i, ..,

4

N~

Calculation of K\, p*", A"

i+l 'ﬂi+l 2 il

5)

6)

FIGURE 4.2. Organigramme de résolution du schéma itératif.

(K.u.2) -(K.p.2) |

— >Tol
(K,p2)

Fitting Output Variables
With FEA Models
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(b)

FIGURE 4.1. Interprétations géométriques des bornes du premier ordre : (a) Ioigz, (b) Reuss.
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Construction d’un modéle analytigue itératif d’homogénéisation des matériaux hétérogenes.

4.5 Comparaison des résultats et discussions

Les résultats sont validés par une comparaison est effectuée entre les résultats

obtenus par le programme itératif des bornes 1oigr-Reuss et Hashin-Shtrifman avec ceux

obtenus par la méthode des éléments finis des modules élastiques et de la conductivité

thermique, pour différents contrastes en 2D et 3D.

Nous supposons un matériau hétérogene biphasique avec deux phases isotropes et un

coefficient de Pozsson v=0.3 . Les données d’entrée pour les différents contrastes sont

illustrées dans les tableaux 4.1 et 4.2 :

- Cas 2D

D’apres (4.27) on a :

E

K =

2(1+0)(1-20)

Module de Young E, [GPa] T Module de compressibilité K , [GPa]| Contraste
Phase 1 | B =9 N Phase 1 | Ki=8.65
Matériau 1 — T E=m 23 Matériau 1 s | K = 20192 23
o Phase 1 | B1=4 Phase 1 | K, =3.84
Matériau 2 oy | B= 400 100 Matériau 2 oy | K, = 38461 100
Phase 1 | L1 =4 Phace 1 | K1 =3.84
Matériau 3 s | B> = 4000 1000 Matériau 3 s | Ko = 381615 1000
@ (b)
Dr’apres (4.26),ona: pu= L
2 (1 + v)
Module de cisaillement /., [GPa] | Contraste Conductivité thermique \, [Wm 'K '] | Contraste
N Phase 1 | H =346 Phase 1 | N =2
Matériau 1 o |t =807 23 Matériau 1 s | N =50 25
N Phase 1 | H1 =1.54 Phase 1 | A =2
Matériau 2 s | 5 = 15351 100 Matériau 2 oy | % =100 100
. Phase 1 | 1 =154 Phase 1 | N =2
Matériau 3 ey | fa=1535.46 1000 Matériau 3 s | % = 2000 1000
© @

Tableau 4.1. Les données d’entrée pour les différents matériaux considérés dans le programme itératif,
cas 2D : (a) Module de Young E', (b) Module de compressibilité K , (c) Module de cisaillement f4, (d)

Conductivité thermique A.
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- Cas 3D
> N E
Dr’apres (4.11),ona: K = ———,
3(1-2v)
Module de Young E | [GPa] | Contraste Module de compressibilité K | [GPa]| Contraste
Phase 1 E =9 Phase 1 K, =175
Matériau 1 23 Matériau 1 23
Phase 2 E, =210 Phase 2 K, =175
M 1 2 Phase1 | Er=4 100 Phase 1 | K1 =3.33
atériau ; Matériau 2 100
Phase2 | £2 =400 Phase 2 | K> =333.33
Phase 1 By =4 Phase 1 | K1 =3.33
Matériau 3 1000 Matériau 3 — 1000
Phace 2 | B2 = 4000 Phacea | K» = 3333.33
@) (b)
s E
Dr’apres (4.4),ona: = —F———,
2(1+v)
Module de cisaillement j¢, [GPa] | Contraste Conductivité thermique )\ , [Wm™'K™']| Contraste
Phase 1 = 3.46 Phase 1 A =2
Matériau 1 — 23 Matériau 1 25
Phase 2 /13 - 8077 lese 2 A‘Z = 50
Phase 1 = 1.54 100 Phase 1 N =2
Matériau 2 — Matériau 2
Phase 2 | H2 = 153.84 ateriau Phase 2 A, = 100 100
Phase 1 = 1.54 Phase 1 A =2
Matériau 3 —raxaq 1000 Matériau 3 1
Phase2 | M2 =1538.46 Phase 2 | Ao = 2000 000

©

(d)

Tableau 4.2. Les données d’entrée pour les différents matériaux considérés dans le programme itératif,

cas 3D : (a) Module de compressibilité K , (b) Module de cisaillement i, (c) Conductivité thermique A
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4.5.1 Résultats obtenus pour un contraste de 23 pour le
module de Young et 25 pour la conductivité thermique

4.5.1.1 Cas d'un probléme en deux dimensions

22E+11

— VR+
2.0E+114

1.8E+111

1.6E+11

1.4E+11

1.2E+114

1.0E+11

8.0E+10

Module de compressibilité (MPa)

6.0E+10

4.0E+10

2.0E+10 . - - r
02 0.4 06 08 1

Fraction volumique

(2)

9E+10

VR+

8E+10 4

TE+10 4

6E+10 4

5E+10 4

4E+10 4

Module de cisaillement (MPa)

3E+10 4

2E+10

1E+10 T T T T
0 0,2 04 06 0,8 1

Fraction volumique
(b)
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Conductivité thermique (W/m.K)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Fraction volumique

(©
FIGURE 4.3. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 23, cas

2D : (a) Module de compressibilité K , (b) Module de cisaillement £, (c) Conductivité
thermique A (contraste 25).

4.5.1.2 Cas d'un probléme en trois dimensions

1.8E+11

1.6E+11

1.4E+11

1.2E+11

1.0E+11

8.0E+10

Module de compressibilité (MPa)
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2.0E+10 T T T T
0 0,2 04 06 0,8 1

Fraction volumique

(2)
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9E+10

— VR+
8E+10 4

TE+10 4

BGE+10 4

SE+10 4

4E+10 4

3E+10 4

Module de cisaillement (MPa)

2E+10 4

1E+10 4

0E+00 T T T
0 02 04 06 08 1

Fraction volumique

(b)

Conductivité thermique (W/m.K)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Fraction volumique

(©
FIGURE 4.4. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 23, cas

3D : (a) Module de compressibilité K , (b) Module de cisaillement 1, (c) Conductivité
thermique A (contraste 25).
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Drapres les figures. 4.3 et 4.4, les résultats obtenus a partir de la nouvelle
approche itérative sont en tres bonne concordance avec ceux obtenus par I'analyse par
¢léments finis. 11 faut noter ici que la fraction volumique, pour l'analyse par éléments
finis 3D, est limitée a deux cas, du fait de la non possibilité numérique de réaliser des
VER a fraction volumique supérieure a 23. Cette limitation n'existe pas dans
I'évaluation analytique lorsque le processus itératif est utilisé. Les mémes remarques
peuvent étre faites en 3D, on peut également noter que les résultats obtenus en 3D
sont plus précis en comparaison de ceux en 2D du point de vue convergence des
bornes. Cela peut étre da au fait que le cas 3D est plus réel que l'analyse par éléments

finis en 2D.

4.5.2 Résultats obtenus pour un contraste égal a 100

4.5.2.1 Cas d'un probléme en deux dimensions

4. 0E+11

3.5E+114

30E+114
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Module de compressibilité (MPa)

1.0E+11 4

S.0E+10 1
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02 0.4 0.6 0.8 1

Fraction volumique

(2)
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16E+11

1.4E+11
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Module de cisaillement (MPa)
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(©
FIGURE 4.5. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 100, cas
2D, (a) Module de compressibilité¢ K , (b) Module de cisaillement i, (c) Conductivité
thermique .
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4.5.2.2 Cas d'un probléme en trois dimensions

35E+11
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2 5E+114
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200

180

160

1404

120+

100
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Conductivité thermique (W/m.K)
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0 02 0.4 06 0.8 1
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(©
FIGURE 4.6. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 100, cas
3D, (a) Module de compressibilit¢ K , (b) Module de cisaillement t, (c) Conductivité
thermique A.

Des figures 4.5 et 4.6, on peut noter que la procédure donne aussi une
prédiction précise pour un contraste de 100. Les résultats obtenus a partir du
processus itératif sont proches des valeurs obtenues a partir de 1'analyse par éléments
finis. Ceci montre la capacité de cette méthode a converger vers la solution lorsque les
limites supérieure et inférieure originales de 1/vigr-Reuss et Hashin-Shtrikman donnent
une image ¢loignée de la solution attendue obtenue a partir de 1'analyse des éléments
tinis.

Les résultats obtenus en 3D sont pratiquement les mémes que ceux obtenus en 2D.
La procédure est cohérente a la fois pour les cas bidimensionnels et tridimensionnels
et les résultats obtenus sont toujours proches de ceux obtenus a partir de I'analyse par
¢léments finis, lorsque les limites classiques ne permettent pas d'obtenir une

estimation exacte ou cernent la solution avec des limites éloignées de la solution.
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4.5.3 Résultats obtenus pour un contraste égal a 1000

4.5.3.1 Cas d'un probléme en deux dimensions
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FIGURE 4.7. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 1000,
cas 2D : (a) Module de compressibilité K , (b) Module de cisaillement
(c) Conductivité thermique A.

4.5.3.2 Cas d'un probléme en trois dimensions
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FIGURE 4.8. Résultats obtenus pour un matériau hétérogéne de contraste 1000,
cas 3D, (a) Module de compressibilité¢ K , (b) Module de cisaillement £, (c) Conductivité
thermique A.

Selon les figures 4.7 et 4.8, pour un contraste de 1000, les limites classiques de
Voigt-Reuss et de Hashin-Shtrikman sont tres éloignées et ne peuvent assurer un bon
encadrement a la solution lorsque le processus itératif proposé donne, encore une
autre fois, une trés bonne estimation en la comparant avec le résultat obtenu par

I'analyse par éléments finis.
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4.6 Synthese

Dans cette partie, nous avons proposé un modele itératif d'homogénéisation
des matériaux hétérogenes considérés comme une association de plusieurs phases
élastiques isotropes et homogenes. A partir des modules élastiques et des fractions
volumiques de ces phases, et a l'aide d'un programme en langage Fortran, nous avons
pu déterminer les propriétés effectives des matériaux hétérogenes, en appliquant, un
processus itératif, aux bornes 1oigt et Reuss, ou les bornes Hashin-Shtrikman pour les
propriétés mécaniques et les bornes de Wiener pour la conductivité thermique. Une
comparaison entre les différents résultats obtenus par le modele itératif et ceux
obtenus en effectuant un calcul par la méthode des éléments finis a 1'aide du code de
calcul Zebulon, pour diftérents contrastes (23, 100 et 1000), a deux et trois dimensions

a été effectuée.

De ce fait, on peut conclure que les résultats obtenus avec le programme itératif sont
dans la majorité des cas les mémes que ceux obtenus avec la méthode des éléments

tinis, et que les bornes Hashin-Shtrifman sont plus précises que celles de 17ozgt et Reuss.

Cette méthode convient a différents cas de contrastes et différentes fractions
volumiques pour des problemes a deux et trois dimensions, ce qui la rend approprié
pour une large gamme matériaux hétérogenes avec des phases ayant des propriétés

mécaniques différentes.
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Elle présente un autre avantage par rapport a l'analyse par éléments finis, il n'y
a pas de limitation en termes de fraction volumique, alors que dans la simulation

numérique, les résultats obtenus sont tres limités pour le cas 3D.

Ce schéma itératif prédit avec succes la réponse globale des matériaux hétérogenes en
termes de coefficient de compressibilité, de module de cisaillement et de conductivité
thermique. Cette capacité est importante et rend la méthode adaptée a une large
gamme de matériaux composites avec diverses fractions volumiques des renforts. Les
résultats obtenus a partir de l'analyse par éléments finis sont reproduits avec succes a
un cout peu colteux en termes d'analyse du temps. Du fait que cette méthode peut
traiter une large gamme de contraste, elle convient également aux matériaux poreux

comme les mousses et les revétements.
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5. Conclusion

Avec un marché en continuelle expansion, le secteur des matériaux composites
annonce une croissance continue. Grace a ce procédé d'assemblage associant une
fibre a une matrice, les industriels ont l'opportunité de développer des matériaux au
design nouveau, plus légers, plus résistants et renfermant de trés hautes
performances. Ces matériaux composites se substituent de plus en plus aux métaux
traditionnels dans la plupart des applications industrielles. Ils sont utilisés dans de
nombreuses applications et inondent de plus en plus notre quotidien. Outre dans les
utilisations aéronautiques et aérospatiales, ils sont également présents dans les
secteurs du génie civil, de I'automobile, de la construction navale, de 'éolien, du sport,
ils servent aussi a I’élaboration de nouveaux matériaux de pointe et dans la fabrication
de textiles techniques. Les composites que nous avons étudiés ici sont plus
particulicrement les composites poreux dont les caractéristiques mécaniques et

physiques sont plus intéressantes que celles des matériaux dits standards.

Cette these avait pour objectif principal la détermination des propriétés élastiques et
I’étude de linfluence de la morphologie des inclusions/pores sur ces dernieres a
savoir le coefficient de compressibilité K, le coefficient de cisaillement u et la
conductivité thermique A des matériaux hétérogenes a deux phases de type matrice-

inclusion en utilisant ’homogénéisation numérique.
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La premicre et la deuxieme partie de cette thése sont constituées principa-
lement de rappels des méthodes et techniques d’homogénéisation des milieux
hétérogenes. Les lois de comportement thermique et mécanique sont abordées. La
notion de volume élémentaire représentatif est introduite et les conditions aux
limites des problemes d’homogénéisation sont ensuite analysées. Afin de pouvoir
comparer les résultats provenant de 'homogénéisation numérique, les estimateurs et

autres bornes analytiques sont aussi présentés.

La troisieme partie de cette these a été consacrée a I’étude de l'influence de la forme
des pores sur les propriétés mécaniques élastiques, nous avons utilisé une approche
d’homogénéisation numérique pour estimer ces propriétés effectives des
microstructures a sept formes distinctes d’inclusions/pores. Plusieurs simulations
ont été effectuées afin d’explorer I'influence des parametres morphologiques sur la
propriété étudiée. Une grille de maillage réguliere a été utilisée pour la détermination
du V.E.R. optimal ou un nombre important de microstructures a été traité, ce qui

s’est traduit par un temps de calcul long.

L’influence de la morphologie des pores a été mise en évidence, pour des fractions
volumiques différentes P=70%, P=30% et P=50%. 1.’effet de la morphologie des
pores sur la résistance maximale a la traction est trés significatif. Il faut noter que les
résultats numériques, obtenus par I'application des deux conditions aux limites
(KUBC) et (PBC) sur différentes réalisations, ont montré que les microstructures
formées a partir des pores de formes géométriques lisses sans arétes vives ou

pointues (comme la forme totalement circulaire) offrent une résistance plus élevée,
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et ceci pour le module de compressibilité K et pour le module de cisaillement .

L'ensemble des résultats numériques obtenus ont été validés par les approches

analytiques. Ce résultat ouvre une perspective a exploiter dans le futur.

Dans la quatrieme partie de cette these, en utilisant les bornes analytiques du premier
ordre oigt et Reuss, et du deuxieme ordre Hashine et Sctrickman, une nouvelle
procédure opérante pour 'homogénéisation des matériaux hétérogenes a été établie,
un programme en langage Fortran a également été élaboré. Un schéma itératif original
basé sur une solution d'estimation de la mise a jour de Ierreur pour approcher la
solution exacte qui est considérée par défaut comme la solution des éléments finis.
La procédure prédit avec succes la réponse globale des matériaux hétérogenes en ce
qui concerne le coefficient de compressibilité K, de module de cisaillement u et de
conductivité thermique A. La procédure est prouvée pour convenir a la fois aux cas
2D et 3D et les résultats obtenus a partir de l'analyse par éléments finis sont
reproduits avec succes a un cout peu couteux sur le plan d'analyse du temps. La
procédure est également adaptée a une large gamme sur le plan de contraste, ce qui
la rend appropri¢e pour de nombreux matériaux hétérogenes avec des phases ayant
des propriétés mécaniques différentes. Elle convient également pour différentes
fractions volumiques. Cette capacité est importante et rend la procédure adaptée a
une large gamme de matériaux composites avec diverses fractions de renforcement
et de volume. Cette méthode convient également aux matériaux poreux comme les

mousses et les revétements.
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Les outils numériques utilisés dans de cette these sont :

Al. Fortran 90

Le langage Fortran peut étre considéré comme l'un des premiers langages de
programmation moderne. Il fut créé en 1954 par John Backus (1924-2007), le nom
Fortran est une abréviation pour FORmula TRANslator. Le langage Fortran
nécessite une compilation pour transformer le code en langage binaire
compréhensible par l'ordinateur. La compilation crée un fichier binaire qui est
exécutable. Il existe différents compilateurs de code Fortran dont voici une liste non

exhaustive.

Fortran 90/95...2003

» oFortran disponible dans les distributions Linux ou g95,
" ifort : Le compilateur de intel, Il est disponible gratuitement pour un
usage non commercial,
" 95 : Le compilateur de Silverfrost,
" x/f90 : Le compilateur pour les machines IBM,
" pof : Le compilateur Portland pour Fortran,
" pathf : Le compilateur Pathscale pour Fortran.
Historigue du fortran

Il a été standardisé en 1972 sous la forme du fortran 66 et son efficacité dans
le calcul scientifique en a fait le langage le plus utilisé dans les applications non
commerciales. La mise a jour du standard a la fin des années 1970 a apporté
d’énormes améliorations en particulier dans le traitement des chaines de caracteres
avec le fortran 77. Mais c’est avec fortran 90, qu’est intervenue une véritable

modernisation du langage fortran.
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Cette nouvelle version a permis un nettoyage des éléments les plus obsolctes
du Fortran (format fixe par exemple, lié a l'utilisation des cartes perforées). Elle a
aussi introduit des fonctionnalités nouvelles parfois présentes dans des langages plus
récents, parmi lesquelles nous ne soulignerons que les plus attendues dans notre
domaine d’applications :

e Langage de programmation structuré,

e  Outils de manipulation des tableaux (multidimensionnels) puissants,

e Adaptés au calcul vectoriel et paralléle,

e Gestion dynamique, pointeurs,

e Création de types dérivés (structures), surcharge d’opérateurs, généricité,

e Tiabilisation des passages d’arguments entre procédures.

Enfin, I’évolution du langage fortran a continué avec le fortran 95, qui constitue une
révision mineure, mais surtout le fortran 2003, dont le standard a été publié en
novembre 2004. Il apporte notamment :

e Une interopérabilité normalisée avec le langage C,
e De nouvelles possibilités concernant les tableaux dynamiques et les types dérivés,
e Des fonctionnalités de programmation orientée objet,

e Une meilleure intégration dans le systeme d’exploitation.

La nouvelle norme de fortran 2008 constitue une évolution mineure par rapport au
fortran 2003 avec notamment la notion de sous-module, des outils de programmation
paralléle (en particulier les tableaux distribués), la notion de bloc avec ses variables
locales, de nouvelles fonctions mathématiques intrinseques... Les discussions sur le
prochain standard (initialement nommé fortran 2015, puis renommé fortran 2018)

sont en cours pour une publication en aott 2018.

A2. I.e code de calcul Zébulon a5t

Zébulon est le solveur d'éléments finis de pointe de la suite Z-set. 1l
aborde l'ensemble des problémes liés a la mécanique des structures. Des le début,
le code s'est spécialisé dans les modeles de matériaux hautement non linéaires et
a depuis évolué pour inclure des problemes thermiques et de diffusion et pour

gérer le couplage de ces modcles.
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Développé conjointement par 'ONERA, Northwest Numerics (Seattle,
USA), et le Centre des Matériaux, Zébulon. Programmé en C++, Zébulon

présente une structure modulaire orientée objet, qui comprend principalement :

Z-master : interface graphique de pré et post-traitement. Z-master est
aujourd’hui distribué sous deux versions : Z-master2D, qui comprend un
mailleur bidimensionnel ouvrant sur des constructions tridimensionnelles par
extrusion, et Z-master3D, qui intégre les mailleurs BLSurf (tridimensionnel

surfacique) et GHS3D (tridimensionnel volumique) développés a 'INRIA;

— Z-solve : solveur numérique;
— Z-psolve : solveur numérique parallele;

— Z-post : post-traitement séquentiel ou parallele, qui propose un dépouillement
des résultats de facon globale ou locale;

— Z-sim : simulateur visant, avant d’entreprendre un calcul de structure complet,
a tester les lois de comportement sur un élément de volume;

— Z-optim : optimiseur adapté a la résolution des problemes inverses, a la
caractérisation des matériaux, et a 'optimisation de structures;

— Z-mat : une librairie matériau particulicrement fournie, qui permet de
concevoir des lois de comportement complexes par le biais d’une interface
modulable orientée objet, reposant sur le langage utilisateur ZebFront.

A3. Golden Software Grapher @

Grapher est un logiciel développé par Golden Software. Il permet de créer
des graphiques linéaires ou logarithmiques 2D et 3D, des diagrammes de
dispersion, des bulles, de fonctions et de diagrammes a barres. Il permet aussi
de créer des courbes polaires de ligne, de barre et de fonction, également des
diagrammes ternaires de lignes, de nuages de points ou de bulles. Grapher
permet d’afficher les données dans plusieurs types de graphiques spécialisés, des
informations statistiques avec des histogrammes, des diagrammes a secteurs.
Grapher propose plus de 70 options graphiques 2D et 3D différentes pour

afficher au mieux les données.
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A4. Matlab L

MATLAB est un langage de programmation de quatricme génération
émulé par un environnement de développement du méme nom ; il est utilisé a
des fins de calcul numérique. Développé par la société The MathWorks,
MATLAB permet de manipuler des matrices, d'afficher des courbes et des
données, de mettre en ceuvre des algorithmes, de créer des interfaces utilisateurs,
et peut s’interfacer avec d’autres langages comme le C, C++, Java, et Fortran.
MATLAB peut s’utiliser seul ou bien avec des toolbox (« boite a outils »).
MATLAB associe un environnement de bureau adapté pour l'analyse par
itération et les processus de conception avec un langage de programmation
permettant d'exprimer directement les mathématiques sous forme de tableaux et
de matrices. Il est Cong¢u de facon professionnelle, les toolbox MATLAB sont
développées de facon professionnelle, rigoureusement testées et intégralement

documentées.

A5. Gnuplot

Gnuplot est un logiciel qui sert a produire des représentations graphiques
en deux ou trois dimensions de fonctions numériques ou de données. Le
programme fonctionne sur de nombreux ordinateurs et systemes d'exploitation
(Linux, Windows, OS/2, VMS...) et peut envoyer les graphiques a I'écran ou dans

des fichiers dans de nombreux formats.
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