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Résumé
Une méthode semi analytique est décrite pour trouver I'influence du coefficient de la
conductivité thermique sur la répartition des contraintes normales dans la surface de
separation d’une couche élastique isotrope, sollicité par un poingon cylindrique rigide.
L’ effet du champ thermique sur les contraintes normales dans la superficie de contact des
deux corps est également considéré. La solution du probleme thermo éastique a I’ interface
du contact poingon-couche éastique est trouvée. Le probléeme formulé en termes d’ équations
intégrales satisfaisant les conditions aux limites des champs éastique et thermique a la fois
sont réduites en une équation intégrale de Fredholm de seconde espece.
Cette derniere est décomposée en deux parties indépendantes
- la partie proprement mécanique.
- la partie thermique influente sur le coté mécanique.
A partir des résultats graphiques, nous pouvons déterminer la variation de la conductivité dans
ladirection verticale (Z) pendant I’ opération du poingconnement et ce pour chaque valeur du
rayon (p) delazone de contact.

Mots clés: conductivité thermique, couche élastique isotrope, poingon cylindrique rigide.

Abstract
A semi —analytical method is described to find the influence of the coefficient of thermal
conductivity on the stress distribution normal in the parting surface of an isotropic elastic
layer biased by arigid cylindrical punch. The effect of the thermal field on the normal stresses
in the area of contact between the two bodies is aso considered. The solution of the problem
thermo elastic interface of the contact layer is elastic punch found. The problem formulated in
terms of Integral equations satisfying the boundary conditions of the elastic fields thermal and
both are reduced to a fredholm integral equation of the second kind. The latter is split into two
independent parts:
-Part purely mechanical.
-Influential thermal part of mechanical side.
From the graphical results, we can determine the variation of the conductivity in the vertical
direction (z) during operation of indentation and this for each value of radius (p) of the
contact zone.

Keywords: thermal conductivity, isotropic elastic layer, rigid cylindrical punch.
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Introduction générale et Position du probléeme

Introduction générale

Depuis fort longtemps les problemes de la théorie de I’ élasticité sont des plus
importants en mecanique en particulier ceux concernant le contact. En effet, la
concentration des efforts, la fatigue du matériau se produit souvent dans la zone de
contact entre éléments de construction. C'est pourquoi la zone de contact est classée

zone critique.

L’avance technologique a connu un progres énorme dans beaucoup de
domaines. Dans le domaine du transport, les grandes vitesses des avions modernes
donnent lieu a un chauffage aérodynamique produisant des contraintes thermique
internes qui réduisent les résistances de la structure. Les vitesses considérables des
véhicule routiers nécessitent des études profondes dans le choix des matériaux qui
travaillent en contact, et ce afin de diminuer le risque et d augmenter la sécurité.
Malgré, les moyens dont on dispose la mécanique de contact reste impuissante devant
certaines questions de répartition de température et le calcul des contraintes thermo-

élastiques tenant compte de I’ hétérogénéité dans la zone contact.

Les matériaux (anisotrope) sont de plus en plus utilisés dans des différentes
industries (mécanique, éectronique,...etc.). Pour s'en servir dans le bon sens il est
impératif de développer de ces nouvelles éudes théorique permettant de prendre en
considération |I’environnement des nouveaux matériaux qui au fils des années se
substituent ou anciens matériaux isotropes pour lesquelles la théorie classique de
I’ élasticité été capable de faire face et de répandre a beaucoup de problémes de

contact d’ ordre mécanique et thermo élastique.

Nous traitons dans la présente contribution, la question de contraintes dans la
couche éastique transverse isotrope comprimée sur les surfaces limites par deux

poingons cylindrique sous champ de température stable.
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Afin de percevoir I’ effet de la température sur les contraintes éastiques aux
niveaux des surfaces de contactes, il est nécessaire de déterminer d’ abord la répartition
de la température, en fonction de coefficient de conductivité de chaleur poingons-

couche.
Cetravail a été effectué selon les étapes suivantes :
Chapitre 1:

Chaque travail est précédé d’une étude théorique (étude bibliographique) dans la nGtre
cela nous a permet de voir les procédés de calcul utilisés, les difficultés rencontrés

dans les plus récents travaux de recherche dans le domaine du contact.
Chapitre 2 :

Les solutions fondamentales jouent un réle important dans les études théoriques et
appliquées est peuvent étre utilisées pour construire de nombreuses solutions
anaytiques lorsque les conditions  aux limites sont  imposeées.
Dans ce chapitre sont regroupées les relations fondamental es utilisées pour résoudre le
probleme de contact axisymétrique de couche transverse isotrope sous les

chargements mécanique et thermique.
Chapitre 3:

Nous commengons par résoudre le probléme mécanique de la couche transverse-
isotrope comprimeée sur ses faces limites par deux poingons cylindriques rigides. Nous
déduisant ou cours du traitement, la solution pour le cas de la couche homogene-
isotrope par simple passage aux limites des expressions lorsque les coefficients

d’ anisotropie tendent vers|’ unité.
Chapitre 4 :

Ici, la couche transverse-isotrope est chargée par deux poingons chauffées a la
température fixes. Ce qui implique I'effet de chargement mécanique et thermique
(thermo-élastique).
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Afin de prendre compte des deux effets, nous utilisant la technique de
superposition des effets, en applique alors les relations fondamental es (chapitrel) aux
conditions aux limites du probléme. On sera donc conduit dans un premier temps a la
résolution de I’ équation de La place et détermineé la répartition de la température afin

d en utiliser pour le calcul des contraintes thermiques.

Enfin découplé I’ effet mécanique de I’ effet thermomécanique est le but de ce
présent travail, cela nous permettra de voir I’ influence de la chaleur sur les contraintes

meécani ques.
Chapitres5:

Les résultats graphiques relatifs aux formules closes des répartitions des contraintes
mécaniques et thermomécaniques ainsi que la distribution de la température sont

interprétés et discutés dans ce volet.
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Position du Probléeme

Ladétermination des contraintes de contact tenant compte des champs
de températures sont importantes pour I’ étude de la résistance et le choix correct des
matériaux des pieces de machines et des éléments de construction dans leur zone
d’interaction . On se propose d étudier I'effet du champ de température sur les
contraintes élastiques au niveau des surfaces de contacts d'une couche transverse —
isotrope comprimeée par deux poingons cylindriques rigides portées a des températures

fixe.

Le probleme ains passe est axisymétrique est étudié dans le systéeme de
coordonnées cylindrique (r,6,z) qui coincide avec la surface limite supérieure de la

couche et I’ axe de symétrie dela structure (voir Fig.1).

z
P
!
11 R
1 r
f i (T)
Couche :élastique H
[
a4 |

Fig.1. croquis schématique du probleme thermo-élastique
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Soient les Conditions aux limites:

@2Zﬂwﬁ—ﬂ
oT
—=

zgzhO(T_TOZ)
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0
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2) P40 =0

3) o+ =0
4 UP Ul =1,
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A,: Coefficient de conductibilité thermique.

T, T2 Températures des poingons.

h, : Conductivité au contact.

&,,¢€,: Représentent les profondeurs de pénétration des poingons dans la couche

élastique.

H : étant |’ épaisseur de la couche éastique.

Les surfaceslimitesen dehors des zones de contact sont libresdes forces

extérieurs, les contraintes tangentielles dansles zones de contact sont égales a zéro.

Lasurface latérale des poincons est maintenue constante.
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Chapitrel

Etude bibliographique

1.1 Historique

L’ usure et le chauffage sont les aspects qui affectent la performance des pieces en
contact. La détermination du champ de température au sein d’un contact est essentielle
pour contrdler 1a défaillance induite thermiquement au sein du contact.

La conduction a travers une interface solide-solide fait partie du chemin d’ écoulement
de chaleur dans des nombreuses applications conduisant a des comportements non
uniformes. L’ exemple du mécanisme d embrayage et de freinage en est un, la chaleur
génére a l'interface une distorsion qui conduit a I'instabilité thermo-éastique par
friction.

Les conditions aux limites idéalisées conduisent a des problemes stationnaires mal
posées. De nombreuses études ont été developpées concernant les problemes de
contacts de corps éastiques. Les contraintes a I'interface d'un solide semi-infini
lorsque un corps rigide de forme prescrite est presse sur sa surface libre et associé au
nom de Boussinesq discuté dans le traite [1].Un compte rendu détaillé du probléme est
formulé dans Sneddon [2] ainsi que des Green et Zerna [3].

L es contraintes thermiques aux interfaces des contacts sont souvent accompagnées de
pression, la taille de la zone de contact dépend de I’amplitude et de la direction du
flux de chaleur entre les corps. Shibuya et al. [4] ont également éendu cette technique
pour déterminer la répartition des contraintes dans une couche éastique indentée par
une paire de poingons annulaires rigides et plats.

Keer et Fu [5] ont également étudié le probléme de distribution des contraintes
thermoélastiques dues a la charge combinée de poingons circulaires rigides non
symétrigue indentant une plaque élastique épaisse. Ishihara et al. [6] discutent le
probléme de flexion thermo élastique transitoire en utilisant le théoreme d’incrément
de déformation et déterminent |a température et la déformation thermo élastique pour

-6-
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les processus de chauffage et de refroidissement dans une plague mince circulaire
soumise a une distribution de chaleur partiellement distribuée et axisymétrique.

Hany et al. [7] ont résolu le probleme bidimensionnel d'une plague épaisse dont les
surfaces inférieures et supérieures sont exemptes de traction et soumises a une
température donnée dans le cadre de la théorie de la thermo éasticité avec un temps de
relaxation. Les fonctions potentielles ainsi que les techniques de transformation de
L aplace et Hankel sont utilisées pour dériver la solution dans le domaine.

Rokne et a. [8] ont trouvé la solution d’'un probléme de type Boussinesq
axisymétrique pour un demi-espace sous chauffage optimal de profil arbitraire.
Sharma et al. [9] ont éudié le comportement de la plague épaisse thermo éastique
axisymétrique sous charge latéral et obtenu les résultats pour |es déplacements radiaux
et axiaux et le changement de température ont été cal culés numériquement et illustrés
graphiguement pour différentes théories de thermoél asticité généralise.

Y oshihito. [10] montre que le probleme axisymeétrique de la thermo éasticité stable
avec géneération de chaleur non uniforme sur la région, Cette méthode peut également
étre appliquée a des problemes de contraintes thermiques dans le cadre de la
génération de chaleur compliguée. Cependant, pour la chaleur générale le domaine
doit étre divise en petites zones dans lesquelles les distributions de la génération de
chaleur satisfont approximativement I’ équation de Laplace. Kulkami et a. [11] ont
déterminé le déplacement et les contraintes thermiques dans une plague circulaire
épaisse en raison de |’apport de chaleur arbitraire sur la surface supérieure ou la
surface inférieure et a température nulle et le bord circulaire fixe est isolé
thermiguement.

Récemment, Noda et al. [12] ont examiné une plagque circulaire épaisse et infinie et
discutent des contraintes thermiques dues au flux de chaleur arbitraire sur les surfaces
supérieure et inférieure, Les résultats numériques sont effectués pour différentes
plagues de métal.

Nowacki [13] a déterminé les contraintes thermiques en régime permanent dans une
plague circulaire soumise a une distribution de température axisymétrique sur la face
supérieure avec une température nulle sur la face inférieure et le bord circulaire. Roy

Choudhary [14,15] et Wankhede [16] ont déterminé les contraintes thermiques quasi-

-7-
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statiques dans les plaques circulaires minces. Gogulware et Deshmukh [17] ont
déterminé les contraintes thermiques dans une plaque mince circulaire avec sources de
chaleur. Tikhe et Deshmukh [18] ont également étudié la déformation thermo élastique
transitoire dans une plaque fine circulaire.

Qian et Batra [19] ont étudié la déformation thermo élastique transitoire d’ une plaque
épaisse fonctionnellement graduée. Nasser et M.ElI-Maghry [20,21] a résolu le
probléme bidimensionnel de la plaque épaisse avec sources de la chaleur en thermo-
élasticiteé généralisée.Ruhi et a [22] ont réalisé une analyse thermo-élastique de
cylindres finis a paroi épaisses de matériaux fonctionnels et obtenu les résultats de
contrainte de déformation et de déplacement a travers I’ épaisseur et la longueur en

fonction de la pression interne et de la charge thermique.

1.2 Applications aux multi matériaux

Ces dernieres années, I'intérét s'est concentré également sur la solution des problémes
de contact de matériaux anisotropes, et ce pour leurs applications d’impact liées aux
matériaux composites. Afin d’'y aboutir, comme le confirme les travaux récents [23,24]
on est souvent amenés a resoudre deux problemes au lieu d'un seul (isotrope
transverse et orthotrope).Beaucoup plus disponible sont les solutions des chargements
de contact de demi espace, alors qu’ aujourd’ hui on s’ intéresse plus aux problémes des
couches d’ épaisseursfinis.

Récemment Swan son et al [25] utilise la méthode de Willis permanent [26] (double
transformation de Fourier) et propose comme solution celle de Turner [27] pour les
matériaux isotropes dans laguelle il remplace le module d élasticité par une
combinaison de modules pour matériaux isotrope transverse. Batra et Vel [28] utilisent
le formalisme de Stroh [29] pour étudier les déformations infinitéssmales dans une
couche anisotrope; afin de stabiliser la convergence des séries solutions, il finira par

résoudre au lieu d'un, deux problémes de contact (I’ un isotrope et I’ autre orthotrope).
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1.3 Présentation du probléme ther mique

Le transfert thermigue entre deux solides en contact est d'un grand intérét physique et
technologique. En effet, dans un matériau non contraint avec des bords libres, la
variation de température n’entraine pas de champ de contraintes dans le massif, au
contraire, si les conditions aux limites s opposent au champ de déplacement, la
dilatation provoque la génération de contraintes qui S goutent au champ existant
(les effets d’ échauffement dus a la déformation sont négligeables) dilatation thermique
linéaire.

Un barreau isotrope soumis a une variation de température AT, salonge d une
quantité :

AL =al AT .

. . o AL .
Son élongation unitaire (& =:) apour expression :

L, =0. AT

Ains, le ccefficient de dilatation thermique linéaire (o) peut se définir commele

rapport de I’ élongation unitaire de température. Graphiquement, il représente la pente

de Iacourbe% f (AT).

Il est en généra donné pour un domaine de température limité.
Le coefficient de dilatation est un parameétre intrinseque au matériau (dépendance vis-
avis de la nature chimique donc des forces inter atomiques).
Du fait de I’anharmonicité des potentiel s atomiques, une augmentation de température
s accompagne d' une dilatation volumique macroscopique du solide. Un matériau a
caractere covalent (liaisons fortes) présente généralement de faibles valeurs de o .Des
anisotropies de dilatation peuvent étre observées dans les matériaux multi phases
(orientation préférentielle de certaines phases).

De nombreuses études ont été effectuées sur la détermination de la répartition de la
chaleur a I'interface des corps en contact. Seulement y a eu beaucoup d hypotheses
simplificatrices a chague fois et les résultats ne coincidaient pas avec la réalité
physique du probléme. Les hypotheses admises peuvent étre du genre ; contact lisse

(parfait) ou avec aspérités ainsi que le régime thermique, permanent ou transitoire.
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L es études bibliographiques montrent que suivant le cas, |e probleme peut étre traité de
facon spécifique. Dans le cas de régime permanent, on utilise généralement la notion
de résistance thermique de contact avec des expressions différentes selon que I'on
considére un mouvement d’'un des deux corps ou non. En revanche, dans le cas du
régime transitoire, la résolution des équations (de la chaleur et les conditions aux
limites) est nettement plus compliquée.

L’ autre paramétre important est celui de la génération de chaleur. Il faut noter la
différence entre le parametre déecrivant le partage du flux de chaleur entre deux corps
en contact, et le parametre représentant la part du flux de chaleur qui est générée dans
I’'un des deux corps. L’autre paradoxe est la vitesse infinie de la propagation de la
chaleur que prévoit | équation de la conduction de la chaleur (type parabolique).

Lord et Shulman [30] proposent une théorie « L-S » prévoyant un temps de relaxation
dans I'équation de conduction généraliste de Maxwell Cattaneo’s, dite premiere

généralisation alathéorie couplée d éagticité.

1.3.1 Lessourcesde chaleur

L es sources de chaleur (appel ées également puits de chaleur) correspondent a la source
interne d'énergie provenant de la contribution mécanique.

Il existe deux sources principales de chaleur :

-la déformation plastique.

-le contact avec frottement.

1.3.2 Lesmodéesthermiques

Lors de larésolution du probléme thermique, I'aspect le plus difficile a modéliser est la
transmission de la chaleur au niveau du contact. Cette transmission peut se
décomposer en deux parties:

- laconduction thermique a travers l'interface de contact lorsgque les températures des
surfaces des corps en contact sont différentes

-ladissipation d'énergie (et donc de chaleur) dans le contact par frottement.

L e probléme de conduction thermique est le plus facile a traiter. Pour cela un modéle

de conductance thermique de contact est souvent utilisé.
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Pour le probléme de la génération de flux de chaleur par frottement, la quantité
facilement mesurable a priori est I'énergie totale dissipée a l'interface par frottement.
L e probléme se pose ensuite de savoir comment cette énergie totale se répartit dans les

corps en contact. Ce probleme étant tres complexe, plusieurs approches sont possibles.

1.3.3 Lesconditions aux limites

Les conditions limites & appliquer sur la frontiere extérieure des corps en contact
peuvent étre de trois types :

» Unefrontiere adiabatique : frontiere sur laquelle le flux thermique I’ atraversant est
nul.

» Une frontiere convective: frontiere sur laquelle un flux par convection est imposé.

La convection est le mécanisme le plus important de transfert d'énergie entre la surface
du solide et un liquide ou un gaz environnent. Le flux de convection est fonction de la
température a la frontiére, de la température du milieu infini (gazeux ou liquide) avec
lequel il y a échange de chaleur ains que d'un coefficient issu de |'expérimentation
appel é coefficient de convection.

 Une frontiere a température imposée.

1.3.4 Dissipation d'énergieal'interface

Une magjorité des analyses conventionnelles de la génération de température par
frottement prennent en compte un modele a deux corps. Il est alors nécessaire de
déterminer quelle part de la chaleur générée est transmise dans chacun des deux corps.
Celle-ci peut varier dans le temps et dépend de nombreux aspectstels que :

- lanature du contact qui dépend des matériaux en présence, des états de surface, des
duretés superficielles,

- des propriétés thermo-physiques des matériaux. Le partage de flux met donc en jeu

des phénoménes microscopiques complexes qui dépendent fortement des propriétés
tribologiques. Il existe différents modeles permettant de déterminer le partage de flux.

Ceux-ci peuvent étre rangés dans deux catégories. les model es thermiques avec

contact parfait et les model es thermiques avec contact imparfait.
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1.4 Le couplage thermomécanique
Certains auteurs [31] emploient dans le cadre de la thermo éasticité couplée un temps
de relaxation nul dans un systéme d’équations parabolique, la solution est en
contradiction avec |’observation physique correspondant a la vitesse infinie de
propagation de la chaleur. D’ autres auteurs préferent ignorer les effets d’inertie en
théorie couplée [32] ou en négligeant I'effet d accouplement. La deuxieme
généralisation de la théorie couplée de I’ @asticité est ce qui est connu comme théorie
de thermo éasticité avec deux fois le temps de relaxation dite aussi théorie « G-L » de
Green et Lindsay [33]. Muller [34], dans un examen de la thermo élasticité des solides
thermo élastiques, propose I’'inégalité de production d’ enthalpie avec I'aide de ces
restrictions construit une classe d’ équations constitutives.
Green et Lows [35] ont proposés la généralisation de cette inégalité .Ces équations ont
été également obtenues indépendamment par Suhubi [36].Cette théorie contient deux
constantes qui agissent en tant que temps de relaxation et modifier toutes les éguations
de la théorie couplée, non seulement |'équation de la chaleur. La loi de Fourier
classique de la conduction de la chaleur n’est pas violée si le milieu a éudier possede
un centre de symétrie. Depuis beaucoup de chercheurs I’on utilisée a des fins bien
déterminés [37-39].

Les éléments structuraux sont soumis a des variations de températures qui peuvent
influencer leurs propriétés mécaniques méme dans un sens approximatif. Sur ce, il est
question d’ en tenir compte dans I’ analyse thermique.

Hasselman et al [40], Youssef et a [41] dans leurs travaux récents ont tenus compte
en considérant un plat de couches se composant de divers matériaux, chacune est
homogene et isotrope. Quand ce plat, initialement au repos est soudainement chauffé
sur les surfaces libres, un écoulement de la chaleur et de champ thermique se produit.
Le modéle mathématique thermo élastiqgue généralisé unidimensionnel avec la
conductivité thermique variable pour le probleme de conduction de la chaleur est
construit pour un plat mince posé. Les équations de base sont transformées par Laplace
et résolu par une méthode directe. Les transformations de Laplace sont obtenues
numériquement. La température, I'effort et les distributions de déplacements sont

représentés graphiguement.
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Chen et a [42] ont dérivés une solution générale tridimensionnelle compacte pour les
matériaux thermo élastiques transversalement isotropes. Peng-Fei Hou et autres [43]
Emploient les solutions généraes harmoniques compactes des matériaux
transversalement  isotropes et construisent les solutions fondamentales
tridimensionnelles pour une source de chaleur réguliére de point sur la surface d'un
matériel thermo éastique transversalement isotrope semi infini par trois fonctions
harmoniques nouvellement présentées.

M.Kumar et Ku.Uma Hiremath [44] ont considérés le probléme de la répartition de
température a la surface limite d’une couche éastique homogene et isotrope pressée
par un poincon cylindrique annulaire chauffé. La solution est réduite a la résolution
d une équation intégrale triple. Les équations intégrales triples sont réduites a la
solution d'un ensemble infini d'égquations simultanées en raison de la singularité dans
la région limite du poincon. Cette imperfection est résolue numériquement et les dix
premiéeres racines sont considérées. Les variations de la charge totale sous le poingon
sont montrées graphiquement.

En utilisant la technique différente Keer et Fu [45] ont déterminés les distributions
thermo élastiques d'efforts dues au chargement combiné des poincons symétriques et
circulaires dentelant une couche éastique épaisse. La méthode de Shibuya réduit les
équations intégrales triples dues aux trois conditions mixtes par parties sur la surface
de contact dans un ensemble d'équations simultanées linéaires. Ces éguations

simultanées sont résolues numériguement.
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Chapitre 2

Relations fondamentales relatives au probleme

axiSymetrique (couche transver se —isotrope)

2.1 Solution générale du probleme d’ élasticité sous char gement mécanique
Les composantes du tenseur de contraintes s expriment par I’intermédiaire des

composantes du vecteur déplacement [46, 47] :

d 1 ou,
o, = {An 5 +H(A;-2A) F} +A; E
0,=As (ai"'}j U, +A33%
r rau uZ ou @)
0,=(A1-2A ) a_l’r +A, Tr +Ag, 6_ZZ
. :AM(@Ur .\ auzj
oz or
OulesA, sont les constantes d' élasticité du matériau [46,48].
Lafonction de contraintes ¢(r, z) est introduite souslaforme :
0,2
or
op
U,=k— 2.2
=k (22)

Ou: k est une constante quelconque.

Substituons les relations (2.1) dans les équations d équilibre locales (probleme
d élasticité axisymétrique) et tenant compte de (2.2), on déduit les équations

différentielles suivantes::
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azgo

A11Vf¢+[A44+k(A13 +A,, )] E

=0

2

0
[A13+(1+k)A441vf<o+kA138—;§=0

Egalisons ces deux derniéres expressions, on obtient.

o ,
AVeC Autk(Ap+Ay) _ KA = Viz (2.4)
A, AL+ (1+K)A,,
et
0> 10
ge_ 0,10 25
Yoor? ror =9

Les paramétres v/ et v2 sont lesracinesde |’ équation suivante obtenue apartir des
équations (2.4) par élimination de laconstante k (i =1,2).

ALALYE +H[AL(AL+2A,)-A LAV +ALA, =0 (2.6)
k (i = 1,2): Valeurs delaconstante (k ), définie del’égalité (2.4) respectivement
pourv? (i=1,2).

Pour la solution des équations (2.3), concernant les domaines de grandes d’ étendues,

il convient d'utiliser la transformation de Hankel d ordre zéro des fonctions de

contraintes o¢(r,z) , Soit :

(6,2 =[ro,(r,2)35(Er)ar

En intégrant les équations différentielles (2.3) conformément aux transformations
inverses de Hankel [5,2] desfonctions espece o(r,z) .

0,1 2) = Ep (&2 (Er)de (27)
J,: éant lafonction de Bessel d ordre zéro.

On déduit les solutions générales apartir de ces équations différentielles ordinaires

suivantes.
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AT I
0z* (Viz)

-0,.(6,2)=0

Lasolution de I’ équation (2.7) est donnée par

¢z

_ &z
¢(£,2)=B,(S)e " +B,(8)e” (2.8)
B,(&) et B,(&) (i = 1,2) : sont des fonctions inconnues d’ intégrations a déterminer par

les conditions aux limites.

2.1.1 Expressions générales des contraintes et déplacements

Ayant trouvé lesfonctions ¢,(n) €t ¢,(n) remplagons leurs expressions dans ceux des

déplacements (2.2) puis dans ceux des contraintes (2.1), ce qui donne :

U, =<l )+,

r
U, =ik () + ke, (1)
U, =-[E1S(ED + S, (213, Ende
U, - [ 562+ 2 5 (c219,

o V1 Vs

) d,
0, = [T 386D+ 2 S,(5213(6n)d
= AA& [1+k151(52)+ Z%z)m (ér)de

T 3 d3 d4 ZAEGOO 3
o =-[e12 8D+ Bs A, Endc+ e B e s Ealends @9

Avec

d =kA,-v’A, (i=12)

dy=—kAs +vi A,

d, = —k,A, +V2A, (2.10)
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éz ¥4

S(£2)=B,(&)e ™ +B,(E)e™

&z éz

S,(£2) = B,y (é)e * + B, (£)e”

&z éz

S,(E2) = -By(&) * +B,(&)e™

¢z 14

Si(62) = =By (&) " +By(5)e™ (211)

Nous signalons que dans le cas de I’ espace transverse isotrope les modul es suivants :

A, = 551333"E€;
(all_aiz)[a33(all+a12)_28123]
A= Butd
Ay (an + a12) - 23123
a3
Al:
? ag(ay +ay,)-2a;
1
W
— /\1__/\3 — E — 2.12
Ao==1520 Ag=ga = (212)
|Ci . ::£E —-_%_ a —-_}L —-::§: —-::éi
-y = a33_E" = a, = E a13_E

E,E’ : Modules de Y oung correspondants aux contraintes dans le plan d’isotropie et
dans le plan perpendiculaire a celui-ci.

5,8 : Coefficients de Poisson correspondants aux contraintes lorsde latraction dans
le plan d’isotropie et dans le plan perpendiculaire a celui- ci.

u' :Module de glissement caractérise le glissement des angles entre les directions de

plans d’isotropie et les directions perpendiculaires a ces dernieres
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2.2 Solution générale du probleme d’ éasticité Sous char gement thermique

Dans le cas du matériau transverse isotrope le champ thermique satisfait
I"éguation différentielle suivante [46,48].

OT 10T 20T _

—+ + 0 2.13
onr? ror  t oz (2.13)

Lescontraintes et les déplacements sont déterminés par les potentiels

thermo-éastiques ¢, € ¢, selonlesformules suivantes:

u<”=-a1(s;%_%j

0z 0z
op,  0p
um=_ ( 2_1__2j
' a( S or  or
2
o) = 0@@&% (2.14)
r r or
[ _O
"z oroz
2
(yr(T) =_a ('Zl +l($f%+%)
or r or or

Lesfonctions ¢, €t ¢, doivent satisfaire le systeme d’ équations différentiel suivant,

2 2 2
a€1+18¢1+‘/226921:i89022_ T
os ror 0z° a,\ oz

0p, , 100, , 200
o> ro o

Dans cesformules (2.13), (2.14) et (2.15) sont introduits les symboles suivants :

—aT (2.15)

22 Rapport entre coefficients de conductibilité thermique dans ladirection del’ axe
de symétrie de la structure et dans la direction perpendiculaire acelle - ci.

vZ el v2 :sontlesracines de |’ équation indiquées auparavant.

AilAMVi4 + [Ais(pis +2A, - AilAm]Viz +AA, =0

s’ et s7 :sont lesracines de |’ équation suivante.
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4 2 ('611_'612)2('613""624)
S -(A,-A,)S . =0
A A A S AR
_ayfr—agoy

&y,85; — a123 2 O
—_—, —_—, a e vV, ———
aa, % aa, N T

a, : Coefficients de déformations [47] liés aux modules d éladticités A, par les

& =8,-&,, &=

formules précédentes.

a, et B, :sontlescoefficients de dilatation thermique linéaires respectivement dans

le plan d’isotropie et dans la direction perpendiculaire a ce plan.

L e champ thermique est trouvée par analogie au cas de matériau isotrope, laformule

correspondante posséde la méme forme, soit :

&z &z
T §|:A(§)e’lz +B(&)e * }Jo(ér)dé (2.16)

Il
O3

L es solutions particuliéres du potentiel thermique sont trouveées par la résolution du

systéeme d’ équations (2.15) .

2.2.1 Expressions généralesdes contraintes et déplacementsthermiques
Connaissant le champ thermique(2.16), on détermine a partir de la deuxiéme éguation
(2.15) lafonctiong,, Substituons maintenant la valeur trouvée de ¢, et lavaleur dela
température dans la premiére équation(2.15) , on trouve lafonction ¢, .

Toute transformation faite on obtient :

” iz az

¢, = hofé‘l{A(é)eiz +B(¢)e * }Jo(ér)dé (2.17)
3-4)“2 T -1 672 7%2

%=ﬁ£§ {A(é)ewB(é)e Z}Jo(ér)dé (2.18)

L es composantes des déplacements et contraintes correspondants aux relations(2.16),

tenons compte de (2.17)et (2.18) S écrivent souslaforme:
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o a &z
ull = —al/lzrgj{A(zj)e‘z +B(&)e * }Jo(zjr)dé

£z

® sZ _
ol =-22n [ {A(g)e’lz +B(&)e ™ }JO (&r)dg

sZ A

0 =AZWT§{A(§)e’IZ+B(§)e %}Jo(gr)dg (2.19)

Les valeurs h* (i = 1,2) expriment la relation entre les paramétres inclus dans les

eXpressions, a savoir:

. 1 at
n _ag(vé—lf)(vlz—lf az}
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Chapitre 3

Solutions aux limites du problémeaxisymétrique

d’ élasticité sous char gement meécanique

3.1 Hypotheses

Nous supposons gu’'aux points du corps éastique éloignés des poincons rigides
chacune des composantes du tenseur de contraintes tends vers zéro. On formule
également I’ hypothese que la perturbation de la configuration d équilibre est assez
réduite pour que les conditions aux limites sur les surfaces libres soient remplacées par
les conditions correspondantes sur la limite plane non déformée. Dans le cas de la
symétrie axiale, il est plus approprié d' utiliser la transformation de Hankel au lieu de
celle de Fourrier.

Une procédure de calcul des contraintes de contact est élaborée par implication de la
transformation de Hankel réduisant ains I'équation différentielle reliant les
composantes de contraintes et déplacements en un systeme d’ équations intégral. Dans
des travaux récents les auteurs reviennent sur |’utilisation de la transformation de
Hankel pour résoudre les chargements de contact de couches d’ épaisseurs finis. Dans
notre présente contribution, nous acceptons qu’aux points éloignés du poingon, les
composantes de contraintes et déplacements soient négligeables et que la perturbation
de la planéité des surfaces libres est assez réduite.

Nous construisons dans un premier temps le systeme d équations intégrales aux
limites de facon similaire aux travaux précédents [3,4]. A la différence apres avoir
appliqué la transformation inverse de Hankel aux équations différentielles et

déterminer les expressions générales des contraintes et déplacements, nous

introduisons deux fonctions paramétresinconnues ¢ (n)et ¢ (1) dansles conditions
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aux limites et un changement de variables convenable qui rendent plusfacilele
traitement des équations intégrales ce qui aboutit enfin de compte aun systeme
d’ équations intégrale numeériquement.
Les expressions qui définissent la répartition des contraintes sous les poingons sont
détermineées.

Les résultats obtenus de |I'exemple éudié sous forme de courbes seront vérifiés
comparativement a ceux trouvés en littérature. Autrement dans les cas limites suivants
on peut également vérifier lesrésultats :

- Lorsque v, v, (respectivement caractéristiques du matériau dans le plan d’isotropie
et dans le plan perpendiculaire a celui-ci) tendent vers I'unité, le matériau devient
quasi ment isotrope.

- Lorsque I'épaisseur « H» tend vers I'infini, la couche devient alorsun espace
semi infini.

3.2 Détermination des contraintes normales aux interfaces couche-poingons

3.2.1 Formulation du probléme

La couche d'épaisseur « H » a faces paralleles de matériau isotrope transverse est
statiqguement comprimée par deux cylindres rigides a extrémités plates sur sa face
supérieure. et saface inférieure. Le probléme ains pose est axisymeétrique et peut étre
étudié dans le systéme de coordonnée cylindrique (r, 6, z) coincidant avec la surface
supérieur de la couche et I’axe de symétrie de la structure (Fig.1).

Soient les conditions aux limites suivantes :

U,=-¢;: (0<r<R,, z=0) (3.2)
r,=0: (0<r<w, z=0) (3.2
o,=0:  (r>R,, z=0) (3.3
U,=¢,: (0<r<R,, z=-H) (3.4)
t,=0: (0<r <o, z=-H) (3.5
o,=0: (r>R,, z=-H) (3.6)
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3.2.2 Méthode derésolution aux limitesdu probléeme
Les formules générales des contraintes et déplacements éastiques utilisée pour
résoudre le probleme mécanique s écrivent, apres avoir introduit le changement de

variables suivant.

-zl

e

U, —I%{%{—ﬁenj + ernvf}t—z{ Fe ~ +F, eZf }}Jo(np)dn

T, _%I{lg‘{ Fe LF envf} 1:2"2 {—Fse_Zf + F@ﬂ} J;(np)dn (3.7)
o, —%I{i {Fe " +F envf}:/j—iF e . +F, eTlf }}Jo(np)dn

Satisfaisons les conditions aux limites et introduisons deux nouvelles fonctions ¢ (n)
et ¢ (n) Respectivement dans les conditions (3.3) et(3.6), hous obtenons le systéme

d équations al gébrique aux inconnues k() (i =1,4):

T%{vﬁ[_Fl(n)+ F (U):|+%[—F3(n)+ F4(77)}}‘]0(77P)d77 =-g (3.8

SRR SR+ F(n)]=0 @9
SR+l E[Rn) . )] = R () (210
I%Hm)e”vf Fn)e Z/}t—iFa(n)ezj+F4(77)eq}30(71p)d77 G
ket (et oI R R (e |0 312
%{mn)e&a(n) W}f—z[ameﬁf R(n)e’ } R (1) 613
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Reprenons les expressions (3.9), (3.12), (3.10) et (3.13):

1+ k1 R ()R kz [=F,(n)+F,(n)]=0 (3.14)
“ﬂ <>e35+F<n> } 1V2k{ <>ev5+a<n>eﬂ—o (319
RO+ R]+ SR+ R |- ()R (316
%{Fl(ﬂ)ezf+Fz(77)e$}3—2§{':3(77)ez:+':( e } (7R @17

Résolvons le systeme d équations algébriques obtenu (3.8)- (3.13) et exprimons les
fonctionsF, (7) (i =1,4) Par¢;(n)(j =12).

Ecrivons le systeme d équations pour les quatre dernieres équations (3.14)- (3.17)
Sous forme matricielle.

-(1+k) 1+k —(1+ky) 1+k,
v, v, v, v, F(n) 0
nt ot 0 -nt
LK) e Lk 0K g 1Ko, F,(n) 0

v, A v, v, _ (3.18)
dl d]_ d2 d2
V12 V12 sz v22 F3(17) 77R1¢1(77)

d v d d, » d,

—Le" —e" —e" —e* |IF,(n) mRg,(n)

vV, Vv, V, V2

3.2.3 Méthodologie derésolution du systéme d’équation algébrique
Larésolution du systéme d’ équations (3.18) par Gauss est assez compliquée, Nous,
Nous en passons de cette maniere.
De la deuxieme équation (condition) (3.2), on tire le résultat suivant :

1+k, vy

(—F(m) +Fx(n) = E v (F3(m) —F4(m)) (3.19)
2

La premiére condition (3.1) s écrit en fonction de F3(1)etF4(77) de cette facon ;

j {ﬁﬂﬁ——}(ﬁ(n) Fa(m)Jo(np)dp =—& L p<l (3-20)
oNvilrk vy vy
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Latroisieme condition prend laforme suivante :
[n61(1)3o(np )dn =0 L ps1 (3.21)
0

Soustrayons (3.15) de (3.17) aprés avoir multiplié respectivement par les paramétres
kpet(1+g),
On obtient larelation entre Fy(17)etF4(77) .

¢
Fa(n)=€"2 Fy(n) (3.22)

De la  condition (3.9), on tire aprés avoir substitué F(n)eF(n) la

relation entre

F(n)eFx (1), soit :

20
Fy(n)=€" R(n) (3.23)

Substituons & présent dans les équations (3-14) et (3-16) F»(17) et F4(17) exprimant

_1 k 2 1+k 2

TMem 1), T 2(ev2 _1)|[Fuln) 0

Vi V2

g 2 L -

(e 2 (Vv

e o (e D Rm)] [Rand(n)
L "1 2 _

Par laméthode de Cramer, on cherche F(17)et F3(77) par les rapports:

A
':1(77)=X1

A
FS(U)Zf
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(L+ky)

g sh(’f)Rlnqa(n)
Fy(n)=—-* 2

nt
2Q(n)e"
(k)

Fs(nn)= %

m(’f)qua(n)
1

nt
2Q(n)e™

nt
- k) g (1R ()

= _ Vi V2
2(n) Q(n)

nt
K)o (TR ()

E _ V2 Vi
4(17) )

Le systeme d équations (3.8)- (3.13) seréduit aquatre équations intégrales apres

avoir introduit les fonctions inconnues F (17) (i =1, 4) gue nous écrivons :

chl(n)Jo (np)dn = %ﬁ“ T[fﬁz(n)Dz (n¢)=¢.(mD,(n0) |3, (np)dn = p<1 (3.24)
anﬁl(n)%(np)dn =0 . p>1 (3.25)

quz(n)Jo(np)dn=%f%j[mn)Dz(nf)—¢2<n)D1(nf)]Jo(np)dn: p<c  (326)

[né, (1) 35 (np)dn =0 . pse (3.27)
Ou:
S :(A&3+A‘4)V2d1(1+k2)
° Al(V1+V2)V2V12
B R, gt
R R LV A
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C,(n0) =(v,+V,) chBnl —(v? —v,” ) shpnl — (v, —v, ) e "' — 4y,
Q (n0)=4vV, +(v, —v2)2 chanl—(v,+v, )2 chpn/

3.24 Etudedu casgénéral de deux poincons de différentsrayons

Considéronsle cas généra du double poingconnement correspondant aux poingons de

rayons r, »r, Sollicités respectivement par deux forces identiques de méme valeur
(voir fig.1).
Par le changement de variablessuivant (p = Cp* egn =cn) etla

représentation suivante des fonctions ¢ (n7) et ¢,(n)[14,15] ;

1

¢, (1) =6, [ 1. (t) cos(nt) dt (3.28)

0

1

(1) =9, (%) = c*6; (n") = ¢’ [ £, (t)cos(n't)dt (3.29)
Les équations (3.25) et (3.27) sont satisfaites .en effet,
B 0 p>1
[16:(n)do(np)dn =1 f,(1) I i(d (3.30)
5 - —— p<l

VI-p® 3t’-p

Tmbz (7)Jo(np)dn = Tn*fii (n")3o(np" )dn’

0 p >1
(3.31)

!naﬁz(n)\]o(np)dn = <1

f.(4) N fa(t)dt
\/1—/)*2 1\/tz_p*z
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Alors que les contraintes aux surfaces de contact (z = 0, z = -H ) sont déterminées

par:
o,(p,0)= L/l e IJt - } (3.32)
Gz(p*,—ﬁ*)—%{ Jlfz_(/l))*z —Mi(f);] (3.33)

Les éguations (3.24) et (3.25) se ramenent a deux intégrales D’Abel suivant,
f(t
l() dt:g1(p)

(3.34)

Qui serésous respectivement par [3, 5] ;

J‘ Pgl
T dt
(3.35)
J-p gz

Tt [t2 —
Avec :
0,(p) = =22-+¢2[D (n) 3y (1p) dn [, (t) cos{cat) ok - D, (1) 3, ()

R 0 0 0 (3.36)

*Jl- f,(t)cos(nt)dt

0 1 o0
g (p) =;—8R12—ID1(77*€*)Jo(n*p*)dn*sz (t)COS(n*t)dHc—lszz(n*f*)Jo(n*p* )dn’ *
0

° (3.37)
I f cos{—t}

Substituons (3.36) et (3.37) dans chacune des expressions (3.34) et (3.35) et  tenons
compte (3.30)et (3.31), nous obtenons deux équations intégralesde Fredholm relative

aux fonctions f,(t) et f,(t).
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28 21 )

fl(t):_ﬁ_; f(x)dx'([D (nz)cos(nx)cos(nt)dn+—jf X) dx*
Y (3.38)
*ID2 (n¢)cos(cnx)cos(nt)dn 0<t<1
0
26, 27 T .
f,(t)= g f, (x)ax[D; (1" p" ) cos(n'x) cos('t) dn’ -~ jf X)
. * ’ (3.39)
- n R . )
D — t)d 0<t<1
*! ,(n'p )cos( - chos(n )dn <
Utilisons les conditions d’ équilibres statiques aux interfaces(z=0;z= -H).
1
P= —27erijz (p,0)dp (3.40)
0
1
P=-27Rc? jp*az (p* . ) dp’ (3.41)
0
L es contraintes normales aux interfaces (z=0;z= - H) Sexpriment par :
1 ©
o,(p,0)= 50_“1 (t)cos(nt) dtInJO (np)dn (3.42)
0 0
1 0
o, (p* " ) = 50.[f2 (t) Cos(n*t) dtfn*\]o (n*p* ) dn’ (3.43)
0 0

On écrit, aprés avoir substitués o,(p,0) et o,(p’,~(") par sons expressions, tenant
compte de (3.38) et (3.39) et effectuer I'intégration par rapport alavariable (t).

()= ) (344)
fz(t):-Wp&ng(t) (3.45)
Avec :
Y, (%) Ky (x,t)dx—=[¥,( xt)dx=1
J J K,(xt)
(3.46)

‘{’Z(t)+%'[‘{’2( (xt)dx—% W, (XK, (xt)dx=1

Ou

K (x,t)= le (n?) cos(nx){(cos(nt) - S'nﬂ} dn

0
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;ij , (1¢)(cos(ncx) {cos(nt) - T} dn
-

D (n r )cos(n*x){cos(n*t)—ﬂ}dn*
n

K, ( szD nﬁ)cos 77_X cos(n't 77 dn’
c 77

Les paramétres (X et t) sesituent danslemémeintervalle: o<t<1 , o0<x<1
Y, (t)et ,(t): Sont lesfonctions inconnues & déterminées a partir de la résolution du
systeme d’ équations (3.46).

Enfin, les contraintes aux interfaces de contactes poincons- couche se déterminent
par les formules suivantes :

P .
GZ(p’O):ZﬂRle GZ(’O’O)
°P (3.47)
o, (P~ )=MGZ(P )
Avec :
. Y. (1

Gz(p,0)= 1 _J‘ 1

1— p2 2 _ 2

\/ P p\/l 'p (3.49)

sl e Y, (1 t
Gz(p L ): - *2 _J. 22 2
\/1_10 p \/t -p
Lesexpressions o,(p,0)et o,(p’,~¢" ) représentesles contraints sans dimensions.
3.2.5 Etude de cas particuliers qui découlent directement du cas générale
3.2.5.1 Casde poincons de méme géométrie

Lorsque la couche est comprimée par deux poincons de méme géomeétrie avec deux
forces de mémes valeurs cest-dire (¢,=¢, R =R, ¢,(n)=¢(n)=¢(n))

L e systeme d’ équations précedent (3.24) - (3.27) se réduit aux deux équations intégrales
suivantes :

qu(n)ao(nz)dn:-%+Te(znz)¢(n)%(nz)dn p<1 (3.49)
In¢ Jo(n¢)dn =0 p>1 (3.50)

D, (n¢)-C,(nt)

Avec: G(2n0)=1- ()
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3.25.2 Casd’'un seul poingon
Considérons lecasou R, tendsvers I'infini (ou bien ¢, égaleazéro) .Dans!’un ou
I"autre des deux suppositions le poingon de dessous est donc un appui plan.

Prenons ¢, =0 dans I'équation (3.26), on tire de cette derniére ¢ ,(n7)en fonction

de¢1(77) .

sh(nt), +ntch(nl)

Soit 1 ¢,(n)= nt+sh(nt)ch(n?)

¢.(n) (3.51)

Remplagons dans |’ équation (3.24) ¢, (77) par sa nouvelle expression (3.51) on obtient

I"'autre systéme de deux équations intégrales, que nous écrivons:

R LR I RNC L T
o 0o (352)
[n6(n) 3o (nt)dn =0 p>1
ol
Avec : G(nt)=1- Vi Vs

L opntgnt L gntgnt
V, VoV, VoV,

3.3 Cas dematériaux homogene isotrope

Lorsque les coefficients d anisotropie tendent vers!’unité(v, =v,=1), le matériau sera

considere comme homogéne isotrope. Les limites des expressions (3.24)- (3.27)
deviennent :

0

[#.(n) 3o (np)dn =

0

n¢)—¢.(n)R(n0)13,(np)dn p<l (3.53)

jn¢1 Jo(np)dn =0 p>1 (3.54)

0

j¢2(n)30(np)dn=%’4+T{¢1(n)@(ne)—qsz(n)a(nf)wo(np)dn p<c  (355)

0

fmbz Jo(np)dn =0 p>C (3.56)
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Avec :
=R

R

nl+n?t*+€"snl

I|m D, (n/ 4

( (77 )) Rl(n) o 6—17262
. 3 _shnl+ntchnt
VJZI\Tzl(DZ(nZ))_ Rz(nf)— Shznf—nzfz
I|m(6) b, =—— i
v =V,=1 1+ bl

3.3.1 Casde poincons de méme géométrie

Lorsque la couche est comprimée par deux poincons identiques sous mémes pressions
Cest-3-dire (=6, R=R, ¢(n)=6,(n)=¢(n))Alorslesystéme d’ équations

précédent (3.53) — (3.56) se réduit au systéme de deux équations intégrales suivantes

[8(n) 3, () i - - +[6(10)6 (1) 3 (np) dn pel (357)
anﬁ(n)\]o(np)dn =0 p>1 (4.58)
Avec @ G(nt)=R,(n¢)-R(n!)

3.3.2 Casd’un seul poincon.

Dansle casou R, tends vers!|’infini (ou bien ¢, égale azéro).Dans |’ une ou |’ autre
des deux suppositions |e poingon de dessous devient un appui plan.
Prenons ¢, = 0 ; del’équation (3.55) ontire ¢,(n) en fonction de ¢,(n) .
Soit :
R, (n¢)

= 3.59
()= R e ) (359
Remplacons dans I’ équation (3.53) ¢, (n) par sanouvelle expression (3.59), on obtient

I"autre systeme de deux équations intégrales, que nous écrivons :
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T¢1(77)Jo (np)dn = _ER?" G(2n¢)J,(np)dn p<1 (3.60)
¢.(17) Jo (np)dn p>1 (3.61)
ou :

1+2nt—e™"
G(2n)= sh2nl +2n/

Dans ces deux cas particuliers il suffit de résoudre seulement le systéme de deux
équations intégrales (3.58) ou (3.61).
Les contraintes aux interfaces s expri ment par :

,(p,0)= 2an [\/1 p '[\/tz } (3.62)

Lafonction ¥(t) est celle a déterminée de I’ équation suivante :

t)—EJ'\P(x) deQ(nf)cos(nx)[cos(nt){cos(nt)—Siﬂ}dn =1 :0<t<1 (3.63)
Ty 0 n
Ou: Q(n¢)=G(n!) pour lecas(3.3.1) et Q(n¢)=G(2n¢) pour lecas (3.3.2).
3.3.3 Casdedemi-espace.
Dans le cas ou I’ épaisseur relative (7 = %) tends vers!I’infini, lasolution sera celle

de I'espace semi- infini. Lafonction G(an) prendralavaleur zéro et par conséquent
la fonction ‘P(t)sera égale a I'unité d'apres (3.63). La pression a I'interface (3.62)

S exprime par :
-P 1

a.(p.0)=— 2R i
3.3.4 Etudedu cas général de deux poincons de différentsrayons.

Reprenant le systeme déquations  (3.53)-(3.56) du double poingconnement
correspondant aux poingons de rayons R et R, soumis aux forcesidentiques (fig. 1).

Par le changement de variablesy" = e , -¢; € la représentation suivante des
C

fonctions ¢,(n)et ¢,(n) [17,18].

-33-



Chapitre 3 solutions aux limites du probléme axisymétrigue d' élasticité

Sous chargement mécanigue

1
¢ (n)=h, j f, (t)cos(nt)dt (3.64)
0
¢2(n)=¢2[%j=c2¢;( ' =E—If2(t cos(n't)dt (3.65)
Les équations (3.54) et (3.56) sont satisfaites.
En effet,
0 p>1
Incbl Jy(np)dn =1 (1) ROl el (3.66)
\/1—/32 p\/tz_pz
0 p >1
IT]¢2 77/3 dT] J’] ¢2 ) ( *P*)dU*Z 2 _J‘ 2 p* 1 (367)
\/1—/3*2 p\/tz—p 2
Les équations (3.53) et (3.55) se raménent adeux intégrales D’ Abel,
fof(t
fra-g(p)
oVP (3.69)
j-2 =g, (o)
e =0,(p
Ce qui démontre facilement [3, 5]
g (
fl(t) 0P 1
dt _
T Aot (3.69)
Iﬁ’gz d
ﬂ'dt o /L2 4
Avec:
1 ®© 1
9.(p) =—+C _[RZ nt)J )dn_[fz(t)COS(Cnt)dt—J.Rl(nﬂ)\lo(np)dnj.fl(t)*
R 0 0 0 (3.70)
+coss(nt) dt
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1 )

9 (p le o(mp7 )’ [t (t)COS(n*t)dHC—lszz(n*f*)Jo(n*p*)dn* .
jf coss[—tj

Substituons (3.70) et (3.671) dans chacune des expressions (3.69).Nous obtenons apres

(3.71)

transformations deux équations intégrales de Fredholm relative aux fonctionsqbl(n) et

¢2(77) .

2 27

f.( E_;If j (n¢)cos(nx)cos(nt)dn +—jf X) dx *
. (3.72)
*IRZ(né)cos(cnx)cos(nt)dn :0<t<1
0
2¢ 27 i
f,(t)= R —; f,( )deF{(nK )COS(n X)COS nt dn’ + jf
. : i (3.73)
* x n . .
* l — t)d :0<t<1
_([Rz(ﬂ )cos( - xjcos(n )dn <
Utilisons les équations d' équilibres statiques aux interfaces(z=0; z=H).
1
P=—-27R’[pc,(p,0)dp : 0<p<1 (3.74)
0
1
P=-27 Rfczj.p*az (p*,—f* )dp* 0<p <1 (3.75)
0
Les contraintes normales aux interfaces(z=0;z= - H) Sexpriment par :
1 )
o,(p.,0)= xoffl (t)Cos(nt)dtInJO(np)dn (3.76)
0 0
1 )
o, (p*,—f* ) = xojfz (t)COS(n*t)dt.[n*Jo (n*p*>dn* (3.77)
0 0

AVec :
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P

f(t) == "i(t)

2R %,
()= %, (1)

2r RfCZZ 0
2

X°:1+bl

Portons maintenant (3.72) dans (3.76) puisdans (3.74) et (3.73) dans (3.77) puis

dans (3.75), intégrons par

rapport alavariable (t). Aprés transformations évidentes

nous cbtenons le systeme d’ équations algébrique suivant :

1

+§'|1.‘P1(x) Kl(x,t)dx—fj‘l’z(x) K, (xt)dx=1

0

+%'|1.‘I’2(x) Kg(x,t)dx—f'lf‘Pl(X) K, (xt)dx

Avec .
)
)

TRi(M COS(nx){(cos nt) - }
R, (n! (cos(ncx)[cos(nt)— ”}dn

K, (x.1) =
K, (%)=
Ky(x1) =
K, (%)=

|
!
|

(
F\’l(n ! )cos(n*x){cos(n*t }
n g,
4 d
R o o= o
nl+n20*+smre™
/)=
F\)i(77 ) hPni—nr?
st/ +nfchnt
P Tl A il
RZ(T] ) g,]zng n2€2
N+ ee sl
Ri(ng) Shznf 77252
- +n lchn’l
R (n'7)= sy £ +n L chy

g’]zn*g* _n*zgiz

(3.78)

=1

P (t)et W,(t) sont lesfonctions inconnues & déterminées a partir de la résolution du

systeme d’ équations (3.78).
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Enfin, les contraintes aux interfaces de contact poincons- couche (3.48) tenant compte

de (3.66) et (3.67) se déterminent par les formules suivantes :

0:(P0)= 5 (00 p<l -
O e il P <l |
Ou:
oip0)= Rl

(3.80)

creoe . YY) ()t
o) L
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Chapitre 4

Solution aux limites du probleme ther mo-élastique

4.1 Généralitéssur la conduction thermique

Il existe trois types de transmission de lachaleur :
La conduction, la convection et |e rayonnement.
Laconduction est un transfert de chaleur dans les milieux au repos (solide, liquide ou

gazeux).

- La conduction caractérise les interactions directes entre particules voisines lors
d' un transfert de chaleur avec support matériel mais sans transfert de matiere.
C'est la présence d'un gradient de température qui régit la propagation d un flux de
chaleur par conduction [48]. Le champ de température dans le massif est déterminé

par larésolution des équations de la conduction.

-La convection est un transfert de chaleur dans les milieux liquides ou gazeux
en mouvement. On distingue deux modes de convection : la convection libre (fluide
mis en mouvement par différence de température) et la convection forcée (mouvement

du fluide imposee).

- Le rayonnement est la transmission de chaleur par ondes électromagnétiques.
Le phénomene de rayonnement se produit seulement a haute température, c’'est
pourquoi il n'est assez répondu dans la littérature par rapport aux phénomenes

de conduction.

La convection est souvent utilisée comme condition aux limites, soit sousforme de

convection libre avec e milieu extérieur, soit sous forme de convection forcée.
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4.1.1 Equation dela conduction thermique dansun solide

L’équation de la conduction est obtenue en écrivant |I’équilibre énergétique d’'un

volume élémentaire d’ un milieu au repos dans un repére fixe. Sous sa forme la plus
générale dans un solide avec des propriétés continues, elle s écrit

5 (KOOT+0=p0
C: Chaleur r produite par une source interne telle que les déformations plastiques.

p . Ladensité du matériau.

C, : Chaleur spécifique, (est un parametre intrinseque au matériau et ne dépend que de
sa composition chimique, de I’ éat physique, de la structure, dela température et dela
pression).

k : Conductivité thermique, (caractérisele flux de chaleur traversant une section sur

une distance élémentaire est dirigé de la zone chaude versla zone plus froide).

En tenant compte de certaines hypotheses ;

-prise en compte des phénomenes transitoires, (la dérivée totale devient partielle).
-pas de source de chaleur interne.

-variation des propriétés seulement dans la direction.

L’ équation précédente se simplifie a:

62T+82T . k(x) oT
oy’ 0z~ D(x) ot

0 oT
&(k(x)&)w(x)(
Avec .

D - Ladiffusivité thermique du matériau définie.

Telleque :

-Dans le cas stationnaire, e second membre est nul.
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4.1.2 Distribution stationnaire de latempérature dansun cor ps

Si le processus est stationnaire sans source de chaleur. Autrement dit si latempérature
ne dépend pas du temps, mais uniguement des coordonnées des points du corps, alors
la distribution de la température coincide avec la solution de I’ équation de Laplace.

En coordonnées cylindrique cette derniere s écrit :

0°T 10T 1 2° o _

——t—=—+ 0

ar? ror r?9p? 82

Si latempérature T(r,p,z) ne dépend pas du paramétre , maisuniquement de I et
¢, I’ équation se ssimplifie et devient,

o°T 10T 1 0%
or? ror 2?2992

4.1.3 Equation de la convection

La convection est un phénomeéne complexe, nécessitant la résolution simultanée d un
probleme de thermique et d’ un probléeme de mécanique des fluides. La variation locale
de la température d’un liquide induit une évolution de ses propriétés, soit |I’échange de
chaleur entre le fluide et des corps en contact dans le cas ou le mouvement préexisterait
(convection forcée).Ces deux phénomenes sont régis par les mémes équations mais
leurs effets d’un point de vue thermique sont trés différents. Enfin le mouvement du
fluide provoque un cisailllement qui génére un flux thermique non négligeable.
La convection peut étre considérée comme une condition aux limites a la surface d’un

corps. Dans ce cas, I’ échange de chaleur est approximé par un flux linéaire de type [49]:

kT H(T,-T,)=0
on

- T, latempérature ambiante,

- Tg latempérature de la surface,

- H laconductance de la paroi,

- I' lanormale ala surface extérieure.
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4.1.4 Conditionsaux limites

D’ un point de vue mathématique, les conditions aux limites d un probleme de thermo
élasticité sont de deux types :

-conditions aux limites de type Dirichlet: c'est trouver une fonction vérifiant
I’ égquation de Laplace al’intérieure du domaine (d) en prenant en chague point (M)

de la surface(s) des vaeurs données T|S =y (M )(lavaeur del’inconnue est imposée

« déplacement, température ») .
-conditions aux limites detype Neumann: s sur lasurface du corpsla température

N’ est pas connue mais en revanche on connait le flux de chaleur en chaque point dela
oT

on

surface qui est proportionnel a , on aura sur lasurface (<) au lieu de la condition

. L . . oT L )
aux limites précédentes, la condition suivante - =y(M) (dérivéesimposées,
n S

nécessitant un traitement particulier des phases de résolution du probléme » flux,
contraintes i mposees »).

En effet, le flux thermique S écrit de lamaniére suivante:  Q = «Thq

on
Avec:
T. Latempérature,

k: La conduction thermique et

I Lanormal e extérieure ala surface.

Le signe négatif implique un flux négatif, la variation de température dans le matériau
sera aussi négative (température plus importante en surface que dans la
profondeur).Un flux négatif en surface correspond donc a une entrée d’ énergie dans le
massif. Une température imposée est plus facile a traiter numériguement, mais est
moins réaliste physiquement. Ce type de conditions est utilisé si les bords du solide
sont éloignés de la source de chaleur. Les conditions aux limites mécaniques
correspondent soit a un déplacement, soit & une contrainte normale ou tangentielle
imposée sur les différentes zones. || existe trois degrés de liberté en déplacement, il y a

alorstrois éguations a résoudre pour déterminer les conditions aux limites.
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415 Méthodesderésolution del’équation de conduction dela chaleur
4.1.5.1 Méthode des potentiels

Cette méthode consiste a transformer un systeme d'éguations en un systeme
d équations équivalent plus simple a résoudre. Les inconnues sont exprimées sous
forme de fonctions harmoniques (appel ées géenéralement potentiels de déplacement).
Pour cela, une propriété fondamentale des équations de Lamé est utilisée:
La bi harmonicité des composants de I'éat éastique, soit:AA{u}j=0

Avec:
U : Le vecteur des déplacements

Il a éé montré [66] que s les forces de volume dérivent d un potentiel, toutes les
fonctions de la théorie de [I'élasticité sont elles aussi bi harmoniques.
Dans les cas les plus généraux, cette méthode permet de déterminer une solution

analytique au probleme d’ élasticité.
4.1.5.2 Méthodes semi- analytiques : transformation intégrales

Le principe de latransformation intégrale est de travailler non plus dans |’ espace réel,
mais dans |’ espace transformé en diminuant le nombre d’inconnues. Les inconnues
sont projetées sur une base orthogonale de I’ espace fonctionnel et la résolution est
conduite sur I’équation transformée. Cette opération a pour but de dériver ou de
diminuer le nombre de variables transformées de Laplace, de Hankel, ou de Fourier.

La formulation généradle  des transformations intégrales est la suivante:

b
F(r):jk(r,t)f(t)dt
Avec .

- k(7,t): lenoyau,

- F(r): lafonction projetée dans |’ espace des .,

- f(t) :lafonction originae.
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4.1.5.3 Méthodes numériques

Pour résoudre numériqguement un probléme, il faut diviser |I'espace en mailles
élémentaires dans lesguelles les équations sont résolues localement. La méthode de
discrétisation la plus utilisée actuellement est la méthode des éléments finis. Elle
s adapte a n’importe quelle géométrie, lataille du maillage est modifiée en fonction du
probléme posé, des lois de comportement (élasticité, plasticité, visco- plasticité)

peuvent étre considérées.

L’ inconvénient principal de ce type de résolution est le temps de calcul. Dans le cas de
géométries simples, la méthode des différences finies est plus simple a mettre en

ceuvre et auss efficace. Le domaine est maillé en rectangles de mémes dimensions.

L es techniques de discrétisation sont utilisées pour écrire un probléme continu sous la
forme d'un systéme d'équations linéaires. La taille de ce systéme est directement

proportionnelle a celle du maillage.
4.1.6 Avantages et inconveénients

Les méthodes analytiques telles que les méthodes basées sur les potentiels ou
I’analogie avec les ressorts sont avantageuses en termes de temps de calcul. Les
résultats sont immédiats. De plus, la solution est continue .Par contre, leur domaine
d application est restreint a cause des différentes hypothéses utilisées pour déterminer

|es solutions.

Les méthodes semi- analytiques présentent un bon compromis entre le temps
nécessaire a la résolution et la complexité du probleme. Par contre, elles imposent un
certain nombre d’ hypotheses sur la géomeétrie. Les couches doivent étre d’ épaisseur
constante, homogénes. La prise en compte d' un gradient de propriétés est possible
avec une loi de variation définie (type loi puissance ou exponentielle), mais nécessite

lareformulation du modéle.

Enfin, la géométrie du solide est imposée, soit parallélépipede, soit cylindrique en
utilisant les transformations de Hankel équivalentes aux transformées de Fourier dans

un repere axisymetrique, ou la méthode des potentiels.
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4.1.7 Effetsdelachaleur sur les matériaux

Dans un matériau non contraint avec des bords libres, la variation de température
n’entraine pas de champ de contraintes dans le massif. Au contraire, si les conditions
aux limites s opposent au champ de déplacement, la dilatation provoque la génération
de contraintes qui S goutent au champ existant (les effets d’ échauffement dus a la

déformation sont négligeabl es).
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4.2 Détermination delatempérature et des contraintes thermiques
4.2.1 Position du probléme

Le probléme ainsi posé est axisymétrique, sera étudier en coordonnées cylindriques

figure (4.1), les poingons cylindriques supérieures est inferieur portés a une tempeérature

I

respectivement 15,15

R, |
81 ‘——:TO
*+*‘y A

1 ! (T)

Couche : élastique H
i
4 o
o e e e v
€ T R, i T 02

Fig.4.1. schéma du probléme thermique

4.2.2 Solution aux limitesdu probleme de conduction de la chaleur

La solution générale du probléme du genre relatif ala distribution de latempérature
(cas de transverse isotrope) s exprime par laformule (2.16).

Soient les conditions aux limites relatives au probléme (Fig.4.1), sont :

/lza;:ho(Tol—T) (0<r<R, z=0) (4.2)
a;zo D (r>Ry, z=0) (4.2)
1ZZ=hO(T—T02) 1 (0<r<R,, z=-H) (4.3)
a;zo (r>Ry, z=-H) (4. 4)
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Considérons le changement des variables suivants :

_r _ _Z
p—Rl, n=£&R, ¢ R’
f:i’ C:&
R R
o4
n

.- 2%

Par |e changement de variables I’expressionde T(p,{) et sapremiére dérivée passent

aux formes suivantes.

% < <
n -n
T(P,§)=J{E1(77)e 2 +Ey(n)e /12}0(77/3)(177 (4.5)
0
% s <
ot (p, 1 n -1
o). L g{mn)eﬂzez(n)e ﬂz}o(npmn 48

Satisfaisons les conditions aux limites indiquées fig.(4.1), nous obtenons un systeme
de quatre équations intégrales :

0

[[(n+h1)Ei(n)+(h1=n)Ex(n)]o(pn)dn=hTs  :p<l (47)
0
[n[Ei(n)~E2(n)]o(np)dn =0 p>1 (4.8)
0
- L ol
J.{(nhl)Ele 2 —(n+h,)Ee lz}(,(np)dwhﬁoz 10<p<c (4.9)
0

)4 /
T e "
J}{El(n)e 2 +Ey(n)e Z}Jo(np)dnzo ‘p>C (4.10)
0
Avec:
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hy="0 Ry,

a
Reconsidérons les conditions (4.2) et (4.4) : en introduisant deux nouvelles fonctions

#(n) etgy(n).

E (7)-Ex(n)=d(n)

L 4
-n— n—

Ei(n)e " +Ex(n)e ™ =ngy(n)

D’'ou

5, (n)—;[n(ﬁz (n)-e 4 (77)]
ZCh(n ﬂ«j

z

Les équations intégrales (4.7)-(4.10) s écrivent de nouveau :

| né ¢2(n)+th[n—j¢l(n) Jo(np)dn=hyTy :p<l (4.12)
0 Ch(nj z

L A‘Z -
an’)l(n)Jo(n p)dn=0 p>1 (4.12)
0
fn 1£ @(n)—nth[n%jaﬁz(n) Jo(mp)dn=-hTg  p<c (4.13)
gt

L A‘Z -
[n2(n)3o(n p)dn =0 p>C (4.14)
0
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Introduisant pour larésolution de ce présent systeme (4.11) (4.14) lesfonctions U(x) et Y(x)

définies par :
U(x)z{l x>0 | Y(x)z{l ‘x>0
0 :x<0 0 :X<0

Soient U(p) et Y(p) lesfonctions développables en séries de fonctions de Bessel.

N

X(p)=8+ ads(4p)

Y(p=c)=h=0

4 : Sont les racines de la fonction de Bessel d' ordre zéro.

a, =h, =0: marquer la continuité et compléter e domaine d’ intégration.
Les deux conditions (4.12) et (4.14) se réécrivent en un nouveau systéme de deux

équations intégrales.

anﬁl(n)%(n p)dn =U (1-p)X(p) :0< p<w (4.15)
Tﬂ¢2(n)Jo(77 p)dn=U(c-p)Y(p) 0<p<w (4.16)

Par les transformations inverses de Hankel, on tire de |'éguation (4.15)et(4.16)
lesfonctions ¢,(n7)eté,(n) .

(1)~ [0 (- )X (0) 3 (1 ) o = [pX (£) 341 p)dp = 2.8, [03, (1 )5 (0o
h lle(lk)Jo(n)

[p35(n P) 3o (Ap)dp=—

0

n® =2
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D'ou:
Ny . J
$(n)=2 2 fg)z (4.17)
k=1 N K
Avec :

8 =4 (A)a =aid i (4)

¢2(’7):TPU (c=p)Y(p)o(n p)dp =TPY(P)JO(77 p)dp zibkip%(n p)Jo(ﬂpjdp

0 0 k=1 ¢

2 (4.18)
g

c
Avec :

b =-23; (A4 )b =B A 4 (4)

Substituons maintenant ¢,(n7) et ¢,(n)dans les équations (4.11) et (4.13) .

0(77 )

0
dnp=hT¢ :p<l  (419)

o Tyl 1220 o (m0) o S5 Fn Jo(en)d
Zakj.thL J S dn quch('}lfj nz_(’lkj
iakzchfngj %o(7 Jo(np)dn—ihﬁnzthin—q JO(CU)JO(np)dn:—thOZ p<cC

20

(4.20) L es équations précedentes (4.19) (4.20) s écrivent symboliquement :

& *11 2 * 12 1

zakLk(pi)+szLk(pJ):h1To _

k=1 k=1 , (j =1, nl) (4.21)
n n

ZaiLi(Pj)+ZbZLi(PJ)=—h1ToZ

k=1

=
Il

1
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AVecC:

Sous forme linéaire :

aILi(pl)+a;L12(p1)+...+a;zLﬁ2 (p1)+bILf(p1)+b;|-g(p1)+"'+b;2|-$12 (Pl) =h,Ty
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Sous forme matricielle :

Li(pl) Li(pl) ........ Liz(pl) Li(pl) le(pl) ........ Lﬁz(pl) a hT
L2(p,) L5(py) oo L2 (p,) L(p) L) woeeee L. (p2) | & hT
(pa) E(pn) o Balon) (o) Blo) v Bilon) |l | [nT:
Li(pl) Lz(pl) """" L:;z(pl) Li(pl) I-z(p1) """" L:tz(pl) by -hTy
B(p) B(P) o B(pr) L(p2) L) v U(py) |5 | |-hT
Li(pnl) L32(pnl) ........ Liz(pnl) Lf(pnl) L;(prh) ........ L‘,‘]Z(pnl) b, ~hTy

4.2.3 Détermination delarépartition delatempérature

Revenant aprésent a laformule générale (2.16) calculant la température T( p,¢ )dans

laquelle nous remplagant Ei(r7),E,(n) par leurs expressions.

T(p.6) —T{ )& +Ez nje %l o(1p)dn

© 1 n(£+¢) -n(L+¢) ng  -ng
T(p,g):J. ; {@(U)(e o _@ )+n¢2(n)(elz +e’ )}Jo(np)dn
0 Zch(Zj

z

Remplacent ¢(n)et¢(n) par leurs nouvelles expressions (4.17), et (4.18).

Shn(f-l-é;) nch(n?j
T(p.¢)=2a] Jy ol JO(np)dmzzb;j %) (@) (1) 4 (4 9

Ch(wj 772_)43 k=1 0 Ch(wj Uz—(ﬂ’ka
A, A, c

Sous forme comprimeée :

) M .
:;a;LSK(pJ_)Jr;b;Li(pj) , (i=1n)) (4.23)
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AVec:

L'expression finade de la répartition du champ thermique étant définie, dont les
coefficients a; et b, sont déterminés de larésolution du systéme d équations

algébriques (4.21),

Sous forme linéaire :

TLY=aL(p)+al(p)+...+a,L, (o) +B 5 (p) +BL5 (o) +...+b, Lo (o))
T(2Y)=al(p,)+aL(p,)+...+a,L, (0,)+B L () +BL5 (p;)+...+b, L5 ()

-52-

T(1Y) L(p) LB(p) - L (p) (o) B(p) e %, (p) 3
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4.2.4 Détermination de contraintes ther miques

Substituant E(n), E,(n), ¢.(n)et ¢,(n) par leur expression dans(2.19), on aura la

formule déterminant les contraintes sous |’ effet thermique :
N, N,

GﬁT)(/O,C)z—}LZZh*{Za;Li(p)+2bkLi(p)} (4.24)
k=1 k=1

D’ou I'expression (4.24) donnant ladistribution des contraintes dans|a couche .Les valeurs
de a: et b; sont définis dans I'annexe 3, il suffit de varier lesvaeurs de (o ) pour
chaque valeur de (¢ ) et calculer lesintégrale correspondant L (p; )

(i=14),(k=1n),(j=1n).
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4.3 Position du probleme delathermoélectricité

La couche transverse-isotrope est a présent chargée par deux poingons
chauffés a latempérature respectivementT3,7Z. Ce qui implique I’effet des
chargements mécaniques et thermiques (thermo-élastique).

Soient les conditions aux limites :

U +ull =—¢ :(0<r<R, z=0) (4.25)
Pl =0 (0<r <o, z=0) (4.26)
£)+a( ) _0 ((r>R,, z=0) (4.27)

UP +U" =4, :(0<r<R,, z=-H) (4.28)
P =0 1(0<r <o, z=-H) (4.29)
o 16l =0 (r>R,, z=—H) (4.30)

£,&,: Profondeurs de pénétration dans la couche élastique des deux poingons
respectivement de dessus et de dessous.

4.3.1 Méthode derésolution aux limites du probleme thermo- élastique
Rappelons les formules générales des contraintes et déplacements éastiques et
thermiques utilisés pour résoudre séparément les deux problemes meécanique et
thermique.

Lesformules des contraintes et déplacements élastiques :

u, - wiﬁ“ F(n)enf+F (n) M} %—Fs(n) e r (n)enfﬂ%(np)dn

°on v

n¢ n¢

frz=—%T{l+k{ F(n)e &+ Fy(n)e M}lck{—ﬁ(n)“+F4(n)e“2”~]o(np)dn

1 2

2

:_I{v {F (n)e e Fo(n) f}rd—{F (n)e r (n)erHJo(np)dn

Les formules déterminant les contraintes et les déplacements sous |’ effet thermique :

n¢

U(T)(p {)=-a4,h Rjn_{E (n)eTngE (n)eil ]]O(np)dn

n¢ _ng

M (p.¢)= ﬂ«zh*j[El(n)e“+ E,(n)e ™ ]J (np)dn

ng _n¢
c"(p,&)=-A2n, {E (n)e* +E,(n)e ™ }Jo(np)dn

0
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Satisfaisons les conditions (4.25) - (4.30) et introduisons deux nouvelles fonctions

¢(n) et ¢(n) dans les conditions (4.27) et (4.30), nous obtenons le systéme
d' équations algébrique aux inconnues suivantesF () :(i=14).

In‘l{ —Fu(n)+ Fz(TI)]Jr*[ Fa(n)+Fa(n)]- alﬂvzh;Rl[El(n)"‘EZ(n)]}* (4.32)
v :

*Jo(np)dn =-¢

1+k1[—F1(’7)+ Fz(n)]+1:2k2[—F3(n)+ F(n)]- [Rl AN j[E (n)]=0 (432

Vi

SR+ R+ E[-R()+F ()] -20R[E () +E(n)] =Rnh(n)  @39)

nt —-nt

- nt -nt
Iﬂl{é{_': (n)e"t +Fy(n)e™ ]+k—{—F (n)e"2 +Fy(n)e " }}Jo(np)dn —*

0 1 Vo

(4.34)
0 -nt ﬂ
* - alizh;RlInl{El(n Je’ +Ep(n)e’™ ]Jo(np)dn =&
0
17{ F(n)e" +Fu(n)e ”1}%%—&@)@5+F4<n>e‘vé}*
1 /2 (4.35)
*i/lh*jlz e’ + ’l:|:
B e’ +E ()
d, 0 1 d, 0 .
—|R(n)e* +F(n)e™ |+=2| Fy(n)e* +F,(n)e ™ |-+
Vi Vz
(4.36)

14

*afarg{a( e +E, (n)e } Rty (1)

Ecrivons le systeme d’ équations algébrique (4.32), (4.35), (4.33) et (4.36), aussi obtenu.
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Sous forme matricielle :

—(+ky) 1+k —(1+k,) 1+k, R .
Vi Vi v, v, Fl (n) E/’Lzhl [El(n)+ E2 (n ):|
k) g Lk k) vk, " . v
v v v o v ") ~ %’Izh{'fi(”)e“ﬂ{z(ﬂ)ez}
d, ﬂ & % B 2"
V_12 V12 v22 v22 Fs(n) ﬂ’thi[El( ):|+R177¢1(77)
A A b g | /IZZF{R{Ei( Je - +E, ()¢’ }LRJWZ( )
V1 Vi V2 V2

Résoudre ce systéme d’ équations linéaire et obtenir les fonctions F, (n):(i =1,4)
exprimées en fonction de ¢,(n) et ¢,(n) N est pas pratique par les méthodes directes
telle gue la méthode de Gauss. Les expressions seront trés longues, difficilesales

manipuler et les erreurs sont tres probables. Nous, nous en passons de cette maniére.

4.3.2 Méthodologie de résolution du systeme d’ équations algébriques
Soustrayons |’ égquation condition (4.32) de |’ équation condition (4.35) apres avoir

multiplié les deux équations respectivement par K; et (1+k)

k 1" 1
{—(1+k1)—2+(1+k2) }VZF(U)+[(1+k1)——(1+k2) } e “2Fy(n)=*
\) \@) \ \¥)

_nl uis n' nl
* 1+ kl)allzth_L{El(U Je *2 + Ey(n e’ ] kl%iz'{ﬁ(n Je *2 +Ey(n )e™ }
4

D’ou I’ expression de F»(77) en fonction de R(77),

nf nt | nt 2nt
Fo(n) = (A+k)ad R —k i izhl) Ex(n)e 2 +Ey(n)e™ €2 +e"2 F(n)
(kz kl)
Sous forme simplifiée
-nt nt nt  2n¢
Fo(n)=BiEe’ +E™)e +e" Fy(n)
Avec: A= (@rk)arhR -l )2
Ay ky —ky
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Substituons F»(77) par F(77) dans|’ éguation condition (4.31).

nt ] nt _nt -t nt
1+k 1+ky 3 Vg

—Fe"t +Fe V1 |+ = iAZQ(Ele Y2 L Ee’)
V1 Vo /%4

Qui sesimplifie en:

1 nt L 1ok -nt nt -nt nt
th)_penipen [+ g Ee” +Een =%,12q Ee’ +Ee™

V1 Vo

Ce qui donne F4(77)en fonction de F3(17)

oo
Fi(n)=pBo(Ee’z +E£*2)e" +e "1Fy(n)

AVec :

R R R k) - ARk |V
ﬁ2 A44 zhl kz_kl(l 22R1(+ 1) A44 zhll) 1+k1

Substituons & présent dans |les équations conditions (4.33) et (4.34) F»(n) exprimée

par R(n) et F4(n7) exprimée par F5(77)on obtient deux équations algébriques en

fonction de R(17)et F3(n7).
oo T
A[evz —eVlJ—(B—A)sh”—E A[evl e Vz}—(m B)sh’ i)
Vl Vl
oo ne oo ne -
Bevz —AeV1 _(B—A)Chvl AeV1 + Be V2 _(A—I— B)Ch71 Fg(n)

TE(n)+T.E. (1) - Ru(L+ k), (m)sh'L

1
*

(1) E, (1) +V% (1) E, (n) - Rr(1+ kﬁ(%(")‘@(””“n?q

1

Par Cramer, on détermine lafonction F,(r) par le rapport :

A
A

1

Fl(ﬂ)=

A : Etant le déterminant de |a matrice des coefficients des inconnues R(77)et F5(77)
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nt nt

_nt nt Uid UAS
A:[Dze & —Dlevl _(Dz_Dl)ChnTéJEl(n)[Dzelz _Dlev1 _(Dz_Dl)ChnTgJ Ez(n)_*
A 1

*Rn(1+k) £¢2 —@ch 7776]

1
Qui sesimplifieen :

2

A= %[4v1v2 +(v, =V, ) ch(ant) = (v +v, )’ ch(ﬂrﬂ)}

AVec :
1 (A= VP AL) (K Ay -V A,)

A=—j3 A
ViV, M4

A Est le déterminant de lamatrice composée des coefficients de I'inconnue

F3(n7) et destermes de la colonne gauche en remplacement des coefficients de

I"inconnue R(7).
Al:[TlE1+T2E2]{AeUVf+Be_Vnz(_(A+B)chn7ﬂ—[\/lE1+V2E2]|:A(ezf+e_vzf)_(A+B)Shﬂvf L
*Rin(1+k1)(A—eZ/(A+B)—e[:/(A—B)j¢1Rln(1+kl) Ae3f+ef(B—A)—ef(A+B) 4,
Fo() =3

Ag : Est le déterminant de lamatrice composée des coefficients de I'inconnue
R(n) et des termes de la colonne droite en remplacement des coefficients de

I"inconnue F5(77).
ntoont /] nt nt /
A, =[ViE +V,E)] A(eV2—evl)—(B—A)Shn— —[TlEﬁTzEZ]{BeVZ —Aevl(B—A)ch”—}L*
\'A v,
nt nt N
Y v nt ne
v _ & e M| pav _ ppt n!
“Ri(L+k)| Ae* —= (A+B)- 5 (A-B) ¢2Rln(1+k1)¢1§1—{BeZ—Ael —(B—A)ch—:l
V1 V1
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AVec :
_nt ’7/ /¢
Tl(nf):Dl{e b _ } (D, - D)sh’z/
1
77/

nt /
T,(n¢)= Dlie _e } (DZ—Dl)sh”7
1

nt nt /
V, (n¢) ={D2e 2 _De" :l—(D2 —~ Dl)chn—

Vi

Vi

nt 0 0
V,(nt)= {Dzelz +De" }—(D2 —~ Dl)chn—

De |’ équation condition (4.32), on tire la somme des deux fonctions (—F(77)+Fx(17))
en fonction de la somme des deux autres (—F3(17)+F4(n7)) soit :

R+ Fa() = k[:j zzhl(El(n)+E2<n»—1tk2( F3(?7)+F4(77))}
1 4 2

Que nous substituons dans les conditions (4.31) et (4.34) on aura :

_[ [ (U)JJo(np)dn:_81+ai/1zh;R1Tl[E1+Ez]‘Jo(UP)dU

(4.37)
Jo(np)dn

nt nt

(1+ kl)Vz

k-k f1|_ 2 _ -
2 Fe”-Fe" np)dn =g, +(a,A ) %+ E e"
f{ -
Le systéme d équations intégrales (4.36)-(4.36) se réduit a quatre équations intégrales
suivantes :

j¢1 o(1p dnﬁé +I[G n0)g,(n)+G(n0)d(n) ]I, (np)dn +(aA,0s5,) *

(4.38)
*J LA+ (m)]%omp) o~ I [2,(1)] 3 (np)d pel
fnfﬁl J,(np)dn =0 p>1 (4.39)
f¢2 (n)3,(np)dn = %%T[Gz (n0), (1) + G, (n0) 8, ()13, (np) dn +(a,Aeh5, ) *
Ooo ot ’il " (4.40)
*{%{d) (n)e ™ +4,(n)e’ ]Jo(np)dn_(1:-k1)_([%[22(77)]‘]0(779)d77 tp<c
fmbz Jo(np)dn =0 p>c  (4.41)

L’introduction de nouvelles fonctions Z(n) et Z,(n) Réduisant le volume de
I’ équation (4.38) et (4.40).
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Avec:
/ /
) ) B )T (1) ) 2 -2 |
Zl (n) _ - 2 1
A ‘ ‘
(% =V, (Vi (1) Ex (1) +V, (n) Ez(n»(ZvlchZ——zvzm%]
2 1
(v, =V,)(T,(n0) E, + T, (n¢)E,) 2v1eqshn—€ ~2v, - 2vlchn—€chn—€ - 2V20hn—gchﬂ
1 Vv, ViV, Vi Y,
Z, (77) = A
nt nt
(Vo(n¢)E, +V, (n?) EZ)(Zvlch— - 2vzsh—j
V2 Vl
5 = (At AV,di (Ltk;)
° Aﬁ.l (V1+V2)va2

G,(nf)=1 z(Vl_Vz)[(Vl—Vz)Sf1(an€)—(vl+v2)sh('3,7g)]

':‘2[4v1v2 +(v,—v,) ch(ant)—(v; +v, )’ ch(ﬂnf)}

1

(Vl —Vz){zvlchn\f—ZVzShn j}
Gz(nf)= 2 1

\/22[4v1v2 +(v, —V2)2 ch(ant)—(v; +V2)2 ch(ﬁnﬁ)]

1

4.3.3 Résolution du systéme d’ équationsintégrales gouver nant le probléme
delathermo-éasticité

Alors le probleme se résume donc en la solution des équations intégral es suivante :
(4.38), (4.39), (4.40) et (4.41) par le changement de variables suivant p = Co et n =

et lareprésentation suivante des fonctionsé, (17) et ¢, (n) [4,15].

¢ (n)== cSOif10 (t)cos(nt)dt (4.42)
¢, (n)=¢, (%j = c%p, (n* ) = czéoj‘fzo (t)cos(n*t)dt (4.43)
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Les éguations (4.39) et (4.41) sont satisfaites. En effet,

0 p>1
Infﬁl Jo(np)dn =1 fi( o1
Ji-p’ Ix/tz e
0 :p* >1
Imﬁz o(np)dn = In 8, (n")do(n'p")dn" =1 f, (1 j -1
N \/

L es contraintes aux surfaces du contact (z=0;z= - H)sont déterminées par:

oipy=a 2] P08 }

o )=o) o] 0%

Les éguations (4.38) et (4.40) se raménent adeux intégrales D’ Abel suivant,

Qui se résous respectivement par [3, 5] ;
pgl(p

ho (t bid dtj 12

J~p gz

Avec:
o.(p) :;é+c2Tez(nz)Jo(np)dnffzo (t) coscos(nt)dt + [G, (n) , (110) i

f, (t)coscos(nt) dt +[a,2,h,5,] [T% Jo(n1p) dnjf20 (t)coscos(nt)dt +

0

%

O ey

0

—Jo(np)dnifm (t) coscos(nt) dt] —ﬁ | %[Zz (1) ]3,(np)dn

%k 3k

O3
S (-
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© 1 * ©
0.(7) =2+ [ 1 ) o jfm(t)cos(%tjdt om0 (0 Y 4+

jf (t)cos(n't)dt+[ai,hs, | [j Lot 3o ( f cos(_*tjdt+**
0 0
**T%GAZJO (n*p*)dn*jfzo (t)COS(n*t)dt]—l+lk T%[Zz (77)] J, (n*p*)dn* (4.53)
0 0 10

Substituons (4.52) et (4.53) dans les expressions (4.50) et (4.51) nous obtenons deux

équationsintégrales de Fredholm relative aux fonctions f,(t) et f,o(t) .

1

_%_’_ CZTGZ (Uf)Jo(np)dnJ-fzo (t)COS(nt)dt +

0

1
t IGl (nt)J, (np)dn_[flo (t)cos(nt)dt + [al/lzh;50]
I pdp |3 0
0

2 © ©

top [IEJO(np)an%Jo(np)dn]fm(t)cos(nt)dt]—

0

O

o0

10 __E_; fzo j (UX)COS(nt)dn+%jflo(x)dxf(31(nf) *
* cos(17x) cos(nt) dy +—[alizhi5o] I fr (t)COS(nt)dtTlJo(np)dn o (4.54)
**T%Jo(np)dnjf (t)cos(nt dt]——f [Z,(n) ]3,(np)d

" 0250:?62 (17*[)\]0 (n*p* )dn* +.|1.f10 (t)cos[n—*tJdt +
R 0 0 c

0 1

o J.Gl(n*f*)\lo(n*p*)dn* +_[f20 (t)cos(n*t)dtw{aiﬂ,zh;c?o]
~2d pdp 0

f20(t):—__ 5 ) . -t
T -p [ji nJ(np dn’ jfm cos(—t]du
0

f, (t)cos nt dt]

250

O'—.H
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00

1
fzo 7TCR1 Ttiz _([flo '[ n f )COS(CI7X) COS C]]t d17+ szo I )*

0

© -nt 1
* cos( ) cos[%tjdn* +[a1/lzh;60]'([%elz cos(nx)dn’ [ty (x)dxcos(%tjdn* ¥

1 0

o nt
* x ai/lzh;&)z[%eﬂz cos(cn x)dn.f[f20 (x)dx— l+1k1 .([%[Zz (77* )] 3y (77*,0* )dﬂ* (4.55)

L’équilibre mécanique thermo élastique a I'interface descontacts supérieure et

inférieure (z = 0, z =-H)setraduit par les équations d’ équilibre statique suivant :
o,(p.0)=07 (p,0)+0; (p,0)
o, (0~ ) =0 (o't )+al (o' =)

o,(p,0) : Lacontrainte normale thermo éastique a1’ interface du contact supérieure

o, ( p =l ) : La contrainte normale thermo élastique a |’ interface du contact inferieure

o 7 ‘Représente la contrainte élastique due a laforce de pression du poingon

o I :Represente la contrainte thermique due a |’ effet de la température
1

P= —ZHRZJpGZ (p,0)dp
0

P= —ZERZCZ.Tp*GZ (p* - ) dp’
0

D’ou

_P 1 1
=|po,(p,0)dp =y, | T, (t)dt
= [ (. 0)0= 210

_P 1 * * * * 1
271'#02 !p Gz(p ) Y %0'([ 20( )

L es contraintes normales aux interfaces s expriment par :

&, (p.0) = 6, [ fo (t)cos(nt) t [ 3, (o) (4.56)
o, (p*,—[ ) = 50.[f20 (t)cos(n*t)dtTn*JO (n*p* ) dn’ (4.57)
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4.3.4  Découplage des problémes mécanique et thermique
Le but du travail est d'évaluer |'effet du champ thermique des poingons chauffés sur
la couche transversalement isotrope concernant la distribution des contraintes au sein

du contact sous les deux poingons, Pour ce but :

On écrit, aprés avoir substituéso, (p,0) et o,(p',~¢") par sons expressions, tenant

compte de (4.54) et (4.55) et effectuer |’ intégration par rapport alavariable (t).

P 2
flO (t) = —W\Pl (t) —}VZ h)\Pl (t)
° (4.58)
P 2
fa (t) = _m\yz (t) -4 hY, (t)

Par identification des termes on tire le systeme d’ équations qui expriment chacune des
deux parties mécanique et thermique. La premiéere est celle caractérisant la partie

mécanique du probléme.

- Effet mécanique s écrit :

‘I’f(t)+§'|l"{'f(x) Kl(x,t)dx_ﬁjxp;(x) K,(xt)dx=1
(4.59)

wg(t)+%iwg( x)K (xt)dx—% W2 (x)K, (1) k=1

Le systeme d équations (4.59) c'est la partie élastique déatraitée dans le chapitre 3.

- Effet thermique S écrit :
2 N+1
——ZA(‘PT ) O (Lt )+ Zakak =1 :(i=L1 N+1 k=1, N+J
N1 (4.60)
Z'AklPT ﬂo ko Pn zakﬂk Pn = (n=1LN,)
1

AV9C5A1=AN+1ZN

1
A= (k=2,N)
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0, (t.,) = G (20¢) cos(int, )os(n, ){cos(nti )_W} dn

77 ( {cos nt il 77}dn
77 n

Le systeme d éguations (4.60) c'est la partie thermique qu' on doit calculer parla
méthode de Gauss de la méme forme que le systeme éastique.
Enfin, les contraintes aux interfaces du contacte poingons- couche se déterminent par

|es formul es suivantes :

- L’ expression de la contrainte thermo éastique o, (p, 0) alasurface limitez=0:

o,(p.0)=

I o,(p.0) p<l (4.61)

Ou:

p<1 (4.62)

P (p 0) _ lPI _J‘ 1 \&
z \/1_’02 ) \/tz_pz
-L’ expression de la contrainte thermo-éastique o, (p*, —¢")alasurface limite z= -H :
A e A L p <1 (4.63)
2rRC5,

Ou:

p <1 (4.64)

¥; (1) I‘P'T(t

\/1p

()
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Chapitre5

Calcul numérique et résultats graphiques

5.1 Hypotheses pour résolution numérique

Le schéma (Fig.1) du probleme de contact étudié le double poingconnement de la
couche d'épaisseur H a faces paraléeles de matériau (transverse isotrope) par deux
cylindres rigides a extrémités plates de rayons R;et R, sur ses faces limites supérieure
et inferieure. Pour rendre le probleme faisable, les prétentions suivantes sont faites:
-les poingons sont rigides et non conducteurs de sorte que |'écoulement de la chaleur
soit dirigée seulement dans le milieu éastique

-I'extérieur libre en dehors du secteur des poingons est thermiguement sous conditions.
-le mouvement des poingons est lent de sorte que des effets d'inertie ou de choc soient
négligés,

-le secteur de contact est stationnaire en ce qui concerne la couche éastique sans la

separation entre les poingons et la surface de contact.

5.1.1 Matériau transver seisotrope
5.1.1.1 Calcul des contraintes aux interfaces de contactes poincons- couche

Considérons le cas général du double poingonnement correspondant aux poincons de
rayons R; # R, sollicités respectivement par deux forces différentes (voir fig.1).
Soit la couche élastique d’ épaisseur relative (=H/R,=2, discrétisons les rayons R;
et Ri=2R, en 20 et 40 parties (n=20, n,;=40). Utilisons pour |'approximation des
fonctions ¥, (t) les polyndmes de degré (k=5).
L es résultats obtenus sont représentés par les courbes (Fig.5.2).

Lesformules closes (3.47), (3.48) calculent les contraintes du contact aux interfaces

de couche élastique
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Afin d’aboutir, il faut déterminer les fonctions paramétres ¥, (t)et ¥, (t) & partir dela

résolution (3.46) que nous détaillantici ;

Les paramétres(X et t) se situent dansle mémeintervalle: 0<t<1l , 0<x<1;
L’utilisation de laformule des trapezes de I'intégrale définie, nous permet d’ écrire le
systeme des équations algébriques suivant :

\111(1)+£[LP1(1) K,(L1)+2¥,(2)K,(21)+...+2¥,(n-1)K, (n-1,1)+ ¥, (n) K, (n,1) | -*

_ *g[‘Pz(l) K, (L1)+2¥,(2)K,(21)+...+2¥,(n-1)K, (n-11)+ ¥, (n)K, (n,1) |=1
‘P1(2)+£[‘P1(1) K, (L2)+2¥,(2)K,(22)+...+2¥, (n-1)K, (n-12)+¥, (n)K, (n,2)]-*
_ *2[\112(1) K,(12)+2¥,(2)K,(2,2)+...+2¥, (n-1)K, (n-12)+ ¥, (n)K, (n,2) | =1
‘1’1(3)+£[‘Pl(1) K,(L3)+2¥,(2)K,(23)+...+2¥,(n-1)K, (n-1,3)+ ¥, (n)K, (n,3) |-*

_*—[\112(1) K,(13)+2¥,(2)K,(23)+...+2¥,(n-1)K,(n-13)+ ¥, (n)K, (n,3) |=1

_*—[\112(1) K, (Ln)+2¥,(2)K,(2n)+...+2¥, (n-1)K, (n-L,n)+ ¥, (n)K, (n,n) | =1
‘P2(1)+£[‘P2(1) Ks(11)+2%,(2) K, (22)+...+2¥, (n-1)K, (n-11)+ ¥, (n) K, (n,1) |-*

_ *%[‘Pl(l) Ki(11)+2¥,(2)K,(21)+...+ 2%, (n-1)K, (n-11)+ ¥, (n)K, (n1) ]=1
‘1’2(2)+£[‘P2(1) K;(12)+2¥,(2)K,(22)+...+2%,(n-1)K, (n-1,2)+ ¥, (n) K, (n,2) | -*
_*g[‘}‘l(l) Ko(12)+2%,(2)K, (2.2)+...+ 2%, (n-1)K, (n-12)+ ¥, (n)K, (n,2)] =1
‘112(3)+£[‘Pl (DK, (L3)+2¥,(2)K,(2,3)+...+2¥, (n-1)K, (n-1,3)+ ¥, (n)K; (n,3)]-*

_*g[‘Pl(l)K4(L3)+2‘Pl(2)K4(2,3)+...+2\Ifl(n—1)K4(n—1,3)+\Pl(n)K4 (n3)]=1
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Qui s écrit sous forme matricielle :

h 2h h —h -2h -h
L+ K1) “Ky(2D) e —Ki(nD) K1) (20 —Ky(n)
h 2h h -h 2h -h
;Kl(l 2) 7Kl(2 1) ... ;Kl(n.Z) 7K2(1 2) 7K2(2-2) ...... 7K2(n.2)
2h h -h 2h -h
;Kl(ln) 7K1(2n) ..... 1+;Kl(n.n) 7K2(1 ) TKZ(ZH) ....... 7K2(I’ln)
%
M,y 21 e K1) 14 Mk@) K (20) e MRy (n)
T T T T T T
-h -2h —h h 2h h
- —K (1 2) TK (2 2) ..... 7K4(n2) ;K3(12) 1+7K (2 2) ...... ;Ks(n 2)
-h 2h h 2h h
7K4(1n) 7K4(2n) ...... 7K4(n.n) ;Ks(ln) 7K3(2n) ...... 1+;K3(nn)
¥, (1)
Tl(z) 1
. ¥, (n) _ 1
¥o(1) | |1
¥,(2)| |1
w,(n)) \E

Utilisons pour |’ approximation des fonctions¥, (t,) et W,(t) ; (i

de degré k=5 et faisant appel aux formules:

=h, +;h<tik

Cequi permet d’ écrire (3.47) et (3.48) souslaforme:

- ki:aij—

o, (p,0)=

o, (P -1)= \/7 Zkbkj\/i
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Résolution des équations (5.1) pour déterminer ¥, (t),¥,(t) par un programme
(annexel) et son approximation, ainsi un programme (annexe 2) pour la détermination
des contraintes normales sans dimensions (5.2) o, (p,0) .

a) Casgénéral poinconsdedifférentsrayons R; # R,
Prenons R,=2R; , Fixonslesvaleurs; =12 et changeons V, =04 08 14

ensuite fixons lavaleur V, =1.8 et changeonsV, =02 06 12.

- & * &
5:(.‘90) J:E’p:_fj
400 4.00
100 oo
7
00 — 200 ,
e . 1=02
__—g————*-—_"——# ./i_. =+ V=4
B . j * 1 . - &= vi=06
O A — vls 16
— —~— Vl=18
1.00 100 I——F T .
(i N -
5 3
1 ',__—o———"'_'_-*r—‘
2 ®
00
T L] a.00 T T T - T p
. oz # oee e oo 0.00 0.20 5.40 0.80 0.80 100
-
7:(6.,0) o:(pt)
4.00 4.00
.
. L &
100 e } 3.00 i
o »
e et r(‘—&;_ﬁ + i . g
1 = s
‘ | . dell D B / V=1
2.00 + - 2.00 —
+ L3 Ve (.8 4
__,_.—-Of”f‘ . —a—v2=04
- I.Q_-.-:-as . o V2 =0
. .
+ =14 +v1=14
1.00 1.00
p *
a.00 . . . . . 0.00 . . | . . 2
o 5 0 80 0.80 1.00 ) 20 .49 0.8 20

Fig.5.2 Distribution des contraintes non-dimensionnelle aux interfaces du contact.
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b) Casd’un seul poingon

Fixons les valeurs R=2; {=08 et changeons V, =02 06 16 ensuite fixonsla

valeur V, =1.6 et changeonsy, =04 05 14

o.(p.0) o.(p’—1)
4,00 a 1
V=07 o h2=02 | [#/ V=16 B vi=04| [/
1 ¥ M2=06 +.-{.{r . £ |v1i=0.8 'fI
+|ve=12 | [/ + |vi=1.4 1/

2.00 o [

- A - A

1.00

Fig.5.3 Distribution des contraintes non-dimensionnelle dans la zone de contact

Les résultats numériques obtenus permettent de montrer I'influence de I’ anisotropie
aux travers des courbes représentées figure (5.2), figure (5.3). Comme la pression sous
le poingon est une constante et ne dépend pas de |’ épaisseur de la couche, alors la

répartition est assez forte aux bords de la surface limite.
Il est clair d’ apres ces courbes que jusqu’ é( p= 0.3) la variation n’est pasimportante,

mais a partir de laen allant vers|’ extérieur du poincon la variation est plus nette.

5.1.2 Casde matériaux homogene isotrope

5.1.2.1 Calculedes Contraintes aux interfaces de contact

L'utilisation de la méthode des sommes finies (intégration numérique) pour la

résolution des équations intégrales (3.78) nous conduit au systeme d équations

algébrique linéaire aux inconnues ¥, (t; ), W, (%) @i =1,..., n+1).
L’ approximation des fonctions W, (t, ) et'¥, (t ) par des polyndmes de type (5.1) ;

Résolution de systeme d’ équations intégrales (3.78) par |la méme méthode président :

-70 -



Chapitre 5 Calcul numérigue et résultats graphiques

Enfin, pour déterminent les contraintes aux interfaces du contactes poingons-
couche par les formules (3.79), (3.80) [50] :

a,(p.0)eta, (p",~¢")sont les contraintes adimensionnelles.

Les paramétres(x et t) se situent dansle mémeintervalle: 0<t<1 , 0<x<1;
¥, (t) et W, (t ) sont les fonctions inconnues & déterminées a partir de la résolution du
systeme d’ équations (3.78).

Méme méthode de résolution des équations (5.2) pour déterminea, (p,0)eto, (p",~¢")
par un programme mais seulement les formules différentes.

Un calcul est prévu (annexe 1) pour la définition des fonctions¥, (t;), ¥, (%) et son
approximation, ainsi un programme (annexe 2) pour la détermination des contraintes
normales sans dimensions o, (p,0), o, (p",~¢")

o%:(p, 0 o (0* - )

40 40

+ £=15
+ £=15

* f=1 . f=1
f=
0 £=05 0 £=05
30 7

30

. . )/
4

10 10

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig.5.4 distribution des contraintes non dimensionnelles dans la zone

du contact Matériau homogene isotrope

Il est clair quele profil de ladistribution de lacontrainte ne changerapasd allure
par rapport a celui du matériau transverse i sotrope.

Lapression ne dépend pas de la nature de la matiere diminue logiquement avec
I augmentation de la section du contact.
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Le croisement des deux courbes au voisinage de (p — 0.8) résultat obtenu sur
toutes les courbes en témoigne de |’ efficacité de cette méthode, en effet la pression
sous les poingons est constante (représentée par |"aire limitée entre I’ axe des abscisses
et les courbes en gquestion) et ne dépend pas de |’ épaisseur de la couche, ¢’ est pourquoi

et afin de garder cette méme valeur doit figurer le point de rencontre des courbes.

5.1.2.2 Casdel’Espace semi infini

Dans le cas ou |’ épaisseur de la couche est infiniment grande (C'est-a-dire H tends

vers|’infini), le rapport relatif ¢ = % tends vers|'infini, lafonction 1imG(n¢) tends

{—0

vers zéro et par conséquent la fonction W(t) tends vers I'unité. Ce résultat coincide

exactement avec celui de la bibliographie du demi-espace de Boussinesq .

Alors la contrainte adimensionnelles sera définie seulement par : o,(p,0)=

0z

" ' ' ' '
-0 1 QT RSP SRR RPRNRS SPRPEPRYN pRPEpE PR g . N S ———
N [ ¥ i ¥ i

oo .20 040 ¢80 G el 1.00

Fig.5.5 distribution de contraintes non dimensionnelles de |’ espace semi infini

Dont la courbe représentatif correspond exactement a celle obtenue par le programme,
il est remarquable que le profil de la distribution au voisinage de(r = R) tends vers
I"infini et ce pour marquer la singularité mathématique dans les expressions.
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5.2 Résolution numérique du probléme thermo élastique
5.2.1 L’influencede coefficient dela conductivitéthermique sur latempérature
La formule pour la détermination du champ de la température dans le secteur du

contact et obtenue en (chapitre 4) (4.23).

i h:Lt(pj)"' > a;l-i(pj):ho-rol
(i-1n)
St () 3L ()=

a et b sont les coefficients a définir & partir de la résolution du systéme
d’ équation algebriques (4.21).

Que nous pouvons représenter par

Li(pl) Lg(pl) ........ Liz(pl) Li(pl) le(pl) ........ Llnz(pl) a hiTol
L (p,) L5(py) oo L () Li(p) Li(ps) woeeee L, (02) a, hT!
(pa) Glp) o o) Blon) Glo) o Gilen) |4, | [0

by
L(0,) oo i (p,) ||B | [-hTS

Lf(pnl) Lz(pnl) ........ Liz(pnl) L‘l‘(pnl) Lg(pnl) ........ L‘:]Z(pnl) b, ~hTy

Le calcul de I'intégrale  (annexe3) pose certaines difficultés que se soit au niveau
des bornes d'intégration, ou au niveau des singularités (4)qui le rendent non

discontinus non intégrable en ces points.
Pour éviter cette situation, on utilise la régle de I'hépital comme pour dégager
I"indétermination. Pour ce but, choisissant une valeur (¢) suffisamment petite pour
rester loin des indéterminations qui ont pour vaeurs les racines de la fonction de

, .. .. J
Bessel d'ordre zéro (A4).Ainsi, au voisinage des valeurs (4 )le rapport;’LZ) sera
n

2
k

_13(A)

remplacé par
p p 2 A

d’ apres le rapport des dérivée; ce qui est valable
également pour le calcul de la répartition de la températureT(p,é )
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L’ équation (4.23) Sous forme matricielle permet de déterminé la température T( N4 ):

T(11) L(p) L(p) - L., (p) L(p) L(p) e L2 (1) )
T(21) | |L(P) L(p) e L (p) L(p) L(p2) e L (p2) || -
S ]
........................................................................... b

T0) [E() E(n) = o) i) Slo) - o)l

Le programme (annexe 4) de calcul prévoit lesvaleurs(4), larésolution du systéme
d équation algébriques et la détermination des valeurs de (8, et b, )et les valeurs de
la température en différents points du contact de la couche éastique (4.23)T( p.0),

T(p*,—[).

- o
T(p.0) T(p.—£)
020 2 — H=10
| - ho=10 hqix“\\ T hes
—— hD=5 1 = h=1
7 \\, = h0=1 - + h=0.1
\\ o hi=0.1 R,
0_20 — \\\' _'-—-\5 \
W NN
a akass ke . -'4 A
ks \\i-\ 3
- .
. LN N N
880 . Ci— _’*H,‘_—_: I . a 3 ) — 7 =

0.00 0.40 o.80 1.20 180 0.00

Fig.5.6 courbes représentatives de la distribution de latempérature

dans les zones du contact

L es résultats graphiques qui sont sur lafigure (5.6), montre |’effet delaconductivité
du contact N, sur ladistribution de latempérature T dans la zone de contact.

La vitesse de déecroissement du gradient de la température augmente tout en
s approchent de la surface libre de la couche.

Apartir de (p =0.4) et defait que la couche(surface libre) est isolée,il est donc logique

gue lavaleur de latempérature chute et tend ver zero.
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Enfin,avec I’isolation thermique tout le long de la surface du contact, il est
démontré qu'avec une augmentation de la conductivite du contact, la température de
surface diminue considérablement, ce qui est également attribuée a I'augmentation de
flux de chaleur.

En outre. L’ augmentation de la conductivite du contact h, rend le flux de chaleur sur
la surface de contact se coule rapidement dans la couche ce qui conduit a une
diminution de la température. A partir de laguelle on peut voir que la température
maximale de surface se produit pres du centre de la région de contact en raison de la
pression de contact maximale. La température de surface diminue significativement
lorsque (p) augmente, ce qui est correspondant a I'augmentation de flux de chaleur
beaucoup plus sur lafrontiere de la surface de contact.

Lorsque la conductivité du contact augmente et que d'autres parameétres prennent la
méme valeur, la chaleur générée a la surface de contact sécoule dans le milieu plus
librement, ce qui provoque une diminution de température a la surface de contact. Le

résultat est compatible avec celui de[43].
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5.2.2 Variationsdeladistribution des contraintes pour différentsvaleursde hy

Une deuxieme partie est les contraintes mécaniques sous |'influence du champ
thermique déterminée par larésolution des équations (4.60):

Le systeme d équations (4.60) c’est la partie thermique gu’ on doit calculer.
¥, (t) et W,(t) Sont les fonctions inconnues & déterminées a partir de la résolution

du systéeme des équations algébriques suivant :
2
Py (t) ~—[ AG (L) Wi (6) + AG () i)+ + Al (tuart) ity ) ] =7

2r . * \
*l_;[alal(tl)+a2a2(t1)+...+aN1aNl (t)]

tz) _fl:plgl(tl:tz)qjl(tl) + Azgl(tz’tz)qjl(tz) Tt A\ngl(tNﬂ’tZ)LPl (tN+l):| ="

20 « * *
1=l (t,) ey (t) +...+ oy (1)

Yo ( N+1 ['6191 N+1 ()+A291( N+1) (t2)+"'+A\l+1gl(tN+1’tN+l)\Pl(tN+1)i|:*
. - * *
*l_;[aial(tNu)""a2a2(tN+1)+"'+aNlaNl(t'\”l)J

I:Aiﬂo(tl’pl)lPZ(tl) + AL, (tz'pl)lyz (tz) +.+ ALy (tN+1’p1)lP2(tN+1):| =%
*[aiﬁ1(p1) + a;ﬁ2(p1) Tt a:\llﬂNl (pl):l

I:A'BO b P2 ( )+A§ﬂo( 2 Pz) (t )+-~~+ A\,ﬂﬂo(t,\,ﬂ,pz)‘ljz(t,\‘ﬂ)]=*
*[aB.(p,)+ 8By (ps)+..+ 8y By, (02) ]

[’Alﬁo (tl’le)LPz(l) + A&ﬂo(tz’le)LPz(z) +o.+ AL (tN+11pN1 )LPz (tN+l):| =*
*[a;ﬁ1(le ) + a;ﬂz(le ) Tt a:ulﬁml(le )}
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Le systéme d’ équations précédent se présente sous forme matricielle :

_2 =2 =2 ¥, (1)
1 . Algl(tl’tl) T Azgl(tZ’tl) -------- T A (tN+l’t1) ‘Pl(tz
-2 2 -2
7Agl(t1,t2) 1—;A2g1(t2,t2) ........ 7Amgl(tN+1,t2) ......... .
5 o |
7Algl(tl’tN+1) 7Alg1(t2’tN+l) -------- 1_;A1+1gl(tN+l’tN+l) \Pl(tNu)
21 - . .
1- ;[al(xl(tl) +a,a, (L) ...+ ay oy (tl)]
1 —[alal(tz) +a,a, (1) +...+ a8y ay (tz)J
1- %I:ai*al(tNﬂ) + a;az (tN+l) +...+ a:\llaNl (tN+1):|
AB, (tl’Pl) AB, (tZ'pl) -------- Avabo (tN+1’p1) le(tl)
AB, (tl’pZ) AB, (tz’pz) -------- Avabo (tN+17P2) l1’2(122) .
AB, (t1’ le) A, (tz 1PN, ) -------- AabBo (tN +10 PN, ) Y, (tN+1)

[a;ﬁl(pl) + a;ﬁZ(pl) t.o.+ aLlﬁNl (pl)]
. [a;ﬁl(/)z) + a;ﬁz(pz) Tt a:\llﬁNl (pz)]

[a;ﬁl(le)_l_a;ﬂz(le)+...+a:\‘1ﬂN+1(pN1 )i|

Enfin, les contraintes aux interfaces des contacts poingons- couche se déterminent
par lesformules (4.62), (4.64):

Utilisons pour |’ approximation des fonctions W, (t)et W,(t) ; (@=1, N+1) le
polyndme de degré k=5 et faisant appel aux formules (5.1):

Un calcul est prévu (annexel) pour la définition des fonctions ¥, (t,) et W, (t) et son
approximation, ainsi un programme (annexe2) pour la détermination des contraintes

normales sans dimensionsa, (p,0), o, (p",~(").
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o.(p.0)
4.00 B 4.0
77
} * )
, ,’.C”/_o*" ..
. /f/.l / /
.‘___,/""-- ]
co T pa— 'T— 5 | — T 2
by +—TFE T 3/ 2
b _— // /
3 00 o 3 " .'
¥ ——h0 = 0.1
—'___,-wr""“'f A ‘s h0o=1
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400 — i =3 40
— g ho=10

Fig. 5.7 Courbes de répartition de contraintes mécanique due au champ thermique

dans les zones du contact

Nous montrons a travers ces courbes (Fig.5.7) I'influence du champ thermique sur les
contraintes mécaniques (autrement dit la partie additionnelle de contraintes
meécaniques que peut apporter la présence de la chaleur). L’ influence thermique dans
la frontiére de surface du contact est beaucoup plus importante, est un résultat évident

pour les données de |’ exemple.
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Conclusion générale

Le but principal de ce travail est d’ étudier comment influe le coefficient de conduction
thermique a I’ interface « poingons-couche éastique » sur la répartition des contraints
normales dans la superficie du contact. L’effet d anisotropie sur la répartition des
contraints normales est également considéré.

Les solutions semi anaytiques pour le champ axisymétrique du a un chargement
mécanique et a un champ thermique stationnaire sont présentes séparément ; puis
regroupés pour donner le probleme thermo élastique.

Concernant le probleme mécanique relatif ala compression de la couche éastique par

deux poingons cylindriques plats de différents rayons (R, R,) ; les solutions de formes

closes sont obtenues par |I'emploi de la transformation de Hankel essentiellement et

des transformations évidents par I’ utilisation de deux fonctions auxiliaires notés {
¢.(n)etg,(n)}qui est une premiére dans les conditions aux limites ainsi qu'un
changement de variable convenable et ce afin de normalise le domaine d’intégration.
Le traitement se résume apres transformation en la solution d' un systéme d’ équations

algébriques linéaires aux inconnues W, (t)et\W,(t) ; (i =1n+1) L’ approximation des
fonctions de ¥, (t) permet le calcul des pressions aux interfaces de la couche élastique.

Les résultats numériques traités sont présents pour les matériaux arbitraires, car les
parametres employés dans les expressions des solutions sont sans dimensions. La
représentation graphigue montre clairement au travers des courbes I'influence de
I’ anisotropie sur la répartition des pressions sous |es poincons.

Les cas particuliers qui s écoulent directement de la solution de ce probleme, sont :
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e Lasolution du probleme couche élastique homogéne et isotrope peut étre obtenu
par simples limites des expressions du précédent cas lorsque(v, =v, =1). Ce cas
particulier afait I’ objet d’ une publication dans un Journal International.

e D’autres solutions de problemes de contacts rencontrés dans la bibliographie

sont également trouvées comme cas particuliers de notre présente étude.

e Lecasoul’ épaisseur relative (¢ :%) tends vers|’infini, la solution sera celle de

I” espace semi-infini par un seul poingon.

e Lorsque le rayon du deuxiéme poingon (R,) tends vers I'infini (ou biene, =0)
le poingon de dessous devient appui plan et la solution correspondra a celle la
couche éastique comprimée par un seul poincon.

e  Quand les poingons sont de méme rayons (R =R,), la solution sera considérée

pour lecassuivant(s,=¢,, (R/R)=1 ¢(n)=¢,(n)=6(n)).

Dans cette partie du travail, nous nous sommes limités a donner la méthode

générale et I'algorithme de calcul qui permet de donner I'influence de tel ou tel
parametre par simple variation dans lesformules closes.
Le probléeme avec chargement thermique est résolu de la méme maniére par |’ emploi
de la transformée de Hankel. La distribution du champ thermique a travers |’ épai sseur
c'est-a-dire dans la direction de I’ axe « z » est presque la méme. La température chute
plus vite en allant dans la direction de |’axe «r » ; ce résultat est évidant du fait que la
propagation de chaleur va vers les zones moins chaudes. Résultat qui intéresse peut du
fait qu'ici on sintéresse au phénoméne thermique plutét au voisinage des surfaces
limites de contacts.

Les résultats de calcul, témoigne que dans le cas des matériaux transverses-
isotropes (magnésium), la température dans la zone de contact diminue plus que dans
le cas des matériaux homogeéne isotrope. Tandis que la composante de la contrainte
normale di a la température augmente jusgu’a 10%, cette étude montre que la
conductivité de contact affecte la distribution de température et |la composante normale

de la contrainte thermique.
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Pour revenir au cas de matériau homogene isotrope, il suffit de prendre leslimites des
expressions (cas de matériau transverse-isotrope) pour (v, >V, »>1), (p, > p, =1

et (kK >k, —1) ains que «, =p; (Conductibilité dans la direction d'isotropie et
perpendiculaire acelle-ci).

La solution du probleme thermo-élastique aux interfaces est trouvée. Le probléme
formulé en termes d' équations intégrales satisfaisant les conditions aux limites des
champs élastiques et thermiques sont réduits a deux équations intégrales de Fredholm
de seconde espece. Etant superposes par hypothese les efforts meécaniques et
thermiques. Nous découplons les effets des deux chargements dans les équations ainsi
obtenues et orienter |’ étude sur I'influence de la conductivité sur la répartition des

champs de température et la contrainte normal e sur la superficie du contact.
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Annexe 1l

L a définition de la fonction W(t) et son approximation
Sous forme simplifiée: Yt) — % fol‘P(x)k(x, t)dx =1 Nous écrivons

I”équation : W(t) ~2 1lP(x)dx ooG1(2n£) CosMX cosnt—Siﬂ dn=1
Y0 0 n

Avec :
K(x,t) = fooo G,(2n?) cosnx [cos nt— %] , (x,t) €[0,1]

L’ équation Sous forme matricielle linéaire [A][X] = [B] :

1-2k(11) -Zk@21) . .. -Zk@-11) - k@)
- 2k(12) 1-Zk@2) .. .. -Zk@-12) -k®.2)
[Al=|-2k(13) -Zk@3) .. .. —Zk@®-13) --k@.3)
B

Y1) 1

w(2) 1

x = [Y® : 8] = |!

w(n) 1

Lafonction ¥(t) est définie en N points par larésolution de I’ équation A][X] = [B]
dans I'intervale t €[0,1]divise en N parties de longueur « h », cest-a-dire par les

couples (t,'¥)) .

Y = { (W), (W), (35,¥3) ... , (e, W) 3



Annexes

Nous aurons besoin également de la dérivée de la fonction ¥(t), dans ce cas il faut

I’ approximer par laforme suivante :

N
P(t) =ag + Z at;®
k=1

Cequi conduit a un systeme de N équations algébriques suivant :
lI’J(tl) = aO + altll + aztlz + a3t13 + -+ antln

qj(tz) = aO + altzl + aztzz + a3t23 + oo+ antzn

P(t,) = ag + agty! +apt,? + azty3 + -+ apty”

Un programme de calcul est prévu (annexe 3) pour déterminer les termes ky; de la matrice
[A], la résolution successive des systémes d’éguations aboutissant & la détermination des
coefficients d'interpolations «a ;» de la fonction W(t) ={Y¥(t;))} e enfin a sa

détermination.
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Annexe 2

Calcul del’'intégrale : Ly (p)

L’ expression finale de la répartition du champ thermique étant définie, dont les coefficients
sont a déterminés de la résolution du systéme d’ équations al gébriques suivant décrit

auparavant par (I11.17), exprimeé par I’ équation matricielle suivante

Li(p,) La2(p,) LaCpy) - - Ln(pp|al h, T}
Ll(pz) LZ(pz) L3(p2) LN(pz) a; h1 T&
Ll(pg) LZ(p3) L3(p3) LN(pg) a; _ h1 T&
Lilp,) L2(p,)) La(p,) - - Ln(py llaj h, T}

ZE=1 ai; Lx(p) = hy T(}

Avec:

_ (®. P Jomp)o(m)
L) = o "om aap O

Lecacul decetyped intégral pose un probléme, que soit au niveau des bornes
d’intégration, ou au niveau des singularités qui les rendent discontinues non intégrables en ces
points. Les singularités ont pour valeurs les racines de lafonction de Bessel d’ ordre zéroA,.
Afin de contourner cette difficulté on a adopté une simplification de ces expressions par

I’ application de laregle de I’ Hopital connu pour dégager I’ indétermination, ainsi



Annexes

Jo ¢

—€ € —€ € —€ €
I — I — L >
A A, A3 n
dJo(Cn)
kbl e
an Ji(m)
Jo() . 1 Ji(m) 1 J1(4)
i > = lim[-———]=—-————
noAE — A noAc 2| 2

A1—€ Ap+e Az+€ Aste€ As+€
o= [ [ [ [
0 A1—€ Ap—€ Az—€ A4—€

€ : Est une valeur choisie suffisamment petite pour rester loin de |’ indétermination
Lesfonctions de Bessel sont prises sous laforme intégrale approchée.

D’oulecacul del’intégrale Ly (p)

Lx(p) = Z

A, B,
POD Joedlo() - ( 1 F P T Jo(m) dn)]

J am mz- 1) 2 p RO
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Annexe 3

Calcul d’intégral

L’ approximation de la fonction est de laforme polynomiae : W(t) = ¥N_, ajtX

Sadérivéeest: W'(t) = IN_ katk?
Lapartie aintégrer s écrit:

fl w/(ndt

1k aytk
o JEpz Zk Of \/t;(—dt_zk 1kakf \/—
Choisissons le changement de variable suivant pour faciliter I’ intégration
2, 2
2 _ 2 _ L —(xX+p9)
VE—p?=ttx 5 t= ==

_(X +p2) d
2x2

Alors dt =
D’ou les bornes d’intégration ;

t=p impligue x=—-—p et t=1 impligue x=-1+,/1—p?

D’ou, lanouvelle forme de I’intégral (voir annexeb)

fpl 4 _f—1+J1—_p2 (—(x2+p2))k 2x -(P=p?) o _ f 1107 (2ed)

t2—p2 -p 2% x24p2 2x2

k+1



