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Introduction générale

Ma thèse s’inscrit dans la thématique générale de l’homogénéisation mathématique des

systèmes biologiques et physiques. Dans les problèmes d’homogénéisation, en général les

oscillations sont notées par le paramètre ε, l’amplitude des oscillations est d’ordre
1

ε
. L’ho-

mogénéisation mathématique consiste à étudier le comportement asymptotique (ε tend vers 0)

de la solution uε d’une équation aux dérivées partielles. La question qui se pose naturellement

est la suivante : si u0 est un point limite de la suite {uε}ε (dans un certain sens), peut-on carac-

tériser u0 comme la/une solution d’une équation aux dérivées partielles ? Si la réponse à cette

question est positive, le problème limite est appelé : problème homogénéisé. Ce problème est

bien évidemment plus simple que le problème de départ car il ne contient pas d’oscillations.

On est ensuite amené à répondre à d’autres questions naturelles comme : le problème limite

est-il unique, admet-t-il des solutions et si oui en a-t-il une seule ? Dans ce dernier cas on

veut savoir si u0 est une bonne approximation de uε, pour cela on démontre des convergences

fortes ou on établit des estimations de l’erreur. Si les réponses à ces questions sont toutes

positives, on remplace la solution uε du problème initial par la solution u0 du problème ho-

mogénéisé.

Dans ma thèse je me suis intéressée à l’homogénéisation de deux problèmes :

— le premier concerne l’élasticité linéaire d’une multistructure,

— le second concerne la diffusion d’un fluide dans une structure binaire raréfiée.

Le premier problème est consacré à l’étude du comportement asymptotique d’une multi-

structure élastique composée par une famille de poutres régulièrement distribuées entre deux

plaques minces. Cette structure est un modèle simplifié de la peau ; la couche supérieure

représente l’épiderme et la couche inférieure l’hypoderme. Entre ces deux couches minces,
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l’ensemble des fibres de collagène est représenté par les poutres (voir Figure 1)

FIGURE 1 – Les trois couches de la peau.

On suppose que le bord latéral de la plaque inférieure est fixé ; d’après [3] l’épiderme et

le derme sont à l’origine des propriétés mécaniques de la peau, la couche de graisse "hypo-

derme" a peu d’influence sur le comportement élastique de la peau.

La connaissance du comportement élastique de la peau est d’un grand intérêt pour le diagnos-

tic des maladies cutanées et pour les tests d’éfficacité des produit cosmétiques (voir [29]).

Dans cette étude, on fait l’hypothèse que les plaques et les poutres sont constituées de maté-

riaux élastiques, isotropes et homogènes. Ainsi, le tenseur des contraintes s’exprime simple-

ment en fonction du tenseur des déformations via les coefficients de Lamé des matériaux. La

relation qui lie ces deux tenseurs est la loi de Hook (voir (2.2)). Le problème à traiter est un

problème standard d’élasticité linéaire donné par (2.3) où sous forme vectorielle par

µ∆uδ+ (λ+µ)∇(divuδ) = fδ dans Ωδ,ε,r .

Cette dernière forme est l’équation de Navier-Cauchy qui s’écrit également (équation de Na-

vier )

−µrot
(
rot(uδ)

)+ (λ+2µ)∇(divuδ) = fδ
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en utilisant la formule rot
(
rot(uδ)

)=∇(divuδ)−∆uδ.

La deuxième partie de ma thèse est consacrée à l’étude du comportement asymptotique

d’un problème d’évolution gouvernant un processus de diffusion dans une structure binaire

raréfiée. Les problèmes de diffusion se rencontrent dans de nombreux processus industriels et

géophysiques ; c’est le cas en particulier pour le pompage du pétrole, la pollution des terrains

(pollution chimique ou nucléaire). Dans l’étude des structures binaires, on s’attache tout par-

ticulièrement à établir les intéractions entre les niveaux microscopique et macroscopique.

Le problème que j’ai étudié est donné par (4.7), les hypothèses sont en (4.8), (4.9) et (4.26).

Ce problème a déjà été abordé dans plusieurs papiers de F. Bentalha, I. Gruais et D. Poliševki

(voir [16, 30, 32]) en utilisant la méthode de la zone de contrôle et la méthode des échelles

multiples.

La méthode des échelles multiples consiste à construire formellement une solution du pro-

blème initial sous la forme d’un développement asymptotique de uε

uε = u0 +εu1 +ε2u2 + . . . .

En comparant ensuite les différentes puissances de ε on déduit les problèmes vérifiés par u0,

u1, . . .. On justifie cette démarche en montrant que uε converge vers u0, (u0 étant la solution

du probème homogénéisé, voir par exemple [15]). En 1978, Luc Tartar (voir [35]) a introduit

la méthode de l’énergie pour étudier les problèmes d’homogénéisation périodique. Elle est

essentiellement basée sur des choix judicieux des fonctions tests oscillantes. Ces choix per-

mettent de passer à la limite dans le problème de départ, en éliminant les indéterminations

provenant des produits de convergences faibles. En 1989, Ngueteseng a introduit la méthode

de la convergence à deux échelles [26] ; cette méthode a ensuite été développée par G. Allaire

[17].

Dans ma thèse, j’utilise une nouvelle méthode pour traiter le problème d’homogénéisation

(4.7) : la méthode de l’éclatement périodique introduite en 2002 par D. Cioranescu, A. Dam-

lamian et G. Griso (voir [11, 12]). Cette nouvelle approche de l’homogénéisation périodique

est basée sur la dilatation des domaines microscopiques. L’espace physique est transformé

par l’opérateur d’éclatement en doublant en général sa dimension. Cette augmentation de la
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dimension permet de ”voir” les parties microscopiques ; il faut également noter que l’on est

ainsi amené à travailler avec des ensembles de fonctions indépendantes de ε. On trouve une

esquisse de cette méthode dans plusieur travaux : celui de T. Arbogast, J. Douglas et U. Hor-

nung en 1990 (voir [46]) pour l’étude de l’homogénéisation d’un milieu périodique à double

porosité ou comme celui de G. Allaire, C. Conca et M. Vanninathen [18] en combinaison avec

la méthode de convergence à deux échelles.

La méthode de l’éclatement périodique a été étendue par D. Cioranescu, A. Damlamian, P.

Donato, G. Griso et R. Zaki (voir [39]) aux domaines perforés et par P. Donato, L. N. Hang, et

R. Tardieu (voir [40]) aux domaines constitués de matériaux présentant différentes périodes.

La méthode de l’éclatement périodique est equivalente à la méthode de la convergence à deux

échelles, ce qui se voit dans la relation suivante : si (φε)ε est une suite uniformément bornée

de fonctions de L2(Ω), alors

T ε(φε)*φ faiblement dans L2(Ω×Y ) ⇐⇒φε converge à deux échelles vers φ.

Mais avec l’éclatement périodique les démonstrations sont plus simples qu’avec la méthode à

deux échelles.

Ma thèse comprend cinq chapitres. Les trois premiers concernent le problème d’élasticité,

le quatrième le problème de diffusion et le dernier chapitre contient les démonstrations des

lemmes techniques.

Le premier chapitre présente quelques résultats préliminaires ; essentiellement des rappels des

résultats techniques utilisés dans les chapitres suivants.

Le deuxième chapitre est le plus important de cette première partie. La multistructure consi-

dérée dépend de trois petits paramètres : r le rayon des poutres, ε la période et δ l’ordre de

grandeur de l’épaisseur des plaques et de la longueur des poutres, sous les conditions (r < ε/2

et ε≤ δ). Dans une structure faisant intervenir des petites dimensions, il est souvent très dif-

ficile d’obtenir des estimations à priori (ici l’obtention d’une inégalité de type Korn). Pour

surmonter cette difficulté, j’ai utilisé les décompositions des déplacements dans les plaques

et dans les poutres. Les estimations aux jonctions ont été obtenues en comparant ces décom-

positions dans les petites portions de poutres contenues dans les plaques. À la lecture des
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estimations complètes, on s’aperçoit que les déplacements des deux plaques sont du même

ordre de grandeur lorsque les paramètres r, ε, δ sont liés par les relations données en (2.49) et

(2.50). On peut ensuite choisir l’ordre de grandeur des forces appliquées et entamer l’étude

du comportement asymptotique de cette structure. Dans le troisième chapitre on exploite les

résultats du chapitre précédant pour obtenir le problème vérifié par les déplacements limites,

dans la dernière section de ce chapitre on montre la convergence de l’énergie élastique totale.

Dans le quatrième chapitre, j’aborde la deuxième partie de mon travail . Elle concerne l’étude

du problème d’évolution dans une structure binaire raréfiée.

Les motivations de mon travail

Je m’étais fixé les objectifs suivants :

• utiliser les outils de décompositions des déplacements des structures minces pour obtenir

des estimations à priori et étudier les jonctions d’une multistructure dans le cadre de l’élasti-

cité linéaire,

• utiliser la méthode de l’éclatement périodique pour traiter la diffusion dans une structure

binaire raréfiée.
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Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce premier chapitre, on présente quelques résulats d’élasticité linéaire utiliés dans

les chapitres suivants.

On commence par définir la poutre, on rappelle la décomposition des déplacements d’une

poutre et les estimations des termes de cette décomposition à l’aide de la norme L2 du gradient

symétrisé du déplacement et de l’épaisseur de la poutre. Les mêmes rappels sont ensuite

présentés pour les plaques.

L’inégalité de Korn pour les déplacement d’un domaine 3d de frontière assez régulière est

donné dans les deux cas : avec ou sans encastrements.

Soit O un ouvert de RN , N ≥ 2. Pour tout déplacement u appartenant à H 1(O ;RN ) on note

∇u = 1

2

(∇u + (∇u)T )
le gradient symétrisé de u.

1.1 La poutre

On note Pδ la poutre de section droite le disque Dδ de centre O et de rayon δ et de

longueur L :

Pδ = (0,L)×Dδ.

Définition 1.1.1. Le déplacement élémentaire Ue associé au déplacement u appartenant à
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

Section droite
Courbe moyenne

FIGURE 1.1 – Poutre et sa section droite.

H 1(Pδ;R3) est défini par

Ue (x) =U (x1)+R(x1)∧ (x2e2 +x3e3), p.p. x = (x1, x2, x3) ∈ Pδ; (1.1)

où
U (x1) = 1

πδ2

∫
D(O;δ)

u(x1, x2, x3)d x2 d x3,

R1(x1) = 2

πδ4

∫
D(O;δ)

(
x2u3(x1, x2, x3)−x3u2(x1, x2, x3)

)
d x2d x3,

R2(x1) = 4

πδ4

∫
D(O;δ)

x3u1(x1, x2, x3)d x2d x3,

R3(x1) =− 4

πδ4

∫
D(O;δ)

x2u1(x1, x2, x3)d x2d x3.

(1.2)

La décomposisition de u s’écrit donc

u(x) =Ue (x)+u(x)

=
U1(x1)+x3R2(x1)−x2R3(x1)+u1(x)

U2(x1)−x3R1(x1)+u2(x)
U3(x1)+x2R1(x1)+u3(x)

 p.p. x ∈ Pδ. (1.3)

Le déplacement u, différence entre u et Ue , représente le gauchissement des sections droites

de la poutre. Le gradient de u s’écrit

∇u =
(

dU

d x1
+ dR

d x1
∧ (x2e2 +x3e3)+ ∂u

∂x1
R∧e2 + ∂u

∂x2
R∧e3 + ∂u

∂x3

)
(1.4)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

Le champ U représente le déplacement de la ligne moyenne de la poutre. Sous l’action

d’un petit déplacement élémentaire la section droite {x1}×Dδ est translatée de U (x1) et elle

tourne autour du vecteur R(x1) d’un petit angle de mesure ‖R(x1)‖2. Après ce déplacement,

la section droite {x1}×Dδ n’est plus en général orthogonale à la ligne moyenne déformée 1.

L’angle de torsion de la section droite (angle de rotation de la section droite autour de sa ligne

moyenne) est donné par la première composante de R(x1).

Le théorème suivant est démontré dans [21, Théorème 3.3] :

Théorème 1.1.1. Soit u ∈ H 1(Pδ;R3) et Ue le déplacement élémentaire qui lui est associé. On

a les estimations suivantes :

‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ≤C‖∇u‖[L2(Pδ)]9 , ‖u‖[L2(Pδ)]3 ≤Cδ‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,

δ
∥∥∥dR

d x1

∥∥∥
[L2(0,L)]3

+
∥∥∥dU

d x1
−R∧e1

∥∥∥
[L2(0,L)]3

≤ C

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 .

(1.5)

La constante est indépendante de δ et L.

1.2 La plaque

Soit ω un domaine borné de R2 de frontière lipschitzienne. On choisit pour origine du

repère de R3 le centre de gravité de ω et deux vecteurs unitaires (e1,e2) dans les directions

des axes principaux d’inertie de ω. La direction des normales à ω est donnée par le vecteur

unitaire e3.

La plaque Ωδ = ω×]−δ,δ[, δ > 0, est un domaine de R3. La surface moyenne de la plaque

est l’ouvert ω de R2 ; la plaque est ici d’épaisseur 2δ. On note x = (x1, x2, x3) = (x ′, x3) les

cordonnées d’un point de Ωδ, où x ′ ∈ ω. La fibre passant par (x ′,0) ∈ ω× {0} est l’intervalle

ouvert intersection de la droite passant par (x ′,0) de direction e3 et de Ωδ.

Définition 1.2.1. Le déplacement élémentaire Ue associé au déplacement u appartenant à

H 1(Ωδ;R3) est défini par

Ue (x) =U (x ′)+x3R(x ′) p.p. x ∈Ωδ.

1. Dans le cas d’un déplacement de Bernoulli-Navier, après déplacement les sections droites restent ortho-
gonales à la ligne moyenne déformée.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

Fibre normale
Surface moyenne

FIGURE 1.2 – Plaque mince avec son plan médian et une fibre normale.

où

U (x ′) = 1

2δ

∫ δ

−δ
u(x ′, x3)d x3,

R1(x ′) = 3

2δ3

∫ δ

−δ
x3u1(x ′, x3)d x3,

R2(x ′) = 3

2δ3

∫ δ

−δ
x3u2(x ′, x3)d x3.

p.p. x ′ ∈ω.

Le déplacement u ∈ H 1(Ωδ;R3) s’écrit

u(x) =Ue (x)+u(x)

=
U1(x ′)+x3R1(x ′)+u1(x)
U2(x ′)+x3R2(x ′)+u2(x)

U3(x ′)+u3(x)

 p.p. x ∈Ωδ. (1.6)

Le gradient de u s’écrit (ci-dessous, on convient que R3 = 0)

∇u =
(
∂U

∂x1
+x3

∂R

∂x1
+ ∂u

∂x1

∂U

∂x2
+x3

∂R

∂x2
+ ∂u

∂x2
R+ ∂u

∂x3

)
(1.7)

Sous l’action d’un petit déplacement élémentaire la surface moyenne de la plaque est

translatée de U (x ′). La fibre x ′×]−δ,δ[ tourne autour du vecteur R2(x ′)e1 −R1(x ′)e2 d’un
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

petit angle de mesure ‖R(x ′)‖2. Après ce déplacement, les fibres ne sont plus en général or-

thogonales à la surface moyenne déformée 2. Le déplacement u renseigne sur la déformation

des fibres, c’est le gauchissement.

Le théorème suivant est démontré dans [23, Théorème 2.3] :

Théorème 1.2.1. Soit u ∈ H 1(Ωδ;R3) et Ue le déplacement élémentaire qui lui est associé par

la définition 1.2.1. On a les estimations suivantes :

‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ≤C‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 , ‖u‖[L2(Ωδ)]3 ≤Cδ‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

δ
∥∥∇R

∥∥
[L2(ω)]4 +

∥∥∇Um
∥∥

[L2(ω)]4 +
2∑

α=1

∥∥∥∂U3

∂xα
+Rα

∥∥∥
L2(ω)

≤ C

δ1/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

(1.8)

où Um =U1e1 +U2e2. La constante est indépendante de δ.

1.3 Inégalités de Korn pour une poutre et une plaque

Ci-dessous, on rappelle l’ingalité de Korn pour un domaine non encastré (voir [23, Théo-

rème 2.3]) :

Théorème 1.3.1. Soit O un domaine borné de RN , N ≥ 2, de frontière lipschitzienne. Pour

tout déplacement v ∈ H 1(O ;RN ) il existe un déplacement rigide r tel que

‖v − r‖[H 1(O )]N ≤C‖∇v‖[L2(O )]N×N .

La constante ne dépend que de O .

1.3.1 Inégalité de Korn pour la poutre Pδ

Proposition 1.3.1. Soient u ∈ H 1(Pδ;R3) et Ue le déplacement élémentaire qui lui est associé.

On pose

a =U (0), b =R(0)

et on considère le déplacement rigide

r (x) = a+b∧x, ∀x ∈R3.

2. Dans le cas d’un déplacement de Kirchhoff-Love, après déplacement les fibres restent orthogonales à la
surface moyenne déformée.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

On a

‖∇u −∇r‖[L2(Pδ)]9 ≤ C L

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 (1.9)

et
‖u1 − r1‖L2(Pδ) ≤C L‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,

‖u2 − r2‖L2(Pδ) +‖u3 − r3‖L2(Pδ) ≤
C L2

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 .

(1.10)

Démonstration. L’inégalité de Poincaré et l’estimation (1.5) (iii) donnent

‖R−b‖[L2(0,L)]3 = ‖R−R(0)‖[L2(0,L)]3 ≤ L
∥∥∥dR

d x1

∥∥∥
[L2(0,L)]3

≤ C L

δ2
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 . (1.11)

De (1.5) (iii) et de l’estimation ci-dessus, il vient que∥∥∥dU1

d x1

∥∥∥
L2(0,L)

≤ C

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,∥∥∥dU2

d x1
−b3

∥∥∥
L2(0,L)

≤ ∥∥R3 −b3
∥∥

L2(0,L) +
C

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ≤ C L

δ2
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,∥∥∥dU3

d x1
+b2

∥∥∥
L2(0,L)

≤ ∥∥R2 −b2
∥∥

L2(0,L) +
C

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ≤ C L

δ2
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 .

(1.12)

car δ≤ L. L’inégalité de Poincaré et les estimations ci-dessus mènent à

‖U1 −a1‖L2(0,L) ≤ L
∥∥∥dU1

d x1

∥∥∥
L2(0,L)

≤ C L

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,

‖U2 −a2 −b3x1‖L2(0,L) ≤ L
∥∥∥dU2

d x1
−b3

∥∥∥
L2(0,L)

≤ C L2

δ2
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,

‖U3 −a3 +b2x1‖L2(0,L) ≤ L
∥∥∥dU3

d x1
+b2

∥∥∥
L2(0,L)

≤ C L2

δ2
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 .

(1.13)

Utilisant l’expression (1.4) du gradient de u, on de u, on en déduit que

∇u −∇r

=
(

dU

d x1
−b∧e1 + dR

d x1
∧ (x2e2 +x3e3)+ ∂u

∂x1
(R−b)∧e2 + ∂u

∂x2
(R−b)∧e3 + ∂u

∂x3

)
Compte tenu de (1.8)1, (1.8)3 et des estimations (1.12), il vient (1.9). On utilise ensuite (1.8)2,

(1.11) et (1.13), pour obtenir (1.10).

Corollaire 1.3.1. Si la poutre est fixée en l’une de ces extrémités au moins (par exemple sur

{0}×ωδ) alors on a

‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ≤ C L

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 (1.14)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRE

et
‖u1‖L2(Pδ) ≤C L‖∇u‖[L2(Pδ)]9 ,

‖u2‖L2(Pδ) +‖u3‖L2(Pδ) ≤
C L2

δ
‖∇u‖[L2(Pδ)]9 .

(1.15)

Démonstration. Si la poutre est fixée sur {0}×ωδ alors les termes de la décomposition de u

(voir définition 1.1) s’annulent en 0 d’où le résultat.

1.3.2 Inégalité de Korn pour la plaque Ωδ

Proposition 1.3.2. Soit u ∈ H 1(Ωδ;R3), il existe un déplacement rigide r tel que

‖∇u −∇r‖[L2(Ωδ)]9 ≤ C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 , (1.16)

et
‖(u − r)α‖L2(Ωδ) ≤C‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

‖(u − r)3‖L2(Ωδ) ≤
C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

(1.17)

Les constantes ne dépendent que de ω.

Démonstration. On applique le Théorème 1.3.1 avec les déplacements 2d : Um = U1e1 +
U2e2 et Rm =R1e1 +R2e2. Il existe deux déplacements rigides

r ′(x ′) =
(

a1 −b3x2

a2 +b3x1

)
r ′′(x ′) =

(
b1 − cx2

b2 + cx1

)
tels que

‖Um − r ′‖[H 1(ω)]2 ≤C‖∇U ‖[L2(ω)]4 ≤ C

δ1/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

‖Rm − r ′′‖[H 1(ω)]2 ≤C‖∇R‖[L2(ω)]4 ≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

(1.18)

On a donc

‖R1 −b1 + cx2‖L2(ω) +‖R2 −b2 − cx1‖L2(ω) ≤
C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 . (1.19)

D’après (1.8)3 et (1.19) il vient que∥∥∥∂U3

∂x1
+b1 − cx2

∥∥∥
L2(ω)

≤ ‖R1 −b1 + cx2‖L2(ω) +
C

δ1/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,∥∥∥∂U3

∂x2
+b2 + cx1

∥∥∥
L2(ω)

≤ ‖R2 −b2 − cx1‖L2(ω) +
C

δ1/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .
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On a
∂

∂x2

(∂U3

∂x1
+b1 − cx2

)
− ∂

∂x1

(∂U3

∂x2
+b2 + cx1

)
= 2c dans H−1(Ω).

D’où

‖2c‖H−1(Ω) ≤C
(∥∥∥∂U3

∂x1
+b1 − cx2

∥∥∥
L2(ω)

+
∥∥∥∂U3

∂x2
+b2 + cx1

∥∥∥
L2(ω)

)
≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

Comme d est une constante, on en déduit que

|c| ≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 , ‖∇R‖[L2(ω)]4 ≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

2∑
α=1

∥∥∥∂U3

∂xα
+bα

∥∥∥
L2(ω)

≤ C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

(1.20)

De l’inégalité de Poincaré-Wirtinger et de la derninère estimation on obtient (on rappelle que

l’origine du repère est au centre de gravité de ω)

‖U3 −a3 +b1x1 +b2x2‖L2(ω) ≤
C

δ3/2
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 . (1.21)

On pose

r(x) =
a1 −b3x2 +b1x3

a2 +b3x1 +b2x3

a3 −b1x1 −b2x2

 x ∈Ωδ.

De (1.18)1 et (1.20), on obtient

‖∇u −∇r‖[L2(Ωδ)]9 ≤ C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

De l’expression (1.6) de uα et d’après (1.18), (1.19) et (1.8)1 on a

‖(u −r)α‖L2(Ωδ) ≤C
(
δ1/2‖Uα− r ′

α‖L2(ω) +δ3/2‖Rα− r ′′
α‖L2(ω) +‖uα‖L2(Ωδ)

)
≤C‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

(1.22)

De

(u −r)3(x) =U3(x ′)− (a3 −b1x1 −b2x2)+u3(x) p.p. x ∈Ωδ

et (1.21) et (1.8)1 on obtient

‖(u −r)3‖L2(Ωδ) ≤
C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .
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On note γ une partie de mesure non nulle de ∂ω. On pose

H1
Γ0,δ

(Ωδ) =
{

u ∈ H 1(Ωδ;R3) | u = 0 sur Γ0,δ
.= γ× (−δ,δ)

}
.

Soit u ∈ H1
Γ0,δ

(Ωδ), le déplacement élémentaire Ue (voir défintion 1.2.1) et le gauchissement

u vérifie

U = 0, R = 0 sur γ et u = 0 sur Γ0,δ.

Corollaire 1.3.2. Pour tout u ∈ H1
Γ0,δ

(Ωδ) on a

‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ≤ C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 , (1.23)

et
‖uα‖L2(Ωδ) ≤C‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 ,

‖u3‖L2(Ωδ) ≤
C

δ
‖∇u‖[L2(Ωδ)]9 .

(1.24)

Démonstration. Si u appartient à H1
Γ0,δ

(Ωδ) alors dans la proposition 1.3.2 on prend le dépla-

cement rigide r = 0.
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Première partie

Jonctions entre deux plaques et une
famille de poutres.
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Dans cette partie, on étudie le comportement asymptotique d’une multistructure élastique

composée par une famille de poutres élastiques ayant la même longueur (d’ordre δ) et la même

section droite (un disque de rayon r ). Les poutres sont ε-périodiquement distribuées entre

deux plaques. Ces plaques ont des épaisseurs différentes d’ordre δ. On suppose que r < ε/2

et r ≤ δ afin de traiter une famille de poutres distinctes. Le bord latéral de la plaque inférieure

est fixé et les autres parties de la frontière de la structure sont libres de forces. Le modèle

mécanique est celui de l’élasticité isotrope linéaire. Le but de ce travail est d’introduire un

modèle simplifié de la peau. La plaque supérieure représente l’épiderme, tandis que la plaque

inférieure est l’hypoderme. Les poutres périodiquement distribuées entre ces deux couches

représentent les fibres de collagène dans le derme (pour plus de détails, voir [2])

Lors de l’étude d’une multi-structure élastique, la première difficulté rencontrée est : com-

ment obtenir des estimations à priori des déplacements ? Les inégalités de Korn pour une

plaque, une poutre ou un domaine régulier 3D ne sont malheureusement pas suffisantes. Pour

surmonter cette difficulté, on utilise les décompositions des déplacements des plaques et des

poutres introduites dans [21, 23] pour les poutres droites ou courbes et les coques ou les

plaques. Ces décompositions ont été étendues aux structures composées par des poutres ou

par des plaques dans [22, 24]. Le déplacement d’une poutre s’écrit comme la somme d’un dé-

placement élémentaire et d’un gauchissement. Le déplacement élémentaire est affine dans les

sections droites, il dépend de deux champs vectoriels définis sur la ligne centrale de la poutre

(voir (2.9)). Le gauchissement représente la déformation des sections droites. De même, le

déplacement d’une plaque s’écrit comme la somme d’un déplacement élémentaire et d’un

gauchissement. Ici, le déplacement élémentaire est affine dans les fibres (voir (2.20)). Dans

les sous sections 2.2.1-2.2.2, pour ces décompositions, on rappelle les estimations complètes

du gauchissement et l’estimation du tenseur des déformations du déplacement élémentaire par

rapport au tenseur des déformations des déplacements initiaux. On utilise ces décompositions

pour l’ensemble des poutres et pour les deux plaques. Ensuite, il reste à obtenir les estima-

tions complètes des déplacements élémentaires. Pour ce faire, on compare les termes des

déplacements élémentaires dans les petites portions de poutres incluses dans les plaques. En

particulier, on montre que les estimations des déplacements dans les deux plaques diffèrent

17



par le facteur 1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)
. D’où, si on souhaite des déplacements des plaques du

même ordre, on suppose que ce facteur est uniformément borné. Ainsi, les petits paramètres

δ, ε et r sont liés par la relation

ε= κ0δ
ρ, r = κ1δ

η, η> 0, ρ > 0

et des conditions sur ρ et η (voir la section (2.3)). On montre ensuite que le couple (ρ,η)

appartient à un polygone convexe. Puis, on introduit les deux opérateus de l’élatement Πδ et

Πr ; ils permettent de ”réduire” les dimensions δ→ 0 et r → 0.

Pour la modélisation mathématique des poutres et des plaques, nous nous référons à

[42, 43, 36]. En ce qui concerne les multi-structures en élasticité linéaire et les jonctions

entre des poutres et un domaine 3D ou des poutres et des plaques, nous nous référons à

[41, 5, 6, 7, 8, 37, 21, 24, 25, 20, 31, 28]. La jonction entre une poutre et une plaque en

élasticité non linéaire est traitée dans [9, 10].

Dans les deux chapitres suivants

— les indices grecs α et β appartiendront à {1,2}tandis que les indices latins i , j , k, l

appartiendront à {1,2,3},

— les constantes notées C ne dépendent pas de δ, ε et r ,

— on utilise la convention d’Einstein de sommation sur des indices répétés.
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Chapitre 2

Jonctions entre les plaques et les poutres

Ce chapitre comporte 6 sections. Une descripition de la géométrie de la structure et le

problème d’élasticité sont présentés dans la section 1.

Dans la section 2 on détaille les estimations des déplacements de la structure ; on com-

mence par l’estimation des déplacements d’une seule poutre puis de l’ensemble des poutres

et pour finir on considère les déplacements des plaques.

Les cas critiques sont introduits dans la section 3. Ils proviennent des estimations obte-

nues dans la section précédente. L’étude de notre structure va se poursuivre dans l’un des cas

critiques, on a choisi celui qui représente la situation la plus générale. Les hypothèses sur les

forces appliquées sont données dans la section 4.

Dans la section 5, on définit les opérateus Πδ et Πr . La dernière section est consacrée à

l’obtention du problème limite et à la convergence de l’énergie élastique totale.

2.1 La géométrie de la structure et le problème d’élasticité

La structure est composée de deux plaques horizontales Ωa
δ

et Ωb
δ

dont les épaisseurs sont

2κaδ et 2κbδ, 0 < κa , κb < 1/2. Les deux plaques sont reliées par une famille de poutres

verticales, régulièrement espacées. Ces poutres sont des cylindres de rayon r et de longueur

2δ+δ(κa +κb), où κa +κb < 1

On pose

— ω= (−L/2,L/2)2 la surface moyenne de référence des plaques,
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

— I a = (
1−κa ,1+κa

)
, I b = (−1−κb ,−1+κb

)
,

— I a
δ
= δI a = (

δ(1−κa),δ(1+κa)
)
, I b

δ
= δI b = (−δ(1+κb),−δ(1−κb)

)
,

— I = (−1−κb ,1+κa
)
, Iδ = δI = (−δ(1+κb),δ(1+κa)

)
,

— I be = (−1+κb ,1−κa
)
, I be

δ
= δI be = (

δ(−1+κb),δ(1−κa)
)
,

— Ωa
δ
=ω× I a

δ
la plaque supérieure,

— Ωb
δ
=ω× I b

δ
la plaque inférieure,

— Y = (− 1

2
,

1

2
)2, ε= L

N
, N ∈N∗,

— Yε = εY =
(
− ε

2
,
ε

2

)2
,

— Ξε =
{
1,2, . . . , N

}2,

— ω= int
( ⋃
ξ∈Ξε

(
εξ+Y ε)

)
,

— Dr =
{
(x1, x2) ∈R2 | x2

1 +x2
2 < r 2

}
, r > 0,

— Pδ = Dr ×Iδ la poutre dont la section droite est le disque Dr et longueur 2δ+δ(κa+κb),

— la famille de poutres Bδ,ε,r
.= ⋃
ξ∈Ξε

(
εξ+Dr × I be

δ

)
— la structure complète Ωδ,ε,r = int

(
Ω

a
δ∪Ω

b
δ∪Bδ,ε,r

)
— B = D1 × I , B be = D1 × I be les poutres de référence.

Tout au long de ce chapitre on note par (O;e1,e2,e3) le repère othonormé de référence de R3.

Soit u un déplacement appartenant à H 1(O ;Rm), , m ∈ {2,3}, où O est un sous ensemble

ouvert de Rm . Le tenseur des déformations ou gradient symétrisé de u est défini par

∇u = 1

2

(∇u + (∇u)T )
.

Ses composantes sont

γkl (u) = 1

2

(∂uk

∂xl
+ ∂ul

∂xk

)
, (k, l ) ∈ {1, . . . ,d}2.

Les plaques et les poutres sont constituées de matériaux élastiques isotropes et homogènes,

pour des raisons de simplicité, on choisit les mêmes constantes de Lamé dans chaque plaque.

On pose
λ(x) =λpl, µ(x) =µpl p.p. x ∈Ωa

δ∪Ωb
δ,

λ(x) =λbe, µ(x) =µbe p.p. x ∈ Bδ,ε,r ,
(2.1)
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où λpl, µpl et λbe, µbe sont les constantes de Lamé des matériaux, ces constantes sont stricte-

ment positives.

Soit {uδ}δ une suite de déplacements avec uδ ∈ H 1(Ωδ,ε,r ;R3) 1. Le tenseur des contraintes

de Cauchy σδ sur Ωδ,ε,r du déplacement uδ est lié au au gradient symétrique (∇uδ)S par la loi

de Hooke

σi j ,δ =λ
( 3∑

k=1
γkk (u))

)
δi j +2µγi j (u), dans Ωδ,ε,r , (2.2)

où δi j = 0 si i 6= j et δi j = 1 si i = j .

Dans le domaine Ωδ,ε,r on considère le problème standard d’élasticité linéaire. Les équa-

tions d’équilibre dans Ωδ,ε,r sont

− ∂σi j ,δ

∂x j
= fi ,δ dans Ωδ,ε,r , (2.3)

où f δ ∈ L2(Ωδ,ε,r ;R3) désigne les forces volumiques appliquées.

On suppose que la plaque Ωb
δ

est fixée sur son bord latéral ∂ω× I b
δ
= Γb

δ

uδ = 0 sur Γb
δ, (2.4)

et que le bord ∂Ωδ,ε,r \Γb
δ

est libre de forces

σδν= 0 sur ∂Ωδ,ε,r \Γb
δ, (2.5)

où ν désigne le vecteur unitaire normal à ∂Ωδ,ε,r orienté vers l’extérieur.

Remark 2.1.1. La condition (2.5) signifie que la densité des forces appliquées de surface sur

∂Ωδ,ε,r \Γb
δ

est nulle. Cette hypothèse n’est pas indispensable pour l’étude du comportement

asymptotique de la structure, on peut noter qu’elle est naturelle pour la famille de poutres.

La formulation variationnelle de (2.3)-(2.4)-(2.5) est standarde. Si Vδ,ε,r désigné l’espace

des déplacements admissibles de la structure

Vδ,ε,r =
{

v ∈ H 1(Ωδ,ε,r ;R3) | v = 0 sur Γb
δ

}
.

1. Pour plus de clarté, dans cette section, on omet la dépendance des champs par rapport aux paramètres ε et
r . Dans la section 2.6, les paramètres δ, ε et r seront liés, un seul paramètre suffira (on choisira de garder δ qui
est en relation avec l’épaisseur des plaques).
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La formulation variationelle est
Trouver uδ ∈Vδ,ε,r tel que,∫
Ωδ,ε,r

σi j ,δγi j (v)d x =
∫
Ωδ,ε,r

fi ,δvi d x, ∀v ∈Vδ,ε,r .
(2.6)

On munit l’espace Vδ,ε,r de la semi-norme

‖v‖V = ‖(∇v)S‖[L2(Ωδ,ε,r )]9

Théorème 2.1.1. Le problème variationelle (2.6) admet une solution unique.

Démonstration. Voir le théorème 5.1.1 de l’annexe A.

L’énergie élastique totale du déplacement v ∈Vδ,ε,r est notée

E (v) =
∫
Ωδ,ε,r

[
λ
( 3∑

k=1
γkk (v)

)2 +2µ
3∑

i , j=1
(γi j (v))2

]
d x.

On choisit v = uδ dans (2.6) ce qui conduit à la relation usuelle d’énergie

E (uδ) =
∫
Ωδ,ε,r

3∑
i=1

fi ,δui ,δd x. (2.7)

On terminera la section 6 en donnant la limite de la suite
{ 1

δ3
E (uδ)

}
δ
.

Pour presque tout z dans R2, on note [z] ∈ Z2 la partie entière de z et {z} ∈ Y sa partie

fractionnaire, donc

z = [z]+ {z}.

2.2 Estimations des déplacements de la structure

Pour obtenir les estimations à priori des déplacements d’une structure, il faut en général

démontrer une inégalité de Korn spécifique au domaine. Ici, comme il s’agit d’une multistruc-

ture dépendant de plusieurs petits paramètres, il faut expliciter la constante dans l’inégalité de

Korn par rapport à ε, δ et r , on montrera que l’on ne peut pas résumer toutes les estimations

obtenues ici en une seule inégalité ; c’est pourquoi on détaillera les inégalités pour chaque

partie de la structure. Pour atteindre ce but, on utilise les décompositions des déplacements

des poutres et des plaques.
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2.2.1 Estimations pour l’ensemble des poutres

On fait les hypothèses suivantes :

r < ε/2, r ≤ δ. (2.8)

La première condition signifie que les poutres sont distinctes (sans contact entre elles). En

imposant la deuxième condition, on veut seulement faire face à un ensemble de poutres entre

les deux plaques c’est à dire on veut éliminer le cas
δ

r
→ 0, car dans ce cas, les connexions

entre les deux plaques doivent être assimilées à des petites plaques. Ce cas peut être étudié en

utilisant les outils spécifiques aux plaques (voir [23]).

On munit l’espace H 1(Pδ;R3) de la semi-norme

∀v ∈ H 1(Pδ;R3), ‖v‖Pδ = ‖(∇v)S‖[L2(Pδ)]9 .

Soit u être un déplacement appartenant à H 1(Ωδ,ε,r ;R3), Théorème 3.1 de [23] (voir égale-

2δkᵅ

ᵇ2δk

𝜀
𝜀

2δ+δ(k+k )b
ᵅ

FIGURE 2.1 – La poutre Pδ.

ment (1.1) et (1.3)) la décomposition de déplacement uξ de u dans la poutre εξ+Pδ, ξ ∈Ξε.
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Pour p.p. x = x1e1 +x2e2 +x3e3 ∈ Pδ, on écrit (x ′ = x1e1 +x2e2)

uξ(x) = u(εξ+x) =Uξ(x3)+Rξ(x3)∧x ′+ üξ(x)

=U e
ξ (x)+ üξ(x),

(2.9)

où Uξ ∈ H 1(Iδ;R3), Rξ ∈ H 1(Iδ;R3) et üξ ∈ H 1(Pδ;R3). Le déplacement résiduel üξ (nommé le

gauchissement) satisfait pour p.p. x3 ∈ Iδ,∫
Dr

üξ(x1, x2, x3)d x1d x2 = 0,∫
Dr

x1ü3,ξ(x1, x2, x3)d x1d x2 =
∫

Dr

x2ü3(x1, x2, x3)d x1d x2 = 0,∫
Dr

(
x1ü2,ξ(x1, x2, x3)−x2ü1,ξ(x1, x2, x3)

)
d x1d x2 = 0.

(2.10)

Les estimations suivantes des termes de la décomposition (2.9) sont prouvés dans [23, Théo-

rème 3.1] (voir également théorème 1.1.1) :

‖üξ‖[L2(Pδ)]3 ≤Cr‖uξ‖Pδ , ‖∇üξ‖[L2(Pδ)]9 ≤C‖uξ‖Pδ ,∥∥∥dRξ

d x3

∥∥∥
[L2(Iδ)]3

≤ C

r 2
‖uξ‖Pδ ,

∥∥∥dUξ

d x3
−Rξ∧e3

∥∥∥
[L2(Iδ)]3

≤ C

r
‖uξ‖Pδ .

(2.11)

Les constantes ne dépendent pas de ε, r et δ.

De l’expression (2.9) on déduit le tenseur des déformations de uξ est

(∇uξ
)

S =



γ11(üξ) γ12(üξ)
1

2

[(dU1,ξ

d x3
−R2,ξ

)
−x2

dR3,ξ

d x3

]
+γ13(üξ)

∗ γ22(üξ)
1

2

[(dU2,ξ

d x3
+R1,ξ

)
+x1

dR3

d x3

]
+γ23(üξ)

∗ ∗ dU3,ξ

d x3
+x2

dR1,ξ

d x3
−x1

dR2,ξ

d x3
+γ33(üξ)


. (2.12)

On pose

Rbe
ξ =

 0 −R3,ξ R2,ξ

R3,ξ 0 −R1,ξ

−R2,ξ R1,ξ 0


D’après l’expression (2.9) de uξ et après un calcul direct, on en tire

‖∇uξ−Rbe
ξ ‖[L2(Pδ)]9 ≤C

(
‖∇üξ‖[L2(Pδ)]9 + r

∥∥∥dUξ

d x3
−Rξ∧e3

∥∥∥
[L2(Iδ)]3

+ r 2
∥∥∥dRξ

d x3

∥∥∥
[L2(Iδ)]3

)
.
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Les estimations (2.11) et celle ci-dessus conduit à

∥∥∇uξ−Rbe
ξ

∥∥
[L2(Pδ)]9 ≤C‖uξ‖Pδ . (2.13)

On note

s =
+1 si d = a,

−1 si d = b.

Pour chaque φ ∈ L1(I d
δ

), d ∈ {a,b}, on pose

MI d
δ

(φ) = 1

2κdδ

∫
I d
δ

φ(x3)d x3.

Rappelons les conséquences suivantes de l’inégalité Poincaré-Wirtinger (d ∈ {a,b}) :

∀φ ∈ H 1(I ),
‖φ−MI d

δ
(φ)‖L2(Iδ) ≤Cδ‖φ′‖L2(Iδ),

|MI a
δ

(φ)−MI b
δ

(φ)| ≤Cδ1/2‖φ′‖L2(Iδ).
(2.14)

Pour plus une démonstration voir le Lemme 5.1.3 Annexe A.

Lemme 2.2.1. On a (d ∈ {a,b})

∑
ξ∈Ξε

∥∥∇u(εξ+·)−MI d
δ

(
Rbe
ξ

)∥∥2
[L2(Pδ)]9 ≤ Cδ2

r 2
‖u‖2

V (2.15)

et ∑
ξ∈Ξε

∥∥u3(εξ+·)−MI d
δ

(
U3,ξ

)+x1MI d
δ

(
R2,ξ

)−x2MI d
δ

(
R1,ξ

)∥∥2
L2(Pδ) ≤Cδ2‖u‖2

V ,

∑
ξ∈Ξε

∥∥u(εξ+·)−MI d
δ

(
Uξ

)−MI d
δ

(
Rξ

)∧ (x −sδe3)
∥∥2

[L2(Pδ)]3 ≤ Cδ4

r 2
‖u‖2

V .
(2.16)

Les constantes ne dépendent pas de δ, ε et r .

Démonstration. D’après (2.11)3 et (2.14)1 on obtient d ∈ {a,b}

∀ξ ∈Ξε, ‖Rbe
ξ −MI d

δ

(
Rbe
ξ

)‖[L2(Iδ)]9 ≤Cδ
∥∥∥dRξ

d x3

∥∥∥
[L2(Iδ)]3

≤ Cδ

r 2
‖uξ‖Pδ . (2.17)

L’estimation (2.15) sensuit. Maintenant, (2.11)4 et (2.17) donnent

∀ξ ∈Ξε,

∥∥∥dU3,ξ

d x3

∥∥∥
L2(Iδ)

≤ C

r
‖uξ‖Pδ∥∥∥dU1,ξ

d x3
−MI d

δ

(
R2,ξ

)∥∥∥
L2(Iδ)

+
∥∥∥dU2,ξ

d x3
+MI d

δ

(
R1,ξ

)∥∥∥
L2(Iδ)

≤ Cδ

r 2
‖uξ‖Pδ .
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D’où
‖U3,ξ−MI d

δ

(
U3,ξ

)‖L2(Iδ) ≤
Cδ

r
‖uξ‖Pδ ,

‖U1,ξ−MI d
δ

(
U1,ξ

)− (x3 −sδ)MI d
δ

(
R2,ξ

)‖L2(Iδ) ≤
Cδ2

r 2
‖uξ‖Pδ ,

‖U2,ξ−MI d
δ

(
U2,ξ

)+ (x3 −sδ)MI d
δ

(
R1,ξ

)‖L2(Iδ) ≤
Cδ2

r 2
‖uξ‖Pδ .

Les estimations ci-dessus ainsi que (2.11)1 et (2.17) donnent (2.16).

Soit O un sous-ensemble ouvert de Rl , l ∈ N∗. Pour chaque fonction mesurable φ sur

εΞε×O , on note φ̃ la fonction constante par morceaux définie sur ω×O par

φ̃(z1, z2, x) =φξ(x) pour tout (z1, z2) ∈ εξ+εY , ξ ∈Ξε et pour p.p. x ∈O . (2.18)

Les champs associés à la décomposition (2.9) de uξ sont désignés

Ũ , R̃ ∈ L2(ω; H 1(Iδ;R3)), R̃be ∈ L2(ω; H 1(Iδ;R9)) et ˜̈u ∈ L2(ω; H 1(Pδ;R3)).

Comme conséquence de (2.11), on a

‖ ˜̈u‖[L2(ω×Pδ)]3 ≤Crε‖u‖V , ‖∇x ˜̈u‖[L2(ω×Pδ)]9 ≤Cε‖u‖V ,∥∥∥ ∂R̃

∂x3

∥∥∥
[L2(ω×Iδ)]3

≤C
ε

r 2
‖u‖V ,

∥∥∥ ∂Ũ

∂x3
− R̃ ∧e3

∥∥∥
[L2(ω×Iδ)]3

≤C
ε

r
‖u‖V .

(2.19)

2.2.2 Décomposition des déplacements des plaques

Soit u dans H 1(Ωδ,ε,r ;R3). Dans les plaques Ωa
δ

et Ωb
δ
, le déplacement u est décomposé en

(voir la décomposition des déplacements des plaques introduite dans [23, 24], voir également

(1.6))

u(x) =U d (x ′)+ (x3 −sδ)Rd (x ′)+ud (x), pour p.p. x = (x1, x2, x3) ∈Ωd
δ (2.20)

où x ′ = x1e1+x2e2, U d =U d
1 e1+U d

2 e2+U d
3 e3 ∈ H 1(ω;R3), Rd =Rd

1 e1+Rd
2 e2 ∈ H 1(ω;R2)

et ud ∈ H 1(Ωd
δ

;R3), d ∈ {a,b}. Le déplacement résiduel ud (également appelé le gauchisse-

ment) satisfait∫
I d
δ

ud (x ′, x3)d x3 = 0,
∫

I d
δ

(
x3 −sδ

)
ud
α(x ′, x3)d x3 = 0 pour p. p. x ′ ∈ω. (2.21)
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En outre, on a les estimations suivantes, d ∈ {a,b}, (voir [23, Théorème 4.1]) et théorème

1.2.1) :
2∑

α,β=1

(
δ
∥∥γαβ(

Rd )∥∥
L2(ω) +‖γαβ(U d

m)‖L2(ω)

)
+

∥∥∥∂U d
3

∂x1
+Rd

1

∥∥∥
L2(ω)

+
∥∥∥∂U d

3

∂x2
+Rd

2

∥∥∥
L2(ω)

≤ C

δ1/2
‖u‖V ,

‖ud‖[L2(Ωd
δ

)]3 ≤Cδ‖u‖V , ‖∇ud‖[L2(Ωd
δ

)]9 ≤C‖u‖V ,

(2.22)

où U d
m =U d

1 e1 +U d
2 e2.

Le tenseur des déformations du déplacement u est donné par (d ∈ {a,b})

(∇u
)

S =



Γd
11 Γd

12

1

2

(
Rd

1 + ∂U d
3

∂x1

)
+γ13(ud )

∗ Γd
22

1

2

(
Rd

2 + ∂U d
3

∂x2

)
+γ23(ud )

∗ ∗ γ33(ud )


p.p. sur Ωd

δ (2.23)

où

Γd
αβ = γαβ(U d

m)+ (x3 −sδ)γαβ(Rd )+γαβ(ud ).

A partir de maintenant, on suppose que les déplacemnts appartiennent à Vδ,ε,r .

Estimations pour la plaque Ωb
δ

On observe que si u ∈Vδ,ε,r , alors tous les termes de la décomposition de u s’annulent sur

Γb
δ
. En particulier, on a

Rb ∈ H 1
0 (ω;R2), U b ∈ H 1

0 (ω;R3).

D’où, de l’inégalité de Korn 2D et (2.22) (voir également corollaire 1.3.2), on obtient

‖Rb‖[H 1(ω)]2 ≤ C

δ3/2
‖u‖V , ‖U b

m‖[H 1(ω)]2 ≤ C

δ1/2
‖u‖V . (2.24)

Ensuite (2.22) avec (2.24)1 conduisent à

∥∥∇U b
3

∥∥
[L2(ω)]2 ≤ ‖Rb‖[L2(ω)]2 + C

δ1/2
‖u‖V ≤ C

δ3/2
‖u‖V . (2.25)
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On applique l’inégalié de Poincaré, cela donne

‖U b
3 ‖H 1

0 (ω) ≤
C

δ3/2
‖u‖V . (2.26)

D’où, d’après (2.22), (2.24), (2.25) et (2.26) on obtient les estimations classiques pour une

plaque fixée sur son bord latéral

‖uα‖L2(Ωb
δ

) ≤C‖u‖V , ‖∇u‖[L2(Ωb
δ

)]9 +‖u3‖L2(Ωb
δ

) ≤
C

δ
‖u‖V . (2.27)

Estimations pour la plaque Ωa
δ

Considérons le déplacement membranaire U a
m =U a

1 e1+U a
2 e2. De la proposition 1.3.2 on

sait qu’il existe un déplacement rigide ra tel que

ra
1 (x ′) = aa

1 −ba
3 x2, ra

2 (x ′) = aa
2 +ba

3 x1, x ′ ∈ω,

‖U a
m − ra‖[H 1(ω)]2 ≤C

2∑
α,β=1

‖γαβ(U a
m)‖L2(ω) ≤

C

δ1/2
‖u‖V .

(2.28)

Il existe également une second déplacement rigide Ra tel que

Ra
1 (x ′) = ba

1 − cx2, Ra
2 (x ′) = ba

2 + cx1, x ′ ∈ω,

‖Ra −Ra‖[H 1(ω)]2 ≤C
2∑

α,β=1
‖γαβ(Ra)‖L2(ω) ≤

C

δ3/2
‖u‖V .

(2.29)

Alors (2.22) et l’estimation ci-dessus (2.29) donnent

∥∥∥∂U a
3

∂x1
+Ra

1

∥∥∥
L2(ω)

+
∥∥∥∂U a

3

∂x2
+Ra

1

∥∥∥
L2(ω)

≤ C

δ3/2
‖u‖V . (2.30)

On a
∂

∂x2

(∂U a
3

∂x1
+Ra

1

)
− ∂

∂x1

(∂U a
3

∂x2
+Ra

2

)
=−2c in H−1(ω).

Cette égalité et (2.30) conduit à |c| ≤ C

δ3/2
‖u‖V qui, à son tour, avec (2.29) donne

‖∇Ra‖[L2(ω)]4 ≤ C

δ3/2
‖u‖V . (2.31)
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Comparaison des termes des décompositions des plaques

On pose

Ra
pl =

 0 −ba
3 Ra

1
ba

3 0 Ra
2

−Ra
1 −Ra

2 0

 , Rb
pl =

 0 0 Rb
1

0 0 Rb
2

−Rb
1 −Rb

2 0

 .

Lemme 2.2.2. On a

‖∇u −Ra
pl‖[L2(Ωa

δ
)]9 ≤C‖u‖V , ‖∇u −Rb

pl‖[L2(Ωb
δ

)]9 ≤C‖u‖V . (2.32)

Les constantes ne dépendent pas de δ, ε et r .

Démonstration. De l’expression (2.20) de u dans la plaque Ωa
δ
, on exprime ∇u−Ra

pl. Ensuite,

les estimations (2.22), (2.28) et (2.31) donnent

‖∇u −Ra
pl‖[L2(Ωa

δ
)]9

≤C
(‖∇ua‖[L2(Ωa

δ
)]9 +δ3/2‖∇Ra‖[L2(ω)]4 +δ1/2

∥∥∥∂U a
3

∂x1
+Ra

1

∥∥∥
L2(ω)

+δ1/2
∥∥∥∂U a

3

∂x2
+Ra

2

∥∥∥
L2(ω)

+δ1/2‖∇(U a
m − ra)‖[L2(ω)]2×2

)≤C‖u‖V .

De la même manière on montre (2.32)2.

Pour φ ∈ L1(ω), on définit la fonction constante par morceaux Mr (φ) appartenir à L∞(ω)

par

Mr (φ)(x ′) .=Mr (φ)(εξ) = 1

|Dr |
∫

Dr

φ(εξ+ z)d z, pour p.p. x ′ ∈ εξ+Yε, ξ ∈Ξε.

Rappelons que pour chaque φ ∈ H 1(ω)( 2)

‖φ(εξ+·)−Mr (φ)(εξ)‖L2(Yε) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)
‖∇φ‖[L2(Yε)]2 , ∀ξ ∈Ξε,

‖φ−Mr (φ)‖L2(ω) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)
‖∇φ‖[L2(ω)]2 .

(2.33)

2. En annexe A, nous donnons une démonstration de ces inégalités classiques.
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Lemme 2.2.3. On a (d ∈ {a,b})

‖Ra −Rb‖[L2(ω)]2 ≤C
[εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]‖u‖V

δ3/2
,

‖Ra‖[L2(ω)]2 ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]‖u‖V

δ3/2
,

∥∥Rd
pl − R̃be

∥∥
[L2(ω×Iδ)]9 ≤C

[εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]‖u‖V

δ
,

∥∥R̃be
∥∥

[L2(ω×Iδ)]9 ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]‖u‖V

δ
.

(2.34)

Les constantes ne dépendent pas de δ, ε et r .

Démonstration. On utilise (2.24), (2.32)1 (resp. (2.31), (2.32)2) et (2.33)2 on déduit (d ∈
{a,b}) ∥∥Rd

pl −Mr (Rd
pl)

∥∥
[L2(ω)]9 ≤Cε

√
ln

(ε
r

)‖u‖V

δ3/2
,

∥∥∇u −Mr
(
Rd

pl

)∥∥
[L2(Ωd

δ
)]9 ≤C

(
1+ ε

δ

√
ln

(ε
r

))
‖u‖V .

(2.35)

L’estimation ci-dessus (2.35)2 et (2.15) permettent d’obtenir

∑
ξ∈Ξε

δr 2
∣∣Mr

(
Rd

pl

)
(εξ)−MI d

δ

(
Rbe
ξ

)∣∣2 ≤C
(δ2

r 2
+ ε2

δ2
ln

(ε
r

))
‖u‖2

V (2.36)

qui, à son tour, avec (2.35)1 conduit à

∥∥Rd
pl −MI d

δ

(
R̃be

)∥∥2
[L2(Ωd

δ
)]9 ≤C

(ε2δ2

r 4
+ ε4

δ2r 2
ln

(ε
r

))
‖u‖2

V . (2.37)

En outre, à partir de (2.14)2 et (2.19)3 on trouve

‖R̃be −MI d
δ

(
R̃be

)‖2
[L2(ω×Iδ)]9 ≤C

δ2ε2

r 4
‖u‖2

V ,

‖MI a
δ

(
R̃be

)−MI b
δ

(
R̃be

)‖2
[L2(ω)]9 ≤C

δε2

r 4
‖u‖2

V .

(2.38)

D’où, (2.37) et (2.38)1 donnent (2.34)3 tandis que (2.37) et (2.38)2 donnent

‖Ra
pl −Rb

pl‖2
[L2(ω)]9 ≤C

ε2

r 2δ

(δ2

r 2
+ ε2

δ2
ln

(ε
r

))
‖u‖2

V .

Ainsi (2.34)1 est prouvé. L’estimation ci-dessus avec(2.24)1 conduit à (2.34)2. Finalement,

(2.38)1 et (2.24)1 donnent (2.34)4
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Comme conséquence de (2.22) et (2.34)2, on obtient

‖∇U a
3 ‖[L2(ω)]2 ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]‖u‖V

δ3/2
. (2.39)

Dans le lemme suivant, on estime la norme L2 du déplacement membranaire U a .

Lemme 2.2.4. Il existe une constante C (indépendante de δ, ε et r ), telle que

‖U a
3 −U b

3 ‖L2(ω) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]‖u‖V

δ3/2
,

‖U a
3 ‖L2(ω) ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖V

δ3/2
,

‖U d
3 −Ũ3‖L2(ω×Iδ) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]‖u‖V

δ
,

‖Ũ3‖L2(ω×Iδ) ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖V

δ
,

(2.40)

et

‖U a
α −U b

α‖L2(ω) +‖U a
α‖L2(ω) ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖V

δ1/2
,

‖∇U a
α‖[L2(ω)]2 ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]‖u‖V

δ1/2
,

‖Ũα‖L2(ω×Iδ) ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]
‖u‖V .

(2.41)

Démonstration. Étape 1. On montre (2.40). Grâce à (2.22) et (2.35)1 on obtient d’abord

∥∥∥∂U d
3

∂x1
+Mr

(
Rd

1

)∥∥∥
L2(ω)

+
∥∥∥∂U d

3

∂x2
+Mr

(
Rd

2

)∥∥∥
L2(ω)

≤C
(
1+ ε

δ

√
ln

(ε
r

))‖u‖V

δ1/2
.

On utilise (2.33)1 et l’inégalité ci-dessus, on obtient

∑
ε∈Ξε

∫
Yε
|U d

3 (εξ+x ′)−Mr
(
U d

3

)
(εξ)+x1Mr

(
Rd

1

)
(εξ)+x2Mr

(
Rd

2

)
(εξ)

∣∣2d x1d x2

≤Cε2ln
(ε

r

)(
1+ ε2

δ2
ln

(ε
r

))‖u‖2
V

δ
.

Cette estimation avec (2.22)3 et (2.35)1 conduit à∑
ε∈Ξε

∥∥u3(εξ+·)−Mr
(
U d

3

)
(εξ)+x1Mr

(
Rd

1

)
(εξ)+x2Mr

(
Rd

2

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε×I d

δ
)

≤C
[
δ2 +ε2ln

(ε
r

)
+ ε4

δ2

(
ln

(ε
r

))2]‖u‖2
V .
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Ceci avec (2.16)1 donne∑
ε∈Ξε

r 2δ
∣∣Mr

(
U d

3

)
(εξ)−MI d

δ

(
U3,ξ

)∣∣2 ≤C
[
δ+ ε2

δ
ln

(ε
r

)]2‖u‖2
V ,

=⇒ ∥∥Mr
(
U d

3

)−MI d
δ

(
Ũ3

)∥∥2
L2(ω) ≤

Cε2

r 2δ

[
δ+ ε2

δ
ln

(ε
r

)]2‖u‖2
V .

(2.42)

En outre, de (2.14)2 et (2.19)4 on trouve

‖Ũ3 −MI d
δ

(
Ũ3

)‖2
[L2(ω×Iδ)]9 ≤C

δ2ε2

r 2
‖u‖2

V ,

‖MI a
δ

(
Ũ3

)−MI b
δ

(
Ũ3

)‖2
[L2(ω)]9 ≤C

δε2

r 2
‖u‖2

V

(2.43)

puis avec (2.42)2 ∥∥Mr
(
U a

3

)−Mr
(
U b

3

)∥∥2
L2(ω) ≤C

ε2

r 2δ

[
δ+ ε2

δ
ln

(ε
r

)]2‖u‖2
V

qui, à son tour, avec (2.33)2, (2.25) et (2.39) donnent (2.40)1-(2.40)2 (on observera que, grâce

à l’hypothèse (2.8) on a
ε

r

√
ln

(ε
r

)
≥ 1), tandis que (2.42)2, (2.43)1 ainsi que (2.33)2, (2.25),

(2.39) conduisent à (2.40)3- (2.40)4.

Étape 2. On montre (2.41). On considère (2.24)2, (2.28) et (2.33)1. On obtient∑
ε∈Ξε

∥∥U b
1 (εξ+·)−Mr

(
U b

1

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε) ≤Cε2ln

(ε
r

)‖u‖2
V

δ
,

∑
ε∈Ξε

∥∥U a
1 (εξ+·)−Mr

(
U a

1

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε) ≤Cε2ln

(ε
r

)
‖∇U a

1 ‖2
[L2(ω)]2 ,

=⇒ ∑
ε∈Ξε

∥∥U a
1 (εξ+·)−Mr

(
U a

1

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε) ≤Cε2ln

(ε
r

)(‖u‖2
V

δ
+|ba

3 |2
)
.

Grâce (2.22), (2.35)1 et les estimations précédentes, on a∑
ε∈Ξε

∥∥u1(εξ+·)−Mr
(
U b

1

)
(εξ)+ (x3 +δ)Mr

(
Rb

2

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε×I b

δ
)

≤C
[
δ2 +ε2 ln

(ε
r

)]
‖u‖2

V ,∑
ε∈Ξε

∥∥u1(εξ+·)−Mr
(
U a

1

)
(εξ)+ (x3 −δ)Mr

(
Ra

2

)
(εξ)

∥∥2
L2(Yε×I a

δ
)

≤C
[
δ2 +ε2 ln

(ε
r

)]
‖u‖2

V +Cε2 ln
(ε

r

)
δ|ba

3 |2.

Les estimations ci-dessus avec (2.16)2 conduisent à∥∥Mr
(
U b

1

)−MI b
δ

(
Ũ1

)∥∥2
L2(ω) ≤

Cε2

r 2δ

[δ4

r 2
+ε2 ln

(ε
r

)]
‖u‖2

V ,

∥∥Mr
(
U a

1

)−MI a
δ

(
Ũ1

)∥∥2
L2(ω) ≤

Cε2

r 2δ

[δ4

r 2
+ε2 ln

(ε
r

)]
‖u‖2

V + Cε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2.

(2.44)
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En outre, de (2.14), (2.19)4 et (2.34)4 on tire que

‖Ũ1 −MI d
δ

(
Ũ1

)∥∥2
L2(ω×Iδ) ≤Cδ2

(ε2

r 2
‖u‖2

V +∥∥R̃be
∥∥2

[L2(ω×Iδ)]9

)
≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2‖u‖2
V ,

‖MI a
δ

(
Ũ1

)−MI b
δ

(
Ũ1

)∥∥2
L2(ω) ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
.

(2.45)

D’où avec (2.44)

∥∥Mr
(
U a

1

)−Mr
(
U b

1

)∥∥2
L2(ω) ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
+C

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2.

L’estimation ci-dessus et (2.33)2 donnent∥∥U a
1 −U b

1

∥∥2
L2(ω) ≤Cε2 ln

(ε
r

)(‖∇U a
1 ‖2

[L2(ω)]2 +‖∇U b
1 ‖2

[L2(ω)]2

)
+C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
+C

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2

≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
+C

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2.

L’estimation de
∥∥U a

2 −U b
2

∥∥2
L2(ω) est obtenue de la même façon. En conséquence, en utilisant

(2.24)2, l’estimation suivante conduit finalement à (α ∈ {1,2}) :

∥∥U a
α

∥∥2
L2(ω) ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
+C

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2. (2.46)

Maintenant, on observe que∫
ω

(
x1 U a

2 (x ′)−x2 U a
1 (x ′)

)
d x ′

=
∫
ω

(
x1(U a

2 (x ′)− ra
2 (x ′))−x2(U a

1 (x ′)− ra
1 (x ′))

)
d x ′+2ba

3

∫
ω

(x2
1 +x2

2)d x ′.

Alors (2.28) et (2.46) donnent

|ba
3 |2 ≤C

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]2 ‖u‖2
V

δ
+C

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
|ba

3 |2.

Si
ε4

r 2
ln

(ε
r

)
est assez petit, on en déduit une estimation de ba

3 . En résumant les estimations

de cette étape et en utilisant (2.28) on obtient (2.41)1-(2.41)2, puis (2.44)1, (2.45)1, (2.41)2 et

(2.24) donnent (2.41)3.
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En conséquence des deux lemmes ci-dessus, on obtient les estimations de la restriction de

u à la plaque Ωa
δ

‖∇u‖[L2(Ωa
δ

)]9 ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]‖u‖V

δ
,

‖uα‖L2(Ωa
δ

) ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]2‖u‖V ,

‖u3‖L2(Ωa
δ

) ≤C
[

1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]2 ‖u‖V

δ
.

(2.47)

En outre, de (2.13)-(2.34)4, (2.11), (2.40)4 et (2.41)3 on tire les estimations suivantes de la

restriction de u à l’ensemble des poutres Bδ,ε,r :

‖∇u‖[L2(Bδ,ε,r )]9 ≤C
r

εδ

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]
‖u‖V ,

‖uα‖L2(Bδ,ε,r ) ≤C
r

ε

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]
|u‖V ,

‖u3‖L2(Bδ,ε,r ) ≤C
r

εδ

[
1+ εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]2‖u‖V .

(2.48)

2.3 Principaux cas

En vue de (2.40), (2.41) et afin que les déplacements membranaires U a et U b soient d’un

même ordre ce grandeur, on suppose que

εδ2

r 2
uniformément majoré et

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
petit. (2.49)

Maintenant, les trois petits paramètres δ, r et ε sont liés. On pose

ε= κ0δ
ρ, r = κ1δ

η, η> 0, ρ > 0. (2.50)

Les conditions (2.49) et les hypothèses (2.8) conduisent à

1 ≤ η< 2ρ et 2ρ ≤ 2η≤ ρ+2,
κ1 ≤ 1, si η= 1,

κ1 < κ0/2, si ρ = η.

Le couple (η,ρ) doit appartenir au polygone convexe (sans le bord η= 2ρ) dont les sommets

sont

(1,1), (1,1/2), (4/3,2/3), (2,2).
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Ainsi, il y a six cas à analyser. Ils correspondent à deux sommets, trois arêtes et l’intérieur du

polygone. L’intérieur de ce polygone convexe correspond à la situation la plus générale. Nous

analyserons ce cas dans les sections suivantes.

À partir de maintenant, on suppose (2.8) et (2.49).

Ci-dessous, nous réécrivons les estimations (2.47) et (2.48) obtenues dans la section pré-

cédente

‖uα‖L2(Ωa
δ

) ≤C‖u‖V , ‖∇u‖[L2(Ωa
δ

)]9 +‖u3‖L2(Ωa
δ

) ≤
C

δ
‖u‖V ,

‖uα‖L2(Bδ,ε,r ) ≤C
r

ε
‖u‖V , ‖∇u‖[L2(Bδ,ε,r )]9 +‖u3‖L2(Bδ,ε,r ) ≤C

r

εδ
‖u‖V .

(2.51)

2.4 Hypothèses sur les forces appliquées

Compte tenu de la relation (2.7) et des estimations (2.27) et (2.51), on peut donner les

forces appliquées ;

— Dans la plaque Ωd
δ

, les forces volumiques appliquées sont données par (d ∈ {a,b})

fα,δ(x) = δ f d
α

(
x1, x2,

x3

δ

)
dans Ωd

δ ,

f3,δ(x) = δ2 f d
3

(
x1, x2,

x3

δ

)
dans Ωd

δ ,
(2.52)

où f d appartient à L2(Ωd ;R3), d ∈ {a,b}.

— Dans l’ensemble des poutres Bδ,ε,r , les forces volumiques appliquées sont données par

fα,δ(x) = ε2δ

r 2
f be
α

(
εξ,

x1 −εξ1

r
,

x2 −εξ2

r
,

x3

δ

)
,

f3,δ(x) = ε2δ2

r 2
f be

3

(
εξ,

x1 −εξ1

r
,

x2 −εξ2

r
,

x3

δ

)
,

dans ε
[x ′

ε

]
+Dr × I be

δ , x ′ ∈ω,

ξ=
[x ′

ε

]
, (2.53)

où f be ∈C (ω;L2(B be;R3)).

Comme conséquence de (2.27), (2.51), (2.52) et (2.53) on obtient que l’énergie élastique totale

est majorée par

E (uδ) =
∫
Ωδ,ε,r

fi ,δui ,δd x ≤Cδ3/2‖uδ‖V , (2.54)
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où C est une constante indépendante de δ, ε et r (voir le lemme 5.1.1 de l’Annexe A.)

Prenant en compte (2.1), (2.2) et (2.54), on déduit qu’il existe une constante c > 0 indépen-

dante de δ, ε et r telle que

c‖uδ‖2
V ≤ E (uδ) ≤Cδ3/2‖uδ‖V .

D’où

‖uδ‖V ≤Cδ3/2, E (uδ) ≤Cδ3. (2.55)

La constante ne dépend pas de δ, ε et r .

2.5 Les opérateurs Πδ et Πr

Dans cette section on introduit les opérateurs Πδ et Πr et on donne quelques résulats sur

ces opérateurs. Ces opérateurs sont essentiels pour l’étude des deux processus de réduction de

dimension. L’opérateur Πδ a été introduit pour l’étude des plaques minces δ→ 0. Le second

opérateur Πr a été introduit pour l’étude des poutres fines r → 0. Grâce à ces opérateurs,

on peut donner les estimations des termes des différentes décompositions dans des domaines

fixes.

2.5.1 L’opérateur Πδ

Définition 2.5.1. Pour toute fonction mesurable ϕ sur Ωd
δ

, d ∈ {a,b}, on définit l’opérateur

Πδ(ϕ) par

Πδ(ϕ)(x ′, X3) =ϕ(x ′,δX3) p.p. (x ′, X3) ∈Ωd .

L’opérateur Πδ est linéaire et continu de L2(Ωd
δ

) dans L2(Ωd ), de plus pour tout φ ∈ L2(Ωd
δ

)

on a ∫
Ωd
Πδ(φ)d x ′d X3 = 1

δ

∫
Ωd
δ

φd x ′d x3 ‖Πδ(φ)‖L2(Ωd ) =
1

δ1/2
‖φ‖L2(Ωd

δ
). (2.56)

D’où

‖Πδ(φ)‖L2(Ωd ) =
1

δ1/2
‖φ‖L2(Ωd

δ
).
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Si φ ∈ L2(ω; H 1(I d
δ

)), d ∈ {a,b}, on a

∂Πδ(φ)

∂X3
= δΠδ

( ∂φ
∂x3

)
.

Comme conséquence de l’égalité ci-dessus on obtient∥∥∥∂Πδ(φ)

∂X3

∥∥∥
L2(Ωd )

= δ1/2
∥∥∥ ∂φ
∂x3

∥∥∥
L2(Ωd

δ
)
. (2.57)

2.5.2 L’opérateur Πr

L’opérateur Πr défini ci-dessous sera utilisé avec des fonctions initialement définies sur

Bδ,ε,r ou
⋃
ξ∈Ξε

(
εξ+Pδ

)
puis transformées par l’opérateur ˜ .

Définition 2.5.2. Pour ψ mesurable sur ω×Pδ, on définit l’opérateur Πr (ψ) par

Πr (ψ)(x ′, X1, X2, X3) =ψ(x ′,r X1,r X2,δX3) p.p. (x ′, X ) ∈ω×B.

L’opérateur Πr est linéaire et continu de L2(ω×Pδ) dans L2(ω×B), de plus pour tout

(Φ,Ψ) ∈ [L2(ω×Pδ)]2, on a

r 2δ

∫
ω×B

Πr (Φ)Πr (Ψ)d x ′d X1d X2d X3 =
∫
ω×Pδ

Φ(x ′, x)Ψ(x ′, x)d x ′d x.

D’où,

‖Πr (Φ)‖L2(ω×B) =
1

δ1/2r
‖Φ‖L2(ω×Pδ). (2.58)

Si φ ∈ L2(ω; H 1(Pδ)), on a

∂Πr (Φ)

∂Xα
= rΠr (

∂Φ

∂xα
) dans L2(ω×B), α= 1,2,

∂Πr (Φ)

∂X3
= δΠr (

∂Φ

∂x3
) dans L2(ω×B).

À partir de ces égalités, on a∥∥∥∂Πr (Φ)

∂Xα

∥∥∥
L2(ω×B)

= 1

δ1/2

∥∥∥ ∂Φ
∂xα

∥∥∥
L2(ω×Pδ)

, α= 1,2,∥∥∥∂Πr (Φ)

∂X3

∥∥∥
L2(ω×B)

= δ1/2

r

∥∥∥ ∂Φ
∂x3

∥∥∥
L2(ω×Pδ)

.

(2.59)
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À partir de maintenant, le couple (ρ,η) appartient à l’intérieur du polygone. Dans ce cas on

notera que

lim
δ→0

r

ε
= lim
δ→0

r

δ
= 0 et lim

δ→0

εδ2

r 2
= lim
δ→0

ε4

r 2
ln

(ε
r

)
= 0. (2.60)

2.6 Les champs limites

Soit {uδ}δ une suite de déplacements avec uδ ∈Vδ,ε,r , satisfaisant à

‖uδ‖V ≤Cδ3/2. (2.61)

Utilisons (2.58) et (2.59) pour trouver que les estimations (2.19) deviennent

‖Πr
( ˜̈uδ)‖[L2(ω×B)]3 +

∥∥∥∂Πr
( ˜̈uδ)

∂Xα

∥∥∥
[L2(ω×B)]3

≤Cεδ,∥∥∥∂Πr
( ˜̈uδ)

∂X3

∥∥∥
[L2(ω×B)]3

≤C
εδ2

r
,

∥∥∥∂Πr
(
R̃δ

)
∂X3

∥∥∥
[L2(ω×I )]3

≤C
εδ2

r 2
,∥∥∥∂Πr

(
Ũδ

)
∂X3

−δΠr
(
R̃δ

)∧e3

∥∥∥
[L2(ω×I )]3

≤C
εδ2

r
.

(2.62)

et les estimations (2.34)3-(2.34)4, (2.40)4, (2.41)3 et (2.62)3 (d ∈ {a,b})

‖Πr
(
R̃be
δ

)‖[L2(ω×I )]3 ≤C ,
∥∥Rd

pl,δ−Πr
(
R̃be
δ

)∥∥
[L2(ω×I )]9 ≤C

[εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

)]
,∥∥∥∂Πr

(
Ũα,δ

)
∂X3

∥∥∥
L2(ω×I )

+‖Πr
(
Ũα,δ

)‖L2(ω×I ) ≤Cδ, ‖Πr
(
Ũ3,δ

)‖L2(ω;H 1(I )) ≤C .

(2.63)

Les estimations (2.22), (2.24)-(2.26), (2.34)1-(2.34)2, (2.40)1-(2.40)2 et (2.41)1 deviennent

‖U d
α,δ‖H 1(ω) +

∥∥∥∂U d
3,δ

∂xα
+Rα,d

∥∥∥
L2(ω)

≤Cδ, ‖U d
3,δ‖H 1(ω) +‖Rd

δ‖[H 1(ω)]2 ≤C ,

‖Ra
α,δ−Rb

α,δ‖L2(ω) ≤C
[εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

) ]
, ‖U a

3,δ−U b
3,δ‖L2(ω) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)
∥∥∥∂Πδ(ud

δ

)
∂xα

∥∥∥
[L2(Ωd )]3

≤Cδ,
∥∥∥∂Πδ(ud

δ

)
∂X3

∥∥∥
[L2(Ωd )]3

+∥∥Πδ(ud
δ

)∥∥
[L2(Ωd )]3 ≤Cδ2.

(2.64)

En conséquence des estimations ci-dessus, on obtient le théorème suivant :

Théorème 2.6.1. Soit {uδ}δ une suite de déplacements appartenant à Vδ,ε,r et satisfaisant

(2.61). Il existe une sous-suite de {δ}, encore notée {δ} et ˜̈u ∈ L2(ω× I ; H 1(D ;R3)), R̃α, Ũα ∈
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L2(ω), (Ũ3, R̂1, R̂2, R̃3,Û3) ∈ [L2(ω; H 1(I ))]5 satisfaisant R̃3 = 0 dans ω× (I a ∪ I b), R̂α(·,0) =
Û3(·,0) = 0 p.p. dans ω et Z̃α ∈ L2(ω× I ) tels que

1

εδ
Πr ( ˜̈uδ)* ˜̈u faiblement dans L2(ω× I ; H 1(D ;R3)),

r

εδ2

∂Πr ( ˜̈uδ)

∂X3
* 0 faiblement dans L2(ω×B ;R3),

Πr (R̃δ)* R̃ faiblement dans L2(ω; H 1(I ;R3)),

r 2

εδ2
Πr (R̃δ,α− R̃δ,α(·,0))* R̂α faiblement dans L2(ω; H 1(I )),

r 2

εδ2
Πr (R̃δ,3)* R̃3 faiblement dans L2(ω; H 1(I )),

1

δ
Πr (Ũα,δ)* Ũα faiblement dans L2(ω; H 1(I )),

Πr (Ũ3,δ)* Ũ3 faiblement dans L2(ω; H 1(I )),

r

εδ2
Πr

(
Ũ3,δ−Ũ3,δ(·,0)

)
* Û3 faiblement dans L2(ω; H 1(I )),

r

εδ2

(∂Πr (Ũ1,δ)

∂X3
−δΠr (R̃2,δ)

)
* Z̃1 faiblement dans L2(ω× I ),

r

εδ2

(∂Πr (Ũ2,δ)

∂X3
+δΠr (R̃1,δ)

)
* Z̃2 faiblement dans L2(ω× I ).

(2.65)

En outre, il existe ud ∈ L2(ω; H 1(I d ;R3)), Rα ∈ H 1
0 (ω), U d

α ∈ H 1
0 (ω), U3 ∈ H 2

0 (ω) et Z d
α ∈

L2(ω), d ∈ {a,b}, tels que
1

δ2
Πδ(ud

δ )* ud faiblement dans L2(ω; H 1(I d ;R3)),

1

δ

∂Πδ(ud
δ )

∂xα
* 0 faiblement dans L2(Ωd ;R3),

Rd
α,δ*Rα faiblement dans H 1(ω),

1

δ
U d
α,δ*U d

α faiblement dans H 1(ω),

U d
3,δ*U3 faiblement dans H 1(ω),

1

δ

(∂U d
3,δ

∂xα
+Rd

α,δ

)
* Z d

α faiblement dans L2(ω).

(2.66)

De plus
∂U3

∂xα
=−Rα, p.p. dans ω, Ũ3 =U3 p. p. dans ω× I . (2.67)

On pose

Uα = 1

2

(
U a
α +U b

α

)
.
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Les champs limites
∂Ũα

∂X3
, Ũα et Uα,

∂U3

∂xα
sont liés par les conditions de jonction suivantes :

∂Ũ1

∂X3
=−∂U3

∂x1
= R̃2,

∂Ũ2

∂X3
=−∂U3

∂x2
=−R̃1,

Ũα(·, X3) =Uα(·)−X3
∂U3

∂xα
(·), U d

α =Uα−s
∂U3

∂xα
,

p.p. dans ω× I . (2.68)

Démonstration. Étape 1. Comme conséquence des estimations (2.62) et (2.63) il existe une

sous-suite de {δ}, encore notée {δ} et des fonctions telles que les convergences (2.65)1, (2.65)3-

(2.65)10, (2.66)1, (2.66)3-(2.66)6 sont vérifiées . D’après les estimations (2.64) on déduit que

les suites {Ra
α,δ}δ, {Rb

α,δ}d (resp. {U a
3,δ}δ, {U b

3,δ}d ) convergent vers la même limite. De plus,

les conditions au bord sur les fonctions U b
α,δ, U b

3,δ and Rb
α,δ donnent

U b
α , U3, Rα ∈ H 1

0 (ω).

Étape 2. Grâce à (2.62), la suite
r

εδ2

{
Πr ( ˜̈uδ)

}
δ

est bornée dans L2(ω; H 1(B ;R3)). D’où, à une

sous suite près, elle converge faiblement vers une limite appartenant à L2(ω; H 1(B ;R3)). La

convergence (2.65)1 et (2.60) impliquent

r

εδ2
Πr ( ˜̈uδ) = r

δ

( 1

εδ
Πr ( ˜̈uδ)

)
−→ 0 fortement dans L2(ω; H 1(B ;R3)).

D’où (2.65)2. De même, on prouve (2.66)2.

Étape 3. La première égalité de (2.67) est une conséquence de (2.64)1, ainsi U3 appartient à

H 2
0 (ω). D’après (2.40)3 on déduit que Ũ3 =U3 p.p. dans ω× I , ce qui prouve (2.67)2.

Étape 4. On rappelle que
∥∥∥∂Πδ(Ũδ)

∂X3
−δΠδ(R̃δ)∧e3

∥∥∥
L2(ω×I )

≤ C
εδ2

r
, alors les convergences

(2.65)3 et (2.65)5 conduit à

∂Ũ1

∂X3
= R̃2,

∂Ũ2

∂X3
=−R̃1 p.p. dans ω× I . (2.69)

Par conséquent Ũα appartient à L2(ω; H 2(I )). Grâce aux estimations (2.62) et (2.63), le champ

R̃ ne dépend pas de la variable X3. Alors (2.63)2 implique que R̃3 = 0 dans ω× (I a ∪ I b).

Comme lim
ε→0

εδ

r
= lim
ε→0

(εδ2

r 2
· r

δ

)
= 0, (2.63)2 donne également

R1 = R̃2, R2 =−R̃1, p.p. dans ω. (2.70)
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

Étape 5. De (2.67), (2.69) et (2.70), il existe Cα ∈ L2(ω) tel que

Ũα(·, X3) =−X3
∂U3

∂xα
(·)+Cα(·), dans L2(ω; H 1(I )). (2.71)

D’autre part, d’après (2.44)

∥∥Mr
(
U d
α,δ

)−MI d
δ

(
Ũα,δ

)∥∥
L2(ω) ≤Cδ

(εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

))
. (2.72)

Soit φ appartient à L1(Ωd ). Un simple changement de variable donne

MI d
δ

(φ)(x ′) =MI d

(
Πδ(φ)

)
(x ′) pour p.p. x ′ ∈ω (2.73)

où

∀Φ ∈ L1(ω× I d ), MI d (Φ)(x ′) = 1

2κd

∫ κd

−κd

Φ(x ′, X3 −s)d X3, pour p.p. x ′ ∈ω.

D’où, d’après (2.33)-(2.64) et (2.72) avec les égalités ci-dessus, on obtient∥∥∥1

δ
U d
α,δ−

1

δ
Mr

(
U d
α,δ

)∥∥∥
L2(ω)

≤Cε

√
ln

(ε
r

)
,∥∥∥1

δ
Mr

(
U d
α,δ

)−MI d

(1

δ
Πδ(Ũα,δ)

)∥∥∥
L2(ω)

≤C
(εδ2

r 2
+ ε2

r

√
ln

(ε
r

))
.

Le passage à la limite donne U d
α =MI d (Ũα) et ensuite avec (2.71)

U d
α =MI d (Ũα) =−s

∂U3

∂xα
+Cα.

On en déduit les expréssions de Ũα(·, X3) dans ω× I et de U d
α dans ω (voir (2.68)).

Comme conséquence du théorème ci-dessus et des décompositions (2.9)-(2.20), on a

1

δ
Πr (ũα,δ)*Uα−X3

∂U3

∂xα
, Πr (ũ3,δ)*U3 faiblement dans L2(ω; H 1(B be)),

1

δ
Πδ(uα,δ)*Uα−X3

∂U3

∂xα
, Πδ(u3,δ)*U3 faiblement dans H 1(Ωd )

Le déplacement limite est de type Kirchhoff-Love.

41



Chapitre 3

Le problème limite et la convergence de
l’énergie

3.1 Comportement asymptotique de la structure.

Soit χ une fonction de D(R2) telle que

χ(x ′) = 1 pour tout x ′ ∈ D1,

χ(x ′) ∈ [0,1] pour tout x ′ ∈R2.

Ci-dessous, on rappelle deux résultats classiques d’approximation.

Lemme 3.1.1. Soit φ appartient à W 1,∞(ω). On défini φε,r par

∀x ′ ∈ω, φε,r (x ′) =χ
(ε

r

{x ′

ε

})
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+

[
1−χ

(ε
r

{x ′

ε

})]
φ(x ′).

Si
r

ε
tend vers 0 alors pour tout p ∈ [1,+∞)

φε,r −→φ fortement dans W 1,p (ω). (3.1)

Soit Φ appartient à W 2,∞(ω). On défint Φ̂ε,r par

∀x ′ ∈ω, Φ̂ε,r (x ′) =χ
(ε

r

{x ′

ε

})[
Φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇Φ

(
ε
[x ′

ε

])]
+

[
1−χ

(ε
r

{x ′

ε

})]
Φ(x ′).

Si
r

ε
tend vers 0 alors pour tout p ∈ [1,+∞)

Φ̂ε,r −→Φ fortement dans W 2,p (ω). (3.2)

Démonstration. Voir les démonstrations des lemmes 5.1.7 et 5.1.8 de l’Annexe A.
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CHAPITRE 3. LE PROBLÈME LIMITE ET LA CONVERGENCE DE L’ÉNERGIE

3.1.1 Limites faibles des tenseurs des déformations

Comme conséquence immédiate des convergences du théorème 2.6.1 et des expressions

(2.12)-(2.23) du gradient symétrisé dans les poutres et dans les plaques, on obtient

Proposition 3.1.1. Sous les hypothèses du théorème 2.6.1, dans l’ensemble des poutres on a

la convergence faible

r

εδ
Πr

((∇̃uδ
)

S

)
*Γ faiblement dans [L2(ω×B be)]3×3 (3.3)

où les composants de la matrice symétrique Γ sont données par

Γαβ =
1

2
(
∂ ˜̈uα
∂Xβ

+ ∂ ˜̈uβ
∂Xα

), Γ33 = ∂Û3

∂X3
−X1

∂R̂2

∂X3
+X2

∂R̂1

∂X3
,

Γ13 =1

2
(Z̃1 −X2

∂R̃3

∂X3
+ ∂ ˜̈u3

∂X1
), Γ23 = 1

2
(Z̃2 +X1

∂R̃3

∂X3
+ ∂ ˜̈u3

∂X2
).

Dans les plaques on obtient les convergences faible suivantes (d ∈ {a,b}) :

1

δ
Πδ

((∇uδ
)

S

)
*Γd faiblement dans [L2(Ωd )]3×3 (3.4)

où les composants de la matrice symétrique Γd sont données par (Um =U1e1 +U2e2)

Γd
αβ = γαβ(Um)−X3

∂2U3

∂xα∂xβ
, Γd

α3 =
1

2

(
Z d
α + ∂ud

α

∂X3

)
, Γd

33 =
∂ud

3

∂X3
. (3.5)

3.1.2 Détermination du tenseur de déformation dans l’ensemble des poutres

Pour déterminer les Z̃α et le gauchissement ˜̈u on procède comme dans [5, Section 6.1] et

[6, Section 8.1], on obtient ˜̈uα et Z̃α. Cela donne (p.p. dans ω×B be),

˜̈u1(·, X ) = νbe
{
−X1

∂Û3

∂X3
(·, X3)+ X 2

1 −X 2
2

2

∂R̂2

∂X3
(·, X3)−X1X2

∂R̂1

∂X3
(·, X3)

}
,

˜̈u2(·, X ) = νbe
{
−X2

∂Û3

∂X3
(·, X3)+X1X2

∂R̂2

∂X3
(·, X3)− X 2

2 −X 2
1

2

∂R̂1

∂X3
(·, X3)

}
,

˜̈u3(·, X ) = 0, Z̃α = 0,

(3.6)
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CHAPITRE 3. LE PROBLÈME LIMITE ET LA CONVERGENCE DE L’ÉNERGIE

où νbe = λbe

2(λbe +µbe)
est le coefficient de Poisson du matériau des poutres.

Pour plus de détails sur les relations ci-dessus voir le lemme 5.1.5 de l’Annexe A.

De l’expression (2.2) du champ du tenseur de déformation, de la convergence (3.3) et des

expressions (3.6) de ˜̈u et Z̃α on obtient

r

εδ
Πr (σ̃δ)*Σ faiblement dans [L2(ω×B be)]3×3 (3.7)

où

Σ11(·, X ) =Σ22(·, X ) =Σ12(·, X ) = 0,

Σ13(·, X ) =−µbe X2
∂R̃3

∂X3
(·, X3), Σ23(·, X ) =µbe X1

∂R̃3

∂X3
(·, X3),

Σ33(·, X ) = E be
(∂Û3

∂X3
(·, X3)−X1

∂R̂2

∂X3
(·, X3)+X2

∂R̂1

∂X3
(·, X3)

)
,

p.p. dans ω×B be. (3.8)

E be = µbe(3λbe +2µbe)

λbe +µbe
est le module de Young du matériau élastique des poutres. Dans la

Section 3.2, on montrera que

Σ= 0 dans ω×B be.

3.1.3 Détermination de Z d
α ’s et le gauchissement ud , d ∈ {a,b}

On procède comme dans [24, Section 5.2], on en déduit d’abord que les fonctions ud
α et

Z d
α sont nulles et que

∂ud
3

∂X3
(·, X3) =− λpl

λpl +2µpl

(
γαα(U d

m)− (X3 −s)
∂2U3

∂xα∂xα

)
,

=− λpl

λpl +2µpl

(
γαα(Um)−X3

∂2U3

∂xα∂xα

)
,

p.p. dans Ωd , d ∈ {a,b}.

Pour cette égalité voir le lemme 5.1.6 de l’Annexe A.

Rappelons que de (2.21), on a
∫

I d
ud

3 (x ′, X3)d X3 = 0, p.p. dans ω. Cette égalité permet d’ob-

tenir la fonction ud
3 en fonction des champs Um et U3. Mais ces dernières expressions sont

inutiles. Pour donner la limite des tenseurs de déformations, nous avons seulement besoin de

la connaissance de la dérivée partielle de ud
3 par rapport à X3. Ainsi, de l’expression (2.2) du

champ tenseur de déformation et maintenant en utilisant la convergence (3.4) on trouve

1

δ
Πδ(σd

δ )*Σd faiblement dans [L2(Ωd )]3×3. (3.9)
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Insérer l’expression ci-dessus de
∂ud

∂X3
et en tenant compte que Z d

α = 0 on obtient

Σd
11 =

E pl

1− (νpl)2

[
γ11(Um)−X3

∂2U3

∂x2
1

+νpl
(
γ22(Um)−X3

∂2U3

∂x2
2

)]
,

Σd
22 =

E pl

1− (νpl)2

[
γ22(Um)−X3

∂2U3

∂x2
2

+νpl
(
γ11(Um)−X3

∂2U3

∂x2
1

)]
,

Σd
12 =

E pl

1+νpl

[
γ12(Um)−X3

∂2U3

∂x1∂x2

]
, Σd

i 3 = 0 p.p. dans Ωd

(3.10)

où νpl = λpl

2(λpl +µpl)
est le coefficient de Poisson et E pl = µpl(3λpl +2µpl)

λpl +µpl
est le module

Young du matériau élastique des plaques.

3.1.4 Le problème limite

On pose

fα =
∫

I a
f a
α (·, X3)d X3 +

∫
I b

f b
α (·, X3)d X3 +

∫
B be

f be
α (·, X )d X ,

f3 =
(∫

I a
X3
∂ f a

α

∂xα
(·, X3)d X3 +

∫
I b

X3
∂ f b

α

∂xα
(·, X3)d X3 +

∫
B be

X3
∂ f be

α

∂xα
(·, X )d X

)
+

∫
I a

f a
3 (·, X3)d X3 +

∫
I b

f b
3 (·, X3)d X3 +

∫
B be

f be
3 (·, X )d X .

On a fi ∈ L2(ω).

Théorème 3.1.1. Le triplet (U1,U2,U3) est la solution du problème variationnel

(U1,U2,U3) ∈ H 1
0 (ω)×H 1

0 (ω)×H 2
0 (ω),

2(κa +κb)E pl

1− (νpl)2

∫
ω

[
(1−νpl)γαβ(Um)γαβ(φ)+νpl(γkk (Um)

)(
γkk (φ)

)]
d x ′

+ ηE pl

1− (νpl)2

∫
ω

[
(1−νpl)

∂2U3

∂xα∂xβ

∂2Φ

∂xα∂xβ
+νpl∆U3∆Φ

]
d x ′

− 2(κa −κb)E pl

1− (νpl)2

∫
ω

[
(1−νpl)

∂2U3

∂xα∂xβ
γαβ(φ)+νpl∆U3

(
γkk (φ)

)]
d x ′

− 2(κa −κb)E pl

1− (νpl)2

∫
ω

[
(1−νpl)γαβ(Um)

∂2Φ

∂xα∂xβ
+νpl(γkk (Um)

)
∆Φ

]
d x ′

=
∫
ω

fαφαd x ′+
∫
ω

f3Φd x ′, ∀(φ1,φ2,Φ) ∈ H 1
0 (ω)×H 1

0 (ω)×H 2
0 (ω),

(3.11)

où

η= 1

3

[
2(κ3

a +κ3
b)+6(κa +κb)

]
.
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Démonstration. Soient φ1, φ2 et Φ appartenant à D(ω). On définit le déplacement vδ par

vδ,α(x) = 1

δ2

(
φα,ε,r (x ′)− x3

δ

∂Φ̂ε,r

∂xα
(x ′)

)
,

vδ,3(x) = 1

δ3
Φ̂ε,r (x ′),

x ∈Ωδ,ε,r ,

où φα,ε,r , Φ̂ε,r sont définis dans le Lemme 3.1.1. Puisque χ= 1 dans D1, dans chaque poutre

le déplacement vδ coïncide avec un déplacement rigide. Par conséquent (∇vδ)S = 0 p.p. dans

Bδ,ε,r .

Dans Ωd
δ

on a

γαβ(vδ) = 1

δ2

(
γαβ(φε,r )− x3

δ

∂2Φ̂ε,r

∂xα∂xβ

)
, γi 3(vδ) = 0.

On applique l’opérateur Πδ. Le lemme 3.1.1 permet de passer à la limite. Cela donne

δ2Πδ(γαβ(vδ)) → γαβ(φ)−X3
∂2Φ

∂xα∂xβ
fortement dans L2(Ωd ), (3.12)

Pour tout x dans Bδ,ε,r on a

vα,δ(x) = 1

δ2

(
φα

(
ε
[x ′

ε

])
− x3

δ

∂Φ

∂xα

(
ε
[x ′

ε

]))
,

v3,δ(x) = 1

δ3

(
Φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇Φ

([x ′

ε

]))
.

D’où
δ2Πr (ṽα,δ) →φα−X3

∂Φ

∂xα
fortement dans L2(ω×B be),

δ3Πr (ṽ3,δ) →Φ fortement dans L2(ω×B be),

δ2Πδ(vα,δ) →φα−X3
∂Φ

∂xα
fortement dans L2(Ωd ),

δ3Πδ(v3,δ) →Φ fortement dans L2(Ωd ).

(3.13)

Dans (2.6) on choisit le déplacement test vδ. On a donc∫
Ωa
δ
∪Ωb

δ

σi j ,δγi j (vδ)d x =
∫
Ωa
δ
∪Ωb

δ

fi ,δvi ,δd x +
∫

Bδ,ε,r

fi ,δvi ,δd x.

On transforme cette égalité en utilisant les opérateurs Πδ, ˜ et Πr . On obtient∫
Ωa∪Ωb

1

δ
Πδ(σi j ,δ)δ2Πδ(γi j (vδ))d x ′d X3

=
∫
Ωa∪Ωb

f d
α δ

2Πδ(vα,δ)d x ′d X3 +
∫
Ωa∪Ωb

f d
3 δ3Πδ(v3,δ)d x ′d X3

+
∫
ω×B be

r 2

ε2δ
Πr ( f̃α,δ)δ2Πr (ṽα,δ)d x ′d X +

∫
ω×B be

r 2

ε2δ2
Πr ( f̃3,δ)δ3Πr (ṽ3,δ)d x ′d X .

(3.14)
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On passe à la limite dans l’égalité ci-dessus, en utilisant (3.12)-(3.13). Cela conduit à

∑
d∈{a,b}

∫
Ωd
Σd
αβ

(
γαβ(φ)−X3

∂2Φ

∂xα∂xβ

)
d x ′d X3

= ∑
d∈{a,b}

(∫
Ωd

f d
α

(
φα−X3

∂Φ

∂xα

)
d x ′d X3 +

∫
Ωd

f d
3 Φd x ′d X3

)
+

∫
ω×D1×I be

f c
α

(
φα−X3

∂Φ

∂xα

)
d x ′d X +

∫
ω×D1×I be

f c
3 Φ3d x ′d X .

(3.15)

On rappelle que

Σd
11 =

E pl

1− (νpl)2

[
γ11(Um)+νplγ22(Um)−X3

(∂2U3

∂x2
1

+νpl ∂
2U3

∂x2
2

)]
,

Σd
22 =

E pl

1− (νpl)2

[
γ22(Um)+νplγ11(Um)−X3

(∂2U3

∂x2
2

+νpl ∂
2U3

∂x2
1

)]
,

Σd
12 =

E pl

1+νpl

[
γ12(Um)−X3

∂2U3

∂x1∂x2

]
.

Finalement, en remplaçant (3.10) dans (3.15). Après simplification on obtient (3.11) pour tout

(φ1,φ2,Φ) ∈ [D(ω)]3. Puisque D(ω) est dense dans H 1
0 (ω) and H 2

0 (ω), one gets (3.11) for every

(φ1,φ2,Φ) ∈ H 1
0 (ω)×H 1

0 (ω)×H 2
0 (ω).

Finalement, en remplaçant les quantités ci-dessus dans (3.15), après simplification on ob-

tient (3.11) pour tout (φ1,φ2,Φ) ∈ [D(ω)]3. Puisque D(ω) est dense dans H 1
0 (ω) et dans H 2

0 (ω),

on obtient (3.11) pour tout (φ1,φ2,Φ) ∈ H 1
0 (ω)×H 1

0 (ω)×H 2
0 (ω).

3.2 Convergence de l’énergie

Dans cette section, on montre que l’énergie élastique totale
1

δ3
E (uδ) converge. On rappelle

que l’énergie élastique totale est

E (uδ) =
∫
Ωδ,ε,r

σi j ,δγi j (uδ)d x =
∫
Ωδ,ε,r

fi ,δui ,δd x.

Ce qui s’écrit également

E (uδ) =
∫
Ωa
δ
∪Ωb

δ

σi j ,δγi j (uδ)d x + ∑
ξ∈Ξε

∫
Dr ×I be

δ

σi j ,δ(εξ+x)γi j (uδ)(εξ+x)d x

=
∫
Ωa
δ
∪Ωb

δ

fi ,δui ,δd x + ∑
ξ∈Ξε

∫
Dr ×I be

δ

fi ,δ(εξ+x)ui ,δ(εξ+x)d x.
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On transforme cette égalité en utilisant les opérateurs ˜ , Πr et Πδ, puis on divise par δ3. D’où

1

δ3
E (uδ) = ∑

d∈{a,b}

∫
Ωd

[
λpl

(1

δ
Πδ(γkk (uδ))

)2 +2µpl
(1

δ
Πδ(γi j (uδ))

)(1

δ
Πδ(γi j (uδ))

)]
d x ′d X3

+
∫
ω×B be

[
λbe

( r

εδ
Πr (ãγkk (uδ))

)2 +2µbe
( r

εδ
Πr ( âγi j (uδ))

)( r

εδ
Πr ( âγi j (uδ))

)]
d x ′d X

et

1

δ3
E (uδ) = ∑

d∈{a,b}

(∫
Ωd

f d
α δ

2Πδ(uα,δ)d x ′d X3 +
∫
Ωd

f d
3 δ

3Πδ(u3,δ)d x ′d X3

)
+

∫
ω×B be

r 2

ε2δ
Πr ( f̃α,δ)δ2Πr (ũα,δ)d x ′d X +

∫
ω×B be

r 2

ε2δ2
Πr ( f̃3,δ)δ3Πr (ũ3,δ)d x ′d X .

On rappelle que la fonctionnelle convexe v 7−→ E (v) est semi-continue inférieurement. Les

convergences (2.65)-(2.66), (3.7)-(3.9) et les égalités (2.68) permettent de passer à la limite

dans les égalités ci-dessus∑
d∈{a,b}

∫
Ωd

[
λpl

(
Γd

kk

)2 +2µpl (Γd
i j

)(
Γd

i j

)]
d x ′d X3 +

∫
ω×B be

[
λbe

(
Γkk )

)2 +2µbe(Γi j
)(
Γi j

)]
d x ′d X

≤ liminf
δ→0

1

δ3
E (uδ) ≤ limsup

δ→0

1

δ3
E (uδ)

≤ lim
δ→0

[ ∑
d∈{a,b}

(∫
Ωd

f d
α δ

2Πδ(uα,δ)d x ′d X3 +
∫
Ωd

f d
3 δ

3Πδ(u3,δ)d x ′d X3

)
+

∫
ω×B be

r 2

ε2δ
Πr ( f̃α,δ)δ2Πr (ũα,δ)d x ′d X +

∫
ω×B be

r 2

ε2δ2
Πr ( f̃3,δ)δ3Πr (ũ3,δ)d x ′d X

]
= ∑

d∈{a,b}

[∫
Ωd

f d
α

(
Uα−X3

∂U3

∂xα

)
d x ′d X3 +

∫
Ωd

f d
3 U3d x ′d X3

]
+

∫
ω×B be

f be
α Ũαd x ′d X +

∫
ω×B be

f be
3 Ũ3d x ′d X =

∫
ω

fαUαd x ′+
∫
ω

f3 U3d x ′.

On prend (U1,U2,U3) comme tests dans (3.11). Les inégalités ci-dessus deviennent des éga-

lités. Ce qui nous donne la convergence de l’énergie élastique totale

lim
δ→0

1

δ3
E (uδ) = ∑

d∈{a,b}

∫
Ωd

[
λpl (Γd

kk

)2 +2µplΓd
i jΓ

d
i j

]
d x ′d X3,

et également
∫
ω×B be

[
λbe(Γkk )

)2 +2µbeΓi jΓi j
]
d x ′d X = 0.

Comme conséquence immédiate ce cette dernière égalité on obtient

Σ= 0 dans ω×B be.
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En outre, les convergences faibles (3.3) et (3.4) sont des convergences fortes. On obtient en-

suite
1

δ
U d
α,δ→U d

α fortement dans H 1(ω),

U d
3,δ→U3 fortement dans H 1(ω).
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Deuxième partie

Application de la méthode de l’éclatement
périodique à l’étude d’un processus de

diffusion dans une structure binaire
raréfiée.
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Chapitre 4

Homogénéisation d’un processus de
diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d’un problème d’évolution ré-

gissant un processus de diffusion dans une structure binaire raréfiée. Ce problème est présenté

dans (4.7) avec les hypothèses (4.8)-(4.9) et (4.26). Dans ce problème la constante aε,δ re-

présente la masse volumique des suspensions tandis que bε,δ est la diffusivité de celles-ci. Le

paramètre δ est l’ordre de grandeur de la taille des suspensions dans la cellule de référence Y

et ε est la longueur de la période. Le cas critique lim(ε,δ)→(0,0)δ
N−2/ε2 ∈ (0,+∞) est considéré

ici.

Ce problème à d’abord été traité dans Bentalha et al. ([16]) en 2006. Dans leur article

les auteurs considèrent le cas d’une diffusivité bε,δ tendant vers l’infini, les suspensions étant

des sphères. Ils utilsent la méthode de la zone de contrôle. En 2007, Gruais ([30]) étudie

le problème stationnaire en faisant l’hypothèse lim(ε,δ)→(0,0) bε,δ = lim(ε,δ)→(0,0)δ
N aε,δ = 1 et

en utilisant la méthode des échelles multiples. La même année, en utilisant à nouveau la

méthode de la zone de contrôle Gruais et Poliševski ont onbtenu le problème limite dans le

cas lim(ε,δ)→(0,0) bε,δ <+∞ ([32]).

Dans ce chapitre, on réexamine le problème d’évolution (4.7) avec la méthode de l’écla-

tement périodique introduite dans ([12]). On envisage uniquement le cas le plus intéressant :
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à savoir le cas critique

lim
(ε,δ)→(0,0)

bε,δ ∈ (0,+∞) et lim
(ε,δ)→(0,0)

δN aε,δ ∈ (0,+∞)

(voir les hypothèses (4.26)).

La méthode de l’éclatment périodique est un outil général pour étudier les problèmes

d’homogénéisation périodique. De nos jours, cette méthode est utilisée dans beaucoup de

nouveaux papiers car elle permet très simplement de remplacer la convergence à deux-échelles

par une convergence dans un domaine fixe : via Tε dansΩ×Y (où Y est la cellule de référence)

ou via Tε,δ dans Ω×RN .

Ce chapitre contient 6 sections. Dans la section 2 on présente les principales notations.

Dans la section 3 on rappelle les définitions de certains opérateurs de l’éclatement (Tε, Tε,δ)

et celle de l’opérateur de moyenne locale Mε. Ensuite les principaux résultats concernant ces

opérateurs (lemmes 4.3.1 et 4.3.2) sont présentés.

Dans les sections 4 et 5, on donne pour commencer le problème d’évolution dans sa formu-

lation variationnelle (4.10). Ensuite, l’estimation de l’énergie totale (4.11) permet d’introduire

les hypothèses sur les données (4.12)-(4.13)-(4.14) et sur les deux petits paramètres ε et δ et

sur aε,δ, bε,δ (4.26).

Le problème d’évolution limite, dans sa forme éclatée (théorème (4.6.1)), est démontré

dans la section 6. Ici, il convient de noter que pour la première fois ce problème limite est

posé sous forme variationnelle dans Ω×RN . La dernière section est consacrée à l’obtention

du problème homogénéisé. On utilise la transformée de Laplace pour résoudre le problème

éclaté (4.33) ; on obtient les problèmes (4.63)-(4.64). Le problème d’évolution limite diffère

du problème initial (4.7) par la présence d’un terme de convolution. Ce terme supplémentaire

tient compte des effets de mémoire. Ici, c’est en fait un "terme étrange" (voir [14]).
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4.2 Notations

Soient Ω et B deux domaines de RN de frontière lipschitzienne. On note

— Y = (−1/2,1/2)N la cellule de base,

— ΩT = (0,T )×Ω,

— Yδ = Y \δB ,

— Ξε =
{
ξ ∈ZN |ε(ξ+Y ) ⊂Ω

}
,

— Ω̂ε = interior
{⋃

ξ∈Ξε ε(ξ+Y )
}
,

— Λε =Ω\ Ω̂ε,

— Dε,δ =Ω∩⋃
ξ∈Ξε ε(ξ+δB),

— Ω∗
ε,δ =Ω\ Dε,δ.

FIGURE 4.1 – Définition de [z] et {z}

Pour presque tout z dans RN , on a

z = [z]+ {z}

où [z] ∈ZN est la partie entière de z et où {z} ∈ Y est la partie fractionnaire z.
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Ωԑ

ʌԑ

FIGURE 4.2 – Les ensembles Ω, Ω̂ε et Λε.

4.3 Rappels sur les opérateurs de la méthode d’éclatement :
Tε, Tε,δ et l’opérateur de moyenne local Mε

Dans cette section, on rappelle les définitions et les principales propriétés des opérateurs

de l’éclatement périodique Tε et Tε,δ. On note que le rôle essentiel de ces opérateurs consiste

à transformer l’intégrale sur Ω d’une fonction φ ∈ L1(Ω) en l’intégrale sur Ω×Y (resp. Ω×
RN ) de la fonction Tε(φ) (resp. Tε,δ(φ)). Cela permet, par exemple, de transformer une suite

de fonctions périodiques oscillant fortement (de périodes εY ) en une suite constante (voir

l’exemple ci-dessous). En permettant de capturer et de visualiser les fortes oscillations d’une

suite, ce procédé simplifie l’étude de l’homogénéisation des EDP dont l’opérateur présente

des coefficients périodiques.

Pour φ, fonction mesurable sur Ω, l’éclaté Tε(φ) de φ est défini par

Tε(φ)(x, y) =
{
φ

(
ε
[x

ε

]
+εy

)
p.p. (x, y) ∈ Ω̂ε×Y ,

0 p.p. (x, y) ∈Λε×Y .

Comme exemple, on considère une fonction f ∈ L1(Y ), on note fε
.= f

({ ·
ε

})
∈ L1(Ω). La suite

de fonctions { fε}ε est un exemple simple de suite fortement oscillantes. On a

Tε( fε)(x, y) = f (y) p.p. (x, y) ∈Ω×Y .

L’opérateur Tε a les propriétés suivantes voir [12] :

Lemme 4.3.1. L’opérateur Tε est linéaire et continu de L2(Ω) dans L2(Ω×Y ).
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1. Pour tout (ψ,φ) ∈ [L2(Ω)]2, Tε(ψφ) =Tε(ψ)Tε(φ).

2. Pour φ dans L2(Ω), on a∫
Ω×Y

Tε(φ)(x, y)d xd y =
∫
Ω
φ(x)d x −

∫
Λε

φ(x)d x =
∫
Ω̂ε

φ(w)d x.

3. Pour tout u dans L1(Ω), on a∫
Ω×Y

|Tε(u)|d xd y ≤
∫
Ω
|u|d x.

4. Pour tout u ∈ L1(Ω), ∣∣∣∫
Ω

ud x −
∫
Ω×Y

Tε(u)d xd y
∣∣∣≤ ∫

Λε

|u|d x.

5. Soit
{
φε

}
ε une suite de L2(Ω) telle que φε −→φ fortement dans L2(Ω). Alors

Tε(φε) −→φ fortement dans L2(Ω×Y ).

6. Soit
{
φε

}
ε une suite de L2(Ω) telle que φε*φ faiblement dans L2(Ω). Alors, il existe

une sous suite de ε (encore notée ε) et φ̂ ∈ L2(Ω×Y ) tel que

Tε(φε)* φ̂ faiblement dans L2(Ω×Y ). (4.1)

et on a φ=MY (φ̂)
.=

∫
Y
φ̂(·, y)d y .

7. Soit
{
φε

}
ε une suite de H 1(Ω) telle que φε*φ faiblement dans H 1(Ω). Alors, il existe

une sous suite de ε (encore notée ε) et φ̂ ∈ L2(Ω; H 1
per (Y )) tels que

Tε(∇φε)*∇xφ+∇y φ̂ faiblement dans L2(Ω×Y ). (4.2)

L’opérateur de moyenne local Mε : L1(Ω) −→ L1(Ω) est défini comme suit : pour tout φ

dans L1(Ω)

Mε(φ)(x) =
∫

Y
Tε(φ)(x, y)d y, p.p. x ∈Ω.

Soit {φε}ε une suite de fonctions de L2(Ω), telle que φε −→φ fortement dans L2(Ω), on a alors

Mε(φε) −→φ fortement dans L2(Ω).
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Ω휀, 𝛿
*

Y

𝐵

𝛿𝐵

FIGURE 4.3 – Les ensembles Ω∗
ε,δ et B .

Pour φ, mesurable sur Ω, la fonction Tε,δ(φ) est définie par

Tε,δ(φ)(x, z) =
 Tε(φ)(x,δz) p.p. (x, z) ∈ Ω̂ε× 1

δ
Y ,

0 sinon.

L’opérateur Tε,δ a les propriétés suivantes (voir Théorème 2.11 de [13]) :

Lemme 4.3.2. L’opérateur Tε,δ est linéaire et continu de L2(Ω) dans L2(Ω×RN ).

1. Pour tout (ψ,φ) ∈ [L2(Ω)]2, Tε,δ(ψφ) =Tε,δ(ψ)Tε,δ(φ).

2. Pour tout φ dans L1(Ω), on a

δN
∫
Ω×RN

Tε,δ(φ)(x, z)d xd z =
∫
Ω×Y

Tε(φ)(x, y)d xd y =
∫
Ω̂ε

φd x,∣∣∣∫
Ω
φd x −δN

∫
Ω×RN

Tε,δ(φ)(x, z)d xd z
∣∣∣≤ ∫

Λε

φd x.

3. Pour tout φ dans H 1(Ω), on a

Tε,δ(∇φ) = 1

εδ
∇zTε,δ(φ) in Ω× 1

δ
Y . (4.3)

De plus, les estimations suivantes sont vérifiées :

4. Pour tout u ∈ L2(Ω)

‖Tε,δ(u)‖2
L2(Ω×RN ) ≤

1

δN
‖u‖2

L2(Ω), ‖Tε,δ(u)‖2
L2(Ω×B) ≤

1

δN
‖u‖2

L2(Dε,δ). (4.4)
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5. Pour tout u dans H 1(Ω), on a

‖∇z(Tε,δ(u))‖2
L2(Ω×RN ) ≤

ε2

δN−2
‖∇u‖2

L2(Ω),

‖∇z(Tε,δ(u))‖2
L2(Ω×B) ≤

ε2

δN−2
‖∇u‖2

L2(Dε,δ).

(4.5)

6. Pour N ≥ 3 et pour tout u dans H 1(Ω), on a 1

‖Tε,δ(u −Mε(u))‖2
L2(Ω;L2∗ (RN ))

≤C
ε2

δN−2
‖∇u‖2

L2(Ω).

Lemme 4.3.3. Pour tout w ∈C (Ω) on a

Tε,δ(w) −→ w fortement dans L2(Ω;L2
loc (RN )). (4.6)

Démonstration. Soit O un ouvert borné de RN . Il existe R > 0 tel que O ⊂ B(0;R) (où B(O;R)

est la boule de rayon R et de centre O). Pour δ assez petit, on a O ⊂ B(0;R) ⊂ 1

δ
Y . Ainsi∫

Ω×O
|Tε,δ(w)(x, z)−w(x)|2d xd z

=
∫
Λε×O

|w(x)|2d xd z +
∫
Ω̂ε×O

|w(ε
[x

ε

]
+εδz)−w(x)|2d xd z

≤ |O |
∫
Λε

|w(x)|2d x +|Ω×O | sup
(x,z)∈Ω×O

|w(ε
[x

ε

]
+εδz)−w(x)|2.

Soit ω le module d’uniforme continuité de w , on a∫
Ω×O

|Tε,δ(w)(x, z)−w(x)|2d xd z ≤C
(‖w‖2

L∞(Ω)|Λε|+ω(ε+εδR)2).

Passant à la limite cela donne la convergence du lemme.

4.4 Le problème d’évolution

On introduit ci-dessous le problème d’évolution qui régit le processus de diffusion dans

notre mélange binaire

Trouver uε,δ tel que

ρε,δ
duε,δ

d t
−divx

(
kε,δ∇xuε,δ

)= fε,δ dans ΩT ,

uε,δ = 0 sur ∂Ω× (0,T ),

uε,δ(0) = u0
ε,δ sur Ω× {0},

(4.7)

1. On rappelle que 2∗ = 2N

N −2
est l’exposant de Sobolev associé à 2.
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où fε,δ ∈ L2(ΩT ) et

ρε,δ =
1 dans Ω∗

ε,δ,

aε,δ in Dε,δ,
kε,δ =

1 dans Ω∗
ε,δ,

bε,δ dans Dε,δ,
(4.8)

où aε,δ et bε,δ sont des constantes minorées par une constante strictement positive indépen-

dante de ε et δ. Plus précisément, il existe c0 > 0 tel que pour tout (ε,δ)

aε,δ ≥ c0, bε,δ ≥ c0. (4.9)

Le premier coefficient aε,δ représente la masse des suspensions tandis que le second est la

diffusivité de cess suspensions.

Lemme 4.4.1. Le problème (4.7) a pour formulation variationnelle :

Trouver uε,δ ∈ L2(0,T ; H 1
0 (Ω))∩C ([0,T ];L2(Ω)), ρε,δuε,δ ∈ H 1(0,T ; H−1(Ω)),

< ρε,δ
duε,δ

d t
(t ), w >H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +
∫
Ω

kε,δ(x)∇xuε,δ(t , x)∇x w(x)d x

=
∫
Ω

fε,δ(t , x)w(x)d x p.p. t ∈ (0,T ), uε,δ(0) = u0
ε,δ ∀w ∈ H 1

0 (Ω).

(4.10)

De plus uε,δ satisfait

1

2

∫
Ω
ρε,δ(x)|uε,δ(t , x)|2d x +

∫ t

0

∫
Ω

kε,δ(x)|∇xuε,δ(s, x)|2d sd x

=
∫ t

0

∫
Ω

fε,δ(s, x)uε,δ(s, x)d sd x + 1

2

∫
Ω
ρε,δ(x)|u0

ε,δ(x)|2d x

pour tout t ∈ [0,T ]. (4.11)

Démonstration. Voir Lemme 5.2.1 Annexe B.

Hypothèses sur les données : On suppose qu’il existe C0 ne dépend pas de ε et δ tel que∫
Ω
ρε,δ|u0

ε,δ(x)|2d x +
∫
ΩT

1

ρε,δ
| fε,δ(t , x)|2d td x ≤C0. (4.12)

On suppose également qu’il existe u0 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(ΩT ), U 0 ∈ L2(Ω×B) et F ∈ L2(ΩT ×B)

tels que
u0
ε,δ* u0 faiblement dans L2(Ω),

fε,δ* f faiblement dans L2(ΩT ),
(4.13)
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et
Tε,δ(u0

ε,δ)*U 0 faiblement dans L2(Ω×B),

1

aε,δ
Tε,δ( fε,δ)* F faiblement dans L2(ΩT ×B).

(4.14)

Lemme 4.4.2. Il existe une constante positive C , indépendante de ε et δ, telle que∫
Ω
ρε,δ(x)|uε,δ(t , x)|2d x ≤C ∀t ∈ [0,T ],∫

ΩT
kε,δ(x)|∇xuε,δ(s, x)|2d sd x ≤C .

(4.15)

De plus

‖uε,δ‖L∞(0,T ;L2(Ω)) +‖uε,δ‖L2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤C . (4.16)

Démonstration. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a∫ t

0

∫
Ω

fε,δ(s, x)uε,δ(s, x)d sd x ≤
∫ t

0

∥∥∥ 1p
ρε,δ

fε,δ(s)
∥∥∥

L2(Ω)
‖pρε,δuε,δ(s)‖L2(Ω)d s

≤ 1

2

∥∥∥ 1p
ρε,δ

fε,δ

∥∥∥2

L2(ΩT )
+ 1

2

∫ t

0
‖pρε,δuε,δ(s)‖2

L2(Ω)d s.

(4.17)

Par insertion de l’inégalité ci-dessus dans (4.11) on obtient

‖pρε,δuε,δ(t )‖2
L2(Ω) ≤ ‖pρε,δu0

ε,δ‖2
L2(Ω) +

∥∥∥ 1p
ρε,δ

fε,δ

∥∥∥2

L2(ΩT )
+

∫ t

0
‖pρε,δuε,δ(s)‖2

L2(Ω)d s.

Le lemme de Gronwall donne∫ t

0
‖pρε,δuε,δ(s)‖2

L2(Ω)d s ≤ (eT −1)
(
‖pρε,δu0

ε,δ‖2
L2(Ω) +

∥∥∥ 1p
ρε,δ

fε,δ

∥∥∥2

L2(ΩT )

)
≤C0(eT −1),

‖pρε,δuε,δ(t )‖2
L2(Ω) ≤ eT

(
‖pρε,δu0

ε,δ‖2
L2(Ω) +

∥∥∥ 1p
ρε,δ

fε,δ

∥∥∥2

L2(ΩT )

)
≤C0eT .

puis en utilisant à nouveau (4.11) on obtient∫ t

0
‖
√

kε,δ∇xuε,δ(s)‖2
L2(Ω)d s ≤C1eT . (4.18)

D’où, grâce à (4.12) on obtient (4.15)1. A nouveau avec (4.12) et les estimations (4.17)-(4.18)

on a (4.15)2. Ensuite, les inégalités (4.9) conduisent à

min{1,c0}
∫
Ω
|uε,δ(t , x)|2d x ≤C ∀t ∈ [0,T ],

min{1,c0}
∫
ΩT

|∇xuε,δ(s, x)|2d sd x ≤C .

Ce qui donne (4.16).
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Comme conséquence du lemme ci-dessus, on obtient

Corollaire 4.4.1. Il existe une sous suite de (ε,δ) (encore notée (ε,δ)) et u ∈ L∞(0,T ;L2(Ω))∩
L2(0,T ; H 1

0 (Ω)) tels que

uε,δ* u faible * dans L∞(0,T ;L2(Ω)),

uε,δ* u faiblement dans L2(0,T ; H 1
0 (Ω)).

(4.19)

4.5 Estimations complémentaires et convergences

Lemme 4.5.1. Il existe une constante positive C indépendante de ε et δ, telle que

‖Tε,δ(uε,δ−Mε(uε,δ))‖2
L2(ΩT ;L2∗ (RN )

≤C
ε2

δN−2
,

‖∇z(Tε,δ(uε,δ))‖2
L2(ΩT ×RN ) ≤C

ε2

δN−2

(4.20)

et

‖Tε,δ(uε,δ)‖2
L2(ΩT ×B) ≤

C

δN aε,δ
, ‖∇z(Tε,δ(uε,δ))‖2

L2(ΩT ×B) ≤C
ε2

δN−2bε,δ
. (4.21)

Démonstration. De (4.4) et (4.15) on déduit immédiatement (4.20).

D’après (4.4)2 on a

‖Tε,δ(uε,δ)‖2
L2(ΩT ×B) ≤

1

δN
‖uε,δ‖2

L2(Dε,δ)
(4.22)

et selon (4.15)1 ∫
Ω∗
ε,δ

|uε,δ(t , x)|2d x +
∫

Dε,δ

aε,δ|uε,δ(t , x)|2d x ≤C .

D’où ∫
Dε,δ

|uε,δ(t , x)|2d x ≤ C

aε,δ
. (4.23)

On substitue (4.23) dans (4.22) ce qui donne (4.21)1. Ensuite (4.5)2 mène à

‖∇z(Tε,δ(uε,δ))‖2
L2(ΩT ×B) ≤

ε2

δN−2
‖∇xuε,δ‖L2(DT

ε,δ). (4.24)

L”estimation (4.15)2 conduit à∫
Dε,δ×(0,T )

|∇uε,δ(t , x)|2d td x ≤ C

bε,δ
. (4.25)

On insère ensuite (4.25) dans (4.24) pour trouver (4.21)2.
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Le lemme ci-dessus met en évidence plusieurs cas, on étudiera plus particulièrement le

suivant :

lim
(ε,δ)→(0,0)

δN−2

ε2
= γ0 ∈ (0,+∞), lim

(ε,δ)→(0,0)
δN aε,δ = a0 ∈ (0,+∞),

lim
(ε,δ)→(0,0)

bε,δ = b0 ∈ (0,+∞)
(4.26)

qui est le plus intéressant.

Lemme 4.5.2. Il existe une sous suite de (ε,δ) (encore notée (ε,δ)) et U ∈ L2(ΩT ; H 1
loc (RN ))

avec ∇zU ∈ L2(ΩT ×RN ) tels que

Tε,δ(uε,δ)*U faiblement dans L2(ΩT ; H 1
l oc (RN )),

∇zTε,δ(uε,δ)11/δY *∇zU faiblement dans L2(ΩT ×RN ).
(4.27)

De plus, il existe V ∈ L2(ΩT ,L2∗(RN )) avec ∇zV ∈ L2(ΩT ×RN ) tel que

Tε,δ(uε,δ−Mε(uε,δ))11/δY *V faiblement dans L2(ΩT ;L2∗(RN )),

∇zTε,δ(uε,δ)11/δY *∇zV faiblement dans L2(ΩT ×RN ),
(4.28)

et on a U =V +u.

Démonstration. De (4.21)-(4.20) on obtient (4.27) et (4.28). On a

Mε(uε,δ) −→ u fortement dans L2(ΩT ),

ainsi Mε(uε,δ) −→ u fortement dans L2(ΩT ;L2
loc (RN )).

(4.29)

Les convergences (4.27)1, (4.28)1 et (4.29) impliquent que V =U −u.

On note
H = {

Φ ∈ H 1
loc (RN ) |∇zΦ ∈ [L2(RN )]N }= .

H(RN )⊕R, 2

L =
{
Φ ∈ L2(Ω;H) |Φ(·,∞) ∈ H 1

0 (Ω)
}

.
(4.30)

Pour tout Φ ∈ H, on sait qu’il existe une constante, notée Φ(∞) (Voir le Lemme 5.2.2), telle

que

‖Φ−Φ(∞)‖L2∗ (RN ) ≤C‖∇Φ‖L2(RN ). (4.31)

La constante C ne dépend pas de Φ.

On a U ∈ L2(0,T ;L) et U (t , x,∞) = u(t , x) p.p. (t , x) ∈ΩT .

2. On rappelle que l’espace
.
H(RN ) est le complété de D(RN ) pour la norme Φ 7−→ ‖∇Φ‖L2(RN ). Pour N ≥ 3,

c’est une sous espace de L2∗ (RN ), où 2∗ est l’exposant de Sobolev associé à 2. Donc, tous ses éléments admettent
0 comme limite à l’infini (au sens faible de L2∗ (RN )).
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4.6 Le problème limite éclaté

On note k0 la fonction définie par

k0(z) =
1 si z ∈RN \ B̄ ,

b0 si z ∈ B.
(4.32)

Théorème 4.6.1. Les convergences (4.19), (4.27) et (4.28) ont lieu pour toute la suite (ε,δ).

La fonction limite U est la solution du problème d’évolution éclaté

U ∈ L2(0,T ;L), U (·, ·,∞) ∈ H 1(0,T ; H−1(Ω)),

U ∈ H 1(0,T ;L2(Ω; (H 1(B))′)),

< dU

d t
(t , ·,∞),Φ(·,∞) >H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +a0 < dU

d t
(t ),Φ>L2(Ω;(H 1(B))′),L2(Ω;H 1(B))

+
∫
Ω
∇xU (t , ·,∞)∇xΦ(·,∞)d x +γ0

∫
Ω×RN

k0∇zU (t )∇zΦd xd z

=
∫
Ω

f (t )Φ(·,∞)d x +a0

∫
Ω×B

F (t )Φd xd z, p.p t ∈ (0,T ), ∀Φ ∈ L,

U (0, x,∞) = u0(x), U (0, x, z) =U 0(x, z) p.p (x, z) ∈Ω×B.

(4.33)

De plus U satisfait

1

2

∫
Ω
|U (t , ·,∞)|2d x + a0

2

∫
Ω×B

|U (t )|2d xd z

+
∫ t

0

∫
Ω
|∇xU (s, ·,∞)|2d sd x +γ0

∫ t

0

∫
Ω×RN

k0|∇zU |2d sd xd z

=
∫ t

0

∫
Ω

f (s)U (s, ·,∞)d sd x +a0

∫ t

0

∫
Ω×B

F (t )U (t )d xd z

+ 1

2

∫
Ω
|u0|2d x + a0

2

∫
Ω×B

|U 0|2d xd z.

pour tout t ∈ [0,T ]. (4.34)

Avant de démontrer ce théorème, on montre trois lemmes qui seront essentiels dans la

preuve du théorème. Le premier concerne un résultat de densité, le second est un lemme de

convergence pour les fonctions s’annulant sur Dε,δ et le dernier introduit une fonction de test.

L’ensemble B étant un ouvert borné, il existe η0 > 0 tel que

2η0B ⊂ Y .
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Lemme 4.6.1. L’ensemble

⋃
η∈(0,η0]

{
ψ ∈ H 1

per (Y ) |ψ|ηB = 0
}

est dense dans H 1
per (Y ).

Démonstration. On montre le lemme en deux étapes. Dans la première, on démontre le résul-

tat pour des fonctions de C ∞
per (Y ) et dans la seconde étape on étudie le cas général.

Etape 1. On fixe une fonction χ dans C ∞(RN ) satisfaisant

χ= 0 sur B ,

χ= 1 sur RN \ 2B ,

χ(x) ∈ [0,1] pour tout x ∈RN .

(4.35)

Pour η ∈ (0,η0], on pose

χη =χ
( ·
η

)
.

Pour tout φ ∈C ∞
per (Y ), on note φη = χηφ. Puisque χη = 1 sur ∂Y , la fonction φη appartient à

H 1
per (Y ). On a φη =φ sur Y \ 2B et ∇φη =∇φχη+∇χηφ. D’où

‖φη−φ‖2
L2(Y ) +‖∇φη−∇φ‖2

L2(Y ) ≤
∫

2ηB
|φ|2d y +2

∫
2ηB

|∇φ|2d y +2
∫

2ηB
|∇χη|2|φ|2d y.

De plus on a ∫
2ηB

|∇χη|2|φ|2d y ≤CηN−2‖∇χ‖[L∞(RN )]N ‖φ‖2
L∞(Y ).

Etant donné que φ appartient à C ∞
per (Y ) et que la mesure de ηB tend vers zéro, on en déduit

la convergence forte de φη vers φ dans H 1
per (Y ).

Etape 2. Soit ψ appartenant à H 1
per (Y ). On rappelle que l’espace C ∞

per (Y ) est dense dans

H 1
per (Y ). D’où pour tout ε> 0 il existe ϕ ∈C ∞

per (Y ) telle que

‖ψ−ϕ‖H 1(Y ) ≤ ε. (4.36)

On fixe la fonction ϕ satisfaisant (4.36). D’après l’étape 1, il existe η1 > 0 tel que

∀η ∈ (0,η1] ‖ϕ−ϕη‖H 1(Y ) ≤ ε. (4.37)
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Comme conséquence de (4.36) et (4.37) on obtient

∀η ∈ (0,η1] ‖ψ−ϕη‖H 1(Y ) ≤ 2ε.

Le lemme est prouvé.

Lemme 4.6.2. Supposons p ∈ [1,+∞). Pour tout w ∈ Lp (Ω)

w1Ω∗
ε,δ

−→ w fortement dans Lp (Ω). (4.38)

Démonstration. Etape 1. On montre (4.38) pour w ∈ L∞(Ω).

Soit w dans L∞(Ω)∫
Ω
|(w1Ω∗

ε,δ
−w)(x)|p d x =

∫
Dε,δ

|w(x)|p d x

≤ |Dε,δ|‖w‖p
L∞(Ω) ≤CδN‖w‖p

L∞(Ω).

Le passage à la limite donne (4.38) pour tout w ∈ L∞(Ω).

Etape 2. On montre (4.38) pour w ∈ Lp (Ω).

Soit w appartenant à Lp (Ω). Puisque C (Ω) est dense dans Lp (Ω), p ∈ [1,+∞), pour tout ε1 > 0

il existe W ∈C (Ω) tel que

‖w −W ‖Lp (Ω) ≤ ε1. (4.39)

On fixe W satisfaisant (4.39). Alors

‖W 1Ω∗
ε,δ

−W ‖Lp (Ω) ≤ |Dεδ|‖W ‖L∞(Ω) ≤CδN |‖W ‖L∞(Ω).

D’où, il existe δ1 > 0 tel que

∀δ ∈ (0,δ1], ‖W 1Ω∗
ε,δ

−W ‖Lp (Ω) ≤ ε1.

Ainsi

‖w1Ω∗
ε,δ

−w‖Lp (Ω) ≤ ‖w1Ω∗
ε,δ

−W 1Ω∗
ε,δ
‖Lp (Ω) +‖W 1Ω∗

ε,δ
−W ‖Lp (Ω) +‖W −w‖Lp (Ω)

≤ ‖W 1Ω∗
ε,δ

−W ‖Lp (Ω) +2‖W −w‖Lp (Ω) ≤ 3ε1.

La convergence forte (4.38) est prouvée.
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Lemme 4.6.3. Soit ψ dans H∩C∞(RN ) tel que le support de ∇zψ est borné. On pose

ψε,δ(x) =ψ
(1

δ

{x

ε

})
si x ∈ Ω̂ε,

ψε,δ(x) =ψ(∞) si x ∈Λε.
(4.40)

La fonction ψε,δ appartient à C ∞(Ω) et

ψε,δ −→ψ(∞) fortement dans L2(Ω). (4.41)

Démonstration. Il existe R > 0 tel que le support de ∇zψ est inclus dans la boule B(O;R).

Pour δ assez petit B(O;δR) ⊂ Y . On effectue un changement de variables et on utilise le fait

que ψ−ψ(∞) appartient à H 1
0 (B(O;R)). Ce qui donne∫

εξ+εY
|ψε,δ(x)−ψ(∞)|2d x =

∫
εξ+εY

∣∣∣ψ(1

δ

{x

ε

})
−ψ(∞)

∣∣∣2
d x

= (εδ)N
∫

B(O;R)
|ψ(z)−ψ(∞)|2d z

≤C (εδ)N R2
∫

B(O;R)
|∇zψ(z)|2d z.

La constante ne dépend pas ε et δ. La sommation sur Ξε conduit à∫
Ω
|ψε,δ(x)−ψ(∞)|2d x = ∑

ξ∈Ξε

∫
εξ+εY

|ψε,δ(x)−ψ(∞)|2d x ≤CδN‖∇zψ‖2
L2(RN ).

D’où, on obtient la convergence forte (4.41).

Démonstration du théorème 4.6.1. Pour commencer, on observe que le problème (4.33) a une

solution unique U appartenant à L2(0,T ;L). C’est une conséquence de la méthode de Faedo-

Galerkin qui donne également l’égalité (4.34). Cela implique la convergence des suites com-

plètes dans (4.19), (4.27) et (4.28). Il suffit donc d’obtenir le problème limite (4.33) pour une

sous suite, ce que l’on fait ci-dessous.

Dans cette démonstration, l’objet des trois premières étapes est d’obtenir la formulation

variationnelle (4.51) du problème de limite. Puis, dans une dernière étape, on montre que

U (·, ·,∞) ∈ H 1(0,T ; H−1(Ω)) et U ∈ H 1(0,T ;L2(Ω; (H 1(B))′)).
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Etape 1. Soit (φ, w) appartenant à C 1([0,T ])×D(Ω) tel que φ(T ) = 0. On choisit φ(t )w(x)

comme fonction test dans (4.10). Une l’intégration par parties conduit à

−
∫

(0,T )×Ω∗
ε,δ

uε,δφ
′ w d td x −

∫
(0,T )×Dε,δ

aε,δuε,δφ
′ w d td x

+
∫

(0,T )×Ω∗
ε,δ

φ∇uε,δ∇w d td x +
∫

(0,T )×Dε,δ

bε,δφ∇uε,δ∇w d td x

=
∫
ΩT

fε,δφw d td x +
∫
Ω
ρε,δu0

ε,δφ(0)w d x.

(4.42)

D’après les convergences (4.19) et (4.38) on obtient∫
(0,T )×Ω∗

ε,δ

uε,δφ
′ w d td x =

∫
ΩT

uε,δφ
′ w1Ω∗

ε,δ
d td x −→

∫
ΩT

uφ′ w d td x,∫
(0,T )×Ω∗

ε,δ

φ∇xuε,δ∇x w d td x =
∫
ΩT
φ∇xuε,δ∇x w1Ω∗

ε,δ
d td x −→

∫
ΩT
φ∇xu∇w d td x.

Maintenant, on applique l’opérateur d’éclatement sur (0,T )×Dε,δ et on utilise le lemme 4.3.3

et les convergences (4.27). Ce qui conduit à∫
(0,T )×Dε,δ

aε,δuε,δφ
′ w d td x =

∫
(0,T )×Ω×B

δN aε,δTε,δ(uε,δ)φ′Tε,δ(w)d td xd z

−→
∫

(0,T )×Ω×B
a0U φ′ w d td xd z,∫

(0,T )×Dε,δ

bε,δφ∇uε,δ∇w d td x =
∫
ΩT ×B

εδ
δN−2

ε2
bε,δφ∇zTε,δ(uε,δ)Tε,δ(∇w)d td xd z −→ 0.

Les convergences (4.6), (4.14), (4.13) et (4.38) donnent∫
Ω
ρε,δu0

ε,δφ(0)w d x =
∫
Ω

u0
ε,δφ(0) w 1Ω∗ε,δd x +

∫
Ω×B

δN aε,δTε,δ(u0
ε,δ)φ(0)Tε,δ(w)d xd z

−→
∫
Ω

u0φ(0)w d x +
∫
Ω×B

a0U 0φ(0)w d xd z,∫
ΩT

fε,δφw d td x =
∫
ΩT

fε,δφw 1Ω∗ε,δd td x +
∫
ΩT ×B

δN aε,δ

( 1

aε,δ
Tε,δ( fε,δ)

)
φTε,δ(w)d td xd z

−→
∫
ΩT

f φw d td x +
∫
ΩT ×B

a0F φw d td xd z.

Les convergences ci-dessus se résument en

−a0

∫
ΩT ×B

U (t , x, z)φ′(t )w(x)d td xd z

−
∫
ΩT

u(t , x)φ′(t )w(x)d td x +
∫
ΩT
φ(t )∇xu(t , x)∇w(x)d td x

=
∫
ΩT

f (t , x)φ(t )w(x)d td x +a0

∫
ΩT ×B

F (t , x, z)φ(t )w(x)d td xd z

+φ(0)
∫
Ω

(
u0(x)+a0

∫
B

U 0(x, z)d z
)
w(x)d x.

(4.43)
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Etape 2. Soit (φ, w) appartenant à C 1([0,T ])×D(Ω) tel que φ(T ) = 0 et soitψ ∈ H∩C∞(RN ) tel

que le support de ∇zψ est borné. Dans (4.10) on prend comme fonction test φ(t )w(x)ψε,δ(x),

où ψε,δ est donné par (4.40).

Si δ est assez petit la fonction ψε,δ est constante (et est égale à ψ(∞)) sur la frontière des

cellules εξ+εY (ξ ∈Ξε). En conséquence, la fonction wψε,δ est une fonction test admissible

appartenant à H 1
0 (Ω). D’où

−
∫
ΩT
ρε,δuε,δφ

′ wψε,δd td x +
∫
ΩT

kε,δφ∇uε,δ∇(wψε,δ)d td x

=
∫
ΩT

fε,δ(t , x)φ(t )w(x)ψε,δ(x)d td x +
∫
Ω
ρε,δu0

ε,δ(x)φ(0)w(x)ψε,δ(x)d x.
(4.44)

Puisque ∇zψ a un support compact dans RN , d’après l’égalité (4.3) et le lemme 4.3.3 on

obtient

εδTε,δ(w∇ψε,δ) =Tε,δ(w)∇zψ−→ w∇zψ fortement dans L2(Ω×RN ). (4.45)

Les convergences (4.19)2, (4.27)1, (4.45) et (4.41) permettent d’écrire∫
ΩT
ρε,δuε,δφ

′wψε,δd td x

=
∫
ΩT

uε,δφ
′wψε,δ1Ω∗

ε,δ
d td x +

∫
ΩT ×B
δN aε,δTε,δ(uε,δ)φ′Tε,δ(w)ψd td xd z

−→
∫
ΩT

uφ′wψ(∞)d td x +a0

∫
ΩT ×B

Uφ′wψd td xd z.

(4.46)

On a également∫
ΩT

kε,δφ∇xuε,δ∇(wψε,δ)d td x

=
∫
ΩT

kε,δφ∇xuε,δ∇wψε,δd td x +
∫
ΩT

kε,δφ∇xuε,δw ∇ψε,δd td x.

Des convergences (4.27)1 , (4.28)2 et (4.41) on déduit que∫
ΩT

kε,δφ∇xuε,δ∇wψε,δd td x =
∫
ΩT

φ∇xuε,δ∇wψε,δ1Ω∗
εδ

d td x

+
∫
ΩT ×B

bε,δφ
δN−2

ε2
∇zTε,δ(uε,δ)

(
εδTε,δ(∇w)

)
ψd td xd z

−→
∫
ΩT
φ∇xu∇wψ(∞)d td x +0.

(4.47)
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Toujours en utilisant (4.27)1, (4.28)2 et (4.45) on obtient∫
ΩT

kε,δφuε,δw ∇ψε,δd td x

=
∫
ΩT ×RN

φTε,δ(kε,δ)
δN−2

ε2
∇zTε,δ(uε,δ)Tε,δ(w)∇zψd td xd z

−→ γ0

(∫
ΩT ×(RN \B̄)

φ∇zV w ∇zψd td xd z +b0

∫
ΩT ×B

φ∇zU w ∇zψd td xd z
)
.

(4.48)

De la même façon, de (4.13)2 et (4.14)2 on déduit que∫
ΩT

fε,δφwψε,δd td x −→
∫
ΩT

f φwψ(∞)d td x +a0

∫
ΩT ×B

F φwψd td xd z,∫
Ω
ρε,δu0

ε,δφ(0) wψε,δd x −→
∫
Ω

u0φ(0)wψ(∞)d x +
∫
Ω×B

a0U 0φ(0)wψd xd z.
(4.49)

Finalement, des convergences (4.46), (4.47), (4.48) et (4.49) on a

−
∫
ΩT

uφ′wψ(∞)d td x −a0

∫
ΩT ×B

U φ′ wψd td xd z +
∫
ΩT
φ∇u∇wψ(∞)d td x

+γ0

∫
ΩT ×RN

k0φ∇zU w ∇zψd td xd z

=
∫
ΩT

f φwψ(∞)d td x +a0

∫
ΩT ×B

F φwψd td xd z

+
∫
Ω

u0φ(0)wψ(∞)d x +a0

∫
Ω×B

U 0φ(0)wψd xd z.

(4.50)

Etape 3. L’espace des fonctions qui appartiennent à H∩C∞(RN ) et dont le support du gradient

est borné est dense dans H (voir le Lemme 5.2.3 Annexe B). Ainsi, l’égalité (4.50) est satisfaite

pour tout ψ dans H. La densité du produit tensoriel C 1([0,T ])⊗D(Ω)⊗H dans H 1(0,T ;L)

implique que

−
∫
ΩT

U (t , ·,∞)
∂Φ

∂t
(t , ·,∞)d td x −a0

∫
ΩT ×B

U
∂Φ

∂t
d td xd z

+
∫
ΩT

∇xU (·,∞)∇xΦ(t , ·,∞)d td x +γ0

∫
ΩT ×RN

k0∇zU ∇zΦd td xd z

=
∫
ΩT

f Φ(t , ·,∞)d td x +a0

∫
ΩT ×B

F Φd td xd z

+
∫
Ω

u0Φ(0, ·,∞)d x +a0

∫
Ω×B

U 0Φ(0)d xd z

(4.51)

pour tout Φ ∈ H 1(0,T ;L) tel que Φ(T, ·, ·) = 0. D’où (4.33).

Etape 4. Soit Θ appartenant à L et satisfaisant

Θ(∞) = 1 et Θ(z) = 0 p.p z ∈ B.
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Pour tout Ψ ∈ H 1
0 (0,T ; H 1

0 (Ω)) on choisit Φ =ΨΘ comme fonction test dans (4.51). Ce qui

donne
−

∫
ΩT

U (t , ·,∞)
∂Ψ

∂t
d td x +

∫
ΩT

∇xU (·,∞)∇xΨd td x

+γ0

∫
ΩT ×RN

k0∇zUΨ∇zΘd td xd z =
∫
ΩT

f Ψd td x.
(4.52)

D’où∣∣∣∫
ΩT

U (t , ·,∞)
∂Ψ

∂t
d td x

∣∣∣≤ ‖∇xU (·,∞)‖L2(ΩT )‖∇xΨ‖L2(ΩT )

+C‖∇zU‖L2(ΩT ×RN )‖Ψ‖L2(ΩT )‖∇zΘ‖L2(RN ) +‖ f ‖L2(ΩT )‖Ψ‖L2(ΩT ).

Puisque U appartient à L2(0,T ;L), on obtient∣∣∣∫
ΩT

U (t , ·,∞)
∂Ψ

∂t
d td x

∣∣∣≤C‖Ψ‖L2(0,T ;H 1
0 (Ω)).

La constante dépend de ‖U‖L2(0,T ;L), ‖∇zΘ‖L2(RN ) et ‖ f ‖L2(ΩT ). En conséquence de l’inégalité

ci-dessus, on obtient U (·, ·,∞) ∈ H 1(0,T ; H−1(Ω)).

Toute fonctionΦ appartenant à H 1
0 (0,T ;L2(Ω; H 1(B))) se prolonge en une fonctionΦ (Voir

le lemme 5.2.5 Annexe B) appartenant à H 1
0 (0,T ;L2(Ω; H 1(RN ))) satisfaisant

Φ(t , x, z) =Φ(t , x, z) p.p. (t , x, z) ∈ΩT ×B ,

‖Φ‖H 1
0 (0,T ;L2(Ω;H 1(RN ))) ≤C‖Φ‖H 1

0 (0,T ;L2(Ω;H 1(B))).

Comme Φ(t , x, ·) ∈ H 1(RN ) on a Φ(t , x,∞) = 0 pour presque tout (t , x) ∈ΩT .

On choisit Φ comme fonction test dans (4.51). Cela conduit à

−a0

∫
ΩT ×B

U
∂Φ

∂t
d td xd z +γ0

∫
ΩT ×RN

k0∇zU ∇zΦd td xd z = a0

∫
ΩT ×B

F Φd td xd z.

D’où
a0

∣∣∣∫
ΩT ×B

U
∂Φ

∂t
d td xd z

∣∣∣≤C‖∇zU‖L2(ΩT ×B)‖∇zΦ‖L2(ΩT ×RN )

+a0‖F‖L2(ΩT ×B)‖Φ‖L2(ΩT ×RN ).

Encore une fois, en utilisant le fait que U appartient à L2(0,T ;L), on a∣∣∣∫
ΩT ×B

U
∂Φ

∂t
d td xd z

∣∣∣≤C‖Φ‖L2(ΩT ;H 1(B)).

La constante dépend de ‖U‖L2(0,T ;L) et de ‖F‖L2(ΩT ×B). Comme conséquence de l’inégalité

ci-dessus, on obtient U ∈ H 1(0,T ;L2(Ω; (H 1(B))′)).
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4.7 Le problème limite homogénéisé

A partir de maintenant, on étend les fonctions f et F par zéro sur [T,+∞[ et on appelle

encore U la solution du problème (4.33) sur [0,+∞[. Cette nouvelle fonction a pour restriction

à [0,T ] la solution de (4.33).

Pour tout φ ∈ L2(0,+∞) et pour tout p ∈ R∗+, la transformée de Laplace φ̂ de φ est définie

par (voir par ex. [34], [38] ou [45])

φ̂(p) =
∫ +∞

0
φ(t )e−pt d t .

Après transformation le problème d’évolution (4.33) devient

p
∫
Ω

Û (p, x,∞)Φ(x,∞)d x +a0p
∫
Ω×B

Û (p, x, z)Φ(x, z)d xd z

+
∫
Ω
∇xÛ (p, x,∞)∇xΦ(x,∞)d x +γ0

∫
Ω×RN

k0(z)∇zÛ (p, x, z)∇zΦ(x, z)d xd z

=
∫
Ω

f̂ (p, x)Φ(x,∞)d x +a0

∫
Ω×B

F̂ (p, x, z)Φ(x, z)d xd z

+
∫
Ω

u0(x)Φ(x,∞)d x +a0

∫
Ω×B

U 0(x, z)Φ(x, z)d xd z, ∀p > 0, ∀Φ ∈ L.

(4.53)

Pour tout p > 0, le théorème de Lax-Milgram donne l’existence et l’unicité de Û (p) ∈ L. Les

estimations suivantes sont vérifiées

p‖Û (p, ·,∞)‖2
L2(Ω) +‖∇xÛ (p, ·,∞)‖2

L2(Ω) +p‖Û (p)‖2
L2(Ω×B) +‖∇zÛ (p)‖2

L2(Ω×RN )

≤C

p

(
‖ f̂ (p)‖2

L2(Ω) +‖F̂ (p)‖2
L2(Ω×B) +‖u0‖2

L2(Ω) +‖U 0‖2
L2(Ω×B)

)
, ∀p > 0.

La constante ne dépend pas de p. On rappelle que

∀p > 0, ‖ f̂ (p)‖2
L2(Ω) ≤

1

p
‖ f ‖2

L2(ΩT ), ‖F̂ (p)‖2
L2(Ω×B) ≤

1

p
‖F‖2

L2(ΩT ×B).

On considère maintenant les solutions θ̂0 et θ̂1 des problèmes cellulaires suivants :

θ̂0(p) ∈ L2(Ω;
.
H(RN )),

a0p
∫

B
θ̂0(p, x)Φd z +γ0

∫
RN

k0∇z θ̂0(p, x)∇zΦd z

=a0

∫
B

F̂ (p, x)Φd z +a0

∫
B

U 0(x)Φd z,

p.p. x ∈Ω, ∀Φ ∈ .
H(RN ), ∀p > 0,

(4.54)
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et

θ̂1(p) ∈ H, θ̂1(p,∞) = 1,

a0p
∫

B
θ̂1(p)Φd z +γ0

∫
RN

k0∇z θ̂1(p)∇zΦd z = 0,

∀Φ ∈ .
H(RN ), ∀p > 0.

(4.55)

Ici également, le théorème de Lax-Milgram donne l’existence et l’unicité de θ̂0, θ̂1. De plus

on a

p‖θ̂0(p)‖2
L2(Ω×B) +‖∇z θ̂0(p)‖2

L2(Ω×RN ) ≤
C

p

(‖F̂ (p)‖2
L2(Ω×B) +‖U 0‖2

L2(Ω×B)

) ∀p > 0.

Afin d’estimer θ̂1 on considère la fonction ϑ ∈ H∩C ∞(RN ) définie par

ϑ(∞) = 1, ϑ= 0 dans B , ∇zϑ a un support compact. (4.56)

La fonction θ̂2 = θ̂1 −ϑ est la solution de

θ̂2(p) ∈ .
H(RN ),

a0p
∫

B
θ̂2(p)Φd z +γ0

∫
RN

k0∇z θ̂2(p)∇zΦd z

=−γ0

∫
RN

k0∇zϑ∇zΦd z = γ0

∫
RN

k0∆zϑΦd z,

∀Φ ∈ .
H(RN ), ∀p > 0.

(4.57)

On prend θ̂2(p)comme fonction test dans (4.57), ce qui mène à

p‖θ̂2(p)‖2
L2(B) +‖∇z θ̂2(p)‖2

L2(RN ) ≤
C

p
‖∆zϑ‖2

L2(RN ), ∀p > 0.

On exprime Û (p) en fonction de θ̂0(p), θ̂2(p), ϑ et û(p). Pour cela, on remarque que

Û (p, x, ·) ∈ H p.p. x ∈ Ω et que la transformée de Laplace û(p) de u est en fait Û (p, ·,∞).

D’après (4.53) on a

a0p
∫

B
Û (p, x, z)Φ(z)d z +γ0

∫
RN

k0∇zÛ (p, x, z)∇zΦ(z)d z

=a0

∫
B

(
F̂ (p, x, z)+U 0(x, z)

)
Φ(z)d z, p.p. x ∈Ω, ∀p > 0, ∀Φ ∈ .

H(RN ).
(4.58)

On vérifie facilement que θ̂0(p)+ û(p)θ̂1(p) satisfait (4.58), d’où par unicité de la solution de

ce problème on obtient

Û (p, x, z) =û(p, x)θ̂1(p, z)+ θ̂0(p, x, z) = û(p, x)θ̂2(p, z)+ θ̂0(p, x, z)+ û(p, x)ϑ(z)

p.p. (x, z) ∈Ω×RN , ∀p > 0.
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Soit ψ dans H 1
0 (Ω), on choisit ψ comme fonction test dans (4.53). Ce qui donne

p
∫
Ω

û(p)ψd x +a0p
∫
Ω

(∫
B
θ̂2(p, z)d z

)
û(p)ψd x

+a0p
∫
Ω

(∫
B
θ̂0(p, ·, z)d z

)
ψd x +

∫
Ω
∇û(p)∇ψd x

=
∫
Ω

(
f̂ (p)+u0)ψd x +a0

∫
Ω

(∫
B

F̂ (p, ·, z)d z
)
ψd x

+a0

∫
Ω

(∫
B

U 0(·, z)d z
)
ψd x.

(4.59)

Appliquant la transformée de Laplace inverse (voir [1], [34] et [38]) dans les problèmes

(4.54), (4.55) et (4.59) on obtient

θ0 ∈ H 1(0,T ;L2(Ω; (H 1(B))′)), θ0 ∈ L2(ΩT ;
.
H(RN )),

a0 < dθ0

d t
(t , x),Φ>(H 1(B))′,H 1(B) +γ0

∫
RN

k0∇zθ0(t , x)∇zΦd z

=a0

∫
B

F (t , x)Φd z, p.p. (t , x) ∈ (0,+∞)×Ω,

θ0(0) =U 0, ∀Φ ∈ .
H(RN ),

(4.60)

et le problème d’évolution vérifié par θ2

θ2 ∈ H 1(0,T ; (H 1(B))′), θ2 ∈ L2(0,T ;
.
H(RN )),

a0 < dθ2

d t
(t ),Φ>(H 1(B))′,H 1(B) +γ0

∫
RN

k0∇zθ2(t )∇zΦd z = 0,

θ2(0) = γ0k0

a0
∆zϑ, for a.e. t ∈ (0,+∞), ∀Φ ∈ .

H(RN ).

(4.61)

Ici à nouveau, la méthode de Faedo-Galerkin donne l’existence et l’unicité des solutions des

deux équations d’évolution ci-dessus. En procédant comme dans le théorème 4.6.1 on montre

que θ0 ∈ H 1(0,T ;L2(Ω; (H 1(B))′)) et θ2 ∈ H 1(0,T ; (H 1(B))′).

Lemme 4.7.1. On pose

Θ0 =
∫

B
θ0 d z, Θ2 =

∫
B
θ2 d z.

On a

Θ0 ∈ H 1(0,T ;L2(Ω)), Θ2 ∈ H 1(0,T ).

De plus, la fonction Θ2 ne dépend pas du choix de la fonction ϑ.
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Démonstration. Puisque θ0 ∈ L2(ΩT ×B), on obtient Θ0 ∈ L2(ΩT ) (comme conséquence de

l’inégalité de Cauchy-Schwarz et du théorème de Fubini). On choisit 1−ϑ comme fonction

test dans (4.60) (observez que 1−ϑ ∈ .
H(RN )). Ce qui donne

a0
d

d t

(
< θ0(t , x),1 >(H 1(B))′,H 1(B)

)
= a0 < dθ0

d t
(t , x),1 >(H 1(B))′,H 1(B)

=a0 < dθ0

d t
(t , x),1−ϑ>(H 1(B))′,H 1(B)

=γ0

∫
RN

k0∇zθ0(t , x)∇zϑd z +a0

∫
B

F (t , x)d z.

(4.62)

Ensuite, sachant que

— < θ0(t , x),1 >(H 1(B))′,H 1(B)=
∫

B
θ0(t , x)d z p.p. x ∈Ω,

— ∇zθ0 ∈ [L2(ΩT ×RN )]N ,

— ∇zϑ ∈ [C ∞(RN )]N (avec support compact)

— F ∈ L2(ΩT ×B),

et utilisant les égalités ci-dessus (4.62), on obtient
dΘ0

d t
∈ L2(ΩT ).

D’où Θ0 ∈ H 1(0,T ;L2(Ω)). En procédant de la même facçon on trouve que Θ2 ∈ H 1(0,T ).

La transformée de Laplace Θ̂2 de Θ2 est telle que

Θ̂2 =
∫

B
θ̂2 d z =

∫
B

(θ̂1 −ϑ)d z =
∫

B
θ̂1 d z.

D’où Θ2 ne dépend pas du choix de ϑ.

Finalement, le problème (4.59) devient

< du

d t
(t ),ψ>H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +a0 <Θ2 ∗ du

d t
(t ),ψ>H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +
∫
Ω
∇u(t )∇ψd x

=−a0 < dΘ0

d t
(t ),ψ>H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +
∫
Ω

f (t )ψd x,+a0

∫
Ω

(∫
B

F (t )d z
)
ψd x

u(0) = u0, Θ0(0) =
∫

B
U 0d z, p.p. t ∈ (0,+∞), ∀ψ ∈ H 1

0 (Ω).

(4.63)

Ce problème s’écrit également de la façon suivante :
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Théorème 4.7.1. Le champ limite u est la solution du problème suivant :

u ∈ L2(0,T ; H 1
0 (Ω))∩L∞(0,T ;L2(Ω))∩H 1(0,T ; H−1(Ω)),

d

d t

(
u +a0Θ2 ∗u

)
−∆u =−a0

dΘ0

d t
+G dans ΩT ,

u = 0 sur ∂Ω× (0,T ),

u(0) = u0, dans Ω× {0},

(4.64)

où

— Θ2 =
∫

B θ2 d z apparteint à H 1(0,T ), la fonction θ2 étant la solution de (4.61),

— G(t ) = f (t )+a0
∫

B F (t , ·, z)d z ∈ L2(ΩT ),

— Θ0 =
∫

B θ0 d z appartient à H 1(0,T ;L2(Ω)), la fonction θ0 étant la solution de (4.60).
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Chapitre 5

Résultats complémentaires

5.1 Annexe A

Théorème 5.1.1. Le problème variationnel (2.6) admet une solution unique.

Démonstration. On utilise le théorème de Lax-Milgram voir [19].

On pose

a(u, v) =
∫
Ωδ,ε,r

3∑
i , j=1

σi j ,δγi j (v)d x, et L(v) =
∫
Ωδ,ε,r

3∑
i=1

fi ,δvi d x.

Il faut vérifier que

• a(u, v) est une forme bilinéaire continue sur V ,

• L(v) est une forme linéaire continue sur V ,

• la forme bilinéaire a(u, v) est coercive sur V (c’est le seul point à vérifier, les deux précé-

dents étant immédiats)

On doit montrer que

∃c > 0, ∀v ∈V a(v, v) ≥ c‖v‖V .

On a

a(v, v) =
∫
Ωδ,ε,r

3∑
i , j=1

σi j ,δγi j (v)d x

=
∫
Ωδ,ε,r

[
λ
( 3∑

k=1
γkk (v)

)2 +2µ
3∑

i , j=1

(
γi j (v)

)2
]

d x

≥ 2inf(µbe ,µpl )‖v‖2
V .
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Lemme 5.1.1. Pour toute u ∈ H 1(Ωδ,ε,r ;R3) on a

E (uδ) = a(uδ,uδ) ≤Cδ3/2‖uδ‖V .

La constante ne dépend pas de δ,ε et r.

Démonstration. On a

E (uδ) =
∫
Ωδ,ε,r

3∑
i=1

fi ,δui ,δd x

= ∑
d∈{a,b}

∫
Ωd
δ

3∑
i=1

fi ,δui ,δd x +
∫

Bδ,ε,r

3∑
i=1

fi ,δui ,δd x

= ∑
d∈{a,b}

[∫
Ωd
δ

2∑
α=1

fα,δuα,δd x +
∫
Ωd
δ

f3,δu3,δd x
]

+
∫

Bδ,ε,r

2∑
α=1

fα,δuα,δd x +
∫

Bδ,ε,r

f3,δu3,δd x

≤C
( 2∑
α=1

‖ fα,δ‖L2(Ωd
δ

)‖uα,δ‖L2(Ωd
δ

) +‖ f3,δ‖L2(Ωd
δ

)‖u3,δ‖L2(Ωd
δ

)

+
2∑

α=1
‖ fα,δ‖L2(Bδ,ε,r )‖uα,δ‖L2(Bδ,ε,r ) +‖ f3,δ‖L2(Bδ,ε,r )‖u3,δ‖L2(Bδ,ε,r )

)
,

Des estimations (2.63) et (2.64) on obtient

E (uδ) ≤C
( 2∑
α=1

‖ fα,δ‖L2(Ωd
δ

) +
1

δ
‖ f3,δ‖L2(Ωd

δ
) +

r

ε

2∑
α=1

‖ fα,δ‖L2(Bδ,ε,r ) +
r

εδ
‖ f3,δ‖L2(Bδ,ε,r )

)
‖uδ‖V .

Des expressions des forces appliquées on on déduit que

E (uδ) ≤Cδ3/2
( 2∑
α=1

‖ f d
α ‖L2(Ωd ) +‖ f d

3 ‖L2(Ωd ) +
2∑

α=1
‖ f be

α ‖L2(C (ω,L2(B))) +‖ f be
3 ‖C (ω,L2(B))

)
‖uδ‖V

≤Cδ3/2‖uδ‖V .

Puisque,

‖ fα,δ‖2
L2(Ωd

δ
)
=

∫
Ωd
δ

| fα,δ(x1, x2, x3)|2d x ′d x3

=
∫
Ωd
δ

|δ f d
α (x1, x2,

x3

δ
)|2d x ′d x3

= δ
∫
Ωd

|δ f d
α (x1, x2, X3)|2d x ′d X3

= δ3‖ f d
α ‖2

L2(Ωd )
.
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Et de même on a

‖ f3,δ‖2
L2(Ωd

δ
)
= δ5‖ f d

3 ‖2
L2(Ωd )

.

Pour les forces appliquées au niveau de l’ensemble des poutres on a

‖ fα,δ‖2
L2(Bδ,ε,r ) =

∫
Bδ,ε,r

| fα,δ(x1, x2, x3)|2d x ′d x3

=
∫

Bδ,ε,r

|ε
2δ

r 2
f be
α (εξ,

x1 −εξ1

r
,

x2 −εξ2

r
,

x3

δ
)|2d x1d x2d x3

= ∑
ξ∈Ξε

∫
Pc
δ

|ε
2δ

r 2
f be
δ (εξ,

x1

r
,

x2

r
,

x3

δ
)|2d x1d x2d x3

= δr 2
∑
ξ∈Ξε

∫
B
|ε

2δ

r 2
f be
α (εξ, X1, X2, X3)|2d X1d X2d X3.

On prend le sup en x
′
, en remarquant que

∑
ξ∈Ξε 1 =O

( 1

ε2

)
on obtient

‖ fα,δ‖2
L2(Bδ,ε,r ) ≤

ε2δ3

r 2
sup
x ′∈ω

‖ f be
δ (x ′, ·)‖2

L2(B) ≤
ε2δ3

r 2
‖ f be‖2

L∞(ω;L2(B)).

On suit les mêmes étapes pour trouver

‖ f3,δ‖2
L2(Bδ,ε,r ) ≤

ε2δ5

r 2
‖ f be

3 ‖2
L∞(ω,L2(B)).

Lemme 5.1.2. Pout tout φ ∈ H 1(ω) on a

‖φ−Mε(φ)‖L2(ω) ≤Cε‖∇φ‖[L2(ω)]2 . (5.1)

La constante ne dépend pas de ε

Démonstration. On rappelle l’inégalité de Poincaré-Wirtinger pour les fonctions de H 1(Y )

∀φ ∈ H 1(Y ),
∫

Y
|φ(y)−MY (φ)|2d y ≤C

∫
Y
|∇φ(y)|2d y, MY (φ) =

∫
Y
φ(y)d y.

Soit φ ∈ H 1(ω), un changement de variables donne∫
εξ+Yε

|φ(x)−Mε(φ)(εξ)|2d x ≤Cε2
∫
εξ+Yε

|∇φ(x)|2d x.

Par sommation par rapport ξ ∈Ξε on obtient∫
ω
|φ(x)−Mε(φ)|2d x ≤Cε2

∫
ω
|∇φ(x)|2d x.
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Lemme 5.1.3. Pour tout φ ∈ H 1(Iδ), on a

‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ) ≤Cδ‖φ′‖L2(Iδ),

|MI a
δ

(φ)−MI b
δ

(φ)| ≤Cδ1/2‖φ′‖L2(Iδ).
(5.2)

La constante C ne dépent pas de δ.

Démonstration. On a

‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ) = ‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(I d
δ

) +‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ/I d
δ

),

On applique le Lemme 5.1.2 pour φ ∈ H 1(I d
δ

), on obtient

‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ) ≤Cδ‖φ′‖L2(I d
δ

) +‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ/I d
δ

). (5.3)

Pour le deuxième terme de droite on a

‖φ−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ/I d
δ

) ≤ ‖φ−MIδ(φ)‖L2(Iδ/I d
δ

) +‖MIδ(φ)−MI d
δ

(φ)‖L2(Iδ/I d
δ

)

≤ ‖φ−MIδ(φ)‖L2(Iδ) +Cδ1/2|MIδ(φ)−MI d
δ

(φ)|
≤Cδ‖φ′‖L2(Iδ) +Cδ1/2|MIδ(φ)−MI d

δ
(φ)|.

(5.4)

Maintenant

|MIδ(φ)−MI d
δ

(φ)|2 ≤C
(
|MIδ(φ)−φ(x3)|2 +|φ(x3)−MI d

δ
(φ)|2

)
,

on intègre sur I d
δ

, on obtient

δ|MIδ(φ)−MI d
δ

(φ)|2 ≤C
(
‖MIδ(φ)−φ‖2

L2(I d
δ

)
+‖φ−MI d

δ
(φ)‖2

L2(I d
δ

)

)
≤C

(
‖MIδ(φ)−φ‖2

L2(Iδ) +‖φ−MI d
δ

(φ)‖2
L2(I d

δ
)

)
≤Cδ2‖φ′‖2

L2(I d
δ

)
,

d’où

|MIδ(φ)−MI d
δ

(φ)| ≤Cδ1/2‖φ′‖L2(I d
δ

). (5.5)

D’après (5.3), (5.4) et (5.5) on obtient (5.2)1. L’estimation (5.2)2 s’endéduit simplement.
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Lemme 5.1.4. Soit Ω un domaine borné de R2 dont le diamètre est inférieur à R. On suppose

que Ω est étoilé par rapport à la boule B(O;1). Pour tout φ ∈ H 1(Ω) on a∥∥φ−M (φ)
∥∥

L2(Ω) ≤C R
√

ln
(
R

)∥∥∇φ∥∥
[L2(Ω)]2

M (φ) = 1

|B(O;1)|
∫

B(O;1)
φ(x)d x

(5.6)

où C ne dépend pas de R.

Démonstration. Soit φ appartenant à C 1(Ω). On considère le segment joignant O à P (θ) sur

la frontière de Ω. Sa direction est donnée par le vecteur unitaire y ′ = cos(θ)e1 +sin(θ)e2 ∈R2,

θ ∈ [0,2π[. On a

|φ(
t cos(θ), t sin(θ)

)| ≤ |φ(
cos(θ),sin(θ)

)|+∫ t

1

∣∣∣∂φ
∂r

(
r cos(θ),r sin(θ)

)∣∣∣dr, t ∈ [1, |P (θ)|].

D’où

|φ(
t cos(θ), t sin(θ)

)|2 ≤ 2
(
|φ(

cos(θ),sin(θ)
)|2 +∫ t

1

dr

r

∫ t

1

∣∣∣∂φ
∂r

(
r cos(θ),r sin(θ)

)∣∣∣2
r dr

)
,

=⇒ |φ(
t cos(θ), t sin(θ)

)|2 ≤ 2
(
|φ(

cos(θ),sin(θ)
)|2 + ln(R)

∫ t

1

∣∣∣∂φ
∂r

(
r cos(θ),r sin(θ)

)∣∣∣2
r dr

)
.

On multiplie par t , puis on intègre entre 1 et |P (θ)| (θ est fixé), et finalement on intègre par

rapport à θ. Cela donne∫ 2π

0

∫ |P (θ)|

1
|φ(

t cos(θ), t sin(θ)
)|2td tdθ ≤ R2

∫ 2π

0
|φ(

cos(θ),sin(θ)
)|2dθ

+R2 ln
(
R

)∫ 2π

0

∫ |P (θ)|

1

∣∣∣∂φ
∂r

(
r cos(θ),r sin(θ)

)∣∣∣2
r dr dθ.

D’où
‖φ||2

L2(Ω\B(O;1))
≤ R2(‖φ‖2

L2(∂B(O;1)) + ln
(
R

)‖∇φ‖2
[L2(Ω)]2

)
,

=⇒ ‖φ||2L2(Ω) ≤ 2‖φ||2L2(B(O;1)) +2R2(‖φ‖2
L2(∂B(O;1)) + ln

(
R

)‖∇φ‖2
[L2(Ω)]2

)
.

(5.7)

Par densitè de C 1(Ω) in H 1(Ω) l’inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout φ dans H 1(Ω).

Maintenant, on choisit φ dans H 1(Ω). L’inégalité de Poincaré-Wirtinger donne

‖φ−M (φ)‖L2(B(O;1)) ≤C‖∇φ‖[L2(B(O;1))]2 . (5.8)

Le théorème de trace et l’estimation ci-dessus conduisent à
‖φ−M (φ)‖2

L2(∂B(O;1)) ≤C
(‖φ−M (φ)‖2

L2(B(O;1)) +‖∇φ‖2
[L2(B(O;1))]2

)
≤C‖∇φ‖[L2(B(O;1))]2 .

(5.9)

On remplace φ par φ−M (φ) dans (5.7)2. Les inégalités (5.8)-(5.9) conduisent à (5.6).
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On choisit Ω= Yε ⊂ R2 (le diamètre est égal à
p

2ε), Ce domaine est étoilé par rapport au

disque Dr (r < ε/2). Soit φ appartenant à H 1(Yε), on note Mr (φ) la valeur moyenne de φ dans

Dr . On applique le lemme ci-dessus avec la fonction ψ(x) =φ(x/r ). On obtient

‖φ−Mr (φ)||L2(Yε) ≤Cε

√
ln

(ε
r

)
‖∇φ‖[L2(Yε)]2 . (5.10)

La constante ne dépend pas de ε et r .

Lemme 5.1.5. On a

˜̈u1(·, X ) = νbe
{
−X1

∂Û3

∂X3
(·, X3)+ X 2

1 −X 2
2

2

∂R̂2

∂X3
(·, X3)−X1X2

∂R̂1

∂X3
(·, X3)

}
,

˜̈u2(·, X ) = νbe
{
−X2

∂Û3

∂X3
(·, X3)+X1X2

∂R̂2

∂X3
(·, X3)− X 2

2 −X 2
1

2

∂R̂1

∂X3
(·, X3)

}
,

˜̈u3(·, X ) = 0, Z̃α = 0,

p.p. ω×B be,

(5.11)

où νbe = λbe

2(λbe +µbe)
est le coefficient de Poisson du matériau des poutres.

Démonstration. On rappelle que le tenseur des contraintes dans l’ensemble des poutres a pour

expression

Σ11 = (2µbe +λbe)Γ11( ˜̈u)+λbeΓ22( ˜̈u)+λbe
(∂Û3

∂X3
−X1

∂R̂2

∂X3
+X2

∂R̂1

∂X3

)
,

Σ22 = (2µbe +λbe)Γ22( ˜̈u)+λbeΓ11( ˜̈u)+λbe
(∂˜̃U3

∂X3
−X1

∂ ˜̃R2

∂X3
+X2

∂ ˜̃R1

∂X3

)
,

Σ12 = 2µbeΓ12( ˜̈u),

Σ13 = 2µbe
[ ∂

∂X1
(X1Z̃1 +X2Z̃2 + ˜̈u3)−X2

∂R̃3

∂X3

]
,

Σ23 = 2µbe
[ ∂

∂X2
(X1Z̃1 +X2Z̃2 + ˜̈u3)+X1

∂R̃3

∂X3

]
,

Σ33 = (2µbe +λbe)
(∂Û3

∂X3
−X1

∂R̂2

∂X3
+X2

∂R̂1

∂X3

)
+λbe(Γ11( ˜̈u)+Γ22( ˜̈u)

)
.

(5.12)

Soient ϕ ∈D(ω) et V ∈ H 1(B be;R3) tels que V (X1, X2,−1+κb) =V (X1, X2,1−κa) = 0.

On choisit comme fonction test dans le problème (2.6)

vδ(x) = ε

δ3
ϕ

(
ε
[x ′

ε

])
V

(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
x ∈ εξ+Pδ,

vδ(x) = 0 p.p. x ∈Ωd
δ .
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Ainsi on obtient

r 2δ

ε2

∫
ω×B be

3∑
i , j=1

Πr (�σi j ,δ)Πr ( âγi j (vδ))d x ′d X = r 2δ

ε2

∫
ω×B be

3∑
i=1

Πr ( f̃i ,δ)Πr (ṽi ,δ)d x ′d X . (5.13)

Dans la poutre εξ+Pc
δ

(ξ ∈Ξε) les composantes du tenseur des déformation de vδ sont

γ11(vδ)(εξ+x) = ε

rδ3
ϕ(εξ)

∂V 1

∂X1

(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
,

γ22(vδ)(εξ+x) = ε

rδ3
ϕ(εξ)

∂V 2

∂X2

(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
,

γ12(vδ)(εξ+x) = ε

2rδ3
ϕ(εξ)

(∂V 1

∂X2
+ ∂V 2

∂X1

)(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
,

γ13(vδ)(εξ+x) = ε

2δ3
ϕ(εξ)

(1

δ

∂V 1

∂X3
+ 1

r

∂V 3

∂X1

)(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
,

γ23(vδ)(εξ+x) = ε

2δ3
ϕ(εξ)

(1

δ

∂V 2

∂X3
+ 1

r

∂V 3

∂X2

)(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
,

γ33(vδ)(εξ+x) = ε

δ4
ϕ(εξ)

∂V 3

∂X3

(x1

r
,

x2

r
,

x3

δ

)
.

Par application des opérateurs ˜ et Πr on obtient

Πr (ãγαβ(vδ)) = ε

rδ3
ϕ̃εγαβ(V ),

Πr (ãγα3(vδ)) = ε

2δ3
ϕ̃ε

(1

δ

∂V α

∂X3
+ 1

r

∂V 3

∂Xα

)
,

Πr (ãγα3(vδ)) = ε

δ4
ϕ̃ε
∂V 3

∂X3
.

Les limites sont (on rappelle que r /δ tend vers 0)

rδ3

ε
Πr (ãγαβ(vδ)) →ϕγαβ(V ) fortement dans L2(ω×B be),

rδ3

ε
Πr (ãγα3(vδ)) → 1

2
ϕ
∂V 3

∂Xα
fortement dans L2(ω×B be),

rδ3

ε
Πr ( âγ33(vδ)) → 0 fortement dans L2(ω×B be).

On passe à la limite dans le problème (5.13) en utilisant la convergence (3.3) et le fait que le

membre de droite converge vers 0, on obtient

2∑
α,β=1

∫
ω×B be

ϕΣαβΓαβ(V )d x ′d X +
2∑

α=1

∫
ω×B be

ϕΣα3
∂V 3

∂Xα
d x ′d X = 0. (5.14)
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On prend V 1 =V 2 = 0 dans (5.14), cela donne

2∑
α=1

∫
ω×B be

ϕΣα3
∂V 3

∂Xα
d x ′d X = 0 ∀ϕ ∈D(ω).

On localise ∫
B be
Σ13

∂V 3

∂X1
d X +

∫
B be
Σ23

∂V 3

∂X2
d X = 0 p.p. x ′ ∈ω. (5.15)

On observe que
∫

D1

(
X1
∂V 3

∂X2
− X2

∂V 3

∂X1

)
d X1d X2 = 0. On en déduit que X1Z̃1 + X2Z̃2 + ˜̈u3 = 0.

Les conditions vérifiées par ˜̈u3 impliquent que Z̃1 = Z̃2 = 0 et ˜̈u3 = 0.

On prend maintenant V 3 = 0 dans (5.14), puis on localise l’équation, d’où∫
D1

[
(λbe +2µbe)Γ11( ˜̈u)+λbeΓ22( ˜̈u)

]
Γ11(V )d X

+
∫

D1

[
(λbe +2µbe)Γ22( ˜̈u)+λbeΓ11( ˜̈u)

]
Γ22(V )d X

+
∫

D1

4µbeΓ12( ˜̈u)Γ12(V )d X

=−λbe
∫

D1

(∂Û3

∂X3
−X1

∂R̂2

∂X3
+X2

∂R̂1

∂X3

)
Γ11(V )d X

−λbe
∫

D1

(∂Û3

∂X3
−X1

∂R̂2

∂X3
+X2

∂R̂1

∂X3

)
Γ22(V )d X .

Système qui se résout simplement

˜̈u1(·, X1, X2, ·) =α(1) +β(1)
2 X2 +νbe

(
− ∂Û3

∂X3
+ X 2

1 −X 2
2

2

∂R̂2

∂X3
−X1X2

∂R̂1

∂X3

)
,

˜̈u2(·, X1, X2, ·) =α(2) −β(1)
2 X1 +νbe

(
− ∂Û3

∂X3
+X1X1

∂R̂2

∂X3
− X 2

1 −X 2
2

2

∂R̂1

∂X3

)
.

Les conditions vérifiées par ˜̈u1 et ˜̈u2 impliquent que α(1) =α(2) =β(1)
2 = 0. D’où le résultat.

Lemme 5.1.6. On a (d ∈ {a,b})

ud
α = 0 et Z d

α = 0,

∂ua
3

∂X3
(x ′, X3) =− λpl

λpl +2µpl

(
γαα(U a

m)(x ′)− (
X3 −1

) ∂2U3

∂xα∂xα
(x ′)

)
, p.p. Ωa ,

∂ub
3

∂X3
(x ′, X3) =− λpl

λpl +2µpl

(
γαα(U b

m)(x ′)− (
X3 +1

) ∂2U3

∂xα∂xα
(x ′)

)
, p.p. Ωb .
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Démonstration. Soient φ ∈ D(ω) et V ∈ H 1(I a ;R3) satisfaisant V (1−κa) = 0. On définit la

fonction test Vδ par

Vδ(x) = 1

δ
φ(x ′)V

(x3

δ

)
dans Ωa

δ ,

Vδ(x) = 0 dans Ωδ,ε,r \Ωa
δ

.

Dans Ωa
δ

on a

γαβ(Vδ) = 1

2δ

( ∂φ
∂xα

(x ′)Vα
(x3

δ

)
+ ∂φ

∂xβ
(x ′)Vβ

(x3

δ

))
,

γα3(Vδ) = 1

2

( 1

δ2
φ(x ′)

dVα
d X3

(x3

δ

)
+ 1

δ

∂φ

∂xα
(x ′)V3

(x3

δ

))
,

γ33(Vδ) = 1

δ2
φ(x ′)

dV3

d X3

(x3

δ

)
.

On applique l’opérateur Πδ puis on passe à la limite

δ2Πδ(γαβ(Vδ)) → 0 fortement dans L2(Ωa),

δ2Πδ(γα3(Vδ)) → 1

2
φ

dVα
d X3

fortement dans L2(Ωa),

δ2Πδ(γ33(Vδ)) →φ
dV3

d X3
fortement dans L2(Ωa).

On prend Vδ comme fonction test dans (2.6) des convergences ci-dessus et (3.4) on obtient

∫
Ωa
Σa

13φ
dV1

d X3
d x ′d X3 +

∫
Ωa
Σa

23φ
dV2

d X3
d x ′d X3 +

∫
Ωa
Σa

33φ
dV3

d X3
d x ′d X3 = 0,

On localise et on se sert de (3.5)∫
I a

(
Z a
α + ∂ua

α

∂X3

)dVα
d X3

d X3 = 0
∫

I a
Σa

23
dV3

d X3
d X3 = 0

De la première équation différentielle ci-desus et du fait que∫
I a

ua
α(x ′, X3)d X3 = 0,

on obtient que Z a
α = 0 et ua

α = 0, on déduit que M a
α3 = 0.

De la même on obtient que Z b
α = ub

α = 0 et par suite M b
α3 = 0.

Maintenant, on rappelle que

Σa
33 = (λpl +2µpl)M a

33 +λpl(M a
11 +M a

22)

= (λpl +2µpl)
∂ua

3

∂X3
+λpl

(
γ11(U a

m)+γ22(U a
m)− (X3 −1)

∂2U3

∂x2
1

− (X3 +1)
∂2U3

∂x2
2

)
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d’où l’expression de ua
3 et

M a
33 =

∂ua
3

∂X3
= −λpl

λpl +2µpl

[
γαα(U a

m)− (X3 −1)
∂2U3

∂x2
α

]
.

On procède de la même façon pour obtenir ub
3 .

Lemme 5.1.7. Soient φ dans W 1,∞(ω) et φε,r défini par

φε,r (x ′) =χ
(ε

r

{x ′

ε

})
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+

[
1−χ

(ε
r

{x ′

ε

})]
φ(x ′) x ′ ∈ω.

Si
r

ε
→ 0 alors pour tout p ∈ [1,+∞) on a

φε,r −→φ fortement dans W 1,p (ω).

Démonstration. On a

φε,r (x ′)−φ(x ′) =χ
(ε

r

{x ′

ε

})[
φ

(
ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

]
.

Puisque φ appartient à W 1,∞(ω) et χ appartient à D(R2), alors pour tout x ′ ∈ω
∣∣∣φ(

ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

∣∣∣≤Cε‖∇φ‖L∞(ω),
∣∣∣χ(ε

r

{x ′

ε

})∣∣∣≤ ‖χ‖L∞(R2).

La constante ne dépend pas de ε. D’où

‖φε,r −φ‖L∞(ω) ≤Cε‖∇φ‖L∞(ω)‖χ‖L∞(R2).

Comme première conséquence on a

φε,r →φ fortement dans L∞(ω).

La dérivée partielle de φε,r −φ par rapport à xα est

∂

∂xα
(φε,r −φ)(x ′) = 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

{x ′

ε

})(
φ

(
ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

)
−χ

(ε
r

{x ′

ε

}) ∂φ
∂xα

(x ′).

Ensuite pour ξ ∈Ξε et p.p. y ′ ∈ Y , on a

∂

∂xα
(φε,r −φ)(εξ+εy ′) = 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

y ′
)(
φ(εξ)−φ(εξ+εy ′)

)−χ(ε
r

y ′
) ∂φ
∂xα

(εξ+εy ′).
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La fonction χ a un support compact dans R2. Donc il existe R > 0 telle que supp(χ) ⊂ DR . Le

support de la fonction y ′ 7−→χ
(ε

r
y ′

)
est inclu dans le disque Dr R/ε, donc p.p. y ′ ∈ Dr R/ε

∣∣φ(εξ)−φ(εξ+εy ′)
∣∣≤ r R‖∇φ‖L∞(ω). (5.16)

Maintenant, on évalue la norme Lp de la dérivée partielle
∂

∂xα
(φε,r −φ). D’après (5.16) on a

∫
Y

∣∣∣ ∂

∂xα
(φε,r −φ)(εξ+εy ′)

∣∣∣p
d y ′ =

∫
Dr R/ε

∣∣∣ ∂

∂xα
(φε,r −φ)(εξ+εy ′)

∣∣∣p
d y ′

≤ 2p−1
(∫

Dr R/ε

∣∣∣1

r

∂χ

∂Xα
(
ε

r
y ′)

∣∣∣p |φ(εξ)−φ(εξ+εy ′)|p d y ′

+
∫

Dr R/ε

∣∣∣χ(
ε

r
y ′)

∣∣∣p ∣∣∣ ∂φ
∂xα

(εξ+εy ′)
∣∣∣p

d y ′
)

≤ 2p−1
( 1

r p

∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)

∫
Dr R/ε

|φ(εξ)−φ(εξ+εy ′)|p d y ′

+‖χ‖p
L∞(R2)

∫
Dr R/ε

∣∣∣ ∂φ
∂xα

(εξ+εy ′)
∣∣∣p

d y ′
)

≤ 2p−1π
r 2R2

ε2

(
Rp

∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)
‖∇φ‖p

L∞(ω) +‖χ‖p
L∞(R2)

∥∥∥ ∂φ

∂xα

∥∥∥p

L∞(ω)

)
.

D’où∫
εξ+εY

∣∣∣ ∂

∂xα
(φε,r −φ)(x ′)

∣∣∣p
d x ′ ≤Cr 2

(∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)
‖∇φ‖p

L∞(ω) +‖χ‖p
L∞(R2)

∥∥∥ ∂φ

∂xα

∥∥∥p

L∞(ω)

)
.

Par sommation de toutes les inégalités ci-dessus on obtient∫
ω

∣∣∣ ∂

∂xα
(φε,r −φ)(x ′)

∣∣∣p
d x ′ = ∑

ξ∈Ξε

∫
εξ+εY

∣∣∣ ∂

∂xα
(φε,r −φ)(x ′)

∣∣∣p
d x ′

≤C
r 2

ε2

(∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)
‖∇φ‖p

L∞(ω) +‖χ‖p
L∞(R2)

∥∥∥ ∂φ

∂xα

∥∥∥p

L∞(ω)

)
.

Finalement

‖∇(φε,r −φ)‖Lp (ω) ≤C
(r

ε

)2/p‖χ‖W 1,∞(R2)‖φ‖W 1,∞(ω).

Les constantes ne dépendent pas de ε et r . Par conséquence, si
r

ε
tend vers 0 on obtient

φε,r →φ fortement dans W 1,p (ω).
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Lemme 5.1.8. Soient φ dans W 2,∞(ω) et Φ̂ε,r définie par

Φ̂ε,r (x ′) =χ
(ε

r

{x ′

ε

})[
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇φ

(
ε
[x ′

ε

])]
+

[
1−χ

(ε
r

{x ′

ε

})]
φ(x ′) ∀x ′ ∈ω.

Si
r

ε
→ 0 alors pour chaque p ∈ [1,+∞) on a

Φ̂ε,r −→φ fortement dans W 2,p (ω).

Démonstration. Tout d’abord, on note que

∀x ′ ∈ω,

∣∣∣φ(x)−φ
(
ε
[x ′

ε

])
−ε

{x ′

ε

}
·∇φ

(
ε
[x ′

ε

])∣∣∣≤ ε2

2
‖φ‖W 2,∞(ω),∣∣∣∇φ(x)−∇φ

(
ε
[x ′

ε

])∣∣∣≤ ε‖φ‖W 2,∞(ω).

(5.17)

Ainsi

∀y ′ ∈ Dr R/ε, ∀ξ ∈Ξε,

∣∣∣φ(εξ+εy ′)−φ(εξ)−εy ′ ·∇φ(εξ)
∣∣∣≤ (r R)2

2
‖φ‖W 2,∞(ω),∣∣∣∇φ(εξ+εy ′)−∇φ(εξ)

∣∣∣≤ (r R)‖φ‖W 2,∞(ω).
(5.18)

On a ∣∣∣(Φ̂ε,r −φ
)
(x ′)

∣∣∣= ∣∣∣χ(ε
r

{x ′

ε

})(
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇φ

(
ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

)∣∣∣,
et d’après (5.17)1

‖Φ̂ε,r −φ‖L∞(ω) ≤Cε2‖χ‖L∞(R2)‖φ‖W 2,∞(ω).

Comme conséquence on obtient

Φ̂ε,r →φ fortement dans L∞(ω). (5.19)

La dérivée partielle de Φ̂ε,r −φ par rapport à xα est

∂

∂xα

(
Φ̂ε,r −φ

)
(x ′) = 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

{x ′

ε

})[
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇φ

(
ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

]
+ χ

(ε
r

{x ′

ε

})[ ∂φ
∂xα

(
ε
[x ′

ε

])
− ∂φ

∂xα
(x ′)

]
.

Pour tout ξ ∈Ξε et y ′ ∈ Y , on a donc

∂

∂xα

(
Φ̂ε,r −φ

)
(εξ+εy ′) = 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

y ′
)[
φ

(
εξ

)+εy ′ ·∇φ(
εξ

)−φ(εξ+εy ′)
]

+ χ
(ε

r
y ′)[ ∂φ

∂xα

(
εξ

)− ∂φ

∂xα
(εξ+εy ′)

]
.
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D’où

∣∣∣ ∂

∂xα

(
Φ̂ε,r −φ

)
(εξ+εy ′)

∣∣∣
≤

∣∣∣1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

y ′
)(
φ

(
εξ

)+εy ′ ·∇φ(
εξ

)−φ(εξ+εy ′)
)∣∣∣

+
∣∣∣χ(ε

r
y ′)[ ∂φ

∂xα

(
εξ

)− ∂φ

∂xα
(εξ+εy ′)

]∣∣∣.
De (5.18) il vient que

∥∥∥ ∂

∂xα

(
Φ̂ε,r −φ

)∥∥∥
L∞(ω)

≤Cr‖χ‖W 1,∞(R2)‖φ‖W 2,∞(ω).

Comme conséquence on a

∂Φ̂ε,r

∂xα
→ ∂φ

∂xα
fortement dans L∞(ω). (5.20)

On passe maintenant aux dérivées secondes de Φ̂ε,r −φ

∂2

∂xα∂xβ

(
Φ̂ε,r −φ

)
(x ′) = 1

r 2

∂2χ

∂Xα∂Xβ

(ε
r

{x ′

ε

})[
φ

(
ε
[x ′

ε

])
+ε

{x ′

ε

}
·∇φ

(
ε
[x ′

ε

])
−φ(x ′)

]
+ 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

{x ′

ε

})[ ∂φ
∂xβ

(
ε
[x ′

ε

])
− ∂φ

∂xβ
(x ′)

]
+ 1

r

∂χ

∂Xβ

(ε
r

{x ′

ε

})[ ∂φ
∂xα

(
ε
[x ′

ε

])
− ∂φ

∂xα
(x ′)

]
−χ

(ε
r

{x ′

ε

}) ∂2φ

∂xα∂xβ
(x ′).

Pour ξ ∈Ξε et p.p. y ′ ∈ Y , on a

∂2

∂xα∂xβ

(
Φ̂ε,r −φ

)
(εξ+εy ′) = 1

r 2

∂2χ

∂Xα∂Xβ

(ε
r

y ′)[φ(
εξ

)+εy ′ ·∇φ
(
εξ

)−φ(εξ+εy ′)
]

+ 1

r

∂χ

∂Xα

(ε
r

y ′)[ ∂φ
∂xβ

(
εξ

)− ∂φ

∂xβ
(εξ+εy ′)

]
+ 1

r

∂χ

∂Xβ

(ε
r

y ′)[ ∂φ
∂xα

(
εξ

)− ∂φ

∂xα
(εξ+εy ′)

]
−χ(ε

r
y ′) ∂2φ

∂xα∂xβ
(εξ+εy ′).

D’où∫
Y

∣∣∣ ∂2

∂xα∂xβ

(
Φ̂ε,r −φ

)
(εξ+εy ′)

∣∣∣p
d y ′ ≤ C

r 2R2

ε2

(
R2p

∥∥∥ ∂2χ

∂Xα∂Xβ

∥∥∥p

L∞(R2)
+Rp

∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)

+ Rp
∥∥∥ ∂χ

∂Xβ

∥∥∥p

L∞(R2)
+‖χ‖p

L∞(R2)

)
‖φ‖p

W 2,∞(ω)
.
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Puis ∫
εξ+εY

∣∣∣ ∂2

∂xα∂xβ

(
Φ̂ε,r −φ

)
(x ′)

∣∣∣p
d x ′ ≤ Cr 2

(∥∥∥ ∂2χ

∂Xα∂Xβ

∥∥∥p

L∞(R2)

+
∥∥∥ ∂χ

∂Xα

∥∥∥p

L∞(R2)
+‖χ‖p

L∞(R2)

)
‖φ‖p

W 2,∞(ω)
.

Et finalement

∥∥∥ ∂2

∂xα∂xβ

(
Φ̂ε,r −φ

)∥∥∥
Lp (ω)

≤C
(r

ε

)2/p‖χ‖W 2,∞(R2)‖φ‖W 2,∞(ω).

Passons à la limite, si
r

ε
→ 0 on obtient

∂2Φ̂ε,r

∂xα∂xβ
→ ∂2φ

∂xα∂xβ
fortement dans Lp (ω). (5.21)

De (5.19), (5.20) et (5.21) on déduit finalement que

Φ̂ε,r −→φ fortement dans W 2,p (ω).

5.2 Annexe B

Lemme 5.2.1. Le problème (4.7) a pour formulation variationnelle

Trouver uε,δ ∈ L2(0,T ; H 1
0 (Ω))∩C ([0,T ];L2(Ω)), ρε,δuε,δ ∈ H 1(0,T ; H−1(Ω)),

< ρε,δ
duε,δ

d t
(t ), w >H−1(Ω),H 1

0 (Ω) +
∫
Ω

kε,δ∇xuε,δ(t , ·)∇x w d x

=
∫
Ω

fε,δ(t , x)w(x)d x p.p. t ∈ (0,T ), uε,δ(0) = u0
ε,δ.

(5.22)

De plus uε,δ satisfait

1

2

∫
Ω
ρε,δ(x)|uε,δ(t , x)|2d x +

∫ t

0

∫
Ω

kε,δ(x)|∇xuε,δ(s, x)|2d sd x

=
∫ t

0

∫
Ω

fε,δ(s, x)uε,δ(s, x)d sd x + 1

2

∫
Ω
ρε,δ(x)|u0

ε,δ(x)|2d x

pour tout t ∈ [0,T ]. (5.23)

Démonstration. La démonstration de ce lemme utilise la méthode de Faedo-Galerkin (voir

par exemple [15] ou [33]). Les trois étapes de la démonstration sont les suivantes :

— Existence de solutions approchées.
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— Estimation à priori des solutions approchées.

— Passage à la limite.

On rappelle que H 1
0 (Ω) un espace de Hilbert séparable ; il est équipé du produit scalaire

∀(φ,ψ) ∈ [H 1
0 (Ω)]2, <φ,ψ>=

∫
Ω
∇φ ·∇ψd x.

Il admet une base hilbertienne dénombrable : {w1, . . . , wm , . . . } ayant les propriétés suivantes :

∀m ∈N∗, wm ∈ H 1
0 (Ω),⋃

m∈N∗
Vm = ⋃

m∈N∗
Vect

{
w1, · · · , wm

}
est dense dans H 1

0 (Ω).
(5.24)

On définit l’opérateur Pm de H 1
0 (Ω) dans Vm par :

Pm v = vm =
m∑

j=1
< v, w j > w j ∀v ∈ H 1

0 (Ω).

On a

Pm v −→ v fortement dans H 1
0 (Ω).

Dans la démonstration qui suit, sans nuire à la généralité on suppose que c0 ∈ (0,1].

Pour simplifier les notations on omet la dépendance en ε et δ.

Etape1. Existence de solutions approchées.

On suppose dans un premier temps que la donnée u0 appartient à H 1
0 (Ω) et on note

u0
m =

m∑
j=1

< u0, w j > w j =
m∑

j=1
α j w j ∈Vm .

On a

u0
m −→ u0 fortement dans H 1

0 (Ω). (5.25)

On cherche une solution approchée um ∈ H 1(0,T ;Vm) du problème (5.22) de la forme

um =
m∑

j=1
g m

j w j où g m
j ∈ H 1(0,L), j = 1, . . . ,m.

On considère donc le système différentiel suivant :
Trouver (g m

1 , . . . , g m
j , . . . , g m

m ) ∈ [H 1(0,T )]m tel que pour tout k ∈ {1, . . . ,m}∫
Ω
ρ
∂um

∂t
wk d x +

∫
Ω

k∇um∇wk d x =
∫
Ω

fm wk d x dans L2(0,T ),

g m
j (0) =α j , j = 1, . . . ,m.

(5.26)
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On pose

Gm = (g m
1 , . . . , g m

j , . . . , g m
m )T , Gm

0 = (α1, . . . ,α j , . . . ,αm)T ,

Am = (
am

i j

)
1≤i≤m, 1≤ j≤m , am

i j =
∫
Ω
ρwi w j d x,

Bm = (
bm

i j

)
1≤i≤m, 1≤ j≤m , bm

i j =
∫
Ω

k∇wi ∇w j d x,

F m
j (t ) =

∫
Ω

f (t , x)wk (x)d x, F m(t ) = (
F m

1 (t ), . . . ,F m
j (t ), . . . ,F m

m (t )
)T p.p. t ∈ (0,T ).

Le système (5.26) devientA m dGm

d t
(t ) =BmGm(t )+F m(t ), p.p. t ∈ (0,T ),

Gm(0) =Gm
0 .

(5.27)

On montre maintenant que la matrice Am est inversible. Soit V = (V1, . . . ,Vm)T ∈ Rm et

v =
m∑

i=1
Vi wi ∈Vm .

(AmV )i =
m∑

j=1

(∫
Ω
ρwi w j

)
d xV j =

∫
Ω
ρwi vd x.

D’où

AmV ·V =
m∑

i=1

(∫
Ω
ρVi wi v

)
d x =

∫
Ω
ρv v d x

≥ min(1,c0)
∫
Ω
|v |2d x = c0‖v‖2

L2(Ω) ≥C
( m∑

i=1
|Vi |2

)
∀V ∈RN .

Il en résulte que la matrice symétrique Am est définie positive. Elle est donc inversible.

Comme conséquence le système différentiel (5.27) admet une unique solution appartenant

à [H 1(0,T )]N .

Etape 2. Estimations à priori.

On multiple l’équation (5.26) par g m
k puis on somme sur k, ce qui donne∫

Ω
ρ
∂um

∂t
umd x +

∫
Ω

k∇um∇umd x =
∫
Ω

f umd x. (5.28)

Par intégration de 0 à t on obtient l’égalité suivante :

∀t ∈ [0,T ],
1

2
‖ρum(t )‖2

L2(Ω) +‖k∇um‖2
L2((0,t )×Ω) =

∫ t

0

∫
Ω

f (s)um(s)d x + 1

2
‖ρu0

m‖2
L2(Ω).
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D’où

∀t ∈ [0,T ], min(1,c0)
(‖um‖2

L2(Ω) +2‖∇um‖2
L2(ΩT )

)
≤

∫ t

0
‖um(s)‖2

L2(Ω) d s +
(∫ T

0
‖ f (s)‖2

L2(Ω) d s +‖ρu0
m‖2

L2(Ω)

)
.

(5.29)

On a donc (on rappelle que ρ(x) ≥ c0 et k(x) ≥ c0 p.p. x ∈Ω)

c0‖um(t )‖2
L2(Ω) ≤

(
‖ f ‖2

L2(ΩT ) +‖ρu0
m‖2

L2(Ω)

)
+

∫ t

0
‖um(s)‖2

L2(Ω) d s.

Du lemme de Gronwall on déduit que

∀t ∈ [0,T ], ‖um(t )‖2
L2(Ω) ≤

1

c0
exp

( t

c0

)(‖ f ‖2
L2(ΩT ),+‖ρu0

m‖2
L2(Ω)

)
.

Utilisant (5.29), on obtient ensuite

∀t ∈ [0,T ], ‖um(t )‖2
L2(Ω) +‖∇um‖2

L2(ΩT ) ≤C
(
‖ f ‖2

L2(ΩT ) +‖ρu0
m‖2

L2(Ω)

)
.

Ce qui s’écrit également

‖um‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) +‖um‖2

L2(0,T ;H 1
0 (Ω))

≤ 1

c0
exp

( T

c0

)(
‖ f ‖2

L2(ΩT ) d s +‖ρu0
m‖2

L2(Ω)

)
. (5.30)

On estime maintenant
∂um

∂t
dans L2(ΩT ).

On multiple l’équation (5.26) par
d g m

k

d t
(s) puis on somme pour k variant de 1 à m. Ce qui

donne ∥∥∥ρ∂um

∂t
(s)

∥∥∥2

L2(Ω)
+ 1

2

∂

∂t

∥∥∥k∇um(s)
∥∥∥2

L2(Ω)
=

∫
Ω

f (s)
∂um

∂t
(s)d x p.p. s ∈ (0,T ).

On intègre par rapport à s entre 0 et t . D’où

c0

∫ t

0

∥∥∥∂um

∂t
(s)

∥∥∥2

L2(Ω)
d s + c0

2

∥∥∇um(t )
∥∥2

L2(Ω) −
c0

2

∥∥∇um(0)
∥∥2

L2(Ω)

≤ 1

2c0
‖ f ‖2

L2(ΩT ) +
c0

2

∥∥∥∂um

∂t
(t )

∥∥∥2

L2(Ω)
.

Ainsi∫ t

0

∥∥∥∂um

∂t
(s)

∥∥∥2

L2(Ω)
d s+∥∥∇um(t )

∥∥2
L2(ΩT ) ≤

1

c2
0

‖ f ‖2
L2(ΩT )+

∥∥∇um(0)
∥∥2

L2(Ω), pour tout t ∈ [0,T ].
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Ce qui conduit à∥∥∥∂um

∂t

∥∥∥2

L2(ΩT )
+‖∇um‖2

L∞((0,T )×Ω) ≤
1

c2
0

‖ f ‖2
L2(ΩT ) +

∥∥∇um(0)
∥∥2

L2(Ω).

Finalement en utilisant (5.30), on obtient

‖um‖H 1(0,T ;L2(Ω)) +‖um‖L2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤C

(
‖ f ‖L2(ΩT ) d s +‖ρu0

m‖L2(Ω) +‖∇um(0)‖L2(Ω)

)
.

La constante C est indépendante de m, ε et δ.

Etape3. Passage à la limite.

Il existe une sous-suite de {m}, encore notée de la même façon, et u ∈ H 1(0,T ;L2(Ω)) ∩
L2(0,T ; H 1

0 (Ω)) de sorte que

um * u faiblement dans H 1(0,T ;L2(Ω))∩L2(0,T ; H 1
0 (Ω)). (5.31)

Soit ψ ∈ H 1(0,T ) tel que ψ(T ) = 0 et v ∈ H 1
0 (Ω). On multiplie (5.26) par (v, wk )H 1

0 (Ω)ψ, on

somme pour k de 1 à m puis on intègre sur (0,T ). On obtient pour presque tout t ∈ (0,T )

−
∫
ΩT
ρ(x)um(t , x)ψ′(t )(Pm v)(x)d td x +

∫
ΩT

k(x)∇um(t , x)ψ(t )∇(Pm v)(x)d td x

=
∫
ΩT

f (t , x)ψ(t )(Pm v)(x)d td x −
∫
Ω
ρ(x)u0

m(x)ψ(0)(Pm v)(x)d x.
(5.32)

D’après (5.31) et du fait que Pm v converge fortement vers v dans H 1
0 (Ω), en passant à la

limite dans (5.32) on obtient

−
∫
ΩT
ρ(x)u(t , x)ψ′(t )v(x)d td x +

∫
ΩT

k(x)∇u(t , x)ψ(t )∇v(x)d td x

=
∫
ΩT

f (t , x)ψ(t )v(x)d td x −
∫
Ω
ρ(x)u0(x)ψ(0)v(x)d x.

∀v ∈ H 1
0 (Ω) et ∀ψ ∈ H 1(0,T ) tel que ψ(T ) = 0.

(5.33)

D’où ∫
ΩT
ρ(x)

∂u

∂t
(t , x)ψ(t )v(x)d td x −

∫
ΩT
ρ(x)u(0, x)ψ(0)v(x)d td x

+
∫
ΩT

k(x)∇u(t , x)ψ(t )∇v(x)d td x

=
∫
ΩT

f (t , x)ψ(t )v(x)d td x −
∫
Ω
ρ(x)u0(x)ψ(0)v(x)d x.

∀v ∈ H 1
0 (Ω) and ∀ψ ∈D(0,T ) tel que ψ(T ) = 0.

(5.34)
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D’où on conclut que u(0, .) = u0(.).

Par suite on en déduit que u vérifie
∫
Ω
ρ
∂u

∂t
vd x +

∫
Ω

k∇u∇vd x =
∫
Ω

f vd x dans L2(0,T ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω),

u(0, ·) = u0 dans Ω.
(5.35)

Comme dans l’étape 1, on montre que

‖u‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)) +‖u‖2

L2(0,T ;H 1
0 (Ω))

≤C
(
‖ f ‖2

L2(ΩT ) +‖ρu0‖2
L2(Ω)

)
,

‖u‖H 1(0,T ;L2(Ω)) +‖u‖L2(0,T ;H 1
0 (Ω)) ≤C

(
‖ f ‖L2(ΩT ) d s +‖ρu0‖L2(Ω) +‖∇um(0)‖L2(Ω)

)
.

On note que u appartient également à C ([0,T ];L2(Ω)).

Etape 4. Existence d’une solution de (5.22) pour une donnée initiale dans L2(Ω).

Soit u0 ∈ L2(Ω), il existe une suite {u0
m}m de fonctions de H 1

0 (Ω) telle que u0
m converge

fortement vers u0 dans L2(Ω).

Comme u0
m ∈ H 1

0 (Ω) et que um est solution de (5.35) alors
∫
Ω
ρ
∂um

∂t
vd x +

∫
Ω

k∇um∇vd x =
∫
Ω

f vd x dans L2(0,T ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω),

um(0, ·) = u0
m dans Ω.

(5.36)

La fonction um −up vérifie
∫
Ω
ρ
∂(um −up )

∂t
vd x +

∫
Ω

k∇(um −up )∇vd x = 0 dans L2(0,T ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω),

(um −up )(0, ·) = u0
m −u0

p dans Ω.
(5.37)

Comme dans l’étape 1, on obtient l’estimation

‖um−up‖2
L∞(0,T ;L2(Ω))+‖um−up‖2

L2(0,T ;H 1
0 (Ω))

≤C‖ρ(u0
m−u0

p )‖2
L2(Ω) ≤C‖ρ‖L∞(Ω)‖u0

m−u0
p‖2

L2(Ω).

La suite {um}m est donc de Cauchy dans C ([0,T ];L2(Ω))∩L2(0,T ; H 1
0 (Ω)). Elle converge donc

vers un élément u appartenant à C ([0,T ];L2(Ω))∩L2(0,T ; H 1
0 (Ω)).

Le problème (5.36) s’écrit également

−
∫
ΩT
ρ(x)um(t , x)ψ′(t )v(x)d td x +

∫
ΩT

k(x)∇um(t , x)ψ(t )∇v(x)d td x

=
∫
ΩT

f (t , x)ψ(t )v(x)d td x −
∫
Ω
ρ(x)u0

m(x)ψ(0)v(x)d x.

∀v ∈ H 1
0 (Ω) et ∀ψ ∈ H 1(0,T ) tel que ψ(T ) = 0.

(5.38)
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Passons à la limite, ensuite comme dans l’étape 3 on obtient
∫
Ω
ρ
∂u

∂t
vd x +

∫
Ω

k∇u∇vd x =
∫
Ω

f vd x dans H−1(0,T ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω),

u(0, ·) = u0 dans Ω.
(5.39)

Etape 5. Pour finir on montre l’unicité de la solution de (5.39).

Soient u1 et u2 deux solutions du problème (5.39), alors u1 −u2 satisfait∫
Ω
ρ
∂

∂t
(u1 −u2)vd x +

∫
Ω

k∇(u1 −u2)∇vd x =
∫
Ω

f (u1 −u2)d x dans L2(0,T ), ∀v ∈ H 1
0 (Ω),

(u1 −u2)(0, ·) = 0 dans Ω.

On prend comme fonction test v = u1 −u2. Après intégration on a

∀t ∈ [0,T ],
1

2
‖ρ(u1 −u2)(t )‖2

L2(Ω) +‖k∇(u1 −u2)‖2
L2((0,t )×Ω) =

∫ t

0

∫
Ω

f (s) (u1 −u2)(s)d sd x.

D’où

∀t ∈ [0,T ],
1

2
c0‖(u1 −u2)(t )‖2

L2(Ω) ≤ ‖ f ‖L2(ΩT )

∫ t

0
‖(u1 −u2)(s)‖2

L2(Ω) d s.

Le lemme de Gronwall mène à

∀t ∈ [0,T ], ‖(u1 −u2)(t )‖2
L2(Ω) ≤ 0.

D’où l’unicité de la solution.

Lemme 5.2.2. Pour tout Φ ∈ H , il existe une constante notée Φ(∞) telle que

‖Φ−Φ(∞)‖L2∗(RN ) ≤C‖∇Φ‖L2(RN ).

Démonstration. Etape 1. On montre que

‖Φ−ΦR‖L2∗ (B(O,R)) ≤C‖∇Φ‖[L2(B(O,R))]N où ΦR = 1

|B(O,R)|
∫

B(O,R)
Φ(z)d z. (5.40)

La constante ne dépend pas de R.

On rappelle l’inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger dans la boule B(O,1), il existe une

constante C telle que

‖Ψ−Ψ‖L2∗ (B(O,1)) ≤C‖∇Ψ‖[L2(B(O,1))]N où Ψ= 1

|B(O,1)|
∫

B(O,1)
Ψ(z)d z. (5.41)
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SoitΦ ∈ H . La fonctionΦ appartient à H 1
loc (RN ). On applique l’inégalité de Sobolev-Poincaré-

Wirtinger à la fonction Ψ(z) =Φ(Rz), z ∈ B(O,1), avec R quelconque dans R∗+.

On effectue ensuite le changement de variables x = Rz, d’où

Ψ= 1

|B(O,1)|
∫

B(O,1)
Ψ(z)d z = 1

|B(O,1)|
∫

B(O,1)
Φ(Rz)d z,

= 1

|B(O,1)|RN

∫
B(O,R)

Φ(x)d x = 1

|B(O,R)|
∫

B(O,R)
Φ(x)d x =ΦR .

D’après (5.41) on a(∫
B(O,1)

|Ψ(z)−Ψ|2∗d z
)1/2∗ ≤C

(∫
B(O,1)

|∇Ψ(z)|2d z
)1/2

.

Ce qui donne(∫
B(O,1)

|Φ(Rz)−ΦR |2
∗

d z
)1/2∗ ≤C

(∫
B(O,1)

|∇z(Φ(Rz))|2d z
)1/2 =C

(∫
B(O,1)

R2|∇xΦ(Rz)|2d z
)1/2

.

On effectue le changement de variable x = Rz, on obtient

R− N
2∗

(∫
B(O,R)

|Φ(x)−ΦR |2
∗

d x
)1/2∗ ≤C R1−N

2

(∫
B(O,R)

|∇(Φ(x))|2d x
)1/2

,(∫
B(O,R)

|Φ(x)−ΦR |2
∗

d x
)1/2∗ ≤C R1−N

2 + N
2∗

(∫
B(O,R)

|∇Φ(x)|2d x
)1/2

≤C
(∫

B(O,R)
|∇Φ(x)|2d x

)1/2

car 2∗ = 2N

N −2
. On a montré (5.40).

Etape 2. Puisque la suite {ϕn}n∈N∗ = {1B(O,n)
(
Φ−Φn

)
}n∈N∗ est bornée dans L2∗(RN ) car d’après

(5.40) on a

‖ϕn‖L2∗ (RN ) = ‖1B(O,n)
(
Φ−Φn

)‖L2∗ (RN ) ≤ ‖Φ−Φn‖L2∗ (RN ) ≤C‖∇Φ‖[L2(RN )]N .

Il existe donc une sous suite d’entiers, encore noté n, tel que

ϕn = 1B(O,n)
(
Φ−Φn

)
*ϕ faiblement dans L2∗(RN ).

D’après les inégalités ci-dessus on a de plus

‖ϕ‖L2∗ (RN ) ≤ liminf
n→∞ ‖ϕn‖L2∗ (RN ) ≤C‖∇Φ‖[L2(RN )]N .
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La restriction de ϕn à la boule B(O,n) appartient à H 1
(
B(O,n)

)
et ∇ϕn = ∇Φ p.p. B(O,n).

Soit maintenant Ψ ∈ [D(RN )]N , comme le support de Ψ est borné, pour n assez grand on a∫
RN
ϕn div(Ψ)d x =−

∫
RN

∇ϕn ·Ψd x =−
∫
RN

∇Φ ·Ψd x.

On passe à la limite pour obtenir

∀Ψ ∈ [D(RN )]N ,
∫
RN
ϕdiv(Ψ)d x =−

∫
RN

∇Φ ·Ψd x.

D’où ∇ϕ=∇Φ. La fonctionΦ−ϕ est donc constante. On noteΦ(∞) cette constante. Le lemme

est démontré.

Lemme 5.2.3. L’espace des fonctions appartenant à H∩C∞(RN ) et dont le support du gra-

dient est borné est dense dans H.

Démonstration. Etape 1. On montre que l’espace des fonctions appartenant à H et dont le

support du gradient est borné est dense dans H.

On note ηR ∈W 1,∞(R) la fonction réelle définie par

∀t ∈ [0,R], ηR (t ) = 1,

∀t ∈ [R,2R], ηR (t ) = 1

R

(
2R − t ),

∀t ≥ 2R, ηR (t ) = 0,

∀t ∈ (−∞,0], ηR (t ) = ηR (−t )

et

∀x ∈RN , η̃R (x) =
N∏

i=1
ηR (xi ).

Soit maintenant Φ ∈ H. On définit la fonction ΦR par

ΦR (x) = η̃R (x)
(
Φ(x)−Φ(∞)

)+Φ(∞), p.p. x ∈RN .

Puisque Φ ∈ H 1
loc (RN ) et que η̃R ∈ W 1,∞(RN ) et a un support compact, on obtient que ΦR ∈

H 1(RN ).

Etape 2. On estime ∇ΦR −∇Φ dans [L2(RN )]N .
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On a

∇ΦR −∇Φ= (η̃R −1)∇Φ+∇η̃R
(
Φ−Φ(∞)

)
.

Le premier terme du membre de droite de l’égalité ci-dessus est majoré par ‖∇Φ‖[L2(RN \(−R,R)N )]N

il converge donc vers 0 quand R tend vers +∞. Concernant le deuxième terme, on a tout

d’abord ∣∣∣∂η̃R

∂x1

(
Φ−Φ(∞)

)∣∣∣= 1

R

N∏
i=2

ηR (xi )|Φ−Φ(∞)| p.p. x ∈RN .

Le support de cette fonction est dans la réunion de deux bandes

∆R = (
(−2R,−R)×RN−1 ∪ (R,2R)×RN−1)∩ [−2R,2R]N .

D’où ∫
RN

∣∣∣∂η̃R

∂x1
(x)

(
Φ(x)−Φ(∞)

)∣∣∣2
d x ≤

∫
∆R

1

R2

∣∣∣Φ(x)−Φ(∞)
∣∣∣2

d x.

L’inégalité de Hölder donne∫
∆R

∣∣∣Φ(x)−Φ(∞)
∣∣∣2

d x ≤
(∫

∆R

∣∣∣Φ(x)−Φ(∞)
∣∣∣2∗

d x
)2/2∗(∫

∆R

1d x
)2/N

.

D’où ∫
∆R

∣∣∣Φ(x)−Φ(∞)
∣∣∣2

d x ≤ 42(N−1)/N R2
(∫

∆R

∣∣∣Φ(x)−Φ(∞)
∣∣∣2∗

d x
)2/2∗

car le volume de ∆R est égal à (4R)N−1R. Ainsi∥∥∥∂η̃R

∂x1

(
Φ−Φ(∞)

)∥∥∥
L2(RN )

≤ 4‖Φ−Φ(∞)‖L2∗ (∆R ).

On procède de façon analogue pour évaluer
∥∥∥∂η̃R

∂xi

(
Φ−Φ(∞)

)∥∥∥
L2(RN )

, i ∈ {2, . . . , N }. Finalement

‖∇η̃R
(
Φ−Φ(∞)

)‖[L2(RN )]N ≤C‖Φ−Φ(∞)‖L2∗ ((−2R,2R)N \[−R,R]N ).

La constante ne dépend que de N .

Le terme de droite de l’inégalité ci-dessus converge vers 0. On a donc démontré que

∇ΦR −→∇Φ fortement dans [L2(RN )]N .

On considère pour finir la suite Φn,R = ρn ∗ (
η̃R

(
Φ−Φ(∞)

))+Φ(∞) où ρn est une suite

régularisante définie comme dans la section IX.4 de [27]. Par construction Φn,R ∈C∞(RN ), le

support de ∇Φn,R est borné et ∇Φn,R converge fortement vers ∇ΦR dans [L2(RN )]N . Le lemme

est démontré.
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On rappelle le lemme de prolongement suivant :

Lemme 5.2.4. Soit B un ouvert borné de RN de frontière lipschitzienne. Il existe un opérateur

de prolongement P : H 1(B) −→ H 1(RN ) linéaire et continu tel que

∀Φ ∈ H 1(B),

(i ) P (Φ)|B =Φ,

(i i ) ‖P (Φ)‖L2(RN ) ≤C‖Φ‖L2(B),

(i i i ) ‖P (Φ)‖H 1(RN ) ≤C‖Φ‖H 1(B).

La constante ne dépend que de B .

Lemme 5.2.5. Soit B un ouvert borné de RN de frontière lipschitzienne et O un ouvert de

RM . Il existe un opérateur de prolongement P : L2(O ; H 1(B)) −→ L2(O ; H 1(RN )) linéaire et

continu tel que

∀Φ ∈ L2(O ; H 1(B)),

(i ) P (Φ)|B =Φ,

(i i ) ‖P (Φ)‖L2(O×RN ) ≤CP‖Φ‖L2(O×B),

(i i i ) ‖P (Φ)‖L2(O ;H 1(RN )) ≤CP‖Φ‖L2(O ;H 1(B)).

(5.42)

Démonstration. On note V le sous-espace L2(O ; H 1(B)) contenant les fonctions de la forme

Φ(x, z) =
k∑

q=1
αq 1Oq (x)φq (z) p.p. (x, z) ∈O ×B , k ∈N∗

où φq ∈ H 1(B), αq ∈R et où la suite d’ouverts {Oq }1≤q≤k satisfait

Oq ⊂O , Oi ∩O j = /o 1 ≤ i 6= j ≤ k, O = int
( k⋃

q=1
Oq

)
.

L’espace V est dense dans L2(O ; H 1(B)) pour la topologie forte de ce dernier.

Etape 1. On évalue la norme L2 de Φ et de ∇zΦ pour Φ ∈V.

On a

‖Φ‖2
L2(O×B) =

∫
O×B

|Φ(x, z)|2d xd z =
∫
O×B

|
k∑

q=1
αq 1Oq (x)φq (z)|2d xd z

=
∫
O×B

k∑
q=1

1Oq (x)(αq )2|φq (z)|2d xd z =
k∑

q=1

∫
Oq×B

(αq )2|φq (z)|2d xd z

=
k∑

q=1
(αq )2

∫
Oq×B

|φq (z)|2d xd z =
k∑

q=1
(αq )2

∫
Oq

‖φq‖2
L2(B)d x

=
k∑

q=1
(αq )2mesure(Oq )‖φq‖2

L2(B).
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De la même façon pour le gradient par rapport à z on obtient

‖∇zΦ‖2
L2(O×B) =

k∑
q=1

(αq )2mesure(Oq )‖∇zφq‖2
L2(B).

Etape 2. On définit le prolongement des fonctions de V.

Pour Φ ∈V, Φ=
k∑

q=1
αq 1Oqφq on pose

P (Φ) =
k∑

q=1
αq 1Oq P (φq )

où P est l’opérateur de prolongement du lemme 5.2.4. La norme L2 de P (Φ) et ∇zP (Φ)

s’obtient en procédant comme dans l’étape 1.

‖P (Φ)‖2
L2(O×RN ) =

k∑
q=1

(αq )2mesure(Oq )‖P (φq )‖2
L2(RN ),

‖∇zP (Φ)‖2
L2(O×RN ) =

k∑
q=1

(αq )2mesure(Oq )‖∇zP (φq )‖2
L2(RN ).

Le lemme 5.2.4 donne également

‖P (Φ)‖2
L2(O×RN ) ≤C 2

P

k∑
q=1

(αq )2mesure(Oq )‖φq‖2
L2(B) =C 2

P‖Φ‖2
L2(O×B),

‖∇zP (Φ)‖2
L2(O×RN ) ≤C 2

P

k∑
q=1

(αq )2mesure(Oq )‖∇zφq‖2
L2(B) =C 2

P‖∇Φ‖2
L2(O×B).

Ainsi on obtient un opérateur P linéaire et continu de V sur son image P (V) ⊂ L2(O ; H 1(RN ))

vérifiant

∀Φ ∈V,

P (Φ)|B =Φ,

‖P (Φ)‖L2(O×RN ) ≤CP‖Φ‖L2(O×B),

‖∇zP (Φ)‖L2(O×RN ) ≤CP‖∇Φ‖L2(O×B).

(5.43)

Etape 3. On définit le prolongement des fonctions de L2(O ; H 1(B)).

Soient Φ ∈ L2(O ; H 1(B)) et {Φm}m , {Φ′
m)}m deux suites de fonctions de V vérifiant

Φm −→Φ,

Φ′
m −→Φ,

fortement dans L2(O ; H 1(B)).
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On a ‖P (Φm)−P (Φ′
m)‖L2(O ;H 1(RN )) = ‖P (Φm −Φ′

m)‖L2(O ;H 1(RN )) ≤CP‖Φm −Φ′
m‖L2(O ;H 1(B)).

Les suites {P (Φm)}m , {P (Φ′
m)}m convergent donc vers la même limite dans L2(O ; H 1(B)).

On note cette limite P (Φ) elle ne dépend donc pas de la suite de V convergeant vers Φ dans

L2(O ; H 1(B)).

Etape 4. Linéarité de l’opérateur P .

Soient (Φ1,Φ2) ∈ [L2(O ; H 1(B))]2 et {Φ1,m}m , {Φ2,m)}m deux suites de fonctions de V vé-

rifiant
Φ1,m −→Φ1,

Φ2,m −→Φ2,
fortement dans L2(O ; H 1(B)).

Par construction, l’opérateur P est linéaire sur V. Donc pour tout (λ,µ) ∈R2, on a

P (λΦ1,m +µΦ2,m) =λP (Φ1,m)+µP (Φ2,m).

Le passage à la limite donne

P (λΦ1,m +µΦ2,m) −→P (λΦ1 +µΦ2), fortement dans L2(O ; H 1(B))

et

λP (Φ1,m)+µP (Φ2,m) −→λP (Φ1)+µP (Φ2) fortement dans L2(O ; H 1(B)).

Finalement

∀(Φ1,Φ2) ∈ [L2(O ; H 1(B))]2 (λ,µ) ∈R2 on a P (λΦ1 +µΦ2) =λP (Φ1)+µP (Φ2).

Egalement par passage à la limite on obtient que le prolongement vérifie (5.42) (ii)-(iii).

Procédant de façon analogue, on montre qu’il existe un opérateur de prolongement de

H 1
0 (0,T ;L2(Ω; H 1(B))) dans H 1

0 (0,T ;L2(Ω; H 1(RN ))) tel que pour toute fonctionΦ appartenant

à H 1
0 (0,T ;L2(Ω; H 1(B))) son prolongement Φ appartenant à H 1

0 (0,T ;L2(Ω; H 1(RN ))) satisfait

Φ(t , x, z) =Φ(t , x, z) p.p. (t , x, z) ∈ΩT ×B ,

‖Φ‖H 1
0 (0,T ;L2(Ω;H 1(RN ))) ≤C‖Φ‖H 1

0 (0,T ;L2(Ω;H 1(B))).
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On notera dans ce cas que le sous-espace de H 1
0 (0,T ;L2(Ω; H 1(B)) contenant les fonctions de

la forme

Φ(t , x, z) =
k∑

q=1
αq (t )1Ωq (x)φq (z) p.p. (t , x, z) ∈ (0,T )×Ω×B , k ∈N∗

où φq ∈ H 1(B), αq ∈ H 1
0 (0,T ) et où la suite d’ouverts {Ωq }1≤q≤k satisfait

Ωq ⊂Ω, Ωi ∩Ω j = /o 1 ≤ i 6= j ≤ k, Ω= int
( k⋃

q=1
Ωq

)
est dense dans H 1

0 (0,T ;L2(Ω; H 1(B))) pour la topologie forte de ce dernier.

Lemme 5.2.6. Pour tout Φ ∈ L2(Ω× (0,+∞)) on a

‖Φ̂(p)‖2
L2(Ω) ≤

1

p
‖Φ‖2

L2(Ω×(0,+∞))

Démonstration. La transformé de Laplace Φ̂(p) est égale à

Φ̂(p)(x) =
∫ +∞

0
Φ(t , x)exp(−pt )d t p.p. x ∈Ω.

La fonction (t , x) 7−→Φ(t , x)exp(−pt ) appartient à L2(Ω×(0,+∞)). D’où, en appliquant Cauchy-

Schwarz ∫
Ω
|Φ̂(p)(x)|2 d x ≤

∫
Ω

(∫ +∞

0
|Φ(t , x)|exp(−pt )d t

)2
d x

≤
∫
Ω

(∫ +∞

0
|Φ(t , x)|2 d t

)(∫ +∞

0
exp(−pt )d t

)
d x

≤ 1

p

∫
Ω

∫ +∞

0
|Φ(t )|2d td x.

Ce qui donne l’estimation du lemme.
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