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Introduction générale

Ma these s’inscrit dans la thématique générale de 1’homogénéisation mathématique des
systemes biologiques et physiques. Dans les problemes d’homogénéisation, en général les
oscillations sont notées par le parametre €, I’amplitude des oscillations est d’ordre % L’ho-
mogénéisation mathématique consiste a étudier le comportement asymptotique (¢ tend vers 0)
de la solution u, d’une équation aux dérivées partielles. La question qui se pose naturellement
est la suivante : si 1y est un point limite de la suite {u.}, (dans un certain sens), peut-on carac-
tériser uy comme la/une solution d’une équation aux dérivées partielles ? Si la réponse a cette
question est positive, le probleme limite est appelé : probleme homogénéisé. Ce probleme est
bien évidemment plus simple que le probleme de départ car il ne contient pas d’oscillations.
On est ensuite amené a répondre a d’autres questions naturelles comme : le probleme limite
est-il unique, admet-t-il des solutions et si oui en a-t-il une seule ? Dans ce dernier cas on
veut savoir si 1y est une bonne approximation de u,, pour cela on démontre des convergences
fortes ou on établit des estimations de I’erreur. Si les réponses a ces questions sont toutes
positives, on remplace la solution u, du probléme initial par la solution ©y du probléme ho-
mogénéisé.

Dans ma these je me suis intéressée a 1’homogénéisation de deux problemes :

— le premier concerne 1’élasticité linéaire d’une multistructure,

— le second concerne la diffusion d’un fluide dans une structure binaire raréfiée.

Le premier probleme est consacré a 1’étude du comportement asymptotique d’une multi-
structure élastique composée par une famille de poutres régulierement distribuées entre deux
plaques minces. Cette structure est un modele simplifié de la peau; la couche supérieure

représente 1’épiderme et la couche inférieure I’hypoderme. Entre ces deux couches minces,



I’ensemble des fibres de collagéne est représenté par les poutres (voir Figure|[T))

COUCHES CUTANEES

Epiderme
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:[7 Hypoderme

FIGURE 1 — Les trois couches de la peau.

On suppose que le bord latéral de la plaque inférieure est fixé ; d’apres [3] 1’épiderme et
le derme sont a I’origine des propriétés mécaniques de la peau, la couche de graisse "hypo-
derme" a peu d’influence sur le comportement élastique de la peau.

La connaissance du comportement élastique de la peau est d’un grand intérét pour le diagnos-
tic des maladies cutanées et pour les tests d’éfficacité des produit cosmétiques (voir [29]).

Dans cette étude, on fait I’hypothese que les plaques et les poutres sont constituées de maté-
riaux élastiques, isotropes et homogenes. Ainsi, le tenseur des contraintes s’exprime simple-
ment en fonction du tenseur des déformations via les coefficients de Lamé des matériaux. La
relation qui lie ces deux tenseurs est la loi de Hook (voir (2.2))). Le probléme a traiter est un

probleme standard d’élasticité linéaire donné par (2.3) ol sous forme vectorielle par
pAus + (A +p)V(divus) = f5 dans Qg r.

Cette derniere forme est I’équation de Navier-Cauchy qui s’écrit également (équation de Na-
vier )

—prot(rot(us)) + (A + 2wV (divus) = fs



en utilisant la formule rot(rot(us)) = V(divus) — Aus.

La deuxieme partie de ma these est consacrée a 1I’étude du comportement asymptotique
d’un probleme d’évolution gouvernant un processus de diffusion dans une structure binaire
raréfiée. Les problemes de diffusion se rencontrent dans de nombreux processus industriels et
géophysiques ; c’est le cas en particulier pour le pompage du pétrole, la pollution des terrains
(pollution chimique ou nucléaire). Dans 1’étude des structures binaires, on s’attache tout par-
ticulierement a établir les intéractions entre les niveaux microscopique et macroscopique.

Le probleme que j’ai étudié est donné par (#.7)), les hypotheses sont en @.8)), (#.9) et (4.26).
Ce probleéme a déja été abordé dans plusieurs papiers de F. Bentalha, I. Gruais et D. Polisevki
(voir [16, 130, 132]) en utilisant la méthode de la zone de controle et la méthode des échelles
multiples.

La méthode des échelles multiples consiste a construire formellement une solution du pro-

bléme initial sous la forme d’un développement asymptotique de u,
Us = U+ EUq +£2u2+....

En comparant ensuite les différentes puissances de € on déduit les problemes vérifiés par vy,
uy,.... On justifie cette démarche en montrant que u, converge vers iy, (1o €tant la solution
du probeme homogénéisé, voir par exemple [15]). En 1978, Luc Tartar (voir [35]]) a introduit
la méthode de I’énergie pour étudier les problemes d’homogénéisation périodique. Elle est
essentiellement basée sur des choix judicieux des fonctions tests oscillantes. Ces choix per-
mettent de passer a la limite dans le probleme de départ, en éliminant les indéterminations
provenant des produits de convergences faibles. En 1989, Ngueteseng a introduit la méthode
de la convergence a deux échelles [20] ; cette méthode a ensuite été développée par G. Allaire
[L7].

Dans ma these, j’utilise une nouvelle méthode pour traiter le probleme d’homogénéisation
: la méthode de 1’éclatement périodique introduite en 2002 par D. Cioranescu, A. Dam-
lamian et G. Griso (voir [11, [12]). Cette nouvelle approche de I’homogénéisation périodique
est basée sur la dilatation des domaines microscopiques. L’espace physique est transformé

par I’opérateur d’éclatement en doublant en général sa dimension. Cette augmentation de la



dimension permet de “voir” les parties microscopiques ; il faut également noter que 1’on est
ainsi amené a travailler avec des ensembles de fonctions indépendantes de €. On trouve une
esquisse de cette méthode dans plusieur travaux : celui de T. Arbogast, J. Douglas et U. Hor-
nung en 1990 (voir [46]) pour I’étude de I’homogénéisation d’un milieu périodique a double
porosité ou comme celui de G. Allaire, C. Conca et M. Vanninathen [[18] en combinaison avec
la méthode de convergence a deux échelles.

La méthode de I’éclatement périodique a été étendue par D. Cioranescu, A. Damlamian, P.
Donato, G. Griso et R. Zaki (voir [39]) aux domaines perforés et par P. Donato, L. N. Hang, et
R. Tardieu (voir [40]) aux domaines constitués de matériaux présentant différentes périodes.
La méthode de I’éclatement périodique est equivalente a la méthode de la convergence a deux
échelles, ce qui se voit dans la relation suivante : si (¢p°), est une suite uniformément bornée

de fonctions de L2(Q), alors
T €(¢p°) — ¢ faiblement dans L?(Q x Y) < ¢° converge a deux échelles vers ¢.

Mais avec I’éclatement périodique les démonstrations sont plus simples qu’avec la méthode a
deux échelles.

Ma these comprend cing chapitres. Les trois premiers concernent le probleme d’élasticité,
le quatrieme le probleme de diffusion et le dernier chapitre contient les démonstrations des
lemmes techniques.

Le premier chapitre présente quelques résultats préliminaires ; essentiellement des rappels des
résultats techniques utilisés dans les chapitres suivants.

Le deuxieme chapitre est le plus important de cette premiere partie. La multistructure consi-
dérée dépend de trois petits parametres : r le rayon des poutres, € la période et 6 I’ordre de
grandeur de I’épaisseur des plaques et de la longueur des poutres, sous les conditions (r < £/2
et € <0). Dans une structure faisant intervenir des petites dimensions, il est souvent tres dif-
ficile d’obtenir des estimations a priori (ici I’obtention d’une inégalité de type Korn). Pour
surmonter cette difficulté, j’ai utilisé les décompositions des déplacements dans les plaques
et dans les poutres. Les estimations aux jonctions ont été obtenues en comparant ces décom-

positions dans les petites portions de poutres contenues dans les plaques. A la lecture des



estimations completes, on s’apercoit que les déplacements des deux plaques sont du méme
ordre de grandeur lorsque les paramétres r, €, § sont liés par les relations données en (2.49)) et
(2.50). On peut ensuite choisir I’ordre de grandeur des forces appliquées et entamer 1’étude
du comportement asymptotique de cette structure. Dans le troisieme chapitre on exploite les
résultats du chapitre précédant pour obtenir le probleme vérifié par les déplacements limites,
dans la derniere section de ce chapitre on montre la convergence de 1’énergie élastique totale.
Dans le quatrieme chapitre, j’aborde la deuxiéme partie de mon travail . Elle concerne 1’étude
du probleme d’évolution dans une structure binaire raréfiée.

Les motivations de mon travail

Je m’étais fixé les objectifs suivants :

 utiliser les outils de décompositions des déplacements des structures minces pour obtenir
des estimations a priori et étudier les jonctions d’une multistructure dans le cadre de 1’élasti-
cité linéaire,

 utiliser la méthode de 1’éclatement périodique pour traiter la diffusion dans une structure

binaire raréfiée.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce premier chapitre, on présente quelques résulats d’élasticité linéaire utiliés dans

les chapitres suivants.

On commence par définir la poutre, on rappelle la décomposition des déplacements d’une
poutre et les estimations des termes de cette décomposition 2 I’ aide de la norme L? du gradient
symétris€ du déplacement et de 1’épaisseur de la poutre. Les mémes rappels sont ensuite

présentés pour les plaques.

L’inégalité de Korn pour les déplacement d’un domaine 3d de frontiere assez réguliere est

donné dans les deux cas : avec ou sans encastrements.

Soit @ un ouvert de RN, N = 2. Pour tout déplacement u appartenant 3 H' (@;RY) on note
1 T
Vu= 5(w+ V')

le gradient symétrisé de u.

1.1 La poutre

On note Py la poutre de section droite le disque Dg de centre O et de rayon ¢ et de
longueur L :

Ps =(0,L) x Dg.

Définition 1.1.1. Le déplacement élémentaire U, associé au déplacement u appartenant a



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

VR C—|

Courbe moyenne

Section droite

FIGURE 1.1 — Poutre et sa section droite.

H'(Ps;R3) est défini par
Ues(x) =% (x1) + R(x1) A\ (X282 + x3€3), p.-p. X =(x1,X2,x3) € Pgs;

ou

1
U (x1) = _zf u(xy, x2, x3)dx, dxs,
64 Jp(0;6)

2
R1(x1) = —4f (xzug(xl,xz,xs) - xsuz(xl,xz,xs))dxzdxs,
n6* Jp(0;6)

4
R (x1) = —4f x3u1 (X1, X2, X3)d X2 d x3,
76* Jp(0;6)

4
R3(x1) = ——f
S 6* Jp(o:s)

La décomposisition de u s’écrit donc

Xouq (X1, X2, X3)dxX2d x3.

u(x) = Ue(x) + u(x)
WUy (x1) + X3R2(x1) — X2 R3(x1) + U1 (X)
WU (x1) — X3R1 (x1) + U2(x)
U3 (x1) + X271 (x1) + Uz (x)

) p.p. X € Ps.

(1.1

(1.2)

(1.3)

Le déplacement u, différence entre u et Uy, représente le gauchissement des sections droites

de la poutre. Le gradient de u s’écrit

Vu—(d%+d%/\(xe +xe)+0ﬁ %Ae+aﬁ ,%/\e+aﬁ
B dxl dx1 2v2 3%3 axl 2 6.762 3 a.X'3

(1.4)



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Le champ % représente le déplacement de la ligne moyenne de la poutre. Sous 1’action
d’un petit déplacement élémentaire la section droite {x;} x Ds est translatée de %/ (x;) et elle
tourne autour du vecteur Z(x;) d’un petit angle de mesure || 22 (x;)ll2. Apres ce déplacement,
la section droite {x;} x Ds n’est plus en général orthogonale a la ligne moyenne déformée
L’angle de torsion de la section droite (angle de rotation de la section droite autour de sa ligne

moyenne) est donné par la premiére composante de Z2(x;).

Le théoréme suivant est démontré dans [21, Théoréme 3.3] :

Théoréme 1.1.1. Soit ue H'(Ps;R3) et U, le déplacement élémentaire qui lui est associé. On
a les estimations suivantes :

||Vﬁ||[L2(P5)19 = ClVul [LZ(Psng’ 2l 22y = C5||Vu||[L2(P5)19’
(1.5)

||V“|| [L2(P5))°-

—ANe; ’
H dx H[L2(0 Lp 0 dx; (L20,L)13

La constante est indépendante de 6 et L.

1.2 La plaque

Soit w un domaine borné de R? de frontiere lipschitzienne. On choisit pour origine du
repere de R3 le centre de gravité de w et deux vecteurs unitaires (e, e») dans les directions
des axes principaux d’inertie de w. La direction des normales a w est donnée par le vecteur
unitaire es.

La plaque Qs = wx] —8,5[, § > 0, est un domaine de R3. La surface moyenne de la plaque
est ’ouvert w de R?: la plaque est ici d’épaisseur 28. On note x = (x1, X2, x3) = (x/, x3) les
cordonnées d’un point de Qg, ol x' € w. La fibre passant par (x',0) € w x {0} est I’intervalle

ouvert intersection de la droite passant par (x’,0) de direction es et de Qs.

Définition 1.2.1. Le déplacement élémentaire U, associé au déplacement u appartenant a

H'(Qg;R3) est défini par

Ue(x) =% (x)+x3%(x') p.p. x€Qs.

1. Dans le cas d’un déplacement de Bernoulli-Navier, apres déplacement les sections droites restent ortho-
gonales a la ligne moyenne déformée.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

T~

Surface moyenne .
Fibre normale

FIGURE 1.2 — Plaque mince avec son plan médian et une fibre normale.

ou 5
1
U (x") = 5[_6 u(x', x3)dxs,

3 0
Ry (x) = ﬁféxgul(x’,xg)dxg, p.p. ¥ ew.

3 )
Ry(x') = z—ﬁféxsuz(x',xs)dxs-

Le déplacement u € H!(Qgs;R3) s’ écrit

u(x) = Ue(x) + u(x)

U\ (x) + x3R1 (x) + Uy (x)
= | s (x) + x3R2(X') + U (%)

) p.p. x€Qs. (1.6)
U3 (x") + U3 (x)

Le gradient de u s’écrit (ci-dessous, on convient que %3 = 0)

(0% 0% 0u 24 0% 0u ou
Vu=|—+x3—+— —

— —_—t — 1.7
0x; 0x; 0xy 0xo T 0xo - 0xo - 0x3 (L.7)

Sous I'action d’un petit déplacement élémentaire la surface moyenne de la plaque est

translatée de % (x'). La fibre x'x] — 8,8 tourne autour du vecteur %, (x")e; — %1(x)e, d’un

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

petit angle de mesure |2 (x')[.. Apres ce déplacement, les fibres ne sont plus en général or-
thogonales a la surface moyenne déforméeﬂ Le déplacement u renseigne sur la déformation

des fibres, c’est le gauchissement.

Le théoréme suivant est démontré dans [23, Théoréeme 2.3] :

Théoréme 1.2.1. Soit u€ H'(Qs;R3) et U, le déplacement élémentaire qui lui est associé par
la définition On a les estimations suivantes :

IVEllir20 < CIVUll 2 @pper  NUllzzg3 < COIVUll 2040905

0%3

: (1.8)
8[|V 12wy + |Vl 12000 + 2 H oxg
a=1 @

IVulliz2@sy0,

<
I2(w) 51/2

ou U =% ey +%ey. La constante est indépendante de 6.

1.3 Inégalités de Korn pour une poutre et une plaque

Ci-dessous, on rappelle I’ingalité de Korn pour un domaine non encastré (voir [23, Théo-

reme 2.3]) :

Théoréme 1.3.1. Soit @ un domaine borné de RN, N = 2, de frontiére lipschitzienne. Pour

tout déplacement v € H (O;RYN) il existe un déplacement rigide r tel que
lv=rllm@)yy < CIVU 2@y n<n.

La constante ne dépend que de ©.

1.3.1 Inégalité de Korn pour la poutre Ps

Proposition 1.3.1. Soient ue€ H' (Ps;R3) et U, le déplacement élémentaire qui lui est associé.
On pose
a=%(0), b =2(0)

et on considere le déplacement rigide

r(x)=a+bAx, VxeR3.

2. Dans le cas d’un déplacement de Kirchhoff-Love, apres déplacement les fibres restent orthogonales a la
surface moyenne déformée.

11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Ona

CL
IIVu—Vrll[Lz(pa)]g < FIIVuII [L2(Pg)]°

et

(1.9)

|y — rl||L2(P5) <CL|Vull [L2(Ps)]9»

vz — 2l r2py) + lus — 13ll12p,) <

2

0

(1.10)
||Vu|| [LZ(Pg)]g'

Démonstration. L’inégalité de Poincaré et I’estimation (1.5) (iii) donnent

AR
1= Dli2,010 = 12 - RO 2000 < L] o |
1

De (1.5)) (iii) et de I’estimation ci-dessus,

%
dxy
s
dx,
s

dX1

- C
2o 6

IVullizz@y)e,

=<
L2(0,1)

+b2

=
L2(0,1)

C CL
|23 =3 20,1, + 5 WVullizz@eye = <7 IVUllzzegys,

CL
< —

(120,113 ~ §2 (.11

IVulirz@gpe-

il vient que

(1.12)

C
|22 =Dz 20,1, + 5 WVulliz@yye = <7 IVl rzegys-

car § < L. L’inégalité de Poincaré et les estimations ci-dessus menent a

da )

1% - arll 2o < L
L=(0,L) dxl

242 — az —bzx1ll 1201y < L

”%3 - a3 +b2x1”L2(O,L) < L

S —_—
L2(0,L) o
A,
dx;
A%

dxl

IVullizz@g0,

2
(1.13)

L
—z IVulzzege,

=<
12(0,1)
2

+b2 _62 ||Vu||[Lz(p6)]9.

=<
12(0,1)

Utilisant I’expression (1.4) du gradient de u, on de u, on en déduit que

Vu-Vr
da

dxl X1

AR u
——b/\e1+d—/\(x2eg+x3e3)+a—

B
(B —Db) A ey +
X1 axZ

B
(B —Db) A es +
6.763

Compte tenu de (1.8);, (1.8)3 et des estimations (I.12)), il vient (I.9)). On utilise ensuite (1.8).,

(L.TT) et (I.13)), pour obtenir (I.10).

]

Corollaire 1.3.1. Si la poutre est fixée en ['une de ces extrémités au moins (par exemple sur

{0} x wgs) alors on a

C
IViliz2@se < = IVl 2@y

(1.14)

12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

et
| M1||L2(p5) <CL||Vull [L2(Ps)]2»
2 (1.15)
luzll 2y + 1 Usllizey < == IVidliz@pre-

Démonstration. Si la poutre est fixée sur {0} x wg alors les termes de la décomposition de u

(voir définition [1.1) s’annulent en 0 d’ou le résultat. O

1.3.2 Inégalité de Korn pour la plaque Q5

Proposition 1.3.2. Soit u€ H'(Qg;R3), il existe un déplacement rigide r tel que
C
IVu—=Vrlz2qmpe < 5||Vu||[L2(Q5)]9, (1.16)

et
I =nallz@, < CIVulizz@ys,
. (1.17)
I(u—nslli2q < g”VUH[Lz(Qﬁ)lg'

Les constantes ne dépendent que de w.

Démonstration. On applique le Théoreme [1.3.1] avec les déplacements 2d : %,, = U e +

User et By, = R1e1+ Xoe;. 1l existe deux déplacements rigides

r/(x/) _ (al - b3x2) ru(xr) _ (bl - sz)

tels que
C
”%m - r,” [Hl(w)]Z < C||V%||[L2(w)]4 = m”vu”[LZ(Q‘S)]Q, (1 18)
c .
1
1% m =17 w2 = CIVRN 20 = 5377 1V Ulizge-
On a donc
C
1981~ b1 + exzll 20y + 1982 = b = ez < 575 1Vl 2 - (1.19)

D’apres (1.8)3 et (I.19) il vient que

0%3 C C

HO_XI + bl —CX2 ) < ”%] - bl + sz”LZ(w) + WHVMII [L2(95)19 = 63/2 ||Vu|| [LZ(Q(S)]Q’
C C

H— thytex|,  SIR=br—cxnlze + 55 IVulzanp S 5575 1Vl iz,

13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Ona
0 (0%; 0 (0%; 1
—|—+b ——|—=——+b2+cx;|=2c dans H "(Q).
Oxg(dxl 1 sz) Oxl(axz 2 1) ( )
D’ou
b C
I2¢ll g- 1(Q)<C(H—+b1—cx2 ) Hd_x2+ o+ CX1 120 ))smllwn[yméng.

Comme d est une constante, on en déduit que

C C
lel = m”vuuuﬂ(gé)}% IV 12 (eys < m”vuu[]}(g(s)}%

P
Oxa

(1.20)

Lz(w) < mlqull [Lz(Qg)]g'

De I’inégalité de Poincaré-Wirtinger et de la derninere estimation on obtient (on rappelle que

I’origine du repere est au centre de gravité de w)
C
”02/3 —das+ lel + b2x2 ”LZ(w) < W ”Vu” [LZ(Qé)]g' (121)

On pose

bg)Cz + b1X3
rix)=\|a+ ngl + ngg X € Q(s.
as — b1x1 - ngz

De (I.18); et (1.20), on obtient

C
IIVu—VrII [12(Qg)]° < EHVUH[LZ(Q@)]E"

De I’expression (L.6) de u, et d’apres (I.18)), (I.19) et (1.8); on a

1/2 3/2 -
I =Dl 20, < C(6"20%e — il 2 + 6 ||%—r;,’||Lz(w)+||ua||Lz(95))

(1.22)
< C||Vu||[L2(Qé)]9
De
(u—1)3(x) = U3(x') — (a3 — b1x1 — bax2) + Us(x) p.p. X€Qs
et (I.21) et (1.8); on obtient
C
I(u—-1)3ll 1204 = EIIVuII [12(Qs)10" ]
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

On note y une partie de mesure non nulle de dw. On pose

H%Oﬁ(ﬂts) = {ue H'(QsR%) | u=0sur Tos =y x (—6,5)},

Soit u € H%Oé(Qg), le déplacement élémentaire U, (voir défintion (1.2.1)) et le gauchissement

u vérifie

U=0, Z=0 sury et u=0 surI'ps.
Corollaire 1.3.2. Pour tout u e H%M (Qs) on a
C
||VUI|[L2(Q§)]9 < gllvu||[L2(Qg)]9’ (123)

et
luall 24 = CIVUllz2gy9)
C (1.24)
luslli2i05) = S IV Ullizz@pe-

Démonstration. Si u appartient a H%M (Qs) alors dans la proposition|1.3.2|on prend le dépla-

cement rigide r = 0. O]
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Premiere partie

Jonctions entre deux plaques et une
famille de poutres.
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Dans cette partie, on étudie le comportement asymptotique d’une multistructure élastique
composée par une famille de poutres élastiques ayant la méme longueur (d’ordre ) et la méme
section droite (un disque de rayon r). Les poutres sont e-périodiquement distribuées entre
deux plaques. Ces plaques ont des épaisseurs différentes d’ordre 6. On suppose que r < £/2
et r <6 afin de traiter une famille de poutres distinctes. Le bord latéral de la plaque inférieure
est fixé et les autres parties de la frontiere de la structure sont libres de forces. Le modele
mécanique est celui de I’élasticité isotrope linéaire. Le but de ce travail est d’introduire un
modele simplifié de la peau. La plaque supérieure représente 1’épiderme, tandis que la plaque
inférieure est I’hypoderme. Les poutres périodiquement distribuées entre ces deux couches
représentent les fibres de collagene dans le derme (pour plus de détails, voir [2])

Lors de I’étude d’une multi-structure €lastique, la premiere difficulté rencontrée est : com-
ment obtenir des estimations a priori des déplacements ? Les inégalités de Korn pour une
plaque, une poutre ou un domaine régulier 3D ne sont malheureusement pas suffisantes. Pour
surmonter cette difficulté, on utilise les décompositions des déplacements des plaques et des
poutres introduites dans [21) 23] pour les poutres droites ou courbes et les coques ou les
plaques. Ces décompositions ont été étendues aux structures composées par des poutres ou
par des plaques dans [22, 24]]. Le déplacement d’une poutre s’écrit comme la somme d’un dé-
placement élémentaire et d’un gauchissement. Le déplacement élémentaire est affine dans les
sections droites, il dépend de deux champs vectoriels définis sur la ligne centrale de la poutre
(voir (2.9)). Le gauchissement représente la déformation des sections droites. De méme, le
déplacement d’une plaque s’écrit comme la somme d’un déplacement élémentaire et d’un
gauchissement. Ici, le déplacement élémentaire est affine dans les fibres (voir (2.20))). Dans
les sous sections pour ces décompositions, on rappelle les estimations complétes
du gauchissement et I’estimation du tenseur des déformations du déplacement élémentaire par
rapport au tenseur des déformations des déplacements initiaux. On utilise ces décompositions
pour I’ensemble des poutres et pour les deux plaques. Ensuite, il reste a obtenir les estima-
tions completes des déplacements élémentaires. Pour ce faire, on compare les termes des
déplacements élémentaires dans les petites portions de poutres incluses dans les plaques. En

particulier, on montre que les estimations des déplacements dans les deux plaques different

17



2 2

€ 3 . . .

par le facteur 1+ —-+ — ln(—). D’ou, si on souhaite des déplacements des plaques du
r r r

méme ordre, on suppose que ce facteur est uniformément borné. Ainsi, les petits parametres

0, € et r sont liés par la relation
e=xo0°, r=x16", n>0, p>0

et des conditions sur p et 1 (voir la section (2.3))). On montre ensuite que le couple (p,n)
appartient a un polygone convexe. Puis, on introduit les deux opérateus de I’élatement I15 et
I1, ; ils permettent de "réduire” les dimensions 6 — 0 et r — 0.

Pour la modélisation mathématique des poutres et des plaques, nous nous référons a
[42, 43| 36]]. En ce qui concerne les multi-structures en élasticité linéaire et les jonctions
entre des poutres et un domaine 3D ou des poutres et des plaques, nous nous référons a
(41, 15, 6l 7, 18, 137, 21}, 24, 25, 20, 31, 28]. La jonction entre une poutre et une plaque en

élasticité non linéaire est traitée dans [9, [10].

Dans les deux chapitres suivants
— les indices grecs a et B appartiendront a {1,2}tandis que les indices latins i, j, k, |
appartiendront a {1,2, 3},
— les constantes notées C ne dépendent pas de 8, € et 1,

— on utilise la convention d’Einstein de sommation sur des indices répétés.

18



Chapitre 2

Jonctions entre les plaques et les poutres

Ce chapitre comporte 6 sections. Une descripition de la géométrie de la structure et le
probleme d’élasticité sont présentés dans la section 1.

Dans la section 2 on détaille les estimations des déplacements de la structure ; on com-
mence par 1’estimation des déplacements d’une seule poutre puis de I’ensemble des poutres
et pour finir on considere les déplacements des plaques.

Les cas critiques sont introduits dans la section 3. Ils proviennent des estimations obte-
nues dans la section précédente. L' étude de notre structure va se poursuivre dans 1’un des cas
critiques, on a choisi celui qui représente la situation la plus générale. Les hypotheses sur les
forces appliquées sont données dans la section 4.

Dans la section 5, on définit les opérateus Il et IT,. La derniere section est consacrée a

I’obtention du probleme limite et a la convergence de 1’énergie élastique totale.

2.1 La géométrie de la structure et le probleme d’élasticité

La structure est composée de deux plaques horizontales Qf et Qg dont les épaisseurs sont
2Kk 40 et 2xp0, 0 < k4, K < 1/2. Les deux plaques sont reliées par une famille de poutres
verticales, régulierement espacées. Ces poutres sont des cylindres de rayon r et de longueur
20+0(kg+Kp),0UK,+Kp<1

On pose

— w=(=L/2,L/2)? la surface moyenne de référence des plaques,
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

— 9= (1-kg 1+kg), I"=(=1-kp,~1+xp),

— I¢=61"=(6(1-%a),06(1+x)), L =61 = (- 6(1+xp),—6(1—xp)),
— I=(-1-xp,14x4), 5 =61= (-6 +xp),6(1 +x4)),

— I™=(=1+kp 1=Ka), I =81 = (5(-1+%p),8(1—Ka)),

— Qg =w x I{ la plaque supérieure,

— 0P =w x I? 1a plaque inféricure,

11, L .
_Y:(__)_)9£:_5N€N’
22 N

E €)2
- YEZEY:(_E’E) ,

— Z.={1,2,...,N}%,

— w :int( U (e€+7£)),
CeEe
— Dy ={(x1,x2) €R? | X3+ x5 <r?}, r>0,
— Ps = D, xI5 lapoutre dont la section droite est le disque D, et longueur 20 +06 (k5 +xp),

— la famille de poutres Bs ., = | (e + D, x I)

CEE,
. . =a —b ———
— la structure complete Qy ., = int(Qg UQs UBs..,)
— B=D; x I, B*=Dj x I" les poutres de référence.

Tout au long de ce chapitre on note par (O;e;, ey, es3) le repére othonormé de référence de R3.

Soit u un déplacement appartenant a H L@;R™), , me {2,3}, ou @ est un sous ensemble

ouvert de R™. Le tenseur des déformations ou gradient symétrisé de u est défini par
1 T
Vu= 5(Vu+ Vw)').

Ses composantes sont

1/0ur Ouy 9
- (=X 20 kpeq,...,d?
ru =350 teheil.a

Les plaques et les poutres sont constituées de matériaux élastiques isotropes et homogenes,
pour des raisons de simplicité, on choisit les mémes constantes de Lamé dans chaque plaque.

On pose
A(x) = AP, p(x) = pP! p.p. xeQJU Qfs’,
2.1
A(x) = APe, p(x) = pbe p.p- X€Bser,
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

ou AP, ,upl et APe, ,ube sont les constantes de Lamé des matériaux, ces constantes sont stricte-
ment positives.

Soit {us}5 une suite de déplacements avec ug € H' Qs.6,r5 R3) H Le tenseur des contraintes
de Cauchy o4 sur Qs ¢, du déplacement us est i€ au au gradient symétrique (Vi) s par la loi
de Hooke ,

Oijs= l(kz Ykk(u)))5ij +2uyij(u), dans Qg r, (2.2)
=1
oud;j=0sii#jetd;j=1sii=j.

Dans le domaine Qs ., on considere le probleme standard d’élasticité linéaire. Les équa-

tions d’équilibre dans Qs .  sont

0918 _ £ quns 2.3)
ax]- =Ji,0 0,6,1 .

ol 0 € [2(Qs¢,,;R%) désigne les forces volumiques appliquées.

On suppose que la plaque Qfs’ est fixée sur son bord latéral ow x I g = Fé’
us =0 sur Fg, 2.4)
et que le bord 0Qs ¢ \I“g est libre de forces
osv=0 sur 0Qs.,\T3, (2.5)
ou v désigne le vecteur unitaire normal a 0Q;s . , orienté vers I’extérieur.

Remark 2.1.1. La condition (2.5) signifie que la densité des forces appliquées de surface sur
0Q56r\ Fg est nulle. Cette hypotheése n’est pas indispensable pour I’étude du comportement

asymptotique de la structure, on peut noter qu’elle est naturelle pour la famille de poutres.

La formulation variationnelle de (2.3)-(2.4)-(2.3) est standarde. Si Vs ., désigné 1’espace

des déplacements admissibles de la structure

V§,£,r = {V € Hl(Qé,e,r;R3) | v=0 sur Fg}

1. Pour plus de clarté, dans cette section, on omet la dépendance des champs par rapport aux parametres € et
r. Dans la section [2.6] les parametres &, € et r seront liés, un seul parametre suffira (on choisira de garder & qui
est en relation avec 1’épaisseur des plaques).
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

La formulation variationelle est

Trouver us € Vs ¢, tel que,

(2.6)
oijsYij(Vdx= fisvidx, VVE Vse,r.
Qﬁ,s,r Qé,s,r
On munit ’espace Vs ., de la semi-norme
lvlv = ”(VV)S”[LZ(Q&W,)]E'
Théoréme 2.1.1. Le probleme variationelle (2.6) admet une solution unique.
Démonstration. Voir le théoreme 5.1.1]de I’annexe A. O
L’énergie élastique totale du déplacement v € Vj ., est notée
3 5 3 )
éa(v):f [A(ZYkk(V)) +2p ) (yij(W) ]dx'
Qser k=1 i,j=1
On choisit v = us dans (2.6) ce qui conduit a la relation usuelle d’énergie
3
& (us) = Y fisuisdx. 2.7)

Qs.e,r i=1

. ) . ) 1
On terminera la section 6 en donnant la limite de la suite {gé’(u(g)}é.
Pour presque tout z dans R?, on note [z] € Z? la partie entiere de z et {z} € Y sa partie
fractionnaire, donc

z=[z]+{z}.

2.2 Estimations des déplacements de la structure

Pour obtenir les estimations a priori des déplacements d’une structure, il faut en général
démontrer une inégalité de Korn spécifique au domaine. Ici, comme il s’agit d’une multistruc-
ture dépendant de plusieurs petits parametres, il faut expliciter la constante dans 1’inégalité de
Korn par rapport a €, § et r, on montrera que 1’on ne peut pas résumer toutes les estimations
obtenues ici en une seule inégalité ; c’est pourquoi on détaillera les inégalités pour chaque
partie de la structure. Pour atteindre ce but, on utilise les décompositions des déplacements

des poutres et des plaques.
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

2.2.1 Estimations pour I’ensemble des poutres

On fait les hypothéses suivantes :
r<el2, r<9. (2.8)

La premiere condition signifie que les poutres sont distinctes (sans contact entre elles). En
imposant la deuxieme condition, on veut seulement faire face a un ensemble de poutres entre
> S 1 e o )
les deux plaques c’est a dire on veut éliminer le cas — — 0, car dans ce cas, les connexions
r
entre les deux plaques doivent étre assimilées a des petites plaques. Ce cas peut étre étudié en

utilisant les outils spécifiques aux plaques (voir [23]).
On munit I’espace H 1(P5;R3) de la semi-norme
Vve H'(PsRY),  lvlpy = 1(V)sllz2pye-

Soit u étre un déplacement appartenant & H'(Qs . ,;R%), Théoreme 3.1 de [23]] (voir égale-

286+6(ki+k,)
- i
N
bt v
c

FIGURE 2.1 — La poutre Pg.

ment (1.1)) et (1.3)) la décomposition de déplacement u; de u dans la poutre £¢ + Pg, ¢ € E,.
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

Pour p.p. x = x1e; + xoe, + x3e3 € Pg, on écrit (x' = xje7 + x2e»
3€3 € Ps

ug(x) = u(eg + x) = Ug(x3) + Re(x3) A x + ig(x)
2.9)
= Ug (x) + il (x),
ou U € H'(I5;R%), Rs € H'(I5;R3) et lig € H'(Ps;R3). Le déplacement résiduel iiy (nommé le
gauchissement) satisfait pour p.p. x3 € Is,

f lig (X1, X2, X3)dx1d X2 = 0,

r

f X1 ljg'f(xl,xZ,XQ,)dxlde :f xZﬁ3(xl,X2,X3)dxldXZ =0, (210)

r Dy,

f (X186 (1, X2, X3) — X2l ¢ (X1, X2, X3) ) d X1 d X2 = 0.

.
Les estimations suivantes des termes de la décomposition (2.9) sont prouvés dans [23, Théo-

réme 3.1] (voir également théoreme [I.1.1) :

il r2pg) < Crllug lps> IViiel 2 s = Clliuglies,
0 dR; ” | H dU; Re A ‘ - ” | (2.11)
dxs iz = r2 P PR 2N Helps-
Les constantes ne dépendent pas de €, r et 6.
De I’expression (2.9) on déduit le tenseur des déformations de u; est
1rdU ¢ dR3;
i i) | (55 - Rog) - o= |+ yiat
Yl Yol 5|(Z - Ree) — g st
17,dU, & dR3
Viug)o = * i —[ ~+Ry¢c|+x —]+ i) |- 2.12
(Vue) Yoo (ii¢) 2 ( dxs 1,5) xS Y23 (i) (2.12)
AU ¢ dR) ¢ dRy ¢ .
* * + X -X + i
dX3 2 dX3 ! dX3 YSS( 6)
On pose
0 —R3: Ry
R? =| Ra; 0 —Ri¢
—Ry¢ Ry¢ 0
D’apres ’expression (2.9) de ug et apres un calcul direct, on en tire
e . dU; dR;
”Vuf — Rf ” [LZ(P(;)]Q < C(”Vuf” [LZ(P(;)]Q + I‘H _dx3 — Rf N eg‘ [L2(15)13 H d [LZ(IE)]3)'
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

Les estimations (2.11]) et celle ci-dessus conduit a

Vi =RE[ 12950 = Cllulips.- (2.13)

+1sid=a,
S =
—1sid=h.

Pour chaque ¢ € I (Ig), d € {a, b}, on pose

On note

1
“%Ig((l)) = m[lg p(x3)dx3.

Rappelons les conséquences suivantes de 1’inégalité Poincaré-Wirtinger (d € {a, b}) :

1 =10 @) 1215) = CONY 125,
Ve H' (D), 12 41 @19
|ty () _MI§(¢)| < C6 "Nl 21y

Pour plus une démonstration voir le Lemme Annexe A.

Lemme 2.2.1. On a (d € {a,b})

C62
[Lz(Pg)]g —= 2 ”u”%/ (215)

52 |Viutet +) - a0 (RE) |
(SIS

et
> usted+9- Id(US E)+xl¢”1d(32 ¢) - xZ%Ig(RLE)”iZ(P,;) 5C52”””%/»

CE=,
2.16
N |uteé +) -t ya(Ue) = Ml ya(Re) A (x—s6e3) ||} <C—54|| I =10
1¢ g Ut N X =80€) | 2p gy = — 5~ 1Y

CeE,

Les constantes ne dépendent pas de 0, € et 1.
Démonstration. D’apres (2.11))3 et (2.14); on obtient d € {a, b}

_Co
luellps. 2.17)

VEeE,, Ry — M4 (R <C50 ‘
(e =, IR: Id( )z dxs 2upr = 72

L’estimation (2.13) sensuit. Maintenant, (2.11))4 et (2.17) donnent

dUs¢
H o & luele,
Vé- g dx3 L= (Is)
e dUi¢ ; ca
+ +./% R £ —_— ut

25



CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

D’ou cs
U3 ¢ _Jﬂlgi(Us,{) 22015 = T” ugllpy,
Cé?
10 = t1a(Un6) = (x5 = 80) M1 (R )l 215y < —5 1,
Cé?
1Us¢ = M1 (Us,¢) + (x5 = 80) M 1a (R e 1201y < —7 Nt ey
Les estimations ci-dessus ainsi que (2.11)); et (2.17)) donnent (2.16)). O

Soit @ un sous-ensemble ouvert de R, I € N*. Pour chaque fonction mesurable ¢ sur

€2, x @, on note ¢ la fonction constante par morceaux définie sur w x @ par
(Z(zl, Z2,X) = (¢ (x) pour tout (z1,22) € +¢€Y, €=, et pour p.p. x€O. (2.18)
Les champs associés a la décomposition (2.9) de u; sont désignés
U, Re L*(w; H' (I5;R%)), R* € L?(w; H' (I5;RY)) et il € L?(w; H (Ps; R)).

Comme conséquence de (2.11), on a

1iill 2 xpyys < Crellully, IVl 2@xpye < Cellully,

H—aﬁ <C<ul H—aﬁ Rnes| <CEul @19
= — U Vo - e3 - - V.

0x3 l1L2(wxI5)13 r2 0x3 [L2(wx 15)13 r

2.2.2 Décomposition des déplacements des plaques

Soit « dans H!(Qgs ¢ »;R®). Dans les plaques Qg et Qg , le déplacement u est décomposé en

(voir la décomposition des déplacements des plaques introduite dans [23}24], voir également

(L.6))
u(x) = %4 + (x5 —s8) BL(xX) + T4 (x), pour p.p. x = (x1, X, X3) € Qg (2.20)

ol X' = x1€1 +xpe2, U = Ufe; +Uler + Ul es € H (w;R%), B = % e1 + Re, € H' (w;R?)
et u? e H! Q4R3), d € l{a,b}. Le déplacement résiduel u (également appel€é le gauchisse-

ment) satisfait

fd w4, x3)dx3 =0, fd (x3 —s6)ﬂZ(x’,x3)dx3 =0 pourp.p. X' €w. (2.21)
I

0 IE
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

En outre, on a les estimations suivantes, d € {a, b}, (voir [23, Théoreme 4.1]) et théoréeme

: 2
> (6||m(9@d) | 2y * 17 ap i) 20
a, f=1
” H d < i” I (2.22)
axl Lz(w) dx> 2|l () = g2 MV
||u ||[L2(Qg)]3 < Colluly, ||Vﬁd||[Lz(Qg)]9 =Clluly,
ol 02[,‘,11 = %ldel + %Zdez.
Le tenseur des déformations du déplacement u est donné par (d € {a, b})
1 o
d d d 3 —d
Iy I E(f%—)l +_0x1 )+Y13(u )
Vu).= 1 6%d p.p. sur Q4 (2.23)
( )S * ng E(?]}g+—a )+Y23(u ) 0
* ok ¥33(@%)

T s = Yap(Uih) + (x5~ $0)Yap(R) +Yap @)

A partir de maintenant, on suppose que les déplacemnts appartiennent a Vs ¢ ;.

Estimations pour la plaque Qf;

On observe que si u € Vj . ,, alors tous les termes de la décomposition de u s’annulent sur

1"(15’ . En particulier, on a
Y e Hl(w;R?), %" e H} (w;R®).
D’ou, de I'inégalité de Korn 2D et (2.22) (voir également corollaire[I.3.2)), on obtient

C C
127 i < sy, 1%l < 5 1ulv. (2.24)

Ensuite (2.22)) avec (2.24)); conduisent a

”V%b”[LZ 2 = B w2t =75 (2.25)

s lully < < lully.
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

On applique I'inégalié de Poincaré, cela donne
C
1231 73 ) < szl (2.26)

D’ou, d’apres (2.22), (2.24), (2.23) et (2.26) on obtient les estimations classiques pour une

plaque fixée sur son bord latéral

C
” Ug ”LZ(Q(I;) = C” u” V> ”vu” [LZ(Qg)]g + ” u3“L2(Q§) =< 5 ” u”V (227)

Estimations pour la plaque Qf

Considérons le déplacement membranaire %;;, = %'e| + %, e;. De la proposition on

sait qu’il existe un déplacement rigide r“ tel que

r{(x") = af - b x,, ry(x") = af + b xy, ¥ ew,
12 gy = 2 11 oy < Ca%2:21 1Y ap (%)l 120 < 562 lullv. (228)
Il existe également une second déplacement rigide R“ tel que
RY(xX) = bY — cxp, RY(x') = b + cxy, X ew,
12 =R (1 ()2 < aﬁil 1Y ap (B 12 () < 63C,2 llully. (229)
Alors (2.22) et I’estimation ci-dessus (2.29)) donnent
0 T R ) H o PR 55,2 lully. (2.30)
Ona . .
61162(6:;?’ + “) - %(G::Z’ +R§l) =-2¢ in H ().
Cette égalité et (2.30) conduit a |c| < —— 5372 —— llully qui, a son tour, avec (2.29) donne
IVRN 120y < 5372 lullv. (2.31)
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CHAPITRE 2. JONCTIONS ENTRE LES PLAQUES ET LES POUTRES

Comparaison des termes des décompositions des plaques

0 -bt R¢ 0 o b
RY=| b¢ 0 X%, R =| 0 0 2|

pl
~RE R0 ~RY -#L 0

On pose

Lemme 2.2.2. On a
||VM—R6:,||[L2(Q§)]9 = Cllully, ||VM—RZZ,|| (L2@)° = Cllully. (2.32)
Les constantes ne dépendent pas de 0, € et r.

Démonstration. De I’expression (2.20) de u dans la plaque Qf, on exprime Vu—R%. Ensuite,
les estimations (2.22)), (2.28) et (2.31]) donnent

a
Vi =R, lliz2ge

— oxUs
V 3

= C(” uall [LZ(Qg)]Q +63/2” \7%“”[]42@»]4 +61/2H W +%?
1

L% (w)

+51’2“%§l + RS

12(w) +812IV @y - x ) 2wy22) < Cllully.

De la méme maniére on montre (2.32),. O

Pour ¢ € L' (w), on définit la fonction constante par morceaux .4, (¢) appartenir a L= (w)

par

1

My =, =
() (x) () (e€) D]

f P +2z)dz, pourp.p.x €el+Y,, E€Z,.
Dy

Rappelons que pour chaque ¢ € H' () (EP

lp(e +-) — Ay (P)(€€) l2(v,) = CE\ / ln(E)HV(P” [L2(Y.)]2 V¢eZ,,
r (2.33)

)
lp— e (D)l 2y < Ce ll’l(;)”V(p”[Lz(w)]z'

2. En annexe A, nous donnons une démonstration de ces inégalités classiques.
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Lemme 2.2.3. On a (d € {a,b})

852

lully
||e% % ”[LZ(w)]Z < C

53/2 ’

gl
ln(;) llullv

53/2’
<C[£ e’ in (6] ]2
Il zelly

852 £2
1B 2 2sc[1+—+—
[L=(w)] 2 r

(2.34)

” Rt;ll -R”

L2xIs® =~ |72 T
2 2

+€7 ln(g)

|| Rbc

2xIs)9 = C[”

Les constantes ne dépendent pas de 0, € et r.

Démonstration. On utilise (2.24), (2.32)); (resp. (2.31), (2.32)),) et (2.33), on déduit (d €

{a, b})
d llullv
RS, - 4t (R )||[L2(w)]9 = Cey/In ( ) 5372
(2.35)
d € €
Vit — ot (RE) | 2o = €(1+ 5 ln(;))ll ully.
L’estimation ci-dessus (2.35) et (2.15)) permettent d’obtenir
6% € (e
Y 72|, (RY)(e€) - (Rbe) C( +In ( ))IIuIIV (2.36)
$eE, g
qui, a son tour, avec (2.33)); conduit a
26 et (e
R — 10 (R [ paye = €[5 + 5oz [ Jul (237)
En outre, a partir de (2.14), et (2.19)3 on trouve
0%e?
IR - (Rbe)ll[Lz(wX, o < C—lully,
" (2.38)

~ o€
4210 (R™) = 1o (R 0 < 67 el

D’ot, (2.37) et (2.38); donnent (2.34))3 tandis que (2.37) et (2.38)), donnent

2 2 2
4 ob e” (6% € € 9
IR =R 2 0 = C =5 52“‘( )it

Ainsi (2.34); est prouvé. L’estimation ci-dessus avec(2.24)); conduit a (2.34),. Finalement,

@381 et @2F), donnent (Z3),

]
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Comme conséquence de (2.22) et (2.34)),, on obtient

2 82

Vs ||[L2(w)]2_c[1+€6 += 1n( )

llully

S (2.39)

Dans le lemme suivant, on estime la norme L? du déplacement membranaire % %.

Lemme 2.2.4. I existe une constante C (indépendante de 0, € et r), telle que

€ ed? g e\ lull
128 - L) 2,y < Ce 1n( )1+—+— In(-) S

2||Lt||
800 =01+ B+ 5 fin ()L,
0
€ 6% € et llull (2.49)
d_ 73 / v
||02[3—U3||L2(w><16)$c€ ln(;)[1+7+7 ln(;)] 5 ,

P 2|lully
||U3||L2(wx15)<c[1+7+7 ln(;)] 5’

6% €2 ey12llully
||%;;—021§||L2(w)+||%5||L2(w)sc[1+—+7,/1n(;)] 7
€6 A lulv
”v% ||[L2(w)]2<C[1+—+— ] 61/2 ’ (241)

- 6% ¢
1Tl 2ty < (:[1+7+7 ln(r)]llullv.

et

Démonstration. Etape 1. On montre (2.40). Grace 2 et (2.35)); on obtient d’abord

d
% s () Lz(w)<c(1+§ 1n(§))||6u1|/|zv

+/%r(.% )

On utilise (2.33),; et I’inégalité ci-dessus, on obtient
Y f U €€+ x') — My (UL) (€6) + x1.M, (R (€6) + Xp M, (RE) (€6) | d X1 d x
€ER
2

< cetin(£)(1+ S £)) 4.

Cette estimation avec (2.22)3 et (2.35)); conduit a

Y Nusted +) — ttr (%) (€8) + 3146, (R]) (€6) + 2ol (%5) (£0) ”iz(ygxlg)
4

< c[o? +521n(8) ;2 (1n(8))2] lul?.
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Ceci avec (2.16); donne

S 20|t ()€ — 1 (Us ) <C[5+%ln( )] lul?,
EEE
‘ . 2 (2.42)
~ Ce € £
= |t () = t19(05) |2 = 55 [0+ 5 In ()l

@ = ;285
En outre, de (2.14), et (2.19)4 on trouve

o%e*
” U3 Id(Us)” (L2 (wxIs)]? = CT”””V)
, (2.43)
oty (T5) = Ay (T) Py 0 = C 2o Nl

puis avec (2.42),
2 2
by 112 £ £ AN
|t (25) =t (2 2y = C 55 0+ In (]|l
qui, a son tour, avec (2.33))2, (2.29) et (2.39) donnent (2.40);-(2.40), (on observera que, grice

a I’hypothese (2.8)) on a ;\/ ( ) > 1), tandis que (2.42)),, (2.43), ainsi que (2.33))2, (2.25),
(2.39) conduisent a (2.40)3- (2.40),.

Etape 2. On montre (2.41)). On considere (2.24)),, (2.28) et (2.33);. On obtient

Il
Y b iee+) -t ()0 |z = C*in(-) =Y,
Z ”%f(f{-{-)— ( (£€)||L2(Y <C€21n( )HV%a” [L2(w)]2’

E€E,

llull?
= ) %€t +) - () (g‘f)”LZ(Y)—C £’In ( )( L+ || )

€€,

Grace (2.22)), (2.35); et les estimations précédentes, on a
Y wntes +) = (7)) + (s + 8).46, (23) (€0 | oy, et

EEE,
€
< C[62 +ezln(;)] lull?,

Y wne&+) — ot (2]) (€8) + (x5 — 6) M (RS (6) ||ig(yexlg)
E€E,

< N 2 21n(& a2

<Clo?+e n(r)] lul? + Ce n(r)6|b3|
Les estimations ci-dessus avec (2.16)), conduisent a

Ce? 64 €
”'/%r(%lb)_'/%lb(Ul)“H(w)— 2512 tE hl(,,)]”””v’

Ce?

5 . Ce (2.44)
= 25|z e ln(r)]||u||v+—1 n(£)imgre

|t (")~ g (0))]
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En outre, de (2.14), (2.19)4 et (2.34)4 on tire que

10, - Id(U1)||L2(a)><15) = C‘SZ(_H”HV + ”Rbe [Lz(wx15)19)

6% g2 )
SC[1+r—+7\/1n(—)] el (2.45)
i i ed® & /—zuuu
”'%I(?(Ul)_“%lé’([]l)”iz(w)SC 1+_ - ] v

D’ou avec (2.44))

852 23 84
|t ()~ oty () ”Lz(w)_c[1+ \/ ] - ( )|b3| :

L’estimation ci-dessus et (2.33), donnent

||02l1a _%lb”LZ(w) SCE ln( )(”v%all [L2(w)]2 + ”V%bll[LZ(w ]2)

1+£+_r] o 00
—C 862 ir] ||u||v 84 (i)|b3|-

Y 2 . ) .
L estimation de || % — % |72, st obtenue de la méme facon. En conséquence, en utilisant

(2.24),, I’estimation suivante conduit finalement a (a € {1,2}) :

||%g||i2(w)sc[1+%+§ ln(;)]an;” c ()lb“l (2.46)

Maintenant, on observe que
f (1 %5 (xX) = xp 2 (%)) d x'
w
= f (21 (25 (x) —¥5 (X)) — 22 (U (x) — ¥ (') dx + 2b f (x?+x5)dx .
w w

Alors (2.28)) et (2.46) donnent

b2 <c[1+ F]ZMV C—l ( Jibg P2

St — ln( ) est assez petit, on en déduit une estimation de b§. En résumant les estimations
r r

de cette étape et en utilisant (2.28)) on obtient (2.41));-(2.41)),, puis (2.44),, (2.45),, (2.41)), et
(2.24) donnent (2.41). O
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En conséquence des deux lemmes ci-dessus, on obtient les estimations de la restriction de

e6? e [ rentluly
IIVull[Lz(Qg)]9$C[l+7+7 ln(;) 5 y

6% ¢ £\ 12
lttal 200 < C 1+7+— ln(;)] luly, (2.47)

u a la plaque Qf

sl 2(0) < c[1+ €62 +§ 1n(§) ]2 ”u5“V'

En outre, de (2.13)-(2.34)4, (2.11)), (2.40)4 et (2.41)3 on tire les estimations suivantes de la

restriction de u a I’ensemble des poutres Bs ¢, :

€62
Vet 125, = Cos [ —+—\/ln ) v,

ltall 2, ) < C= [1+£¥52+§ 1n(§)]|u||v, (2.48)

e6* ¢ €\ 12
ltsli2(s,) = Cos [ 1+ = + =1 /(=) | ha.

2.3 Principaux cas

En vue de (Z.40), (Z.41) et afin que les déplacements membranaires 2 ¢ et %" soient d’un

méme ordre ce grandeur, on suppose que

62 4
Er_z uniformément majoré et % In (8) petit. (2.49)

Maintenant, les trois petits parametres 8, r et € sont liés. On pose
e=x¢0°, r=x16", n>0, p>0. (2.50)

Les conditions (2.49) et les hypotheses (2.8) conduisent a

xK1<1, sin=1,
1=n<2p et 20=2n=p+2,
K1 <Kko/2, sip=n.

Le couple (n, p) doit appartenir au polygone convexe (sans le bord n = 2p) dont les sommets
sont

(1,1, (1,1/2), (4/3,2/3), (2,2).
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Ainsi, il y a six cas a analyser. Ils correspondent a deux sommets, trois arétes et 1’intérieur du
polygone. L’intérieur de ce polygone convexe correspond a la situation la plus générale. Nous

analyserons ce cas dans les sections suivantes.
A partir de maintenant, on suppose ([2.8)) et (2.49).

Ci-dessous, nous réécrivons les estimations et (2.48) obtenues dans la section pré-

cédente

C
||ua||L2(Qg) = Cllully, ||Vu||[L2(Qg)]9 + llus ”LZ(Qg) = E”””V;
(2.51)

r r
el 2m e < Collv,  IVUlzqm, 0 + sl s, < Coslully.

2.4 Hypotheses sur les forces appliquées

Compte tenu de la relation (2.7) et des estimations (2.27) et (2.51)), on peut donner les

forces appliquées ;

— Dans la plaque Qg , les forces volumiques appliquées sont données par (d € {a, b})

X
fas(0) =82 (x1, %2, 33) dans Qg,
. s ) (2.52)
f6(x) = 6% ff (x1, %2, 3) dans QF,
ou fd appartient a 2 (Qd;Rg), de{a,b}.

— Dans I’ensemble des poutres Bs . -, les forces volumiques appliquées sont données par

) X1—€& xp—€&y X
fa,é(x)zﬁge(géyl &1 xo—€é 3)’

) r )E
e26% (., x1—¢€& xp—¢€&y x3 o
foott) = - frlee B BEEE R, &= = (2.53)

x, be !/
dans e[—]+Drx15, X €Ew,
€

ol f* € € @;L*(B,;R?).
Comme conséquence de (2.27), (2.51)), (2.52) et (2.53)) on obtient que 1’énergie élastique totale

est majorée par

& (us) = fQ fisuisdx < C&?|uslv, (2.54)
5,61
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ou C est une constante indépendante de 9, € et r (voir le lemme de I’Annexe A.)
Prenant en compte (2.1)), (2.2) et (2.54)), on déduit qu’il existe une constante ¢ > 0 indépen-

dante de 0, € et r telle que
clusll?, < &(us) < C8?|usllv.
D’ou
luslly < C63'2, &(ug) < C8°. (2.55)

La constante ne dépend pas de 6, € et r.

2.5 Les opérateurs Il; et I,

Dans cette section on introduit les opérateurs I1s et 11, et on donne quelques résulats sur
ces opérateurs. Ces opérateurs sont essentiels pour I’étude des deux processus de réduction de
dimension. L’ opérateur I15 a été introduit pour I’étude des plaques minces 6 — 0. Le second
opérateur I, a été introduit pour I’étude des poutres fines r — 0. Grace a ces opérateurs,
on peut donner les estimations des termes des différentes décompositions dans des domaines

fixes.

2.5.1 L’opérateur Il

Définition 2.5.1. Pour toute fonction mesurable ¢ sur Q%, d € {a, b}, on définit I’opérateur

15 (@) par
Is(p) (X', X3) = (x',6X3)  p.p. (x',X3) € Q.

L opérateur I est linéaire et continu de L2(Q¢) dans L*(Q%), de plus pour tout ¢ € L*(Q)

on a

1 1
Ld Hg((,b)d;dng = 5Lg¢dx'dx3 115 () ”LZ(Qd) = W”QDHLZ(Q(‘;)‘ (2.56)

D’ou

1
15 @) 2t) = 5177 101 1200
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Si p € L*(w; H'(IY)), d € {a, b}, on a

Ol (¢h) o
aicg =0l (6x3)

Comme conséquence de 1’égalité ci-dessus on obtient

s1/2 H
2@d) 0x3

%%
0X3

ey (2.57)

2.5.2 L’opérateur I,

L’opérateur I1, défini ci-dessous sera utilis€é avec des fonctions initialement définies sur
Bserou | J (g€ +Ps) puis transformées par I’opérateur
$eEe
Définition 2.5.2. Pour w mesurable sur w x Pgs, on définit [’opérateur I1.(y) par

I,y (x, X1, X2, X3) =yw (X', r X1, 7 X2,6 X3) p.p. (X', X)ewxB.

L opérateur IT, est linéaire et continu de L?(w x Ps) dans L?(w x B), de plus pour tout

(D, V) € [L*(w x Ps)]%, on a

r’é ,(®),(¥)dx'dX,dX>d X5 = f O, x)¥(x', x)dx'dx.

wxB wxPs
D’ou,
1
11T (P) || 2 wxB) = m”q)lhzmxpg)- (2.58)
Si ¢ € L?(w; H' (Ps)), on a
oIl (@ oD
@ _ ril, (—) dans L*(wxB), a=1,2,
0X, xa
oI, (D)
03(3 - 517,(6_363) dans L*(w x B).

A partir de ces égalités, on a

T e e P

0X, I12wxB) ~ 512 0xq 112(@xPs)’ "

oI, (@) 61/2 (2.59)
” 0X3 Lz(wa) H0x3 I2(wxPs)
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A partir de maintenant, le couple (p,n) appartient & lintérieur du polygone. Dans ce cas on
notera que
2 4

T T Y . € €
i =imp=0 @ jmIroimon()se e

2.6 Les champs limites

Soit {us}s une suite de déplacements avec us € Vs ¢, satisfaisant a
luglly < C83/2. (2.61)

Utilisons (2.58) et (2.59) pour trouver que les estimations (2.19) deviennent

e — <
1T @) zwer + |55 | e = €0

H "Hr_(%)( _c&” “ aﬂr_@f)‘
0X; li2wxppE ™~ r’ 0X;
oI, (Us) 862

H GrXs(S 2D 87

et les estimations (2.34)3-(2.34)4, (2.40)4, 2.41)3 et (2.62)3 (d € {a, b})

€62
<

2xD]B — ~ 2’ (2.62)

~ 611, (Rs) Aes|

T (RS )22 @y < C ||Rf],5 — 11, (R})

6% €2 €
[LZ(Q)XI)]QSC[7+T ln(— ];
(2.63)

oI, (U, N _
H M + ”Hr(Ua,(S)”LZ(wa) = C5, ||Hr(U3,6) ”Lz(w;Hl(I)) =C.

0X3
Les estimations (2.22)), (2.24)-(2.26)), (2.34),-(2.34).,, (2.40),-(2.40), et (2.41)); deviennent
ous

3,6
~—+ R d
0Xq Bz

e6® € € z
1925,5 = R 5l 12 < C 7+7\/1n(;)], II%gfé—%gf’,@IILz(w)sCe,/ln(;) (2.64)

H olls (1) ) “ olls (1) )
0xq 2@ =~ 77 0X;

L2(wx])

d d d
19 g, 5 1l 11 (o) + H o = €O N5l @) + 195 i o2 = €

[Lz(Qd)]3 + ||H5(ﬁg) || [L2(Qd)]3 = C62

En conséquence des estimations ci-dessus, on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 2.6.1. Soit {us}s une suite de déplacements appartenant a Vs, , et satisfaisant

[@.61). 11 existe une sous-suite de {5}, encore notée {5} et ti € L*(w x I; H (D;R%)), Ry, Uy €
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L%(w), (U3, Ry, Ry, R3,Us) € [L?(w; H'()))° satisfaisant Ry = 0 dans w x (I*U I?), Ry(-,0) =

Us(-,0) =0 p.p. dans w et Zy € L (w x I) tels que

1 -
—1I,.(lis) ~ i  faiblement dans L*(w x I; H'(D;R%)),

ed
oI, (i,
ET;JT(? —0 faiblement dans L?(w x B;R%),
II,(Rs) =R faiblement dans L*(w; H (I;R%)),
2
#n,(ﬁm ~R5a(,0) —R,  faiblement dans L2(w; H'(I)),
2
.

?H,(Ea,g) — Ry faiblement dans L*(w; H (1)),
1 (2.65)

I1,(Uys) — U, faiblement dans L*(w; H' (1)),

5
Hr(ﬁ3,5) —Us faiblement dans L?(w; H' (D)),
672217,((73,5 ~Us5(,0) =03 faiblement dans I*(w; H(I)),
r (01U ~ = . 2
52 (G—Xg - 6Hr(Rz,5)) 7 faiblement dans L*(w x I,
oI, (U . _
?22((;(—)(32’5) +011,(Ri5)| ~ 7 faiblement dans 1*(w x D).

En outre, il existe u” € L*(w; H'(I%R%), Rq € H)(w), %& € H)(w), s € H () et Z8 €

L?(w), d € {a, b}, tels que

%H(s (ﬁg) —~ 7 faiblement dans L*(w; H' (I%R%),
%OH;SZ) -0 faiblement dans L? Q%4R3),
%2,5 — R faiblement dans H'(w), 266
%%5'5 — 02[5 faiblement dans H'(w),
%g s — Us faiblement dans H' (w),
%(ajjjls + %Zﬁ) —~7z%  faiblement dans L*(w).
De plus
0% .
s =—Rq, p.p-dans o, Us=%; p.p.dans wxI. (2.67)
On pose

1
Ua =5 (U +a).
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oUu, -~ oU
Les champs limites O_Xa’ Uy et Uy, 6_3 sont liés par les conditions de jonction suivantes :

3 Xa
oU, _ 0us _ 00, _ 0us _ 5
an B Oxl e an B OXQ B v d
.. 1. 2.68
0%; 0% p.p. dans w x ( )

U, X3) = Uo () = Xz=——(), UL =Uy—s

0xy
Démonstration. Etape 1. Comme conséquence des estimations (2.62)) et (2.63) il existe une
sous-suite de {0}, encore notée {5} et des fonctions telles que les convergences (2.63));, (2.63)3-
(2.65)10, (2.66)1, (2.66)3-(2.66)6 sont vérifiées . D’apres les estimations (2.64) on déduit que

les suites {,%"g 5169 {%Z sta (resp. {%;6}5, {02/3b s}a) convergent vers la méme limite. De plus,

les conditions au bord sur les fonctions % f; 5 %f 5 and %Z 5 donnent

UL, U3, Ko € H(w).

, r ~
Etape 2. Grace a (2.62), la suite ?{Hr(u'(g)}(S est bornée dans L?(w; H!(B;R3)). D o, 4 une
€

sous suite pres, elle converge faiblement vers une limite appartenant a L?(w; H' (B;R%)). La
convergence (2.63); et (2.60) impliquent

r

€62
D’ot (2.63),. De méme, on prouve (2.66)),.

Etape 3. La premicre égalité de est une conséquence de (2.64),, ainsi %3 appartient a

. 1 .
I, (iig) = %(Eﬂr(i@)) —0 fortement dans L (w; H' (B;R®)).

H2(w). D’aprés (240); on déduit que Us =% p.p. dans w x I, ce qui prouve (2.67)».

0lls(Us) £62

Etape 4. On rappelle que H e — 815 (Rs) Aes s =C - alors les convergences

(2.63)3 et (2.65)5 conduit a

ou, -~ 00, "
— =R, —==-R, pp.d I. 2.69
6X3 2 0X3 1 P p ans @ x ( )

Par conséquent U, appartient & L?(w; H2(I)). Grice aux estimations (2.62)) et (2.63), le champ
R ne dépend pas de la variable X3. Alors (2.63), implique que R = 0 dans w x (14U I?).

€6 r
) =0, (2.63), donne également

. &0 .
Commehm—_hm(7.5

e—0 r e—0

R =Ry, R>=-R,,  p.p.dans w. (2.70)
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Etape 5. De (2.67), @2.69) et (2.70), il existe Cy € L?(w) tel que

Talt1 Xs) = ~ X 2 (), dans L*(w;H' (). (2.71)
0xq
D’autre part, d’apres (2.44))
P 6 52 3
|t (@8 5) = t10(Oas ) 200y = €O T ln(;)). (2.72)

Soit ¢ appartient & L' (Q%). Un simple changement de variable donne

J%Ig () (x") = M 1a (5 () (X)) pour p.p. x' €w (2.73)
ou
1 d / 1 Kd / /
Voe L (wxI), ./%Id(q))(x):z— ®d(x', X3—8)d X3, pourp.p. X €w.
Kd K4

D’ou, d’apres (2.33)-(2.64) et (2.72)) avec les égalités ci-dessus, on obtient

Ugs g/”r (%gs)

2w) <Ce ln(?),

=c(Z 4 fn(9),

I5
A (UL 5) - ﬂld( M5(Uas))

H o) I2(w)

Le passage a la limite donne %ff = M;a (U,) et ensuite avec (2.71)

3
+ Cq,.
a

UL = Ma(Uy) = -
On en déduit les expréssions de Uy (-, X3) dans w x I et de ¢ dans o (voir (Z.68)). O

Comme conséquence du théoreme ci-dessus et des décompositions (2.9)-(2.20), on a

1 o

511l p) = Ua = X3 S I,(uz5) —U; faiblement dans L?(w; H' (B™)),
Xa

1 2%

gﬂg(ua,g) — Yy — X3 3 3, s (uss) — s faiblement dans H'(Q%)
Xa

Le déplacement limite est de type Kirchhoff-Love.
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Chapitre 3

Le probleme limite et l1a convergence de
I’énergie

3.1 Comportement asymptotique de la structure.

Soit y une fonction de 2 (R?) telle que
x(x") =1 pour tout x’' € Dy,
x(x) €10,1] pour tout x" € R?,

Ci-dessous, on rappelle deux résultats classiques d’approximation.

Lemme 3.1.1. Soit ¢ appartient a W1 (w). On défini ¢, , par
N T o | Sty
Si g tend vers 0 alors pour tout p € [1,+00)
Ger— ¢ fortement dans WP (w). 3.1
Soit ® appartient & W>*(w). On défint g, par
o b I R o [ T

r
Si — tend vers 0 alors pour tout p € [1,+00)
€

., — ® fortement dans W*P (w). (3.2)
Démonstration. Voir les démonstrations des lemmes et de I’ Annexe A. O
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3.1.1 Limites faibles des tenseurs des déformations
Comme conséquence immédiate des convergences du théoreme [2.6.1] et des expressions

(2.12)-(2.23)) du gradient symétrisé dans les poutres et dans les plaques, on obtient

Proposition 3.1.1. Sous les hypothéses du théoréme dans I’ensemble des poutres on a

la convergence faible

éﬂr((m)s) —T  faiblement dans [L*(w x B*)]3*3 (3.3)

ou les composants de la matrice symétrique ' sont données par

. 1(aua aﬁﬁ) . 0U; 5 oR, ' x oR,

726X, 0Xg BTox; loxs  Coxs
I3 =—(21—X2%+%), =—(Zz+X10R3 Ozlig,)
2 0X; 90X, 0X;  0X»

Dans les plaques on obtient les convergences faible suivantes (d € {a, b}) :
1
5H5((V ”5)3) -1 faiblement dans [12(Q%)3*3 (3.4)

ou les composants de la matrice symétrique T'% sont données par (U, =% e, +%-ez)

RS a _L(ja, oul ,  oud
, T Zy I'ss=—.
Oxg0x ( 0X3 ) 3 0X;

aﬁ =Yap(@m) — X3 (3.5)

]

3.1.2 Détermination du tenseur de déformation dans I’ensemble des poutres

Pour déterminer les Z, et le gauchissement ii on procéde comme dans [5, Section 6.1] et

[6, Section 8.1], on obtient ii, et Z,. Cela donne (p.p. dans w x B™),

~ ~

i (-, X) = x 2% x XP— X5 0R, X5 - X% 2R x

i, X)=v { IO_X;.;( 3) + > d_Xg( 3) — X3 5% ( 3)}

= © U, X+ XX oR, X X2 - x? aﬁl 5 (3.6)
(-, X)=v { 20—3( 3)+ X 26_( 3) — 2 O_XP,(.’ 3)},

ﬁfﬁ('yX) = ) Za - 0)
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CHAPITRE 3. LE PROBLEME LIMITE ET LA CONVERGENCE DE L’ENERGIE

. Abe . : s
o v’ = est le coefficient de Poisson du matériau des poutres.

2( Abe + Hbe)
Pour plus de détails sur les relations ci-dessus voir le lemme de I’ Annexe A.

De I’expression (2.2)) du champ du tenseur de déformation, de la convergence (3.3) et des

expressions (3.6) de i et Z, on obtient

%Hr(ﬁ(s) -3 faiblement dans [L?(w x B*)]3*3 3.7)
€

ou
2115 X) =202, X) = Z12(,X) =0,

OR OR
2150, X) =~ Xo 2 (1, X3),  Zas(,X) = pP X — (-, X3),

0X3 0X; p.p. dans w x B*.  (3.8)
2330, X) = EP| ===, X3) = X1 =— (-, X3) + Xo—— (-, X3) |,
53, X0 = (3220, X0) = X1 92, X6) + o 5o, X))
be be be
3N +2
Ebe = a ) est le module de Young du matériau élastique des poutres. Dans la
Abe_,_ube

Section [3.2] on montrera que

=0 dans w x B™.

3.1.3 Détermination de Z%’s et le gauchissement u*, d € {a, b}

On procede comme dans [24, Section 5.2], on en déduit d’abord que les fonctions ﬁz et

7% sont nulles et que

_aﬁgi A d 0%
2 X3) = — ULy — (X3 — ’
0X3 () X3) AP+ Zﬂpl (th( m) — (X3 —8) ax(xaxa) )
AP! 52 p.p- dans Q%, d € {a,b}.
S U ) — Xz —n ),
ﬂpl+2l,tpl (Yaa( m) 3axaaxa)

Pour cette égalité voir le lemme [5.1.6/de I’ Annexe A.
Rappelons que de (2.21), on a fl . ﬁgf (x', X3)d X3 = 0, p.p. dans w. Cette égalité permet d’ob-
tenir la fonction ag’ en fonction des champs %, et %3. Mais ces dernieres expressions sont
inutiles. Pour donner la limite des tenseurs de déformations, nous avons seulement besoin de
la connaissance de la dérivée partielle de ﬁ?‘f par rapport a X3. Ainsi, de I’expression du
champ tenseur de déformation et maintenant en utilisant la convergence (3.4) on trouve

1

6H5(0§) — 3% faiblement dans [L(Q%)]3*3. 3.9
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—d

Insérer I’expression ci-dessus de —— et en tenant compte que Zg =0 on obtient

3

0%
d _
ZH— e pl)2 [Yu(%m) X3 o2

EP 0%
>4, = —[Yzz(%m) X3 :
dx?

22 12
(vP) 5

0°U;3

@ _ E”
2= Too7l [YIZ(%m) - X3

AP

2(APL+ Pl
Young du matériau élastique des plaques.

ot vPl =

3.1.4 Le probleme limite

On pose

0x10x 1

est le coefficient de Poisson et EP! =

0%
Ox;)]’
0%

fo3 ) ] '

Vpl()/zz (PUm) — X3

+ Vpl(?’ll (WUm) — X3

2?3 =0 p.p.dans ok

uPLBAPL + 2uPh
APLy Pl

fa—f 20, X3)dX3+f 12, X3>dxg+f £ X)dX,

fg_

fxg “(X)dx)

+flaf3“(-,X3)dXs+f1b f3 (',Xs)dX3+fBb freX)dX.

Ona f; € [%(w).

Théoreme 3.1.1. Le triplet (%U,,%»,%3) est la solution du probleme variationnel

(U, U2, U3) € Hy (w) x Hy () x Hj (),
2(k 4+ xp) EP!
nEP! 02U, H2D

= 1—P!
" 1 - (vPh2 fw [( v )Oxaaxﬁ 0xa0xp
2(kq —Kkp) EP! o1, O°U
S f [(1—v )
_ 2(kq—xp)E”
1— (Vpl)z

0xq0Xg

f[(l_wl) (U ) oo
w Yaptém 0x40x

f | =Py ap W)Y ap ) + VP (k@) (y i) | A
w

+ vPZA%A@] dx’

s Yap(P) +VplA62/3(Ykk(¢))]dx'

+v’”l()/kk(%m))A<D]dx'

= f fabadx' + f £Pdx,  Y(p1,¢2,®) € Hy () x Hy () x H (w),

ou

1 3 3
= § [Z(Ka +1<b) +6(k,+xp)]|.
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CHAPITRE 3. LE PROBLEME LIMITE ET LA CONVERGENCE DE L’ENERGIE

Démonstration. Soient ¢y, ¢, et @ appartenant a2 ¥ (w). On définit le déplacement vz par

1 x3 0D
05,(0) = =5 (Paer(¥) - T =),

’ 0 O x€ Qe
Vs 3(x) = ga)e,r(x,);

oll Pge.r, Dgr sont définis dans le Lemme Puisque y =1 dans D, dans chaque poutre
le déplacement v coincide avec un déplacement rigide. Par conséquent (Vv%)g =0 p.p. dans
Bﬁ,e,r'

Dans Qg ona

0°®
X3 e,r )’ yi3(vs) = 0.

5 0xq0Xg

On applique I’opérateur I15. Le lemme permet de passer a la limite. Cela donne
2

0xq0xp

1
Yap(vs) = ﬁ(Ya,B((,bs,r) -

8?5 (Yap(V5)) = Yap(®) — X3 fortement dans L?(Q%), (3.12)

Pour tout x dans Bs . on a
rast = gloale[7])-F e lel5])
!
|

st = S{olelZ)) e 2} wol )

0D
621'[,(17;',3) — (pg— Xga— fortement dans L?(w x B®),
Xa

811, (v35) — @ fortement dans L?(w x B™),

(3.13)

fL0)
621'[5(1)“,5) — (g — Xga fortement dans L2(Q%),
a

631'[5(1)3,5) - fortement dans L2 (Qd).
Dans (2.6) on choisit le déplacement test vs. On a donc
f Uij,gy,-j(vg)dx:f ﬁ,5vi,5dx+f fisvisdx.
Qeual Qeuab Bs e

On transforme cette égalité en utilisant les opérateurs Ils, T etll +. On obtient

1 2 .. /
fQ“th 51s(016)8° M5 (yi(vs))dx dXs

- fQ o FA6%5 (g 5)dx' dXs + f
ay

e fE6%T5(vs5)dx' d X (3.14)
ay

2 2
r T 52 — r . o3 .
[ MGt pdiax s [ (a6t T X
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On passe a la limite dans 1’égalité ci-dessus, en utilisant (3.12))-(3.13). Cela conduit a

)
d /
- X dx'dX
de{zab} aﬁ(Yaﬁ((P) 30xaaxﬁ) X 3
0o
=y (fmf(f(q)a—Xga—)dx’dxg+fm]gdq>dx’dxg) (3.15)
dela,b}

0D
ef o g(pe-Xgo)addxs [ gowdvax
wxDqxIbe wx Dy xIb

On rappelle que
1= - pl)Z Y11 m Yoo "ém 3 ax% axg »
EP! 03 %
d _ pl _ pl 3
Ty = T Y2 ) + ¥y ) = X 2 e )]
EP! 0%Us
zf, = U
12777 [le( m) — 6x16x2]

Finalement, en remplacant (3.10) dans (3.15). Aprés simplification on obtient (3.1T)) pour tout
(1,2, D) € [2(w)]°. Puisque 2(w) est dense dans Hy (w) and H{ (w), one gets (3.11)) for every
(1, ¢2, D) € Hy (w) x Hy (w) x Hj (w).

Finalement, en remplagant les quantités ci-dessus dans (3.15]), aprés simplification on ob-
tient pour tout (¢, P2, D) € [D (w)]3. Puisque 2(w) est dense dans H& (w) et dans Hg (),
on obtient pour tout (¢, ¢z, @) € Hy (w) x H} (w) x H (w). O

3.2 Convergence de I’énergie

. e 1
Dans cette section, on montre que I’énergie élastique totale ﬁé’)(ug) converge. On rappelle

que I’énergie élastique totale est

& (ugs) :f O'ij,(s)/ij(ug)dx:f fisuisdx.
Q5,£,r Qﬁ,s,r
Ce qui s’écrit également

& (us) :f i), sYij(us)dx+ ) f 0ijs(€S+x)yij(us)(e§+x)dx
Q2uQb DyxIf*

5 U85 (e,

:fm f’5”l5dx+ Zf fz5(85+x)u15(s¢“+x)dx

CeE,
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On transforme cette égalité en utilisant les opérateurs , IT, et Ils, puis on divise par 6°. D’ou
6w = Y m (5o + 2027 (5T i g ) (5 T (i (g ) | ' s
defa,b} o o ! 0 !

+waBbe [Abe(én,(m))ﬁzub ( 11 (yl](ua)))( 11 (y,](u5)))]dx dx

et

g(u5) f Fa6°5 (g 5)dx'd Xz + f fgdasng(ugﬁ)dx’dxs)
de{ab} Q4

2 2
+ f L1, (fap) 82T (g ) dx' d X + f
wx Bbe €20 ' ' w

_r T ——~—
B 5262H’(f3v5)5gnr(u3.5)dx’dx.

On rappelle que la fonctionnelle convexe v — &(v) est semi-continue inférieurement. Les

convergences (2.63)-(2.66), (3.7)-(3.9) et les égalités (2.68)) permettent de passer a la limite

dans les égalités ci-dessus
> [ [ar(rd )2+2 pl(Fd)(Fd)]dx’dX + |A%(r )) +2(0y) (Ty) | dx'ax
i o kk L CETIICRT 3T ) g kk u ij)\Lij

1
< hmmf é"(u5) < hmsup g(ug)
53 50

< lim f 1485 (ug 5)dx dX3+f 855 (us 5)dx’ ng)
5—’0 de{ab
2

2
+ f an(fa,5)5znr(m)dx’dx+ f WH,(fg,,5)6~°’nr(ﬁgjg)dx’dx
wxBbe € 0 X )

wxBbe €
d
- Z [fdf“(
defa,b} -/

+ f e Updx'dX + f e Usdx'dX = f faUodx' + f fsUsdx'.
wx Bbe wx Bbe 1) 1)

oUu
2)ax'dxs + f f s dx' axs]
Xa Q4

On prend (%\,%,%3) comme tests dans (3.11)). Les inégalités ci-dessus deviennent des éga-

lités. Ce qui nous donne la convergence de 1’énergie élastique totale

lim < o= Y [Apl(r;jk)2+2uf”rd r4]dx'dXs,
6—06° dela,b} el

et également f [/lbe(rkk)) +2u eFijl"ij]dx'dX:O.
wabe

Comme conséquence immédiate ce cette derniere égalité on obtient

=0 dans w x B™.
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En outre, les convergences faibles (3.3) et (3.4) sont des convergences fortes. On obtient en-

suite
—%g P4 d fortement dans H' (w),

%g s — Us fortement dans H' (w).
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Deuxieéme partie

Application de la méthode de I’éclatement
périodique a I’étude d’un processus de
diffusion dans une structure binaire
raréfiée.
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Chapitre 4

Homogénéisation d’un processus de
diffusion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre on étudie le comportement asymptotique d’un probleme d’évolution ré-
gissant un processus de diffusion dans une structure binaire raréfiée. Ce probleme est présenté
dans avec les hypotheses (4.8)-(4.9) et (@.26). Dans ce probleme la constante a s re-
présente la masse volumique des suspensions tandis que b, s est la diffusivité de celles-ci. Le
parametre 6 est I’ordre de grandeur de la taille des suspensions dans la cellule de référence Y
et € est la longueur de la période. Le cas critique lim s, (0,0)0" 2/&? € (0, +00) est considéré
icl.

Ce probleme a d’abord été traité dans Bentalha et al. ([16]]) en 2006. Dans leur article
les auteurs considerent le cas d’une diffusivité b, s tendant vers 1’infini, les suspensions étant
des spheres. Ils utilsent la méthode de la zone de contrdle. En 2007, Gruais ([30]) étudie
le probléme stationnaire en faisant I’hypothése lime 5)_(0,0) be,s = lime,s)— (0,000 a5 = 1 et
en utilisant la méthode des échelles multiples. La méme année, en utilisant a nouveau la
méthode de la zone de contrdle Gruais et Polisevski ont onbtenu le probleme limite dans le
cas lim s)-.(0,0) be,s < +oo ([32]).

Dans ce chapitre, on réexamine le probleme d’évolution (4.7)) avec la méthode de 1’écla-

tement périodique introduite dans ([12]). On envisage uniquement le cas le plus intéressant :
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a savoir le cas critique

lim b, €(0,+00) et lim 6Na£,5 € (0, +00)
(€,0)—(0,0) (€,0)—(0,0)

(voir les hypotheses (4.26))).

La méthode de I’éclatment périodique est un outil général pour étudier les problémes
d’homogénéisation périodique. De nos jours, cette méthode est utilisée dans beaucoup de
nouveaux papiers car elle permet tres simplement de remplacer la convergence a deux-échelles
par une convergence dans un domaine fixe : via 7, dans QxY (ou Y est la cellule de référence)
ou via ;5 dans Q x RY,

Ce chapitre contient 6 sections. Dans la section 2 on présente les principales notations.
Dans la section 3 on rappelle les définitions de certains opérateurs de I’éclatement (9, T 5)
et celle de I’opérateur de moyenne locale .#. Ensuite les principaux résultats concernant ces
opérateurs (lemmes [4.3.1]et[4.3.2) sont présentés.

Dans les sections 4 et 5, on donne pour commencer le probleme d’évolution dans sa formu-
lation variationnelle (4.10). Ensuite, I’estimation de 1’énergie totale (4.11]) permet d’introduire
les hypotheses sur les données ([#.12)-(@.13)-(4.14)) et sur les deux petits paramétres € et § et
Sur da s, be s (4.20)).

Le probleme d’évolution limite, dans sa forme éclatée (théoreme (4.6.1))), est démontré

dans la section 6. Ici, il convient de noter que pour la premiere fois ce probleme limite est
posé sous forme variationnelle dans Q x RV. La derniére section est consacrée a 1’obtention
du probleme homogénéisé. On utilise la transformée de Laplace pour résoudre le probleme
éclaté (4.33) ; on obtient les problemes (#.63)-(#.64). Le probleme d’évolution limite differe
du probleme initial par la présence d’un terme de convolution. Ce terme supplémentaire

tient compte des effets de mémoire. Ici, c’est en fait un "terme étrange" (voir [14]).
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4.2 Notations

Soient Q et B deux domaines de R de frontiere lipschitzienne. On note
— Y =(=1/2,1/2)"N 1a cellule de base,

— of'=0,7xQ,

— Y5=Y\dB,

— 2 ={cezVec+ v cql,

— Q.= interior{ Ugez, €(¢ + 7)},

— A =Q\O,,

— D¢ 5 =QnNUg¢ez, €(E+06B),

— Q! ;=Q\Dgp.

{z}
7

Y

FIGURE 4.1 — Définition de [z] et {z}

Pour presque tout z dans RV, on a

z=[z]+{z}

ot [z] € ZN est la partie entiere de z et ol {z} € Y est la partie fractionnaire z.

53



CHAPITRE 4. HOMOGENEISATION D’UN PROCESSUS DE DIFFUSION

A

FIGURE 4.2 — Les ensembles Q, O, et A,.

4.3 Rappels sur les opérateurs de la méthode d’éclatement :
LG/" or-

T s et Popérateur de moyenne local ./,

Dans cette section, on rappelle les définitions et les principales propriétés des opérateurs
de I’éclatement périodique J; et I 5. On note que le role essentiel de ces opérateurs consiste
a transformer 1’intégrale sur Q d’une fonction ¢ € L!(Q) en I'intégrale sur Q x Y (resp. Q x
RY) de la fonction % (¢p) (resp. Tz 5(¢p)). Cela permet, par exemple, de transformer une suite
de fonctions périodiques oscillant fortement (de périodes €Y) en une suite constante (voir
I’exemple ci-dessous). En permettant de capturer et de visualiser les fortes oscillations d’une
suite, ce procédé simplifie I’étude de ’homogénéisation des EDP dont 1’opérateur présente

des coefficients périodiques.

Pour ¢, fonction mesurable sur Q, I’éclaté T, (¢p) de ¢ est défini par

x o~
Te(P)(x,y) = { ‘P(g[;] +€J’) p.p. (X, ) EQ: xY,
0 p-p- (x,)) € Ag x Y.

Comme exemple, on considére une fonction f € L'(Y), onnote f; = f ({E}) e L1(Q). La suite

de fonctions {f:}. est un exemple simple de suite fortement oscillantes. On a

Te(f(x, )= f(y) p.p. (x,y)€QxY.
L’ opérateur J a les propriétés suivantes voir [12] :

Lemme 4.3.1. L’opérateur I est linéaire et continu de L*(Q) dans L*>(Q x Y).
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. Pour tout (y, ) € [L2 ()%, Tz (W) = T (W) T2 ().

. Pour ¢ dans L*(Q), on a

f %((/))(x,y)dxdy:fgb(x)dx—f (/)(x)dx:fA ¢(w)dx.
QxY Q Ag Q.

. Pour tout u dans L'(Q), on a

f Iffg(u)ldxdysf luldx.
axy Q

. Pour tout ue L'(Q),

‘f udx—f ?]‘g(u)dxdy‘sf lu|dx.
Q QxY Ag

. Soit {¢¢} ¢ une suite de L2(Q) telle que ¢ —> ¢ fortement dans L2(Q). Alors

Te(pe) — ¢ fortement dans L>(QxY).

. Soit {(,bg}g une suite de [2(Q) telle que ¢, — ¢ faiblement dans L2(Q). Alors, il existe

une sous suite de € (encore notée €) et ¢ € L>(Q x Y) tel que
Te(pe) =@ faiblement dans L>(Q x Y). 4.1)

etonad=My(p) = fy(ﬁ(-,y) dy.
. Soit {(,bg}g une suite de H'(Q) telle que ¢ — ¢ faiblement dans HY(Q). Alors, il existe

une sous suite de € (encore notée €) et ¢ € L*(; H),

per (Y)) tels que

Te(Vpe) = Vxp+Vyp  faiblement dans L*(Q x Y). (4.2)

L opérateur de moyenne local .# : L'(Q) — L'(Q) est défini comme suit : pour tout ¢

dans L (Q)

%g(¢)(x)=fl/%((,b)(x,y)dy, p.p. x€Q.

Soit {¢} une suite de fonctions de L?(Q), telle que ¢, — ¢ fortement dans L?(Q), on a alors

Me(pe) — ¢ fortement dans L?(Q).

55



CHAPITRE 4. HOMOGENEISATION D’UN PROCESSUS DE DIFFUSION

FIGURE 4.3 — Les ensembles Q: s €t B.

Pour ¢, mesurable sur (2, la fonction I, 5(¢p) est définie par
Te(P)(x,62) (x,2) €Q <1y
%,6((@(%2) — & ) pp ) £ 6 )

0 sinon.

L’opérateur I, s a les propriétés suivantes (voir Théoreme 2.11 de [13]) :

Lemme 4.3.2. L’opérateur I, 5 est linéaire et continu de L%(Q) dans L*>(Q x RN).

1. Pour tout (W, ) € [L*( )%, Tes W) = Te.6 W) T¢ 5().

2. Pour tout ¢ dans LYQ), ona

5NfQ RN%,a(cb)(x,Z)dxdz:f

QxY

Te(p)(x, ) dxdy = fQ dx,

‘ f pdx— &N f %@(([))(x,z)dxdz‘ < f bdx.
Q QxRN Ag¢
3. Pour tout ¢ dans H'(Q), on a

1 _ 1
Tes (V)= —VeTe(p)  inQx =Y.

De plus, les estimations suivantes sont vérifiées :
4. Pour tout u € L*(Q)

1 1
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5. Pour tout u dans H'(Q), on a

2
2 € 2
||Vz(%,6(u))||Lz(QxRN) < ——IVull

N-2 L2y’

‘Z ) (4.5)

IV2(Te s @)% 0, ) < muwn;(%).

6. Pour N =3 et pour tout u dans H'(Q), on aEI
2
2 2
||%'5(u - -/ﬂg(u)) ||L2(Q;L2* (IRN)) = Cm ”Vu”LZ(Q)
Lemme 4.3.3. Pour tout we €(Q) on a

Tes(W) — w fortement dans LZ(Q;L%OC(RN)). (4.6)

Démonstration. Soit @ un ouvert borné de RV Il existe R > 0 tel que @ < B(0; R) (ot B(O; R)

1
est la boule de rayon R et de centre O). Pour § assez petit, on a @ < B(0;R) 5 Y. Ainsi

f |T25(W)(x,2) — w(x)*dxdz
Qx0

:f Iw(x)lzdxdz+fA Iw(e[f] +e62)— wx)|Pdxdz
AexO Qe x0 3

X
< I@If Iw(x)lzdx+ |Qx@| sup Iw(s[—] +&d2z) - w(x)lz.
Ag (x,2)EQxO £
Soit w le module d’uniforme continuité de w, on a

f T o5 (W) (x,2) — w(x)*dxdz < C(l|wl ooy Ael + (€ + €6R)?).
Qx0

Passant a la limite cela donne la convergence du lemme. ]

4.4 Le probléeme d’évolution

On introduit ci-dessous le probleme d’évolution qui régit le processus de diffusion dans

notre mélange binaire

Trouver u, s tel que
dugs .
Ped d? —divy(kesVities) = fes  dans Q7,
{ 4.7
Ugs =0 sur 0Q2 x (0, T,
Ug50) = ugy 5 sur  x {0},

2N
1. On rappelle que 2* = Nz est I’exposant de Sobolev associé a 2.
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ol f5€ L>(Q7) et
1 dans QZ’ & 1 dans Q:y 5
Pes = . k6,6 = (4-8)
aes 1n Dgg, b.s dans D;gs,

ou a.s et bgs sont des constantes minorées par une constante strictement positive indépen-

dante de € et 6. Plus précisément, il existe ¢y > 0 tel que pour tout (¢, 6)
ae,5 = Co, bes = co. 4.9)

Le premier coefficient a, s représente la masse des suspensions tandis que le second est la

diffusivité de cess suspensions.

Lemme 4.4.1. Le probléeme a pour formulation variationnelle :

Trouver ug,s € L*(0, T; Hy (@) N6 (10, T; L*(Q)), pesles € H (0, T; H (),

du 5
< Pe,éd—?(t); W>p-1Q),H (@ +j;2 kes (X)V e 5(t, x)Viw(x)dx (4.10)
:fﬂf&(;(t,x)w(x)dx p.p. te(0,T), 1e,5(0) = ul s Yw e Hy(Q).

De plus u; s satisfait

1 t

5[ pe,é(x”ue,é(t»x”zdx‘i‘f fke,5(x)|vxu£,5(s»x)|2d3dx
Qt 0 Ql pour tout t€ [0, T]. (4.11)

:f ffe,a(s,x)ug,5(s,x)d5dx+_f pes(lug 5 (01 dx
0 Jo 2 Ja ’

Démonstration. Voir Lemme [5.2.1] Annexe B. ]

Hypotheses sur les données : On suppose qu’il existe Cy ne dépend pas de € et 6 tel que

1
f pg,5|u25(x)|2dx+f |fe5(t, X)1?dtdx < Cy. 4.12)
Q ’ QT Pe,s

On suppose également qu’il existe u® € L2(Q), f e L2(QT), U’ e L>(Q x B) et Fe L>(Q” x B)

tels que
ug, s u® faiblement dans L?(Q),
4.13)
fes—f faiblement dans L? (QT),
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et

9’8,5(ug s)—=U 0 faiblement dans L?(Q x B),
1 ) 2, T (4.14)
Tes(fes) = F faiblement dans L*(Q! x B).
ae 5
Lemme 4.4.2. [ existe une constante positive C, indépendante de € et 0, telle que
fpe,5(x)lug,5(t,x)|2dst Viel0,T],
¢ (4.15)
f . ke s(X)IVxue (s, x)|®dsdx < C.
Q
De plus
ltte 51l 000, 7512000 + Ntk 6l 20, 7112 0y = C- (4.16)
Démonstration. D’apres 1’inégalité de Cauchy—Schwarz, on a
f f Je.5(8,X)ue5(s, x)dsdx<f ‘ LZ(Q)||‘/p£,5u5,5(s)||Lz(Q)ds
(4.17)

1 t
<3|— \/_ #5 | VB tea (91 ds

Par insertion de 1’inégalité ci-dessus dans (4.11)) on obtient

2Qh)

t
2 0 2 2
IVPesttes (D122 < Iy/PeaulslZ g + H \/_fga o fo IVPesttes ()2 g ds
Le lemme de Gronwall donne
! 2 T 0 2 T

v/ Ue 5(S dsse—l( u “ ) Cole” = 1),
fo ” p€,§ 5,6( )”LZ(Q) ( ) ” ,08,6 E,5”L2(Q) \/_f85 LZ(QT) 0( )
2 T 0 2 T
I VPesttes (D2 < € (Iy/Peptld s 0 + H\/_fg@ LZ(QT) Coe.

puis en utilisant 2 nouveau (4.11)) on obtient

t
| 1k ates 9l g ds = Cre. (4.18)

D’ou, grace a (4.12)) on obtient (4.15));. A nouveau avec (4.12) et les estimations (@.17)-(4.18))
on a (#.15)),. Ensuite, les inégalités (4.9) conduisent a

min{l,co}f Iugy(s(t,x)lzdxs C Vtel0,T],
Q
min{l,co}f Tlvxu&g(s,x)lzdsdxs C.

Q

Ce qui donne (4.16). O
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Comme conséquence du lemme ci-dessus, on obtient

Corollaire 4.4.1. Il existe une sous suite de (€,6) (encore notée (€,6)) et u€ L0, T; L*>(Q)) N
L*(0, T; Hy () tels que

Ues—u  faible * dans L0, T; L*(Q)),

(4.19)
Ue s — U faiblement dans L?(0, T; Hé Q).
4.5 Estimations complémentaires et convergences
Lemme 4.5.1. [l existe une constante positive C indépendante de € et 6, telle que
2 e
”%,6(”6,6 - '/%E(u&‘,(s)) ”L2(QT;L2* (RN) = C(S‘]V——Z’
, (4.20)
€
IVTeoteoDlqrapy = C5rz
et
2 2 82
1Fe.6 (e, )72 7 gy = Nars IVe(Te5(Ue )72 qr ) = C5N‘—2bg5' (4.21)
Démonstration. De (4.4) et (4.15]) on déduit immédiatement (4.20).
D’apres (4.4), on a
1
1T 2.6 (e o) 17207 ) < L es 72 p, 5 (4.22)
et selon (4.15);
f Iug,a(t,x)lzdx+f e 5|Ue5 (1, X)1Pdx < C.
QZ,@ Des
D’ou
9 C
lue 5(8,x)|°dx < . (4.23)
D¢ s e,
On substitue (4.23) dans (4.22) ce qui donne (4.21);. Ensuite (4.5), mene a
2 e?
IVe(Te5(Ue )72 r, gy < mllvx ueﬁ”Lz(DZa)- (4.24)
L’estimation (4.15), conduit a
5 C
IVue s(t,x)|°dtdx < . (4.25)
De,5%(0,T) be s
On insere ensuite (4.25) dans (4.24) pour trouver (4.21),. O
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Le lemme ci-dessus met en évidence plusieurs cas, on €tudiera plus particulierement le

suivant :
N-2
lim =10 € (0, +00), lim 6Na,5=age 0,+00),
€6)—(0,0) €2 (€,6)—(0,0) ’ (4.26)
lim bg,ﬁ = bo € (0, +00)

(£,6)—(0,0)
qui est le plus intéressant.

Lemme 4.5.2. 1] existe une sous suite de (g,0) (encore notée (€,8)) et U € [*(Q7; H}OC(RN )
avec V,U € L>(QT x RN) tels que
Te5(Ues) = U faiblement dans L*(Q"; H}, (R")),
4.27)
V. Tes(e )15y — V.U faiblement dans L*(QT x RY).
De plus, il existe V € LZ(QT,LZ* RN)) avec V,V € L2(QT x RN) tel que
Tes(Ues— Mc(Ue5) 115y =V faiblement dans Qf; ¥ ®Y),
(4.28)
VeTes(Ues) sy = VLV faiblement dans L*>(QT x RN),
etonalU=V+u.
Démonstration. De (4.21))-(@.20) on obtient et (4.28). On a
Me(Ug ) — U fortement dans L>(Q7),
(4.29)
ainsi M (ug5) — u fortement dans > (QT;L%C(IRN)).
Les convergences (4.27)1, (4.28); et (4.29) impliquent que V =U — u. ]
On note .
H={deH RY)|V,®e[L*R")V} = HRY) @R,
(4.30)

L= {0 e LX@QH)|P(,00) € H}(©)].

Pour tout ® € H, on sait qu’il existe une constante, notée ®(oco) (Voir le Lemme @), telle
que

[© — D (00) [l f2* @ny = CIVPI 12Ny (4.31)

La constante C ne dépend pas de .

Ona U e L%0,T;L) et U(t, x,00) = u(t,x) p.p. (t,x) e QL.

2. On rappelle que I’espace i (RN) est le complété de 2(RN) pour la norme ® — V| 12®N)- Pour N =3,

c’est une sous espace de 2 (RN), ol 2* est I’exposant de Sobolev associé a 2. Donc, tous ses éléments admettent
0 comme limite a I’infini (au sens faible de L2 (RM)).
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4.6 Le probléme limite éclaté

On note ky la fonction définie par
1 sizeRV\B,
ko(2) = (4.32)
by si z€ B.

Théoreme 4.6.1. Les convergences (#.19), (@.27) et (4.28)) ont lieu pour toute la suite (g,0).

La fonction limite U est la solution du probleme d’évolution éclaté
UeL*(0,T;L), U(,-00)€ H'(0,T; H ' (Q)),

UeHY\0, T; L*(Q;(H'(B)"),

au
< 7 (b00), B, 00) > o1 mi (@) Fa0 < (0, P> 200 (B 1@ (B)

+f V,U(t,:,00) V,®(-,00) dx+)/0f koV,U()V,Ddxdz
Q Q

xRN

(4.33)

:ff(t)q)(-,oo)dxmof F(H®dxdz, ppte(0,T), VYDeL,
Q QOxB
U(0,x,00) = u’(x), U0,x,2)=U"x,2 p.p(x,2) ecQxB.

De plus U satisfait

1
—f \U (%, 00)Pdx+ 20 U () 1?dxdz
2 Q 2 QOxB

t t
+f f IVxU(s,-,oo)lzdsdx+)f0ff kOIVZUIstdxdz
0 Ja 0 JOxRN
pour tout t€[0,T]. (4.34)

t t
:f ff(S)U(S,-,oo)dsdx+a0ff FOUdxdz
0 JQ 0 JOxB
1
+—f 1102 dx + @f \U°2dxdz.
2 QO 2 QxB

Avant de démontrer ce théoréme, on montre trois lemmes qui seront essentiels dans la
preuve du théoréme. Le premier concerne un résultat de densité, le second est un lemme de

convergence pour les fonctions s’annulant sur D, s et le dernier introduit une fonction de test.

L’ensemble B étant un ouvert borné, il existe ng > 0 tel que

21703 C?.
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Lemme 4.6.1. L’ensemble

%J ]{1// € leaer(Y) |1»U|nB = 0}
nell,no

est dense dans H):, .(Y)

per :

Démonstration. On montre le lemme en deux étapes. Dans la premiere, on démontre le résul-
tat pour des fonctions de %’32,(7) et dans la seconde étape on étudie le cas général.
Etape 1. On fixe une fonction y dans € (RN) satisfaisant
¥ =0 sur B,
y=1sur RV\2B, (4.35)
¥ (x) € [0,1] pour tout x € RY,
Pour n € (0,1¢], on pose

xn=x(;)-

Pour tout ¢ € ng‘;,(?), on note ¢, = yp¢. Puisque x, =1 sur dY, la fonction ¢, appartient a

Hrl,er(Y). On a ¢, = ¢ sur Y \2B et Vi, =Vyy+Vype. Dot
Iy — BlIZ2 o + IV ey — VebllZ,. . < f bPdy+2 f VPdy+2 f Vo PIpl2dy.
L=(¥) L=(¥) 2nB 2nB 2nB

De plus on a

fz VP igPdy = Cn IVl 19,

Etant donné que ¢ appartient a %;2,(?) et que la mesure de nB tend vers z€ro, on en déduit

la convergence forte de ¢y, vers ¢ dans H. Fl,er(Y).

Etape 2. Soit ¥ appartenant a H;,er(Y). On rappelle que I’espace €2, (Y) est dense dans

per

H,I;er(Y)- D’ou pour tout € > 0 il existe ¢ € ‘6;,’2,(7) telle que

On fixe la fonction ¢ satisfaisant (4.36)). D’apres 1’étape 1, il existe n; > 0 tel que

Vn € (0,1m1] lo —@pllgy) <e. 4.37)
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Comme conséquence de et on obtient

Vn e (0,n] Il — @l g vy < 2¢.
Le lemme est prouvé. O]
Lemme 4.6.2. Supposons p € [1,+00). Pour tout w € LP(Q)

wlo:, — w  fortement dans LP(Q). (4.38)

Démonstration. Etape 1. On montre (4.38) pour w € L*(Q).

Soit w dans L°°(Q)

[ tawta, - wiordz= [ weoras
Q £,0 D£,5
< IDe sl Wl F oy < CON W o -

Le passage a la limite donne (4.38)) pour tout w € L*(Q).

Etape 2. On montre (4.38)) pour w € L”(Q).

Soit w appartenant a L”(Q). Puisque € (Q) est dense dans LP(Q), p €[1,400), pour tout €] >0
il existe W € €(Q) tel que
lw—Wlrq < é€1. (4.39)

On fixe W satisfaisant (4.39)). Alors
IWlg: —Willrr@) < [Desll Wl = CONIW | (-

D’ou, il existe §; > 0 tel que

V6 € (0,611, IWlg: = Willr@ < €1
Ainsi
lwla: —wlir@ < llwlg: —Wlgr v+ I1Wlgr = Wlir@) +IIW - wllrr @
< IlWlQ:6 - Willrq) +2IW - wlrrq < 3é€1.
La convergence forte (4.38)) est prouvée. O
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Lemme 4.6.3. Soit ¢ dans HN C®(RY) tel que le support de V ,y est borné. On pose

Wes(x) = w(l{f}») si xeQ,

o B (4.40)
Wes(x) =¥(00) Si X € Ag.
La fonction v s appartient a €°°(Q) et
Yes— Wloo)  fortement dans L*(Q). (4.41)

Démonstration. 1l existe R > 0 tel que le support de V¢ est inclus dans la boule B(O;R).
Pour 6 assez petit B(O;0R) < Y. On effectue un changement de variables et on utilise le fait

que ¥ — v (oo) appartient a H& (B(O; R)). Ce qui donne

_ 27, L EN 2
Lﬂylwg,a(x) (00)| dx‘f85+gy“”(5{g}) y(oo) dx
= )N f lw(2) —w(oo)*dz
B(O;R)

< C(e6)VR? f

V¥ (2)%dz.
B(O;R)

La constante ne dépend pas € et §. La sommation sur Z; conduit a

f Wes(x)—p(oo)Pdx =) We,500 —w(o0)dx < CEN V117, g
Q fes JeC+eY
D’ol, on obtient la convergence forte (4.41). O

Démonstration du théoréeme Pour commencer, on observe que le probleme (#.33) a une
solution unique U appartenant a L?(0, T;L). C’est une conséquence de la méthode de Faedo-
Galerkin qui donne également 1’égalité (4.34)). Cela implique la convergence des suites com-
pletes dans (@.19), (4.27) et (4.28)). 11 suffit donc d’obtenir le probleme limite (4.33) pour une

sous suite, ce que 1’on fait ci-dessous.

Dans cette démonstration, 1’objet des trois premieres étapes est d’obtenir la formulation
variationnelle du probléme de limite. Puis, dans une derniére étape, on montre que

U(,-,00) € H'(0,T; H1(Q)) et Ue H' (0, T; L*(Q; (H (B))").
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Etape 1. Soit (¢, w) appartenant a €1([0, T]) x 2(Q) tel que ¢(T) = 0. On choisit ¢(#) w(x)

comme fonction test dans (4.10). Une I’intégration par parties conduit &

—f ue,é(/)'wdtdx—f AesUe s wdrdx

0,1)xQ7 5 (0,T)xDg 5

+f ¢>Vu£_5detdx+f bespVu,sVwdtdx (4.42)
0,7)x07 (0,T)xDe s

:f fesd wdtdx+f Pe,s u25¢(0)wdx.
QT Q ’
D’apres les convergences (4.19) et (4.38)) on obtient

f ug_gcp’wdtdx:f Ue s wlgs dtdx—»f udp' wdtdx,
0,1)xQ7 5 ol &6 QT

f ¢qu€,5vxwdtdx:f POViue sViwlg dtdx—»f oVuVwdtdx.
0,1)xQ;} ; QT &d QT

Maintenant, on applique 1’opérateur d’éclatement sur (0, T) x D 5 et on utilise le lemme#.3.3]

et les convergences (4.27). Ce qui conduit a

f g5l s wdtdx = f N ag 5T 5(Ue.5) ¢ Te5(w) dtdxdz
(0,T)x D¢ s 0,T)xQxB

— agU¢' wdtdxdz,
0,T)xQxB

5N—2
f(o " Dbe,(s(/?Vug,a Vwdtdx = fQT 557 be sV :Te5(Ue5) Tes(Vw)dtdxdz — 0.
, X 8,5 X

Les convergences (4.6), (@.14)), @.13)) et (4.38) donnent
prg,(; ug s pO)wdx :fQ U s p0) wlgresdx +

SN a5 T2 51 5) P(0) Tz 5(w) dxdz
QxB ’

—»f u0¢(0)wdx+f aoU° p(0) wdxdz,
Q QOxB

1
Lﬁ,ﬁQDWdtdx:L[e,(i(l)WIQ*E,édtdx"‘ 5Nae,5( 9},5(fe,5))(p92,5(w)dtdxdz

QTxB 28
—»f f(/)wdtdx+f acFpwdtdxdz.
T QTxB

Les convergences ci-dessus se résument en

—aof U(t,x,2)¢' (Hw(x)drdxdz
QTxB

—f u(t,x)(p’(t)w(x)dtdx+f O(OVyult,x)Vw(x)dtdx
at ar (4.43)

:f f(t,x)(p(t)w(x)dtdx+a0f F(t,x,2)p(Hw(x)dtdxdz
QT QTxB

+¢(0) f (uo(x)+ao f UO(x,z)dz)w(x)dx.
Q B
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Etape 2. Soit (¢, w) appartenant a CLH([0, T]) x2(Q) tel que ¢(T) =0 et soit w € HNC™® (RN) tel
que le support de Vv est borné. Dans (4.10) on prend comme fonction test ¢(#) w(x)w, s(x),
ol ¥ s est donné par (4.40).

Si & est assez petit la fonction ¥, 5 est constante (et est égale a y(oco)) sur la frontiere des
cellules e + €Y (¢ € Z¢). En conséquence, la fonction wy, s est une fonction test admissible

appartenant a H& (Q). D’ou

_f Pe,s u£,6¢IWWS,6dtdx+f ke,ﬁ(pvus,év(WWE,é)dtdx
af . (4.44)

:fQTfe,é(t,x)(b(t)w(x)ws,(s(x)dl‘dx+fﬂpagug,g(x)c/)(O)w(x)ufg_g(x)dx.

Puisque V_ ¢ a un support compact dans RN, d’apres 1’égalité (@.3) et le lemme on

obtient

e0T e 5s(WVWe5) = T 5(W)V ¥ — wV fortement dans L(Q x RY). (4.45)

Les convergences (4.19),, @.27),, (4.43) et (.41)) permettent d’écrire

| pesucos'wyesdidz
:f Ue s weslar dtdx+ | 8% acsTes(ue o) Tesw)ydtdxdz (4.46)
Q &

QT'xB

—»f ucp’wq/(oo)dtdx+aof
QT T

Q6 x

. Up' wydrdxdz.
On a également
| koot VitiesViwyepidrax
= fQT kespViuesVwy,sdtdx + fQT kespVyiues wVy,sdtdx.

Des convergences (#.27) , (@.28), et (4.41)) on déduit que

f kg(s(pvxug,;un/ggdtdx:f OViu,sVwweslor dtdx
or ' ' Qr ' e
5N_2
+f be 50 —5—V o Te 5 (Uie 5) (663‘;_5(V w)) wdtdxdz (4.47)
QTxB &

—»fT(pquun/(oo)dtdx+0.
Q
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Toujours en utilisant (4.27);, (4.28)., et (4.45)) on obtient

| Koo ucs wVyes deds
Q

5N 2
fQ (%Jsé(ks 6) =5V Te5(Ue5)Te,5(W) V.ydtdxdz (4.48)

—»y()(f _<szVsz1//dtdxdz+b0f (/)VZUwVdetdxdz).
QT x(RN\B) Q

De la méme fagon, de (.13), et (4.14), on déduit que

xB

ffg,(s(pww&gdtdx—»f fgbwu/(oo)dtdx+a0f Fowwydtdxdz,
of of QTxB

(4.49)
fﬂpg,gugﬁc/)(O)wwg,gdx—>fgu0qb(0)ww(oo) dx+fQ Ba0U0<p(0)w1/dedz.
Finalement, des convergences (4.46), (4.47), (4.48) et (4.49) on a
—f u</)’w1//(oo)dtdx—aof U¢’w1/1dtdxdz+f ¢ VuVwiy(oo)dtdx
Qrf QTxB Qrf
+y0f VU wVydtdxdz
Q7R (4.50)

:f f(pww(oo)dtdx+a0f Fowydtdxdz
QT QT'xB

X

+f u0¢(0)ww(oo)dx+a0f U p(0)wydxdz.
Q QOxB

Etape 3. L’espace des fonctions qui appartiennent 2 Hn C®(R") et dont le support du gradient
est borné est dense dans H (voir le Lemme[5.2.3| Annexe B). Ainsi, I’égalité (4.50) est satisfaite
pour tout ¥ dans H. La densité du produit tensoriel C L0, T) ® 2(Q) ® H dans H' (0, T;L)
implique que

f Ul(t,- ,oo) (t, oo)dtdx — aofg XBUa—dtdxdz

+ f VU (-,00) Vx®(t, ", 00) dtdx +Yo f koV UV ®dtdxdz
at QTRY (4.51)

:f fd)(t,-,oo)dtdx+a0f Fddtdxdz
of QT xB

+f u’ ®(0,-,00) dx + ag U ®(0)dxdz
Q QOxB
pour tout ® € H(0, T;L) tel que ®(T,-,-) = 0. D’ot (#.33).

Etape 4. Soit © appartenant a L et satisfaisant

Oo)=1 et O(z2)=0 p.pzeEB.
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Pour tout ¥ € H& 0, T; H& (Q)) on choisit ® = YO comme fonction test dans (4.51). Ce qui

donne

oY
—f U(t,',oo)a—dtdx+f VU000V VYdtdx
Qf 4 af (4.52)
+)/0f koV,UV¥YV,0dtdxdz = fYdtdx.
QT xRN QT

D’ou
oY
|| Ut 005 dtdx| < IVUG 00l 2an V¥l
+ C”vZU”L2(QTx[RN) ”\P”L2(QT) “vz®”L2(RN) + ||f||L2(QT) ”\P”LZ(QT)-

Puisque U appartient 2 L?(0, T;L), on obtient
ov
| | U007 -dida| < CI¥ N ooy

La constante dépend de [|U || ;2o 7.1y V2Ol 2 @ny €t || fll2(qr)- En conséquence de I'inégalité

ci-dessus, on obtient U(:,-,00) € H}(0, T; H~1(Q)).

Toute fonction @ appartenant a H (0, T; L*(Q2; H' (B))) se prolonge en une fonction @ (Voir
le lemme Annexe B) appartenant a H(} (0, T; L2(Q; HY(RN))) satisfaisant

E(t, x,2)=®(t,x,2) p.p.(t,x,2) € Ql x B,
1PU 173 0, 752201 @My = CINPN 1 0,522 (0 112 @)

Comme ®(t, x,-) € H' (RN) on a ®(t, x,00) = 0 pour presque tout (t,x) € Q7.
On choisit ® comme fonction test dans (#.51)). Cela conduit &
oD _
—ay U—dtdxdz+)/0f kOVZUVzd)dtdxdz:aof Fddtdxdz.
QrxB Ot QT xRN QT xB
D’ou
0D _
ao‘ U— dtdxdz‘ < CIV Ul 201 I V2@l 207 iy
QT xB Ot
+ aol Fll 2(qr « gy 1PNl 27 xr ) -

Encore une fois, en utilisant le fait que U appartient & L?(0, T;L), on a

0P
‘ erga dthdZ‘ < C”(D”LZ(QT;HI(B)).

La constante dépend de [[Ull 2( 7.1, €t de [IFl2qr«p).- Comme conséquence de I'inégalité

ci-dessus, on obtient U € H (0, T; L*(Q; (H' (B))")). ]
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4.7 Le probléme limite homogénéisé

A partir de maintenant, on étend les fonctions f et F par zéro sur [T,+oo[ et on appelle

encore U la solution du probléeme {.33) sur [0, +oo[. Cette nouvelle fonction a pour restriction

a [0, T la solution de (4.33).

Pour tout ¢ € L?(0,+00) et pour tout p € R*, la transformée de Laplace ¢ de ¢ est définie

par (voir par ex. [34], [38] ou [45])

+00
d(p) = f P(He Pldt.
0
Apres transformation le probleme d’évolution (4.33) devient

pf U(p,x,oo)(b(x,oo)dx+ agp U(p,x,z)q)(x,z)dxdz
Q QxB

+ f V. U(p, x,00)V®(x,00)dx + 7 f Nko(z)VZU(p, x,2)V,®(x,z)dxdz
Q QxR

(4.53)

=f ]?(p,X)CD(x,oo)dx+aof F(p,x,2)®(x,2)dxdz
Q QxB

+ f u® (x)®(x,00)dx + ag U%x,2)®(x,2)dxdz, VYp>0, V®eL.
Q QOxB

Pour tout p > 0, le théoreme de Lax-Milgram donne 1’existence et 1’unicité de U(p) € L. Les
estimations suivantes sont vérifiées

plU(p, 0972 + 1VxT (D,,00) 72 ) + PIT (P2 g ) + IV2O (D172 oy
Cr.7 2 5l 2 0,2 02
s;(u PO+ NEDI sy + 18012 ) + 1T N, ) VP >0

La constante ne dépend pas de p. On rappelle que

~ 1 ~ 1
2 2 2 2
On considere maintenant les solutions 50 et @1 des problemes cellulaires suivants :
0o(p) € L2(Q; HRV)),
aopf §O(p,x)q)dz+)f0f koV .00 (p, x)V,®dz
B RY (4.54)
:aof ﬁ(p,x)q)dz+aof U(x)@dz,
B B

pp.x€Q,  VoeHRY), Vp>o0,
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et

01(p) €H, B1(p,00) =1,
aop fB 01(p)@dz+y, fR koVo01(p)V.@dz=0, (4.55)
vde HRY), Vp>o0.

Ici également, le théoreme de Lax-Milgram donne 1’existence et I’unicité de 6o, 6,. De plus

on a

~ ~ C, -
PIO (D172 5y + IV200 (D172 e, = ;(IIF(p) Ir2@nm T 10 N 2 0ep) VP >0.
Afin d’estimer 6 on considére la fonction 9 € HN€*°(RN) définie par

d(oo)=1, 9=0 dans B, V9 aun support compact. (4.56)

La fonction 52 = 51 — 9 est la solution de

0,(p) € HRY),

dopf §2(P)®dZ+Y0fNlcovzéz(P)VZQdZ
B R (4.57)

:_YOf k0vz19vzq)dz:)/of koA, 9D dz,
RN RN

Vo e HRY), Vp>0.
On prend 8, (p)comme fonction test dans @.57), ce qui méne 2

~ ~ C
PIO2(PI 72 5 + 1V 202(P) 2 o,y < ;quﬁniz(RN), Vp>0.

On exprime U(p) en fonction de §O(p), §g(p), 9 et #i(p). Pour cela, on remarque que
LAf(p, x,-) € H p.p. x € Q et que la transformée de Laplace #i(p) de u est en fait U(p,-,oo).
D’apres (4.53) on a

aopf U(p,x,z)fb(z)dz+)/0f kovzﬁ(p,x,z)vsz(z)dz
B RN
. (4.58)
:aof(ﬁ(p,x,z)+U0(x,z))CD(z)dz, pp.x€Q, Vp>0, Vde HRY).
B

On vérifie facilement que 8 (p) + 7i(p)8, (p) satisfait @358), d’oit par unicité de la solution de
ce probleme on obtient

U(p, x,2) =i(p, )01 (p, 2) + B (p, x, 2) = Ti(p, x)0:(p, 2) + Oy (p, x, 2) + T(p, x)I(2)

pp. (x,2)eQxRY, Vp>o.
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Soit ¥ dans H& (), on choisit ¢ comme fonction test dans (4.53)). Ce qui donne

pf ii(p)t//dx+aopf (f §g(p,z)dz)ii(p)wdx

Q o'Js

+a0pf (f go(p,-,z)dz)u/dx+f Vi(p)Vy dx
o'\JB Q

:f (f(P)+u0)wdx+aof (f ﬁ(p,-,z)dz)u/dx
Q a'\Js

+a0fQ(fB UO(-,z)dz)u/dx.

Appliquant la transformée de Laplace inverse (voir [1]], [34] et [38]]) dans les problemes

#@.54), (4.53) et (4.59) on obtient

00 € H'(0, T; L(Q; (H'(B)))), 00 L2(QT; HRY)),

(4.59)

dao
ap < d_to(t’ ), @ > By, (B) HY0 fRN koV200(t, )V P dz

(4.60)

:aof F(t,x)®dz, p.p. (t,x) € (0,+00) x Q,

B

0,(0) = U°, Vde HRY),
et le probleme d’évolution vérifié par 0,

62 € H' (0, T;(H'(B))), 0, € [*(0, T; HRN)),

do,
ap < W(t),@ >(H1(B))’,H1(B) +'}/O‘LN kOVZGZ(t)vZ(DdZ = 0, (461)

k .
0,(0) = MAZ& fora.e. t€(0,+00), V®Ee€ H(RN).
ag

Ici a nouveau, la méthode de Faedo-Galerkin donne I’existence et I’unicité des solutions des
deux équations d’évolution ci-dessus. En procédant comme dans le théoreme {.6.1) on montre

que 6 € H' (0, T; L*(Q; (H' (B))") et 0, € H' (0, T; (H' (B))").

Lemme 4.7.1. On pose

®0=f90dz, @2:f92dz.
B B

Ona
O € H'(0, T; L*(Q)), ©, € H'(0, T).

De plus, la fonction O ne dépend pas du choix de la fonction 0.
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Démonstration. Puisque 0 € L?2(QT x B), on obtient Oy € L*(QT) (comme conséquence de
I’inégalité de Cauchy-Schwarz et du théoréme de Fubini). On choisit 1 — 9 comme fonction

test dans (4.60) (observez que 1 -9 € EH(®RM)). Ce qui donne

d dby
a()%( < QQ(I,X), 1 >(H1(B))’,H1(B) ) =ap< W(t, X), 1 >(H1(B))/,H1(B)
dao
:a0< d_;)(t’x)’l_ﬁ>(H1(B))/,H1(B) (462)
:’)fof kovzeo(t,x)vzﬁdz+dof F(t,x)dz.
RN B

Ensuite, sachant que
— <0o(t,X),1 >y mim= fBHO(t, x)dz p.p. xeQ,
— V0o [T xRMY,
— V9 € [E€°RM)]VN (avec support compact)
— Fel*>(Q" xB),

I, ST . . do
et utilisant les égalités ci-dessus (4.62)), on obtient d_to e .2(Q7).
D’ou Oy € H'(0, T; L?(Q)). En procédant de la méme facgon on trouve que ©, € H'(0, T).

La transformée de Laplace ©, de O, est telle que

@Z:fggdz:f(gl—ﬁ)dz:fgldz.
B B B

D’ou O ne dépend pas du choix de 9. ]
Finalement, le probleme (4.59) devient

du du
< E([),'l// >H_1(Q),H&(Q) +ap < @2 * E([),'l// >H_I(Q),Hé(ﬂ) + QVU(I)V'{//dx

do
Q Q'JB

u(0) = u°, G)O(O):fBUOdz, p.p. t€ (0,+00), Y € Hy(Q).

Ce probleme s’écrit également de la facon suivante :
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Théoreme 4.7.1. Le champ limite u est la solution du probleme suivant :

we L*(0, T; Hy (@) N L0, T; L*(Q)) n H' (0, T; H~ (),

d de

—(u+a0®2*u)—Au:—ao—O+G dans Q7

dt dt (4.64)
u=~0 sur 0Q x (0, 7),

u(0) = u°, dans Q x {0},

ou

— O, = [30,dz apparteint & H 10, T, la fonction 05 étant la solution de (m)
— GO =f(®)+ao [3F(t,,2)dz € [*(QF),

— Qg =/, gbodz appartient a H 10, T; L2(Q), la fonction 0 étant la solution de .
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Chapitre 5

Résultats complémentaires

5.1 Annexe A

Théoréme 5.1.1. Le probleme variationnel (2.6) admet une solution unique.

Démonstration. On utilise le théoreme de Lax-Milgram voir [[19].
On pose
3 3
a(u,v) = f Y. oijsyij(v)dx, et L(v) :f fisvidx.
Q5,6 i,j=1 Qs.e,r i=1
Il faut vérifier que
e a(u, v) est une forme bilinéaire continue sur V,
e L(v) est une forme linéaire continue sur V,
* la forme bilinéaire a(u, v) est coercive sur V (c’est le seul point a vérifier, les deux précé-

dents étant immédiats)

On doit montrer que

dc>0, VveV alv,v) =clv|v.

Ona ;
a(v,v) = > OijeYijvdx
Qs,6,r i,j=1
3 9 3 )
:f [A(Zy;ck(v)) +2u Y (yijw) ]dx
Qse,r k=1 i,j=1
> 2inf(u”%, uPhHllvl?. 0
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Lemme 5.1.1. Pour toute u e H* (Q(;,gyr;[l%g) ona
& (up) = alus, us) < C8°*|lus|v.
La constante ne dépend pas de 6,¢€ et r.

Démonstration. On a

3
& (us) = Y fisuisdx

Qs.e,r i=1

3 3
= ) f Z ioUisdx+ Y fiouisdx
d{ab} i=1

Bseri=1

= 2 [f Zfaéuaédx+f f35u35dx]

dei{a,b}

f Z fa, 6ua6dx+f f3oussdx
B 5,5,r

5,e,r A=

| Z I a2t s 2ty + 1 fo 2ty 103,51 2
z
2

£ 3 W sl N tasl s, ) + 1ol 25, 11455 285 ) )
a=1

Des estimations (2.63) et (2.64) on obtient

2 1 r & r
&E(us) < C( Zl I fa,5 ||Lz(Qg) + 5 ||fs,5||Lz(Qg) + . Zl I fa5ll 2285, )+ pr ||f3,5||L2(B(;,£,,)) lusllv.
a= a=

Des expressions des forces appliquées on on déduit que

2 2
3/2 d d e e
E(us) = Cod ( Z Il fo lz2qa) + Il f3 I 72(qa) + Z I fa lr2cc@.r2my)) + I f5 ||c(m,L2(B)))||u6||V
a=1 a=1
< C&°llugllv.

Puisque,
2 2
I fa,s%s 0a = | 1 fas(x1, X2, x3)|°d X" d x3
L2(Q5) od

X
:f 18£S (x1, x2, )P dx' doxs
od )

=5 fQ 18£8 01,30, Xa) Pl d X

_ <3 dy2
_6 ”fa ”Lz(Qd)'
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Et de méme on a
2 _ S5y £d )2
”fé,ﬁ ”Lz(le) - 6 I|f3 ”LZ(Qd)'

Pour les forces appliquées au niveau de I’ensemble des poutres on a

2 2
Il fa, 51172 = | fa.5(x1, X2, X3)|“d X' d x3
L (Bé,e,r) B

0,e,1

26 —€&§1 xp—€&r X
:f ( 6 51; 2wt —3)| dx1dxpdxs
0,€,1 r
X2 X
=) |— “(e 'f —2 —3)| dx1dx;dxs
CEE,
=6r° Z |— (e, X1, X0, X3)Pd X1 d Xpd Xs.
SeE,
On prend le sup en X, en remarquant que Y sez, 1= O(_z) on obtient
€
253 253
€ Y €707 oey2
”f“5”L2(B5 ) ilég ”f (x )')”LZ(B) = Tllfb ”Loo(w;LZ(B))'

On suit les mémes étapes pour trouver

1o, IIf 12 0 2208 .
Lemme 5.1.2. Pout tout ¢ € H (w) on a

Ip = Ae( Pl 120) = CENVPll 120 2- (5.1
La constante ne dépend pas de €
Démonstration. On rappelle I'inégalité de Poincaré-Wirtinger pour les fonctions de H'(Y)

Ve H'(Y), fylcb(y)—./%y(cb)lzdysnylwb(y)lzdy, ./%y(d)):fycb(y)dy.

Soitpe H L), un changement de variables donne

f |¢(x)—ﬂg(¢)(sf)|2dxsc82f IV (x)dx.
eé+Ye €

S+ Ye

Par sommation par rapport ¢ € =, on obtient

f|<p(x)—%g(<p)|2deC£2fIch(x)lzdx. O
w w
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Lemme 5.1.3. Pour tout ¢ € H' (I5), on a

lp = M1 (P 2015 = CONP'll 121y,

. (5.2)
|J%Ig(¢)_j[[§((p)| < C6 "Nl 21y

La constante C ne dépent pas de 6.
Démonstration. On a
||¢>—J%Ig((,b) 2215 = ||¢>—J%Ig((,b) ”LZ(Igl) + ||¢—J%Ig (P) ”Lz(Ia/Ig’)’
On applique le Lemme pour ¢p € H'(I g), on obtient
1= tl,0 @ 12005 = CONY 21, + 10 = Mya @) 25,10 (5.3)

Pour le deuxieme terme de droite on a
||(P - -/%]g ((P) ”LZ(IE/I(?) = ”(,b - -%15 ((,b) ||L2(15/1g) + ”-/%15 ((,b) - -/%Ig ((,b) ||L2(I5/Igl)
< =1, (@) 2015) + COM 211, (§) = M1 ()] (5.4)
< CO'll 21y + C8' 211, () — M0 (D).

Maintenant
15 () = M0 (D) = C (1001, (§) = )P + 1§ () = Mya D))

on integre sur [ d_on obtient

8ty () ~ Mg @P)* < C(IIJ%L; () - <P||i2(1g) +llp— My (‘P)“iz(lg))

< C(”'/%Ié ((,b) - ('b”iz(lg) + ”('b_'/%lg ((/))”iz(lg))
< C82|¢|I2

274y’
L(Ié)

d’ou

| M1,() = My (@)] < C2 1Y o ga- (5.5)

D’apres (5.3)), (5.4) et (5.5) on obtient (5.2);. L’estimation (5.2), s’endéduit simplement. [
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Lemme 5.1.4. Soit Q un domaine borné de R? dont le diamétre est inférieur a R. On suppose

que Q est étoilé par rapport a la boule B(O;1). Pour tout ¢ € H (Q) on a

o= A @D 20 = CR\/In(R) [V 12
M (P) = $x)dx

(5.6)

|B(O; DI Jpo;
ou C ne dépend pas de R.

Démonstration. Soit ¢ appartenant a €*(Q). On considére le segment joignant O a P() sur
la frontiere de Q. Sa direction est donnée par le vecteur unitaire y’ = cos(f)e; +sin(f)e; € R2,
0€[0,2n[. On a
t O(P
1p(£cos(@), tsin(®)] < |¢(cos(),sin(@))| +f ‘a—(rcos(e), rsin@)|dr, te[1,IPOIl.
1 r
D’ou
tdr %0 2
lp(£cos(0), tsin(d))|* < 2(|¢(cos(6),sin(9))|2 +f _rf ‘6—('b(r cos(6), rsin(e))‘ rdr),
1 r
. 2 . 2 t a(,b . 2
= |¢(tcos(0), tsin(®))|” < 2(|(,b(cos(9),31n(9))| +ln(R)f ‘E(r cos(9), rsm(@))‘ rdr).
1
On multiplie par ¢, puis on integre entre 1 et |[P(0)| (6 est fixé), et finalement on inteégre par
rapport a 6. Cela donne

2m p|P0)| 27
f f (£ cos(0), tsin(0))[*tdtdo < R* f |p(cos(0),sin(6))1*d6
0 1 0

21 (PO oep 2
+R21n(R)f f ‘E(rcos(e),rsin(ﬁ))) rdrdo.
o J1

D’ou
2 2 2 2
”(/)”LZ(Q\—B(O;I)) = R (”(p”LZ(aB(O;D) + ln(R) ||V(P|| [LZ(Q)]Z)’

2 2 2 2 2
- ”(P”LZ(Q) = 2||(P||L2(B(O;1)) + ZR (”(p”LZ(aB(O;l)) +1n(R) ”V(,b” [LZ(Q)]Z)'

Par densite de €' (Q) in H'(Q) I’inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout ¢ dans H'(Q).

(5.7)

Maintenant, on choisit ¢p dans H'(Q). L’inégalité de Poincaré-Wirtinger donne

= A (D) 12B(0;1)) = CIVPI12(B(0;1))12- (5.8)

Le théoréeme de trace et I’estimation ci-dessus conduisent a
2 2 2
”(/) - -%((P) “LZ(aB(O;D) = C(”(P - -/%((/)) ”LZ(B(O;D) + ”V(p” [LZ(B(O;I))]Z)

= ClIVlizoe-
On remplace ¢ par ¢ — 4 (¢p) dans (5.7),. Les inégalités (5.8)-(5.9) conduisent a (5.6). [

5.9
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On choisit Q = ¥, < R? (le diamétre est égal 2 v/2¢), Ce domaine est étoilé par rapport au
disque D, (r < £/2). Soit ¢ appartenant 3 H'(Y;), on note .4, (¢) la valeur moyenne de ¢ dans

D;. On applique le lemme ci-dessus avec la fonction ¥ (x) = ¢(x/r). On obtient

La constante ne dépend pas de € et r.

Lemme 5.1.5. On a

i (-, X) = vP{ - X%(X) X%_XZZO—E(X)—XX‘S—E(X)}
1, X)=v 16X3 3 26X3’3 142 » X3) ()
- oU. oR, X2 - X2 0R, p.p. wxB”,
ip(, X)=v X—X+XX , X3) — X
iz (-, X) { 23 3( 3)+ X1 20X3( 3) 5 X ( 3)}
ﬁg()X) = 0; ZCK = 0)
(5.11)
be
onvP=—""—_ ¢stie coefficient de Poisson du matériau des poutres.
2(/1b3+ be)

Démonstration. On rappelle que le tenseur des contraintes dans I’ensemble des poutres a pour

expression
~ ~ 0U; OR OR
S0 :(2,ube+/lbe)r11(u)+Aber22(u)+abe(ax -Xi3% 2 +X26Xl)
3 3
~ ~ o0 aﬁ oR
Sy = (2,ube+/lbe)r22(u)+Aberu(u)+abe(ax3 -Xi3% XZOXI)
3 3
212 =2ﬂber12(il),
> —Zpbe[—(X 71+ XoZp + il3) — X OFs o1
13 141 242 3 26X3
S0s=2 be[ (XZ + X7 +u)+X%
23 M B 141 24 3 16X3

oU: OR; oR ~ ~
( S x S+ 1) APe(Tyy (id) + T (D).
0Xs 20X

Soient ¢ € Z(w) et V € H'(B*;R3) tels que V (X1, Xo, —1 +xp) = V(X1, X2,1 —k4) =0
On choisit comme fonction test dans le probleme (2.6)

X1 X2 X3

o= Sole[Z]P(E2,2) eeters

Vs(x)=0 p-p- xeﬂa.
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Ainsi on obtient

r?é r?6
PO S m@e e dX = —2f S 11, (o)1, (i) dx'dX. (5.13)
E wabei] 1 E wac‘Zl

Dans la poutre ¢ + Pg (¢ € E¢) les composantes du tenseur des déformation de vs sont

oV
Y11(v5)(€¢ +x) = 63<,o( f) l(ﬁ 2 ﬁ)

r’'r’é
Y22(Vs) (€€ + X) = 63<p( -f)avz(% %?)
Y12(0) (€€ +3) = = le 6)(3? g;f)( =2
Y13(V5)(€¢ + x) = 3<P( 5)(;32 ig;‘j)( %%)
Y3(vs) (€€ +x) = 253<p(66)(;g;§ +%Z—;Z’)(%%%)
Ya3(vs) (€€ +x) = 64<p(€§)g;j(ﬂ 2%)

Par application des opérateurs et 1, on obtient

— g _ —
T, (yap(vs)) = m(ﬂﬂﬂxﬁ(v);
£ (1aVa 1073)

,(Yg3 (V) = — -+ - ,
r(Ya3(Vs)) 253()06 50X, + roX,
& _ 0V,
Iy (Ya3(vs) = g(ﬂg—axs.

Les limites sont (on rappelle que /6 tend vers 0)
3
r v 2 (1s) iV 2 be
_Hr(Yaﬁ(V(_‘)‘)) = @Yap(V) fortement dans L (w x B"),

3

r—n( (0s)) — = 0V
Y a3\ Vs z(ana

fortement dans L?(w x B®),
3
r — 2 be
—1I1,(y33(vs)) — 0 fortement dans L“(w x B™).
€
On passe a la limite dans le probleme (5.13)) en utilisant la convergence (3.3) et le fait que le
membre de droite converge vers 0, on obtient

2

2
Y f (pzaﬁraﬁ(vmx dX+Zf
wx Bbe a=1Jw

a,f=1

(5.14)

x Bbe
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On prend V, = V, = 0 dans (5.14), cela donne

2 oV
Y PLa3=—dx'dX =0  VpeD(w).
a=1JwxBb 0Xq
On localise
Vs Vs )
Si3—dX+ Yo3—dX =0 p.p.XxX €w. 5.15
j;be 133X, fBbe 53%, pp.- X €w (5.15)

oV oV _ -
On observe que f (Xl—3 - Xg—g)XmdXz = 0. On en déduit que X; 72 + X2 7, + ii3 = 0.

Les conditions vérifiées par ii3 impliquent que Z; = Z, = 0 et ii3 = 0.
On prend maintenant V3 = 0 dans (5.14)), puis on localise 1’équation, d’olt
fD [ v 2u T + AT i [T Pax
+ fD [(ﬂbe +2ub) Ty (i) + 17T, (5)] Ton(V)dX
1

+j; 4pbeF12(i7)F12(V)dX
1

U, OR, OR; —
:—)Lbef - X +X Iy (V)dXx
D1(5X3 lan 26X3) 11 (V)

~

0U; OR, OR; —
—Abef -X +X Tyn(V)dX.
Dl(aXs 16X3 26X3) 22(V)

Systeme qui se résout simplement

~ 003 X2 - X2 0}?2 6}?1
i (- X1, Xo,) = @V + B X + 1P - %tz % _XIXZO_Xg)’
i 6(73 aﬁz X2-Xx2 6]/-?\1

3 3

Les conditions vérifiées par i et iiy impliquent que aV) = a® = ,6;1) =0.D’oulerésultat. [

Lemme 5.1.6. On a (d € {a, b})

ul=0 et 7z¢=0,

us AP g 23 .
, X3) = ——— wu —(X3-1 . p.p. QY

ax, %) M,”upl(yaa( 4)(x') - (X5 - 1) Oxadxa(x)) pp

ould AP b 0%

— (¥, X3) = ——— Ul () - (X5 +1 N, p.p. Q.

0X;3 (x', X3) Apl+2upl(yaa( m) () = (Xs + )axaaxa (x)) p-p
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Démonstration. Soient ¢ € D (w) et Ve H L(1%R3) satisfaisant V(1 —x,) = 0. On définit la

fonction test Vs par
1 X3
Vs(x) = 5</>(x')V(g) dans Qf,

Vs(x)=0 dans Qs ¢, \ Q.

Dans Qg on a

99

Yap(Ve) = %(6—"’(#) Va3 )+ 2 () vo(3))

Yas(Vs) = 1(52</>( )Z)‘g(?) ;:(P(”V((s))
dVg(Xg)
5

On applique I’opérateur I1s puis on passe a la limite

Y33(Vs) = 62<P( x)

5°11s (Yap(Vs)) — 0 fortement dans L?(Q%),

5°T5(ya3(Vs)) — =¢

fortement dans L>(Q%),
2 ng

5%I1s (y33(Vs)) — </>— fortement dans L?(Q%).
dXs

On prend Vs comme fonction test dans (2.6) des convergences ci-dessus et (3.4)) on obtient

av,
anZ?S X ldx dXsz+ f 223([) dx dXs+ f 233([) dx dX3 =0,

On localise et on se sert de (3.5)

out\dv, dVs
7494 4| —2dx; = fz dX3=0
f( “+0X3)dX3d 3=0 23 7, 43

De la premiere équation différentielle ci-desus et du fait que
—a /
f ua(x ,Xg)ng =0,
Iﬂ

on obtient que Zg = 0 et ug = 0, on déduit que M, =0.
De la méme on obtient que Z2 = EZ =0 et par suite M 33 =0.
Maintenant, on rappelle que

34 = (APl 2uPy M + APHME + MS,)

oug 0°U 0*U.
(AP’+2W)6X AP () + Y2 )~ K= D=5 =~ (s + D"

=
(NN

xl
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d’ou I’expression de u§ et

ous - o*u.
a _ 3 _ ay _ - 3
Mss = 0Xs  APL4+2up! Yaa(%pm) = (X5~ 1) 0x2
On procede de la méme fagon pour obtenir ﬁg . [

Lemme 5.1.7. Soient ¢ dans WY (w) et ¢, défini par
s ALl [ E o e
Si g — 0 alors pour tout p € [1,4+00) on a
ber — ¢ fortement dans WP (w).

Démonstration. On a
e -1 (el ) -]

Puisque ¢ appartient 2 W™ (w) et y appartient 2 2(R?), alors pour tout x’ €
/ !

(e[ Z]) - 00| = celVelimw,  [UZ{Z})| = 1ty

£

La constante ne dépend pas de €. D’ou
pe,r — PllLo(w) < CENVP Loy | X Il Lo (R2)-
Comme premiere conséquence on a
ber — b fortement dans L™ (w).

La dérivée partielle de ¢, , — ¢ par rapport a x4 est

a , 6 / / , / a ,
aeg e =000 = (N olel F) 00 -2 H T 7 oo

—
—

Ensuite pour (€ 2. et p.p. Y €Y, ona

i _ ,_10_}( f / _ nY _ f ,0_(P /
axa&be,r <P)(8€+£y)—raxa(ry)(¢(£é) Ppe€+eyh) x(ry)axa(8€+£y).
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La fonction y a un support compact dans R?. Donc il existe R > 0 telle que supp(y) < Dg. Le

support de la fonction y' — x(? y’) est inclu dans le disque D, g/¢, donc p.p. ¥’ € Dyg/e
|p(e€) — pe€ +ey")| < TRIVPl o). (5.16)

. . 0 .
Maintenant, on évalue la norme L? de la dérivée partielle E((pg, r—¢). D’apres (5.16) on a

0 n|P ’_
L‘E(¢e,r_ dy —frm PP a((/)er </>)(€<f+€y)) dy'

< 2""1(f
Digie

+fDrR )((fy')’ ‘E(Ef+£y')’pdy’)

10y 8

y)) p(ed) — ple +y)Pdy’

p-1 H b f &) — et +eyHPdy
< (rp x|y |, 190~ 9(eC+eyPdy
0¢ /
+
||X”LOO(R2)L Re axa y)
r2R2
R o ||p
_1 T
<27 (R | & i N A P A i)
D’ou
N ) ” p
< — + — .
fgmy‘a (Per = dx Cr( 0X, LOO(RZ)MV(/)”L”(‘“) A0 ey 0xq L°°(w))
Par sommation de toutes les inégalités ci-dessus on obtient
0 p
—(e,r —P) (x| dx' = —(
fw’axa Per 5;5' eC+eY 6 Xa Per -
P 0p P
ch_z(H_OXa ey VP i+ W | 52 o)

Finalement
r\2/p
IV@er = re = (2] Il 10l wioego)

P . . T .
Les constantes ne dépendent pas de € et r. Par conséquence, si — tend vers 0 on obtient
€

Ger— ¢ fortement dans WP (w).
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Lemme 5.1.8. Soient ¢ dans W>> (w) et @, définie par
e, = [olel E]) el T} wle S+ -a(HEDows veo
Si E — 0 alors pour chaque p € [1,+00) on a
O, — ¢ fortement dans WP (w).

Démonstration. Tout d’abord, on note que

B R e R [,

(wp(x)—v(p( [?]) < £l yzcoge)-

Ainsi

Vy' € Dypre,  VEEE, T (518

‘ch(sg" +ey)— v¢(55)‘ < (PRl yy2eo(e-
On a

/

@ =[Nl E D)+ et wolel F]) o))

et d’apres (5.17),

19er =Pl = Ce* It o) 1Dl w2
Comme conséquence on obtient
) fortement dans L™ (w). (5.19)
La dérivée partielle de @, , — ¢ par rapport a x, est
0 - 10y x ,
a0 = o [ Dlolls ])+€{ J-volel £))-ow)

G -]

Pour tout £ € Z, et y' € Y, on a donc

0 = 10
E(q)s,r_(f’)(ff"‘fyl) = 6))((0[( )[(,b e&)+ey -Vo(e€) - p(e€ +ey)
0
b Y260 - 32 et v ey,

86



CHAPITRE 5. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

D’ol
3 a( ~9)
1 oy /
= ?axa( V)(0(e¢) +ey'-Vp(ec) - piec +ey))|
€ N9 (o) 90 ,
+ x(ry)[axa ()~ 51 e+ey)]|
De (5.18) il vient que
“ E(@ar - ¢) ”Lw(w) < Crllx||W1,oo(R2) ||¢||W2m(w)_
Comme conséquence on a
e - 9 fortement dans L™ (w). (5.20)
0xq 0xgy

On passe maintenant aux dérivées secondes de @, , — ¢

g @ = 0)) = :26)?“%({ lofe Z])+efZ}-vole] £]) 000
- I 2l
: i:;;( (22 (e[2]

Pour¢(eZ . etp.p. Y €Y,ona

)axﬁ o
e

2o
] (E{x?})axa(;pxﬁ (2.

%(@g,r—¢)(£€+sy’) _ r12a)?25X [¢ ef)+ey V(b(sé) cp(s£+gy)]
t o gl St ey
L )t gt v ) g e
D’ou
2 2 2
fy‘axfaxﬁ@g”_¢)(£€+€y,))pdy, = ¢ R( H()X axﬁHLw(R% ‘ L°°([Rz2)
* RpHaX HLOO(RZ) ”X”Lw(RZ))”(p”sz(w)
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Puis
62 N n|P ! 2 62)( p
‘/‘C;f+gY axaa.Xﬁ (q)gyr - (7b) (x ) dx = Cr (H aXllaXﬁ HLOO([RZ)
ox p p
* ” 0X, Il L>(Rr2) + ”X”L“’([RZZ)) ||(/)|IW2""’(w)'

a

Et finalement

I5:2

< C 2,00 (02 2,00 .
a a X W= (R=) W= (w)

LP(w)

((/Ise,r - ¢>)
Passons a la limite, si r. 0 on obtient
€
0’ D, 8¢
0xqa0xp  0xq0xp

De (5.19), (5.20) et (5.21) on déduit finalement que

fortement dans L” (w). (5.21)

5” — ¢ fortement dans W2P (w).

]
5.2 Annexe B
Lemme 5.2.1. Le probleme a pour formulation variationnelle
Trouver uy5 € L*(0, T; Hy () N6 ([0, T1; L* (), pesties € H' (0, T; H'(Q),
dug'é
< Pgs dr (1), w >H*1(Q),H&(Q) +L kesVixtes(t,)Viwdx (5.22)

= fQ fes(t,x)w(x)dx  p.p. t€(0,T), 1 5(0) = 14y 5.

De plus u, s satisfait

1 t
Ef pg,(s(x)lug,a(t,x)lzdx+f fkg,(s(x)lvxug,a(s,x)lzdsdx
Q 0 JQ pour tout t € [0,T]. (5.23)

t 1
=f ffg,a(s,x)ug,(s(s,x)dsdx+—f Pe,s(X) Ul 5(x)|*dx
0 Jo 2 Ja ’

Démonstration. La démonstration de ce lemme utilise la méthode de Faedo-Galerkin (voir
par exemple [[15] ou [33]). Les trois étapes de la démonstration sont les suivantes :

— Existence de solutions approchées.
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— Estimation a priori des solutions approchées.
— Passage a la limite.

On rappelle que Hé (Q) un espace de Hilbert séparable ; il est équipé du produit scalaire

Vg, w) e [H Q% <oy >:fQV(p~Vu/dx.

Il admet une base hilbertienne dénombrable : {wy, ..., w;,,...} ayant les propriétés suivantes :

VmeN*, wy, e Hy(Q),
5.24
U V= U Vect{ws, -+, wn} est dense dans Hé(Q). ( )

meN* meN*

On définit I’opérateur P,, de H& (Q) dans V,, par :

m
va:vm:2<v,wj>wj ‘v’veHé(Q).
j=1

Ona

Pnv— v fortement dans Hy (Q).

Dans la démonstration qui suit, sans nuire a la généralité on suppose que ¢ € (0, 1].

Pour simplifier les notations on omet la dépendance en ¢ et 6.

Etapel. Existence de solutions approchées.

On suppose dans un premier temps que la donnée u° appartient 2 H& (Q) et on note

m m
up, =Y <l wi>wj=)Y ajw;e Vp.
Jj=1 j=1
On a
u?n — u® fortement dans H& Q). (5.25)

On cherche une solution approchée u,, € H'(0, T; V) du probleme (5.22) de la forme
m
um=)_ gj'w; ol gi'e HY0,L),j=1,...,m.
j=1
On considere donc le systeme différentiel suivant :

Trouver (g{”,...,g]’.",...,gn"f) € [H'(0, T)]™ tel que pour tout k € {1,...,m}

0
fpﬂwkdx+‘[ kVumekdx:ffmwkdx dans L?(0, T), (5.26)
o Ot Q Q

g}"(O):aJ-, j=1,...,m.
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On pose
m_ (,m m myT m _ . T
Go=(81 8 8m) " Gy = (@1, @y @)
—(,m m _
'dm_(aij)lsism,lsjsm’ aij_prwi wjdx,
— (1M m _
'%m_(bij)lsism,lsjsm’ bij—fgkvwiijd%

F;”(t):ff(t,x)wk(x)dx, F'”(t):(Fl’”(r),...,F]’."(t),...,F,,’;’(t))Tp.p.te(o,T).
Q

Le systeme devient

dg™
AN —— () =B"G™()+ F™(t), p.p.te(0,T),

dt() (1) (1), p.p 0,7) (5.27)
G™(0) = GJ".

On montre maintenant que la matrice <, est inversible. Soit V = Vi,..., V)T e R™ et

m
U:ZViwieVm.
i=1

m

(&me),-:j;(fopwiwj)dxvj:fﬂpwivdx.
m
Ay V-V = f Viw;v dx:f vvdx
m lzzi( QP iWi ) QP
m
zmin(l,co)fglvlzdx:collvlliz(g)EC(ZIV,-IZ) vV eRM.
i=1

Il en résulte que la matrice symétrique «7,, est définie positive. Elle est donc inversible.
Comme conséquence le systeme différentiel (5.27)) admet une unique solution appartenant

a[H 0, V.
E'tape 2. Estimations a priori.

On multiple 1’équation par g puis on somme sur k, ce qui donne

0
fp—umumdx+f kVumVumdx:ffumdx. (5.28)
o Ot Q Q

Par intégration de 0 a ¢ on obtient 1’égalité suivante :

1 2 2 ! 1 02
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Vte[0,Tl, min(l,co)(lltml?z o +20Viuml?

L2(Q) 12 (QT))

< fo ttm(5) 12, g s+ fo IF 22 ds+ U122, )

On a donc (on rappelle que p(x) = ¢p et k(x) = ¢y p-p- x€Q)

(5.29)

t
Collum(Dlg = (1122 g1, + 10122 ) + fo 2t ($)1122 ) .
Du lemme de Gronwall on déduit que
L k3 2 0 |2
Co

Utilisant (5.29)), on obtient ensuite

VEel0,Tl,  Num®lfsiq+ IVUml 2 qr, < ClIfI72qr + 1017

) ) m LZ(Q) m LZ(QT) — LZ(QT) p m LZ(Q) .

Ce qui s’écrit également

1 T
2 2 02
e L R exp( 0)(||f||L2(QT) ds +lpu, %) (530)

) ) ou
On estime maintenant 6—;" dans L2 (QT).

m

On multiple 1’équation par ;C (s) puis on somme pour k variant de 1 a m. Ce qui

donne

2
LZ(Q) 2 al‘

aum

HkVum()

’V Hm)‘[fm——49dx pp. s€,T).

On integre par rapport a s entre 0 et . D ol

f HM()

Ci C
ro®* EO“V”m(f) ||iZ(Q) - _OHV”m(O) ”iz(o)

Hdum

1 2
= m”f”LZ(QT)

L2Q)

Ainsi

[z

L%in&+”VunAtﬂh%QT) MfﬂL%QTY+”VunAOHhQQV pour tout £ € [0, T].

91



CHAPITRE 5. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

Ce qui conduit a

|52 ;

1
2
zary IV UmlLoqo,mxe) = _2”f”L2(QT)+||V”m(0)||L2(Q)
G

Finalement en utilisant (5.30)), on obtient

bl 10, 732200) * 1ol 20,530 < C (1 2y A5 + 10U, 2y + IV (Ol 2y )

La constante C est indépendante de m, € et 6.

Etape3. Passage a la limite.
Il existe une sous-suite de {mj}, encore notée de la méme facon, et u € HY 0, T;L%(Q) N

L*(0, T; H} () de sorte que
U — u  faiblement dans H' (0, T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy (V). (5.31)

Soit y € H'(0, T) tel que y(T) =0 et v € H} (Q). On multiplie (5.26) par (v, W) 1 W» on

somme pour k de 1 a m puis on integre sur (0, 7). On obtient pour presque tout £ € (0, T)

—f p(x)um(t,x)t//'(t)(va)(x)dtdx+f k(xX)Vuy,(t, )y ()V(Ppv)(x)dtdx
af of (5.32)
:fmf(t,x)w(t)(PmV)(x)dtdx—fQp(x)u%(x)w(o)(va)(x)dx.

D’apres li et du fait que P,,v converge fortement vers v dans H(} (Q), en passant a la
limite dans (5.32)) on obtient

—fTp(x)u(t,x)u/’(t)v(x)dtdx+fTk(x)Vu(t,x)u/(t)Vv(x)dtdx
Q Q
:fo(t,x)u/(t)v(x)dtdx—f P ()W) v(x)dx. (5.33)
Q Q
VYve Hy(Q) etV e HY(0,T) tel que yw(T) =

D’ou 3

f p(x)—u(t,x)u/(t)v(x)dtdx—f p(x)u(0, x)w)v(x)dtdx

QT at QT

+ k(x)Vu(t, nv dtd
fQT X)Vult, x)y()Vv(x) X (5.34)

:fQTf(t,x)u/(t)v(x)dtdx—fgp(x)uo(x)w(o)U(x)dx-
Vve Hy(Q) and Yy € 2(0,T)  tel que w(T) =
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D’ou on conclut que u(0,.) = u®().

Par suite on en déduit que u vérifie

ou

—vdx+f kVqudx:f vdx dans L?(0,T), Yv e H} (Q),
fgpat 0 Qf 0 (5.35)
1, = u’ dans Q.

Comme dans I’étape 1, on montre que

2 2 2 02
10 e 71200 + 1403200 1oy = C (1 W2y + 10U N2 )

2l 0,2y + N8l 12 < C(1 Nizary s + 19U 2y + IV m Ol 2y )

On note que u appartient également a € ([0, T'; L2(Q)).

Etape 4. Existence d’une solution de (5.22) pour une donnée initiale dans 2(Q).

Soit u® € I2(Q), il existe une suite {u‘,)n} m de fonctions de H& (Q) telle que u?n converge

fortement vers u° dans L2(Q).

Comme 19, € H; (Q) et que iy, est solution de (5.33) alors

Oum f f 2 1
—uvdx+ | kVu,,Vvdx = vdx dans L“(0,T), Yve H,(Q),
pr a1 g ol 0 (5.36)
um(0,-) = u?n dans Q.
La fonction u,, — u vérifie
f Mvdx+f kV(tp —uy,)Vvdx=0  dans L*(0,T), Yve H: (Q)
LT o v m T e i 08 (5.37)
(Um — up)(0,) = ul), - ug dans Q.

Comme dans I’étape 1, on obtient I’estimation

2 2

0 0412 0 0

2
” Um— up ”LOO(O,T;LZ(Q))

La suite {u;}, est donc de Cauchy dans €([0, T1; L2(Q)NL2(0, T; Hé (Q)). Elle converge donc
vers un élément u appartenant a € ([0, T]; L*(Q)) N L*(0, T; H, ().

Le probleme (5.36)) s’écrit également
—fTp(x)um(t,x)w’(t)v(x)dtdx+fTk(x)Vum(t,x)w(t)Vv(x)dtdx
Q Q

:fo(lf,x)U/(l‘)v(x)dtdx—f p(0) S, (D)W (0) v(x)dx. (5.38)
Q Q
Vve Hy(Q) et Yy e H'(0,T) tel que ¢(T)=0.
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Passons a la limite, ensuite comme dans 1’étape 3 on obtient

0

f p—uvdx+f kVuVuvdx :f fvdx dans H™1(0,T), Vve H&(Q),

o 0t Q Q (5.39)

u(0,) =u’ dans Q.
Etape 5. Pour finir on montre 1’unicité de la solution de (5.39)).
Soient u; et u, deux solutions du probleme (5.39), alors u; — u, satisfait
0
f P = ug)vdx+f kV(u; — up)Vvdx :f f(uy —up)dx dans L*(0, T), Yv e Hy(Q),
Q Q Q
(U1 —u2)(0,:) =0 dans Q.

On prend comme fonction test v = u; — uy. Apres intégration on a
1 2 2 !
Vte [Ov T]) §|Ip(ul_u2)(t)”L2(Q)+”kv(ul_u2)||L2((0,t)XQ) :\/(; Lf(s) (ul_uZ)(S) dsdx.
D’ou
1 _ 2 ! _ 2
Vte [0) T]y ZCOH(MI MZ)(I)”LZ(Q) = ||f||L2(QT) 0 “(ul uZ)(S) ”LZ(Q) ds.
Le lemme de Gronwall mene a
Vielo,Tl, Il —u) ()20, <O
D’ot I'unicité de la solution. O

Lemme 5.2.2. Pour tout ® € H, il existe une constante notée ®(oco) telle que

Démonstration. Etape 1. On montre que

_ — 1
D —Dgll, o < C|V®||;2 N ot Pp=—— ®(z)dz.  (5.40)
RI12* (B(O,R)) [L2(B(O,R))] R 1B(O,R)| Jso.n

La constante ne dépend pas de R.

On rappelle I’inégalité de Sobolev-Poincaré-Wirtinger dans la boule B(O, 1), il existe une
constante C telle que

_ — 1
VY —Y|,.+ <CIV¥|;2 N ot V=—— Y(z)dz. (5.41)
L2 (B(O,1)) [L2(B(O,1))] 1B(O, )| Jsi0.1)
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Soit ® € H. La fonction ® appartienta H lloc (RN). On applique I’inégalité de Sobolev-Poincaré-
Wirtinger a la fonction ¥(z) = ®(Rz), z € B(O, 1), avec R quelconque dans R} .

On effectue ensuite le changement de variables x = Rz, d’ou

— 1
VY=— VY(z2)dz= —— ®(R2)dz,
|B(O,1)| JBo,1) |B(O,1)| JBo,1)
= L f d(x)dx = d(x)dx =D
IB(O, DIRN Jpo, 1B(O, B Jao,p e

D’apres (5.41)) on a

—_— ok 1/2* 1/2
(f ¥ (2) — P2 dz) < c(f |V\P(z)|2dz) .
B(O,1) B(O,1)

Ce qui donne

— g 1/2* 2 1/2 2 2 1/2
(f |O(Rz)—p| dz) sC(f IV, (D(R2))] dz) :c(f R2|V, . ®(R2)| dz)
B(O,1) B(O,1) B(O,1)

On effectue le changement de variable x = Rz, on obtient

N

_ — e 12 LN , 12
R (f | (x) — Dp| dx) <CR z(f V(@) dx) ,
B(O,R) B(O,R)

Do

— * 1/2* N, N 1/2
(f | (x) — Dgl? dx) sCRl'?‘”z_*(f |vq>(x)|2dx)
B(O,R) B(O,R)
2 1/2
< c(f VO (0| dx)
B(O,R)

2N
car 2™ = N 32 On a montré (5.40).

Etape 2. Puisque la suite {,,} nen = {15(0,n) (P—@p)} nens est bornée dans L2 (RV) car d’apres

(3.40) on a
||<Pn ||L2* (RN) = I 1B(O,n) (@ —6;1) ||L2* (RN) <|P _an ”LZ* (RM) < C|V| [L2(RN)]N -
Il existe donc une sous suite d’entiers, encore noté n, tel que
@n=1p0,n(®-D,) —¢ faiblement dans L2 (R).
D’apres les inégalités ci-dessus on a de plus

el 72+ ®N) = ligioglf||(ﬂn||L2* ®RN) = CIve| [L2(RN)]N -
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La restriction de ¢, a la boule B(O, n) appartient a H! (B(O, n)) et Vg, = VO p.p. B(O, n).

Soit maintenant W € [2(RM)]Y, comme le support de ¥ est borné, pour n assez grand on a

f (pndiv(‘l’)dx:—f V(pn-‘I’dx:—f VO -Vdx.
RN RN RN
On passe a la limite pour obtenir
YV e [2RM)Y, f pdiv(¥)dx = —f VO V¥dx.
RN RN

D’ou V¢ = V®. La fonction ®—¢ est donc constante. On note ®(co) cette constante. Le lemme

est démontré. L]

Lemme 5.2.3. L’espace des fonctions appartenant & Hn C®(RN) et dont le support du gra-

dient est borné est dense dans H.

Démonstration. Etape 1. On montre que 1’espace des fonctions appartenant a H et dont le

support du gradient est borné est dense dans H.

On note i € WH°(R) la fonction réelle définie par

VtE[OyR]y nR(t):l,

1
Vte[R,2R], nR(t):E(ZR—t),
Vt=2R, nr() =0,

Yt e (—o0,0], nr(t) =ngr(-1)
et

N
VxeRY, () =[[nr(x).
i=1

Soit maintenant ® € H. On définit la fonction ®p par
DR (x) = Nr(xX)(P(x) - D(00)) + (),  p.p. xeRY.

Puisque ® € H!

loc(lRN ) et que g € WH°(RN) et a un support compact, on obtient que @y €

HY(RN).

Etape 2. On estime V®p — V® dans [L2(RN)]V.
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Ona
VORr-VD = (- 1)VD+ Vﬁfq(cb - (D(oo)).

Le premier terme du membre de droite de I’€galité ci-dessus est majoré par | VOl ;2@\ (- g gyNy ¥
il converge donc vers 0 quand R tend vers +oo. Concernant le deuxieéme terme, on a tout

d’abord
617 R
0x;

Le support de cette fonction est dans la réunion de deux bandes

1 N
——(P-P(eo )‘:EHUR(xi)Iq)—@(OO)I p.p. xeRY.
i=2
Ap=((=2R,—R) xRV"'U(R,2R) xRN ") n[-2R, 2RI

fRN‘—( x)(P(x) — q)(oo))‘zde/;R%)@(x)—q)(oo)‘zdx_

L’inégalité de Holder donne

2 2% 2/2* 2/N
f <D(x)—<l)(oo)‘ dxs(f D(x) - dx) (f ldx) .
AR AR AR
D’ou
2 2% 2/2*
f q>(x)—c1>(oo)( dx542(N_”’NR2(f D (x) — D(0o) dx)
AR AR

car le volume de Ag est égal a 4R)N-1R. Ainsi

52 @-0w)

L2(RN)

Onr
Xi

(P-D(c0))

On procede de fagon analogue pour évaluer ‘ i €12,..., N}. Finalement

L2(RNY
IVITR(® — @ (00)) lj12@ny N < CIIP = P(00) | 2% (_og 20 M [~ R.RIN)-
La constante ne dépend que de N.

Le terme de droite de I’inégalité ci-dessus converge vers 0. On a donc démontré que

V®dp — VO fortement dans [L?(RM)Y

On considere pour finir la suite @, g = pj, * (ﬁfg ((I) - q)(oo))) + ®(oc0) ou pj, est une suite
régularisante définie comme dans la section IX.4 de [27]. Par construction @, g € C®RM), le
support de V®,, r est borné et V®,, p converge fortement vers VO dans [L2®RM)1N. Le lemme

est démontré. ]
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On rappelle le lemme de prolongement suivant :

Lemme 5.2.4. Soit B un ouvert borné de RY de frontiére lipschitzienne. Il existe un opérateur
de prolongement P : H'(B) — H'(RYN) linéaire et continu tel que
(1) P(®)p=9,
voe H'(B), i) IP@l gy < ClOlzg),
(iii) IP(@) gy = CIPI g1 ).
La constante ne dépend que de B.
Lemme 5.2.5. Soit B un ouvert borné de RY de frontiére lipschitzienne et @ un ouvert de
RM. [I existe un opérateur de prolongement 2 : L*(@; H' (B)) — L*(@; H'(RN)) linéaire et
continu tel que
(1) P (D) p =2,
Vo e L*(0; H' (B)), (i) 1P D®lzexry) < Crl®l2@xB) (5.42)

(lll) ”'@(CD)”LZ(@’,HI(RN)) < CP ”(D”LZ(@;HI(B))-

Démonstration. On note V le sous-espace L%(@; H'(B)) contenant les fonctions de la forme

k
D(x,2) = ), agle,(X)dq(2) p.p. (x,2) €0 x B, keN*
q=1

oll ¢4 € H'(B), ag € R et o la suite d’ouverts {0g}1<q<k satisfait
ko
0,0, Oin0j=6 1si#j<k  O=inf Ulﬁq).
q:

L’espace V est dense dans L?(@; H' (B)) pour la topologie forte de ce dernier.
Etape 1. On évalue la norme L? de ® et de V,® pour ® € V.

Ona

k

([l :f@ B|cp(x,z)|2dxdz:f aqle,(X)q(2)*dxdz
x =1

|
OxB q

k k
= Y 16,0’y Pdxdz=") (@g)’1pq(2)dxdz
OxB g=1 q=1J04%B

k k
= Z(afq)zf |(/)q(z)|2dxdzz Z(aq)zf ||¢q||%2(3)dx
g=1 O4%B g=1 Oq

k
2 2
= q;l(aq) mesure(Og)llpgll72 -
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De la méme fagon pour le gradient par rapport a z on obtient
2 d 2 2
”vZ(D"LZ(@’xB) = qz_l(aq) mesure(@q) ”vz(l)q ”LZ(B)'

Etape 2. On définit le prolongement des fonctions de V.
k
Pour ® eV, ® = lafq].@'q(I)q on pose
q:

k

P@) =) agle,PPg)
q=1

ol P est I’opérateur de prolongement du lemme La norme L? de 22(®) et V,2 (D)
s’obtient en procédant comme dans I’étape 1.
k

“gz(q))”iz(@’x[RN) = Z (aq)zmesure(@q)np((,bq)||iz([RN),
q=1

k
V2P @)%, 5, = 2 (@g) mesure(@) IV P@g) 172 g,
q=1

Le lemme[5.2.4] donne également

k

IP@)112, 5, v, = Co Y (@g)*mesure@g) 1§12 5 = CHIPIZ 5, 5
q=1

k
IVP@NZ, 5 qny < Cp Y, (@) mesure@) Vgl 725 = CHIVOIT 5, -
q=1

Ainsi on obtient un opérateur 22 linéaire et continu de V sur son image 2 (V) c L?(@; H' (RN))

vérifiant
P (D)=,

VOeV, ||<@(®)||L2(@><RN) < Cpl®l2(xB) (5.43)

V.22 (D) ”LZ(@X[RN) = CP”V@”LZ(@XB)-
Etape 3. On définit le prolongement des fonctions de L?(@; H'(B)).

Soient ® € L2(0; H'(B)) et {®,,,} . {®! )}, deux suites de fonctions de V vérifiant
(Dm - (Dy

, fortement dans L?(@; H'(B)).
P — D,
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On a ”@(q)m) — ‘@(q)lm) ”LZ(@;HI(RN)) = ”@((Dm - q);n) ”LZ(@;HI([RN)) < CP”(Dm - q)lm ”LZ(@;HI(B))-
Les suites {2 (@)}, {P(®) )}y convergent donc vers la méme limite dans L?(@; H!(B)).
On note cette limite 22(®) elle ne dépend donc pas de la suite de V convergeant vers @ dans
L*(©; H' (B)).

Etape 4. Linéarité de 1’opérateur 2.

Soient (@, ®,) € [L*(@; H'(B))1? et {®1 1} m, {P2,m)}m deux suites de fonctions de V vé-

rifiant
q)l,m - q)ly
fortement dans L?(@; H'(B)).
(I)Z,m - q)Z)

Par construction, I’opérateur & est linéaire sur V. Donc pour tout (A, p) € R2, on a
PAD, i + uD2, ) = AP (D1, ) + uP (P2, m).
Le passage a la limite donne
PAD] y + U®y, ) — PAD) + udy), fortement dans L?(@; H'(B))
et
AP (D) 1) + PP ( Dy, 1) — AP (@) + uP(®,)  fortement dans L*(@; H' (B)).

Finalement

Y (D, D) € [L2(@; HY(B)1? (A, pw)eR? ona PAD; + ud,) = AP (1) + uP(®,).
Egalement par passage a la limite on obtient que le prolongement vérifie (5.42)) (ii)-(iii). O

Procédant de facon analogue, on montre qu’il existe un opérateur de prolongement de
HO1 (0, T; L2(Q; H'(B))) dans H& 0, T; L2(Q; HY(RM))) tel que pour toute fonction @ appartenant
a H} (0, T; L*(Q; H' (B))) son prolongement ® appartenant 2 H} (0, T; L*(Q; H'RY))) satisfait

@(t,x,2) =D(t,x, 2) p-p.- (£,x,2) € QT x B,

1PW 171 0, 752201 @My = CNPN 10,7522 (0 112 @)
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On notera dans ce cas que le sous-espace de H& (0, T; L2(Q; H'(B)) contenant les fonctions de
la forme
k
(L, x,2) = ) ag(lg, (X)pg(2)  pp.(6,x,2€0,T)xQxB,  keN
q=1

oll ¢, € H'(B), ag € Hy(0,T) et ol la suite d’ouverts {Qg}1<4< satisfait
k —
QcQ,  QinQj=6  lsi#j<k  Q=inf Ulﬂq)

q:

est dense dans H& (0, T; L2(Q; HY(B))) pour la topologie forte de ce dernier.

Lemme 5.2.6. Pour tout ® € [2(Q x (0,+00)) on a

”q)(p)”LZ(Q) ”(DHLZ(QX(O +00))
Démonstration. La transformé de Laplace ®(p) est égale a
N +0o0o
D(p)(x) :f ®(t, x)exp(—pt)dt p-p- x€Q.
0

La fonction (t, x) — ®(t, x) exp(—pt) appartient & L?(Qx (0, +00)). D’ol1, en appliquant Cauchy-

Schwarz o )
f @(p)(x)lzdxsf (f |d>(t,x)|exp(—pt)dt) dx
Q a‘Jo
+00 +00
sf (f (¢, )| dt)(f exp(—pt)dt)dx
0
<—ff (0 Pddx.
Ce qui donne I’estimation du lemme. [
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