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Symbole & Notations genérales

2D Deux dimensions

3D Trois dimensions

[.]: Symbole de matrice

{.} : Symbole de vecteur

KUBC : Conditions aux limites cinématiques
SUBC : Conditions aux limites statique

PBC : Conditions aux limites périodiques

VE : Volume élémentaire

VER : Volume élémentaire représentatif

MHE : Milieu homogene équivalent

HS : Les bornes de Hashin-Shtrikman

HS+ : Les bornes supérieurs de Hashin-Shtrikman
HS- : Les bornes inférieures de Hashin-Shtrikman
SC: Auto coherent (Self-consistent)

P, V : Fraction volumique

fm : Fraction volumique de la matrice

fi : Fraction volumique de I’inclusion

x : Point matériel

u : Vecteur de déplacement

V' : Domaine (ou cellule)

dV : Contour du domaine

8;; - Opérateur de Kronecker

(.) : Opérateur moyen

b; : Les forces internes du corps solide

T; : Les trois vecteurs associés aux trois plans perpendiculaires

0;j = o : Tenseur de contrainte du second ordre symétrique

g;j = £ : Tenseur de déformation du second ordre symétrique

11t

w;; . Tenseur de rotation antisymetrique
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G;; et &; . designer les fluctuations micro-échelle
C™Macro - Tenseur d’¢lasticité a I’échelle macroscopique

Ciji = C : Tenseur de rigidité du quatrieme ordre symétrique (tenseur d’¢lasticité effective)
Ajjii = A : Tenseur de localisation en déformation identique d’ordre quatre
Bijii = B : Tenseur de concentration des contraintes identique d’ordre quatre

1%

Sijki = §(£) : Tenseur de complaisance (des souplesses effectives) d’ordre quatre

E : Module de Young
v Coefficient de Poisson
k : Coefficient de compressibilité

@ - Module de cisaillement

ki, k, : Modules de compressibilités (Bulk) pour les deux phases (matrice + inclusion)
U1, Uy - Modules de cisaillement (Shear) pour les deux phases (matrice + inclusion)
f1, f> : Fractions volumiques pour les deux phases.

Les signes + et — : désignent les bornes respectivement supérieures et inférieures
E,, et E; : sont les tenseur élastique de la matrice et I'inclusion

[ : La taille d’une cellule (carrée ou cubique)

I : La taille d’une particule (rayon)

ryetrz: Les tailles d’une ellipse

ry, rz et ra : Les tailles d’une ellipsoidale

d, D : La distance entre deux particules

n : nombre de réalisations générées

N =V =Vp : nombre de particule

Dz : Variation d’une propriété physique

A : La portée intégrale

ke¢/T : La propriété de compressibilité effective

né/r : La propriété de cisaillement effective

kPP : La proprieté de compressibilité apparente

uP : La propriété de cisaillement apparente

Xi
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Sur le plan formel de la démarche scientifique, cette étude est menée selon une approche
micromecanique. Celle-ci s’appuie sur des méthodes des changements d’échelles, numériques
et analytiques, visant a déterminer la réponse mécanique globale d’un matériau hétérogéne a
I’échelle d’un volume élémentaire représentatif (VER) et donne également accés aux champs
locaux dans ce dernier. Les techniques de modélisation par changement d’échelles, appelé aussi
techniques d’homogénéisation, ont pour objectif de prendre en compte des informations sur la
microstructure des matériaux, notamment des informations morphologiques, dans leurs
modeles de comportement. Notons que le comportement des matériaux a 1’échelle d’une
structure est fortement dépendant des phénomenes physiques intervenant a 1’échelle de leur

microstructure.

Les matériaux industriels, ainsi que tout dans la nature, sont en général des matériaux
hétérogénes lorsqu'ils sont observeés dans une certaine échelle. La détermination des
caractéristiques macroscopiques des matériaux hétérogenes est un probléme majeur dans de
nombreuses applications d'ingénierie et de sciences. L’étude de la relation entre les
phénomenes de microstructure et le comportement macroscopique permet non seulement de
prédire le comportement des matériaux qui existe déja, mais fournit également un outil pour la
conception de microstructures des matériaux de telle sorte que le comportement macroscopique
résultant correspond aux caractéristiques souhaitées. Le calcul de microstructures dans le cadre
la mécanique des milieux continus est désormais une discipline scientifique a part entiére, et
combine les méthodes numériques du calcul des structures et les connaissances en sciences des

matériaux.

11 existe de nombreuses fagcons d’obtenir des propriétés effectives telles que, par exemple,
la théorie mathématique de I’homogénéisation, qui est principalement appliquée a des

matériaux a structure periodique (Sanchez-Palencia, 1980 ; Bakhvalov & Panasenko, 1984),

les méthodes analytiques ou semi-analytiques et des méthodes d’analyse. Nous pouvons

évoquer le modeéle de Hashin/Shtrikman (Hashin & Shtrikman, 1963), la méthode auto-

coherente géneralisée de Christensen-Lo (Christensen & Lo, 1979), ou la méthode de Mori-
Tanaka (Mori & Tanaka, 1973).
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Différentes techniques d’évaluation du comportement mécanique de ces matériaux ont
¢té¢ développées et sont toujours sous enquéte jusqu’a aujourd’hui, I’'une de ces techniques
nommee homogénéisation. Cette technique insiste sur I’'usage des milieux continus généralisés,
comme milieu homogene équivalent a substituer au matériau hétérogene au niveau
microscopique. Elle fournit une loi de comportement homogéne explicite au niveau
macroscopique. Les techniques d’homogénéisation utilisent la notion du volume élémentaire
représentatif. Ce VER joue un rdle important dans la mécanique et la physique des milieux
hétérogenes aléatoires dans le but de déterminer leurs propriétés effectives. Une définition

quantitative de la taille du VER a été définie dans le travail de (Kanit et al., 2003) en utilisant

une approche numérique et statistique. La taille du VER peut étre associée a une précision
donnée sur I’estimation de la propriété macroscopique recherchée et a un nombre de
réalisations d’un volume donné V de la microstructure. Cette taille dépend de la propriété
morphologique ou physique recherchée, du contraste dans les propriétés des phases, de leurs
fractions volumique et du nombre de phases dans le milieu hétérogene. Ce dernier point sera
étroitement développe dans ce travail. En effet, le but de cette these est de prévoir la pertinence
des différents modéles analytiques existants et de valider 1’approche statistique comme une
nouvelle alternative. Une généralisation aux milieux hétérogenes biphasés aléatoires est prévue

afin de boucler cette question fondamentale dans la mécanique des milieux hétérogenes.

Ce travail utilise un systéme d’approche de calcul ainsi que la théorie du champ moyen,
également appelé théorie des propriétés effectives, méthode d’analyse et détermination du VER

(Kanit, 2002 ; EI-Moumen, 2014). L’idée de la méthode est basée sur le fait que les propriétés

effectives mesurées dans les expériences sont des rapports entre les champs moyens internes

des variables impliquées dans le volume d’un échantillon de la microstructure (Hori & Nemat-

Nasser, 1999). Ce rapport doit étre calculé sur un matériau d’échantillon représentatif

incorporant une quantité suffisante de micro-inhomogénéités. La proprieté effective est
déterminée sur la base d’une analyse statistique d’une série des VERS soumis a une charge
d’essai. Pour calculer les champs internes des différentes variables est nécessaire pour résoudre

un probléme de condition aux limites pour la microstructure.

La méthode d’homogénéisation que 1’on va présenter dans cette thése est concentrée a
I’étude des matériaux hétérogeénes isotropes poreux. Sachant que les matériaux poreux sont de

plusieurs types et natures. La création du VER est fondée sur 1’évaluation des propriétés de la
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matrice et les propriétés des inclusions pour caractériser les pores. Dans ce travail, le VER se
compose d’une cellule carrée en 2D et cubique en 3D, avec des particules ou inclusions
dispersees dans une matrice, a porosité circulaire en cas 2D, et sphérique en cas 3D. La cellule
est donc composée de matrice et d’inclusions. Ce VER est soumis a différents chargements
macroscopiques en déformation planes et différentes conditions aux limites sont appliquées, en
particulier les conditions périodiques en déformations (KUBC) ou Periodic boundary
conditions (PBC), certes plus délicates a implémenter, mais elles donnent de meilleurs

estimations (Kanit et al., 2003). La prédiction du comportement obtenu par la simulation
numérique étant confrontée par comparaison avec les résultats donnés par les approches

analytiques.

Plan du mémoire

Dans le but de déterminer le volume ¢élémentaire représentatif d’un matériau hétérogéne
a structure aléatoire et évaluer leurs propriétés macroscopiques, ce travail est organisé de la

maniére suivante :

Dans la partie bibliographique de cette these, le premier chapitre débute par une
présentation des matériaux hétérogenes, et une généralité sur la mécanique des milieux continus
(MMC) utilisée dans le domaine de la micromécanique. On introduit ensuite certains outils de

la modélisation pour décrire les modeles micromécaniques d’homogénéisation.

Le deuxiéme chapitre se compose de deux parties. Dans la premiére, on présente le
développement d’un outil complétement automatisable développé sous Python, permettant la
génération de particules aléatoirement dispersées dans un cube périodique en 2D et 3D. En
imposant des conditions liees aux interférences entre les particules et leurs collisions afin
d’empécher leur recouvrement et leur contact entre elles, et notamment entre les parois de la
cellule. L’objectif est donc de générer numeriquement des échantillons de la microstructure
d’un matériau composite. Nous nous intéressons dans une deuxieme partie, a étudier I’influence
de la densité et la finesse du maillage de la cellule en 2D et 3D, en appliquant en particulier les

conditions aux limites périodiques.
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Le troisieme chapitre est consacré a la modélisation par homogénéisation numérique a
I’aide du code ZeBuLon et le calcul des propriétés effectives d’un matériau poreux en 2D
contenant des particules en forme circulaires. Les résultats sont comparés avec les bornes de
Hashin-Strikman (HS) (Hashin & Shtrikman, 1963) et le modéle autocohérent de Christensen-

Lo (Christensen & Lo, 1979). Une attention particuliére est portée sur la détermination de la

taille du volume élémentaire représentatif.

Alors que le dernier chapitre est consacré a une comparaison entre deux microstructures
biphasées visées dans ce travail, a morphologies aléatoires. L une chargée des particules sous

forme sphériques, et I’autre de forme plus complexes.

Enfin la these s’achéve par les conclusions tirées de ce travail et propose différentes

perspectives de recherche.




Notions d’homogénéisation en élasticité linéaire

Chapitre .

Notions d’homogénéisation en élasticite

linéaire




Notions d’homogénéisation en élasticité linéaire

|. Notions d’homogénéisation en

elasticité linéaire

Ce chapitre propose une revue bibliographique des connaissances et des travaux
portant sur les matériaux composites, en particulier ceux a particules de type inclusions
circulaires ou sphériques. Nous nous intéressons a la modélisation de leur comportement
elastique linéaire mécanique dans le domaine de I’élasticite. La premiere partie de ce chapitre
est consacrée a la méthodologie de la modélisation par changement d’échelles. Nous
présentons la démarche générale de cette modélisation dans le cadre du comportement
mécanique, en détaillant les notions d’homogénéisation et de localisation, de volume
élémentaire representatif et les différents types de conditions aux limites employés. La seconde
partie présente quelques modeéles utilisés pour [’estimation des propriétés effectives d’un
matériau hétérogene dans le domaine de changement d’échelles formulés dans le cadre de la

mecanique linéaire.
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I.1 Introduction

Les matériaux hétérogénes sont ceux composés de différentes phases, comme un
composite, ou d’un méme matériau dans différents états, comme un polycristal. Il est important
de souligner I’échelle avec laquelle ces hétérogenéités sont observées. Il existe différents
systemes hétérogénes a la fois synthétiques ou naturels. Au sein de synthése, on peut citer
comme exemples : les composites a fibres ou particules, les matériaux poreux et les
nanomatériaux, pour le cas des matériaux naturels, on trouve aussi, les milieux granulaires, le

bois, le tissue animal et plant, ...etc.

Les matériaux composites sont des matériaux hétérogénes formés d'au moins deux
constituants non miscibles, disposés selon une organisation géométrique particuliére.
Quasiment tous les composites sont constitués :

« Derenforts, prenant généralement la forme de fibres ou de particules, assurant I'essentiel
des propriétés mécaniques du composite ;
o D'une matrice dans laquelle sont noyés les renforts, assurant la cohésion de I'ensemble

et le transfert des efforts ainsi que I'essentiel des propriétés autres que mécaniques.

Ces matériaux possédent des microstructures simples ou complexes couvrant un large
spectre d'échelles de longueur, qui déterminent leurs propriétés et les performances

macroscopiques (Christensen, 1979 ; Torguato, 2002). Les exigences croissantes en matiére

de durabilité mondiale, la sécurité nationale, et les énergies renouvelables ont soulevé
de grands défis dans le développement de matériaux multifonctionnels qui peuvent atteindre

une performance optimale dans des conditions extrémes (Sahimi, 2003 ; Millar, 2012). Le

succes d'une telle mission repose fortement sur notre capacité a caractériser et modifier
les propriétés des matériaux et des comportements sous une myriade de stimuli
externes. Ainsi, une compréhension intrinséque et la connaissance des microstructures

complexes et comment ils évoluent dans diverses conditions est extrémement important.

Lorsqu'un matériau composite soumis a un chargement élastiqgue (mecanique) ou
thermique, la différence entre 1’état de changement élastique ou thermique des phases

constitutives donne I'ordre d'apparition des contraintes élastique/thermiques résultant de cette
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homogénéité microscopique. Dans ces conditions, il est essentiel de connaitre les propriétés
mécaniques/thermiques effectives des matériaux. Ceux-ci peuvent étre déterminés en utilisant
des modeéles analytiques et la simulation numérique. Les modeles analytiques sont
géneralement associés a des matériaux composites avec des géométries simples, composes de

particules de différentes formes.

Parmi les matériaux composites, on trouve les matériaux poreux, ces matériaux ont une
caractéristique appelée "la porosité”, qui est I'ensemble des vides (ou pores) d'un matériau
solide. Les matériaux poreux couramment utilisés dans 1’industrie sont d’une structure simple,

quoique largement variable.

Les matériaux poreux jouent un role important dans 1’industrie avec leurs applications
trés vari¢es dans des domaines aussi divers que ceux concernant I’amélioration du confort des
vehicules et la durabilité des véhicules et des routes. Les différents types de matériaux, ainsi
que les procédés de fabrication et leurs domaines d’applications, sont présentés : matériaux
fibreux, mousses (polyuréthane, mélamine, mousses métalliques) (figures I. 1 et I. 2), textiles
et plaques perforées. Des exemples, principalement choisis dans le domaine des mousses, sont
analysés en termes de liens entre microstructures et propriétés ou fonctionnalités finales,
notamment dans le domaine thermique et acoustique. On parle aussi du nouveau matériau qui

s’appelle les matériaux poreux nanostructures.

g

Figure 1-1 Photo de microscopie électronique a balayage d'un matériau polymeére poreux

(O. Mondain-Monval, H. Deleuze, CRPP/LCOO)
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Figure 1-2 Matériaux polymeres nano-poreux a porosité et fonctionnalité contrdlées.

Les modeéles analytiques sont généralement associés a des matériaux composites avec des
géométries simples, composés d’inclusions sphériques ou cylindriques, d’ou ils peuvent étre
tirés non seulement des propriétés effectives mécaniques, mais aussi d’obtenir les limites
inférieures et supérieures pour ces propriétés. Pour les matériaux composites avec des
géométries complexes, on utilise généralement la simulation numérique, en particulier la
modélisation par éléments finis. Méme en termes de linéaire, la modélisation numérique du
comportement mécanique de ces composants structurels est en quelque sorte incapable
d’accomplir, en raison qu’il soit nécessaire d’utiliser une grande mémoire et donc un temps de

calcul trop long.

Ainsi, pour réduire ces temps de calcul et les colts éleves lies a la modélisation
numérique des composants structuraux en matériaux composites, on peut adopter des
techniques nommées "homogénéisation". Ces techniques permettent le remplacement d’un
milieu hétérogéne par un milieu homogene équivalent, qui permet de donner les lois de
comportement des microstructures a partir des informations a 1’échelle des microstructures. En
géneral, les matériaux composites présentent des hétérogéneités microstructurales dont les
dimensions caractéristiques se révélent beaucoup plus faible que les dimensions
caractéristiques des composants structuraux qui sont normalement insérées. Si la distribution
des hétérogénéités au sein de la matrice est présente d’'une maniere équitable ou aléatoire, la
morphologie de ces hétérogéneités peut étre généralement approximée par 1’arrangement de la
deuxiéme phase dans une cellule élémentaire qui représente des détails microstructuraux du

matériau composite.

Le comportement de matériaux hétérogenes est souvent décrit par la notion de volume

élémentaire représentatif (VER). En effet, il permet de définir la structure macroscopique a

10
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l'aide d'un échantillon beaucoup plus petit (qui est encore assez grand pour étre
constitutivement valide). Avant de répondre a la question de la taille du VER qui sera considérée
dans notre étude, il convient bien définir la notion de VER et de résumer les différentes
techniques de la littérature visant a identifier sa taille. La question de I'existence du volume
élémentaire représentatif pour les matériaux poreux, tels que le béton, est un sujet de recherche

actuel (Gitman et al., 2007 ; Nguyen et al., 2010).

[.2 Le concept du Volume Elémentaire Représentatif (VER)

Le Volume Elémentaire Représentatif (VER) est un concept introduit par (Hill, 1963), et

il est largement utilis¢é dans I’é¢tude des matériaux hétérogénes. Plusieurs définitions
quantitatives de cet élément (VER), détaillant ces caractéristiques et les méthodes de sa
détermination, sont trouvées dans la littérature. Différentes définitions du VER sont traduits par
I’évaluation de leurs importances de leurs estimations des propriétés effectives du composite.

Les définitions donnant la spécificité de cet élément sont énumérées ci-dessous.

Hill (1963), a défini le VER comme un échantillon d’un matériau hétérogéne qui
remplit les deux conditions suivantes :
i) contiennent tous les éléments qui caractérisent la microstructure du matériau
hétérogene a 1’étude ;
i) contiennent un nombre suffisant de ces composants de sorte que les propriétés
moyens correspondant au VER sont indépendants des conditions aux limites

appliquées, a condition que les produits soient homogenes macroscopiquement.

Le VER doit étre choisi suffisamment grand par rapport a la taille de la microstructure,
mais il est le plus petit élément de volume du matériau composite a partir duquel le module
macroscopique représentatif reste constant. Il est un modéle suffisamment précis pour

représenter la réponse moyenne du comportement du matériau (Drugan and Willis, 1996).

Le VER est défini comme le volume minimal de 1’échantillon a I’échelle du laboratoire,
de sorte que les résultats obtenus avec cet échantillon puissent encore étre considérés comme

représentatifs d’un continuum (\Van Mier, 1997).

11
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Un VER est le volume de matiére minimale, contenant suffisamment de mécanismes de
déformation. L'augmentation de ce volume ne devrait conduire ni & des changements
d'équations d'évolution pour les différents champs de valeurs, ni & des changements de

description de ces mécanismes (Trusov and Keller 1997).

Le VER est un échantillon de matiére a utiliser pour déterminer les propriétés effectives
du modéle macroscopique homogénéisé. Le VER doit étre suffisamment grand pour contenir
suffisamment d'informations sur la microstructure afin d'étre représentatif, mais il doit étre

beaucoup plus petit que le corps macroscopique (Hashin Z, 1983).

Hashin, (1983), indique que le VER doit étre grand par rapport a la taille et I'espacement
de cette microstructure typique présent a lintérieur. 1l établit également le concept
d’homogénéité statistique des matériaux hétérogénes et la nécessité de son existence a la
détermination de I'élément de volume représentatif. 1l est défini statistiquement microstructure
homogeéne, comme celui dans lequel ses caractéristiques microstructurales sont les mémes dans
tout élément de volume analysé, indépendamment de leur emplacement. En se appuyant sur la
figure 1.3, s'il y a une homogénéité statistique, les caractéristiques de la microstructure des

volumes V1, V- et V3 sont égaux (Hollister et Kikuchi, 1992).

Macro échelle

V3
V1 (@)
Méso échelle
Méso échelle
V>
Méso échelle

Figure 1-3 Schéma explicatif I'homogeénéité statistique

Les définitions précédentes suggeérent que le VER devrait avoir une représentation
suffisante des micro-constituants du matériau analysé. Par conséquent, doit étre grande par
rapport a la taille caractéristique de cette particule dans la microstructure, mais en méme temps

doit étre faible par rapport aux dimensions des structures a I'échelle macroscopique, parce que

12



Notions d’homogénéisation en élasticité linéaire

dans le méme sera tenu compte des deétails de la microstructure d'étre I'analyse de I'ordinateur

portatif. En résumé, il doit satisfaire a la relation Ly >> L>>> L3 (figure 1.4).

L1

@)
OO ©)

008:
o ~O
OO%LC’:

AT T AT T A T T LZ

;‘ﬁ;.-’;.-’;.-’;.-’;.-’;f;f;ﬁ;ﬁ;.r

Figure 1-4 Schéma illustratif de la taille de VER (Zohdi, 2002)

Malgré la controverse concernant 1’utilisation de 1’un ou Iautre critére (Aidum et al.

1999), les deux ont été utilisés avec succes (Terada et al., 2000 ; Kanit, 2003), et on vérifie que

la taille de VER est influencée par des facteurs tels que le degré de dispersion de la fraction du
volume des micro-constituants de celui-ci, a la différence des propriétés mécaniques, des biens

qui soit homogénéisation, entre autres.

La détermination de la taille de VER est effectuée en résolvant des problemes des
échantillons de valeurs micro-constituants dans lequel on vérifie la réponse moyenne des

variables de champ (Zohdi, 2002). Habituellement, il va augmenter le nombre d’échantillons

dans les micro-constituants, en gardant les fractions de volume constant (figure 1.5).

2

e
®¢
®|

Figure I-5 Série de volumes de matériau analyses comme VER avec une fraction fixée (Zohdi,
2002)
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Selon les définitions précédentes, le VER sera considéré comme un échantillon représentatif
d'un matériau dans lequel une des propriétés homogénéisees sont indépendants des conditions
aux limites (figure 1.6) (Huet 1990, 1999 ; Ostoja-Starzewski, 1998 ; 1999 ; Pecullan et al.,
1999 ; Tarada et al., 2000 ; Kouznetsova, 2001) puis celui pour lequel il est établi I'nomogénéité

statistique (figure 1.7).

apparent property

microstructural cell size

(b)

Figure 1-6 (a) plusieurs cellules microstructurales de tailles différentes. (b) La convergence
des propriétés apparentes aux valeurs effectives avec I'augmentation de la taille des cellules
microstructurale pour différents types de conditions aux limites
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Figure I-7 Réponse de convergence en fonction du module de cisaillement p d’un échantillon

du matériau avec I’augmentation du nombre de particules
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La définition d’un VER est une étape importante des méthodes d’homogénéisation
numériques. De maniere générale, un VER est défini comme le modele contenant le minimum
d’hétérogénéités (ex. des spheres d’un composite formé de particules sphériques distribuées
dans une matrice) pour obtenir les propriétés effectives du matériau contenant un plus grand

nombre d’hétérogénéités. (Kanit et al., 2003) ont donné une définition rigoureuse du VER en

effectuant une étude statistique qui a permis d’obtenir les propriétés effectives avec une
précision choisie en effectuant un nombre suffisant d’analyses avec des modeles différents a

chaque essai (réalisations). Par exemple, (Kari et al., 2007) ont utilisé la notion du VER pour

obtenir les propriétés effectives d’un composite avec une distribution aléatoire de renforts
sphériques et ¢lastiques dans une matrice élastique. Ils ont utilisé 1’algorithme d’addition
séquentielle aléatoire RSA (Wang, 1998) pour générer des modeéles de tailles différentes qui
représentaient la microstructure. Pour déterminer le module d’Young effectif d’un composite
avec une fraction volumique de renforts de 30%, ils ont effectué 5 réalisations pour 5 tailles
différentes de modeles. Les résultats de cette analyse sont présentés a la figure 1.8 ou on note
que le module d’Young effectif ne varie plus significativement lorsque la taille du VER est
augmentée au-dela de la troisieme taille. Ce VER a été déterminé a partir de la variation d’une

propriété effective. (Khan et al., 2011) ont introduit une définition du VER qui découlait de la

définition de (Kanit et al., 2003). Ils ont défini que la taille du VER est celle ou I’augmentation

de la taille (nombre d’hétérogénéités) ne fait plus varier la réponse transitoire sous un

chargement donné et ce, pour une précision choisie.

124

122

120

E (GPa)
P

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
Longueur d’aréte du cube

Figure I-8 Variation du module d'Young effectif moyen et de I’erreur en fonction de la taille

du VER (image adaptée par Kari et al. 2007)

Dans le cas de I'homogénéisation élastique linéaire, (Terada et al., 2000) ont utilisé le

critere d'indépendance des conditions aux limites proposées par les études de Hill, les études
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sur la taille du VER d'un composite a base de bore et de silicium, en fonction d'une réponse
élastique constante obtenue a partir des valeurs moyennes de contrainte et de déformation. Les
volumes de contrdle sont générés par le procede de traitement d'image a partir de la structure
réelle. On peut voir dans les résultats présentés dans la figure 1.9, que l'indépendance relative
des conditions aux limites appliquées est atteinte, pour une taille d'échantillon d'environ 33 fois

plus grande que la taille moyenne des micro-constituants.

36 |
35 | %
34 |
33 |
32 |

31 ] ] ] 1 1 . L >
0 5 10 15 0 25 30 35

Figure 1-9 Vérification de I'indépendance des conditions aux limites avec I'augmentation du

no

volume de contrdle (Terada et al., 2000)

Notons que ces définitions de VER ont toutes été mises en place pour des considérations
mécaniques, plus globalement physiques. Toutefois, la taille du VER n’est pas nécessairement

unique pour un matériau composite, car il est sensible aux propriétés considérées (mécaniques,

physiques...).

Du point de vue (termes) numérique et statique, de nombreuses méthodes ont été
proposées dans la littérature pour analyser la taille du VER numériquement. Elles utilisent
normalement plusieurs réalisations de 1’échantillon a méso-micro échelle, suivi par une
simulation numérique par éléments finis de ces échantillons et une procédure statistique pour

analyser les résultats. Un exemple typique est fourni par les travaux de (Kanit et al. 2003),

dont la méthodologie peut étre résumée ci-dessous :

(i) Générer differentes réalisations des échantillons pour 4-5 tailles différentes.
(ii) Soumettre chaque échantillon a des conditions de chargements et enregistrer les

propriétés effectives obtenues.
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(iii) Calculer la valeur moyenne et la variance de la propriété effective pour les tailles
de volume considérées.
(iv) Définir la précision souhaitée pour 1’estimation de la propriété effective et un certain

nombre de réalisation, utiliser le modele pour définir la taille finale du VER.

Les résultats obtenus de la propriété homogénéisés (module de compressibilité k) en
fonction de la taille du volume sont présentés dans la figure 1.10. Dans ce cas, il y a une certaine
indépendance dans les conditions aux limites que pour un volume de contrdle que le volume de
la cellule de VVoronoi considérée. Bien que dans ce cas, Ils ont été comparés a des volumes et

non a la taille des particules par rapport a la taille de volume contr6le sur le c6te utilisé, comme

cela avait été montré par (Terada et al., 2000) que les deux le critére d'indépendance dans les
conditions aux limites, que le critére d'homogénéité statistique peut étre utilisée pour déterminer
le VER.

o ' KUBC ——
PERIODIG —oeee
2000 Bounds of VoigtReuss i

g 1500FF | | T 1 :

Q.\/ :‘ .... %'--2,_ ' Ii ]' L T I L - ”

S L B T T =
1000f [ o fgerft g3 2T ;
5001 § | I

10 100 1000 10000
V

Figure 1-10 Valeurs moyennes et intervalles de confiance du module de compressibilité
k3P en fonction de la taille du VER (Kanit et al., 2003).

Il convient de rappeler que les résultats présentés par (Kanit et al., 2003) sont compatibles

dans le cas des bornes de Hashin-Strikman (Hashin & Shtrikman, 1963) et les estimations

autocohérentes de Christensen-Lo (Christensen & Lo, 1979) pour la détermination du VER dans

de nombreuses tailles d’échantillons.
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Du point de vue expérimental, de nombreuses tentatives ont été faites pour déterminer

la taille du VER expérimentalement. (Romero et Masad, 2001) présentent un fond théorique

sur les besoins statistiques pour un VER. Une technique d’analyse d’image en utilisant la
tomographie par rayons X a été employée pour déterminer le VER en mesurant le volume
auquel la fraction volumique totale des granulats devient indépendante de la taille du volume
analysé et atteint une valeur constante. La fraction volumique de granulats a été dérivee a

partir de différentes zones d’images bidimensionnelles d’un béton asphaltique.

Dans I’analyse expérimentale de (Al-Raoush & Papadopoulos, 2010), il s’agit souvent de

la sélection d’une géométrie particuliere de I’échantillon pour les essais et de I’analyse d’image
de I’échantillon apres les essais. Afin d’obtenir des résultats significatifs, un nombre suffisant
de particules ou un volume suffisant de matériau doit étre inclus a la fois dans 1’analyse

expérimentale et de 1’image.

Enfin, I’estimation de la taille du VER peut également étre effectuée de maniere

analytique. (Drugan et Willis, 1996) emploient une équation constitutive non-locale explicite

pour estimer le VER du matériau élastique. Ils considérent les champs de déformations
moyennes qui varient avec la position, et déterminent a quelle longueur d’onde cette variation
entrainera 1I’apparition d’un terme non-local dans 1’équation constitutive. Sur la base de cela,

ils estiment la taille minimale du VER.

En définitive, la taille du VER est, bien entendu, fonction du milieu étudié (morphologie,
fractions volumiques, répartition spatiale des différentes phases, etc.), des propriétés de ses
constituants, ainsi que du contraste de propriétés entre ses constituants et, aussi, de ce que I'on

cherche a modéliser : comportement thermique, mécanique élastique ou non linéaire.

En plus de ces paramétres, I’obtention du volume élémentaire représentatif VER dépend
aussi des conditions aux limites CAL. En théorie, un VER est suffisamment grand pour que son
comportement moyen ne dépend pas des CAL utilisées pour son chargement. En pratique, on
observe que les résultats obtenus sur des volumes élémentaires VE different selon les CAL,
mais que ces resultats convergent lorsque la taille du VE étudié augmente et se rapproche de
celle du VER (Kanit et al., 2003 ; Qi, 2006 ; Kari et al., 2007). Il existe plusieurs conditions

aux limites utiliser pour analyser le VER, les plus utilisés sont les conditions aux limites
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périodiques (PBC) (ou mixtes), ces PBC sont ainsi largement utilisées pour analyser le
comportement apparent de VE. Il est possible de générer des microstructures aléatoires par
domaine en imposant une condition de périodicité géométrique afin de pouvoir se placer dans

ce cas (Segqurado et Llorca, 2002). Pourtant, ces conditions périodiques n'impliquent aucune

restriction sur la géométrie de la microstructure du VE étudié (Ozdemir et al., 2008), en plus

ces conditions donnent une meilleure estimation des propriétés apparentes par rapport aux

conditions homogénes (Hazanov et Huet, 1994 ; Kanit et al., 2003).

L'approche de calcul d’homogénéisation, ainsi que la plupart des autres techniques
d'homogénéisation, sont basées sur le concept d'un volume élémentaire représentatif (VER). Un
VER est un modéle des matériaux de microstructure a utiliser pour obtenir la réponse du
continuum macroscopique homogénéisée correspondant a un point matériel macroscopique.
Ainsi, le choix approprié du VER détermine en grande partie la précision de la modélisation

d'un matériau hétérogeéne.

L’Homogénéisation en matériaux composites dans le cas des structures périodiques est

basée sur la théorie des développements asymptotiques et a été introduit dans les années 70.

Parmi certains de leurs précurseurs sont (Sanchez-Palencia & Babushka, 1980). Les principales

considérations de ce type d'homogénéisation sont :
i) l'existence d'une périodicité dans la microstructure de la matiere, qui, a priori, une
méthode consiste a imposer la condition d'homogénéité statistique de celle-ci (Terada
et al., 2000),

ii) le déplacement total d'un matériau micro-hétérogénéité peut étre représenté par un

développement asymptotique, comprenant le déplacement de toutes les échelles

(Hollister & Kikuchi, 1992). Dans le cas des matériaux hétérogenes avec des milieux

périodiques, la modélisation de ce type est équivalente a une structure de base d'une
morphologie de cellule unitaire simple, qui joue le role d’un ¢élément de volume
représentatif du matériau (figure 1.11). Cette caractéristique réduit de maniere

significative le temps et I'effort de calcul dans I'analyse.
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=) | @

Figure I-11 Schéma de 1’équivalent d'un matériau hétérogéne périodique

I.3 Rappels de la théorie d’élasticité et la micromécanique

La mécanique des milieux continus considere généralement, le comportement de la
matiere solide en supposant qu'il n'y a pas des vides, des discontinuités ou des différences de

phase a l'intérieur. Les analyses portent sur le comportement macroscopigue d’un solide, peu

importe ce qui se passe a des niveaux qui peuvent étre identifiés comme microscopigues. A
I'échelle macroscopique se développent par exemple, le comportement élastique ou élasto-
plastique et le processus de la rupture avec lI'apparition de fissures visibles. Depuis plus de deux
siecles, cette approche a permis de modéliser et d'analyser la réponse des matériaux en

ingénierie.

La théorie de I'élasticité s'insére dans la mécanique des milieux continus (MMC) dans
laquelle la configuration d'un solide est décrite par un modéle mathématique qui associe chaque
point matériel du solide a un point géométrique défini par ses coordonnées. Ainsi, le matériau
est constitué de I’ensemble de points matériels et leurs contours. En méme temps, la mécanique
des milieux continus suppose que la distribution des matériaux, contraintes et déformations
dans un milieu (voisinage) infinitésimale de particules typique (macro-éléments) peut étre
considérée comme uniforme. En micro-échelle, cependant, ce voisinage des matériaux
(particules) infinitésimales est généralement pas uniforme, puisque il composé de plusieurs
micro-hétérogéneité. Par conséquent, les champs de contraintes et de déformations dans les
macroéléments ne sont pas uniformes au niveau des micro-échelles. Le but principal de la

micromécanique est d’exprimer en une quantité continue de maniére systématique et rigoureuse
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associée a un materiel voisinage infinitésimal en fonction des parameétres qui caractérisent la

microstructure et les propriétés des micro-constituants du voisinage du matériau.

Dans cette analyse, une révision des concepts basiques de la théorie de I'élasticité et
certains théoremes de la micromécanique qui seront utilisés dans le reste du travail est faite.
Une importance particuliere est donnée a I'élasticité anisotrope en deux dimensions et aux
théorémes de la Théorie des Champs Moyens utilisés pour trouver les propriétés effectives des

matériaux micro-hétérogenes.

1.3.1 Lois de comportement

L'etat des contraintes est donc caractérisé par la relation entre T; (ou T) et n; (ou n). On
definit alors le tenseur des contraintes de Cauchy a;; (ou g)au point matériel qui relie de

maniére matricielle le vecteur contrainte et la normale :

T;=oyn; (UT=0n) (1.1)
ou sous forme matricielle :
ty 011 012 013\ (1
t} r =021 022 023 |{Ny
t3 031 O3z 033/ I3

ou T; les trois vecteurs associés aux trois plans perpendiculaires

X,

033
O32
031

023

O13

022
(0}

O12
O11

Macro échelle X,
Micro échelle

Figure 1-12 Les composantes du tenseur des contrainteso (x), au point mateériel (le

cuboide) x € V. Les composants sont donnés par rapport a la base de repére.
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1.3.2 Lois de comportement & la relation déformation- déplacement

Dans ce travail, nous considérons I'hypothése de déformations infinitésimales de Cauchy.
Ainsi, les relations contrainte-déplacement sont (Malvern, 1969) :
1
gij = E(ui’j + u]',l') (|4)

Ou ¢;; est un tenseur du second ordre symetrique appelé déformations infinitésimales.

La loi de comportement linéaire ou I'équation constitutive linéaire d'un matériau élastique

est écrit sous forme :

(1.5)

S
I

1S
Ity

ou sous forme de notation indicielle :

0ij = Cijri€n

1.3.3 Equations d’équilibre

Ce point matériel est considéré comme un élément infinitésimal dans le corps solide 2,

la condition d'équilibre de forces conduit a I'équation dite équation d'équilibre de forme :
0ijj+b; =0 (1.6)
ou b; sont les forces du corps. La condition d'équilibre des moments conduit a la symétrie du

Tenseur des contraintes : g;; = 0j;

1.3.4 Probléme de I’élasticité linéaire macroscopique

On definit la relation qui relie le tenseur de déformation macroscopique E et le tenseur de

contrainte macroscopique 2 'sous la forme matricielle suivante :

S=C: E (.7)
211\ Ci1 C1p Gz Gy Ci5 Cyg Eiq
222 ( Cry Gz Coa Cps 626\/E22\
| 235 | Cs3 Csa Css Csg || Ess |
2| Cas Cus Cus || 2B+ |
223 Css CSG/ 2E23/
21 Ces 2E3,
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1.3.5 Les champs de contraintes-déformations micro-macro échelle

La plupart des modeles micromécaniques sont basés sur I'hypothése que les échelles de
longueur dans un matériau hétérogene sont parfaitement séparées. Ceci est interprété comme
signifiant que pour chaque paire d'échelles micro-macro, les fluctuations des contributions aux
champs (domaines) a I'échelle de longueur inférieure influencent sur le comportement a
I'échelle de longueur grande que par leurs moyennes de volume. D'autre part, les gradients des
champs, ainsi que des gradients de composition a I'échelle de longueur grande ne sont pas
significatifs a I'échelle de longueur inférieure, ou ces domaines de semblent étre localement
constante et peuvent étre décrits en termes d'uniforme "appliqué domaines de» ou «domaines
de loin". Formellement, ce partage de la déformation et de contrainte dans les champs

contributions lents et rapides peut étre écrit comme :

(1.8)

IS

= (g) +

[
Il

= (e +

|10y

Sous forme indicielle :

oij = {0y} + Gij; € = (&) + &;

ou oy, &; désignent les champs micro-contrainte et micro-déformation respectivement, 6;; et

1

o J, -dQest définie

&;j désigner les fluctuations micro-échelle de ces champs, et (.) =

I’opérateur moyenne spatial, ou :

1
(.)= EJQ .dQ

Si les relations (1.8) ne sont pas suffisamment respectées, celle-ci peut prendre la forme
d’homogeénéisation des systémes de deuxiéme ordre qui représentent explicitement des

gradients de déformation sur la micro-échelle (Kouznetsova et al., 2004) et entrainer un

comportement homogénéisé non local (Feyel, 2003).
Dans les échelles de longueur inférieures a celles considérées dans un modéle donné peuvent

Ou ne peuvent pas étre se préter la description de la mécanique continu. Pour un apercu des

méthodes applicables en dessous de 1’échelle continu (Raabe, 1998).

On suppose que le tenseur des déformations macroscopiques infinitésimales E;;, qui est la
moyenne spatiale du tenseur des déformations infinitésimales ¢;; (eq. I.4) dans un VER (Nemat-

Nasser & Hori, 1999) :
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Hls>

= (8o (1.9)
ou
Eij = (&j)o

Noter que ce champ a I'échelle micro n’est pas négligeable, et la moyenne doit étre pris sur un
VER. Ce champ n’est pas satisfait pour certaines quantités cinématiques dans l'analyse non

linéaire (Kouznetsova, 2002)

De méme, il est postulé que les tenseur des contraintes macroscopiques 2;; est la moyenne
spatiale de tenseur des contraintes o;; dans le VER (Nemat-Nasser & Hori, 1999) :

2= {de (1.10)

ou
Zij = (0ij)a

Le théoreme de I'énergie moyenne connue dans la littérature de Hill ou la condition

macro-homogeénéité (Hill, 1963 ; Suquet, 1985), exige que le volume de travail moyen effectué

par les champs internes de contrainte et de déformation dans le VER est égal au travail local
dans la macro-échelle. Ainsi, pour un matériau micro-hétérogene élastique linéaire est exprimé
par la condition de Hill, par :

(1.12)

1)

: §>Q:

IS
Il

ou
(0ij ¢+ &ijdo= 0y ¢ &;
ou, comme la relation suivante :
<g= g)g = (g)_o’ (g)_o
micro-énergie de déformation ~ macro-énergie de déformation

en tenant compte des relations (1.10) et (1.11).

Cette condition est essentielle dans la micromécanique et permet d'interpréter le probleme
d'homogénéisation d’une fagon de trouver un matériau homogeéne qui est énergétiquement
équivalent a une microstructure donnée. Au méme temps, elle assure que pour les matériaux
avec répartition aléatoire, les propriétés effectives définies en termes d'énergie élastique
coincident avec celle définie en termes de la relation entre la contrainte et la déformation

moyenne (Nemat-Nasser et Hori, 1999). Il est important de noter que cette condition n’est pas

satisfaite pour toutes les microstructures.
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[.4 Principes et représentation du milieu hétérogene

Pour calculer le comportement apparent ou/et effectif, nous procédons généralement en
étapes principales : la représentation du VER, la localisation et enfin I'étape d'homogénéisation.
Afin de construire des modéles de comportement prédictifs, des recherches ont été entrepris
pour prendre en compte I'hétérogénéité de la matiére a I’échelle microscopique dans la
modélisation de son comportement macroscopique. La modélisation par changement d’échelles
consiste a remplacer un milieu homogene équivalent (MHE) a un milieu hétérogéne. Cette
modélisation permet :

e de simplifier la représentation du milieu hétérogéne ;
e d’estimer le comportement de matériaux hétérogenes a €laborer ;

e d’améliorer le caractére prédictif des lois de comportement.

Milieu hétérogéne multiphases

2

=
e |

Représentation Localisation 6...c.. = f(E , > , Ch.. )
1’7 i” T ijkl

«— e < 00
D . ‘ — Milieu Homogéne
« — Equivalent
D — (MHE)
-« ——»
— __, 001 >
Chargement homogene (E,.. Zii) Homogénéisation (C ., ) (Eij’ zij)

Figure 1-13 Etapes d’homogénéisation

L’homogénéisation a pour but de remplacer un matériau ou une structure hétérogene par
un milieu homogeéne de comportement équivalent (figure 1-13). Pour atteindre cet objectif, la

plupart des modeélisations micromécaniques suivent trois étapes :

e [’¢tape de la représentation : définition des phases, description de leur répartition
spatiale et de leur comportement mécanique
e [’¢étape de la localisation : modélisation mécanique et détermination des relations

entre champs locaux et grandeurs macroscopiques
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e [’étape d’homogénéisation : opération de moyenne et détermination du comportement

effectif.

Nous rappelons ci-dessous les détails de chacune de ces étapes d’homogénéisation.
On considére un chargement correspondant a des conditions aux limites homogeénes. La surface
extérieure dV du VER peut étre soumise a un déplacement u;, tel que :
w; = Ejjx; x € dV (1.12)
qui générerait un champ de déformation E;; uniforme dans tout le volume V.
Les conditions aux limites de force imposée, compatibles avec un champ de contrainte uniforme
J;; sont définies telles que :

O'l'jnj = Z'Un] x € dV (|13)

La démarche de modélisation par changement d’échelles se décompose classiquement en trois

étapes:

1.4.1 Repreésentation

Dans I’étape de représentation, le nombre de phases contenues dans le VER est
tres important. On doit déterminer la nature des parametres permettant la description des phases
correspondantes, ensuite, caractériser le comportement mécanique de chaque phase et enfin
décrire la géométrie et la proportion de chaque phase. Pour une détermination exacte
du comportement effectif du matériau composite, il est nécessaire de connaitre de maniere
précise la répartition spatiale des phases. La fraction volumique de renforts est le parametre
commun a tous les modéles. Le comportement microscopique élastique de chaque phase « i »

est donné par :

gi=0C g
et (1.14)
& =

A
1)

ou : g; et g; représentent respectivement les contraintes et deformations locales de la phase « i »

et S; représentent respectivement le tenseur de rigidite et le tenseur de souplesse de la

IS

phase « i ».
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1.4.2 Localisation

On consideére dans cette étape le VER déterminé dans 1’étape de représentation. Il s’agit
de relier les grandeurs mécaniques microscopiques locales et macroscopiques. C’est-a-dire, on

recherche des relations entre déformations moyennes locales de chaque phase < & > et
déformations macroscopiques E imposées, ou contraintes moyennes locales de chaque phase
< ¢ > et contraintes macroscopiques 2’ imposées. Les grandeurs moyennes sont définies

par :
1
(g)i = mfv gdv
et (1.15)

1
(g)i= mfv gidV

Les relations de localisation des déformations et de concentration des contraintes a partir des

guantités moyennes sont :

(g)i = B;: g
et (1.16)
<§)i =4 E

ou

[

et B désignent respectivement les tenseurs de localisation des déformations et de

concentration des contraintes.

1.4.3 Homogénéisation

Cette étape consiste a déterminer le comportement équivalent du matériau hétérogene. Les

propriétés effectives de ce matériau relient le champ de contrainte moyenne < g > au champ

de deformation moyenne < ¢ >, calculés dans un VER.

(g)= zn:fi (a);
i=1

et (1.17)
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(€)= Zn:fi (€)i
i=1

A partir des conditions aux limites imposées (équations (1.12) et (1.13)), il est possible de

démontrer que les contraintes et les déformations locales doivent vérifier les relations :

2 = (g)etE = (g) (1.18)

Gréce aux équations (1.16), (1.17), (1.18), on peut déduire les propriétés des tenseurs A et B :

n
Zfiéi =
=1

et (1.19)
2L

ou : f; designe la fraction volumique du domaine occupé par la phase i.

T~

|||LCU
Il
1~

I est le tenseur d’identité d’ordre 4.

La relation constitutive pour le matériau hétérogene est donnée par :

(g)=C: () (1.20)

[a
IIIIﬁ

En utilisant les équations (1.19) et (1.20), on obtient le tenseur de rigidité équivalent C

qui s’exprime en fonction des tenseurs de rigidité C; de chaque phase « i » et des tenseurs de

localisation A de la déformation dans chaque phase « i » :

Z?=1fi(g>i=g (€> = 1fl_l(£)l—g:£:> 1fglé gzgzg
c= ) fud

= chom (121)

Le tenseur de rigidité équivalent d’un matériau hétérogéne dépend donc du tenseur de

localisation. Ce tenseur de localisation dépend de chaque modéele d’homogénéisation.
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L’approche énergétique définit C comme le tenseur reliant la moyenne de I’énergie de

déformation microscopique a I’énergie de déformation macroscopique :

1
2

N |-

E:C: E (1.22)

1™
e
1™

ou C désigne le tenseur des rigidités défini en tout point du VE.

Se pose alors la question de savoir si ces deux définitions fournissent la méme valeur du
comportement apparent. La réponse est négative si l’on n’ajoute pas de conditions
supplémentaires sur les champs de déformation et de contrainte. L’équivalence entre les deux
approches est assurée par la condition de macro-homogénéité (aussi nommeée condition de Hill),
qui impose 1’égalité du travail macroscopique et de la moyenne du travail microscopique

(Bornert et al., 2001a) :

e =3 (1.23)

IILF
11t

1.5 Présentation de quelques modéles analytiques de changement d’échelles

Cette partie récapitule les principaux modéles analytiques utilisables en élastique linéaire

parmi les nombreux modéles d’homogénéisation existants.

Un aspect important dans I'étude de modeles micromécaniques est de savoir si les

méthodes utilisées donnent des résultats cohérents. Les limites de (Reuss, 1929 : Voigt 1928)

et (Hashin-Shtrikman, 1961, 1962) sont utilisés pour vérifier les bornes des modeles analysés,

en d'autres termes, les résultats obtenus par les modéles décrits précédemment devraient se

situer dans la région formée par ces limites.

Dans cette section, les différents modéles et limites pour les prédictions élastiques des
composites a deux phases sont examinées. Les méethodes comprennent les approximations de
Voigt et Reuss (régle de mélangeurs), des bornes de type Hashin-Shtrikman, et les estimations

auto-cohérentes classiques.

Par la suite, on site les différents limites (bornes) de rapproches pour le domaine de multi

échelle (dit micromécanique).
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1.5.1 Bornes de Voigt et Reuss

Le modele de Voigt (1928) est utilisé comme un seuil pour évaluer les propriétés
élastiques effectives d'un matériau hétérogene. En général, cette limite surestime la rigidité du
composite (Figure 1.14). Pour constituants isotropes, le modéle Voigt prédit toujours 1’isotropie
du matériau composite. L'équation (1.24) représente la relation utilisée pour ce modéle.

C= fiC;+ (1—-fi)Cpn (1.24)

Or, Lesexpressions pour les coefficients de compression k et de cisaillement p sont donc :

ko9t = p ki + (1 —p).km (1.25)

u’°t = p.uj + (1 - p).um (1.26)

Figure 1-14 Direction utilisée par la limite Voigt pour calculer la rigidité du composite

Le tenseur des modules effectifs est approché par 1’équation :

chom =< ¢(x) > (1.27)

Ainsi que le modéle de Voigt, le modele de Reuss (1929) est utilisé pour trouver la limite des
propriétés effectives d'un matériau hétérogéne. En général, cette limite sous-estime la rigidité
du composite (équation 1.27). Pour les constituants isotropes, le modele de Reuss prédit

toujours 1’isotropie du matériau composite :
C= [T+ Q-G (1.28)
Dans ce cas, les coefficients de compression k et de cisaillement p sont donnés par les

expressions suivantes :

kik
REUSS = ——m— 1.29
(A-p)ki+pkm (1.29)

Reuss _ Hiltm (1.30)

H (A-p)ui+pum

Le tenseur de souplesse est donné par :

shom —— g(x) > (1.31)
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0.0

Figure 1-15 Direction utilisée par la limite Reuss pour calculer la rigidité du composite.

1.5.2 Bornes de Hashin - Shtrikman

Les limites (Hashin & Shtrikman, 1961 ; 1962) sont les plus souvent utilisées dans la

littérature, car ils ont un intervalle plus limité. Pour les composite isotrope macroscopiquement
avec deux phases isotropes 1 et 2, les limites de module d’élasticité volumique et de module de

cisaillement sont données par :

KHSE =)+ LB (1.32)
(ki_km)_l'l'fm(km"'gllm)
HS+ _ fi
K t= Hm + (uz_ul)_l_zfm(km"'z#m) (|33)
5#m(km+%#m)

avec: Km> Ki; pi> um; Vi+ Vm=1.
Les équations (1.23) et (1.24) représentent la plage des valeurs extrémes pour le module
d'élasticité volumique.

ou (kq, ky) et (uq, 1) sont respectivement les modules de compressibilités et de cisaillement
pour les deux phases ; f; et f, sont les fractions volumiques pour les deux phases ; les signes +

et ~ désignent respectivement les bornes supérieures et inférieures

Le schéma de Hashin-Shtrikman est le méme que pour la méthode autocohérente mais le
matériau homogéne équivalent entourant les différents constituants est remplacé par un
matériau de comparaison. Si le matériau de comparaison est plus ‘raide’, on trouve la borne
supérieure de la rigidité du composite, par contre, si le matériau comparaison est plus ‘souple’,
on aboutit a la borne inférieure de la rigidité du composite. Ces bornes conduisent a des

prédictions plus resserrées que celles fournies par les bornes de Voigt et Reuss.
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1.5.3 Modele Self-consistent (Autocohérent)

Pour un matériau isotrope en 2D qui contient des particules avec des module de compressibilité
k et modules de cisaillement g, 1’estimation obtenue par le mod¢le self-consistent peut-étre
écrit par :

k =k, + _ Sunrlki—km) (1.34)

e+ () (ki=k)

Il faut noter que le module de compressibilité estimait par ce modeéle le self consistent dépends

L .. sC
de I’estimation du module de cisaillement 4~ :

fin(ki—km)
u=k. + 1.35
m k (6k+12y. )(ki—k) ( )

15k+104

P. est la fraction volumique de la phase i .

I.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les étapes de I’homogénéisation ainsi que la notion de

volume élémentaire représentatif (VER). Nous avons cité quelques modéles

micromécaniques usuels comme : les bornes de Voigt, Reuss et Hashin-Shtrikman ainsi que
I’approche Auto-Cohérente. Ces modeles d’homogeénéisation seront ensuite comparés aux
résultats de simulation pour prédire les comportements équivalents des matériaux

hétérogenes étudiés dans la suite de ce travail.
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Chapitre I1.

Génération et maillage des

microstructures
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1. Génération et maillage des

microstructures

Dans ce chapitre on traite la génération et le maillage des microstructures a simuler. I
est divisé en deux parties. La premiere est le développement d’un code de génération des
particules en 2D et 3D dont le but est de déterminer les propriétés mécaniques moyennes du
matériau hétérogéne, ainsi que le volume élémentaire représentatif (VER). La description du
maillage utilisé pour la microstructure, et le choix proposé pour les calculs du comportement
du matériau utilisé seront donnés dans la deuxieme patrtie.

34



Génération et maillage des microstructures

[1.1 Introduction

Dans le domaine d’étude des microstructures réelles, le probléeme qui nous confronte
toujours est comment dimensionner a une certaine échelle la microstructure d’une structure
complexe (grains, cristaux, ...). Le développement des algorithmes de génération de ces
microstructures permettant de facilite I’étude de comportement de ces derniers, la réalisation
de ces microstructures est basée sur la connaissance de leur morphologie et ces constituants
qu’elles possédent, ces constituants sont en général de différents formes (simples et
complexes). Pour I’obtention de ces formes, il existe plusieurs techniques pour les créer, ces

techniques s’appellent "méthodes de génération ou reconstitution de forme".

De nombreux chercheurs ont utilisé 1’une de ces méthodes, et ont trouvé des moyens pour
I’obtention d’une grande proportion de saturation (percolation), la proportion des particules a
l'intérieur d’une cellule. Il y a ceux qui génerent ces particules de maniéres a atteindre la
fraction 30%, et il y a des auteurs qui ont dépassé la fraction 75% pour les microstructures a

distribution périodique ou hexagonale.

Ce chapitre présente les méthodes de génération des particules en 2D et 3D. Parmi ces
méthodes on a choisir la méthode la plus utiliser dans le domaine de génération de

microstructure et qui est I’un de notre but de ce travail.

11.2 Modélisation de la microstructure : génération et maillage de

microstructures

Le calcul de comportement de la microstructure consiste a décrire le mieux possible la
méthodologie de génération et de maillage de microstructures. Cette partie est consacrée aux
types de modeles de génération et reconstitution des microstructures, ensuite au choix du type
de modeéle de génération utilisé dans cette these, en termine par les types de maillage utilisés
pour le cas de microstructures et le choix utilisé pour I’application dans 1’étude de

comportement élastique.
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11.2.1 Modeles de géneration et reconstitution des microstructures

L'augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs permet de réaliser des
modélisations numeriques de plus en plus fines et complexes des structures. Ces progres
profitent également & la modélisation du comportement des matériaux. Ainsi, depuis une
vingtaine d'années, se développe l'activité de calcul de microstructure, qui consiste a modéliser

explicitement la microstructure des matériaux par des outils numériques (Forest, 2006). Elle

permet de représenter différents phénomeénes physiques au sein du matériau et d'établir des liens
entre la microstructure et les propriétés des matériaux. La modélisation de la microstructure
peut étre plus ou moins idéalisée (utilisation de schémas booléens, agrégats de polyédres de
Voronoi pour modéliser les polycristaux) ou bien basée sur une image 3D réelle de la

microstructure, acquise par microtomographie, par exemple.

Le développement des algorithmes de génération de ces microstructures permettant de
faciliter 1’étude de comportement de ces derniers. La réalisation de ces microstructures est
basée sur la connaissance de leur morphologie et ces constituants qu’elles possedent, ces
constituants sont en géenéral de différentes formes (simples et complexes). Pour 1’obtention de
ces formes, il existe plusieurs techniques pour les créer, ces techniques s’appellent "méthodes
de génération ou reconstitution de forme", parmi ces méthodes on trouve :

e La reconstitution a partir d’un tomographe,
e Laméthode de génération dite d’addition séquentielle aléatoire (RSA),

e Ladynamique moléculaire.

On distingue en général deux types de méthodes pour générer des microstructures en 2D
ou3D:

- Génération des microstructures réelles a 1’aide d’une microtomographie

- Génération des microstructures a 1’aide des outils numériques soit des logiciels
(Digimat, Abaques, Ansys) ou soit a I’aide des scripts créent avec des langages (Matlab, C+,

Python, Java ...).

L'objectif de ce travail est de générer des modeles numériques de la microstructure d'un
matériau composite, constitue des particules de méme diameétre, dispersées aléatoirement dans

une matrice, et dont la fraction volumique est relativement élevée (supérieure a 30 %). On
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distingue, dans la littérature, deux types de méthodes pour construire des arrangements

aléatoires compacts de spheres (Lubachevsky et al., 1991) :

_ les méthodes dites séquentielles ou le systéme initial est constitué d'un arrangement de
quelques particules et la compacité est augmentée en ajoutant des particules une a une
(sequentiellement) par un procédé déterministe ou stochastique ;

_ les méthodes dites concurrentes ou le systéme contient initialement toutes les particules et la
compacité est augmentée en réarrangeant ces particules par un procede approprié.

Pour les méthodes séquentielles, nous présentons le modele d'addition séquentielle aléatoire
trés largement utilisé et simple a mettre en ceuvre. Pour les méthodes concurrentes, nous

présentons le modele de (Lubachevsky et Stillinger, 1990).

Nous présentons, dans cette partie, le principe de reconstitution a partir d’un tomographe
ainsi que les différents modéles de génération des microstructures utilisées par les auteurs

scientifiques

11.2.2 La reconstitution a partir d’un tomographe

Les techniques expérimentales actuelles pour I’obtention des modeles de type image sont
basés sur I’appareil microtomographie, qui permet la représentation réelle de microstructures
en deux ou trois dimension. Cette technique reste trés couteuse en temps et moyens, et n’est
pas a ce jour exploitable pour tous les matériaux. Les techniques de microtomographie aux
rayons X mettent en évidence la structure tridimensionnelle de matériaux a un contraste entre

phases suffisant. Un exemple en est donné a la figure 11.1 (Madi, 2006 ; Forest et al., 2006).

Cette technique est basée sur la reconstruction couche par couche d’un échantillon par

polissage et cartographie EBSD (Rey et al., 2006). Toutefois ce procédé présente 1’inconvénient

d’influer sur la structure de I’échantillon. Sur ce point des progres sont donc espérés avec
’arrivée des techniques d’érosion ionique des échantillons in situ, bien qu’elles se limitent a de

petites zones avec de petit dimensions (Lee et al., 2007).

Cette démarche a néanmoins été mise en ceuvre dans (Musienko et al., 2007). Un

échantillon de cuivre a subi aprés essai une succession de cartographies EBSD et polissages

électrolytiques afin de pouvoir reconstruire la microstructure sur une épaisseur de 100 pum.
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D’une part cette technique n’a permis de décrire qu’une couche de grains, d’autre part

I’échantillon étant analysé post-mortem, la microstructure décrite est celle apres déformation.

Malgré ces deux approximations, Musienko (Musienko et al., 2007) ont obtenus un bon accord
entre champs expérimentaux et simulés en utilisant un maillage 3D libre, respectant les joints
de grains, et suffisamment fin (voir figure 11.2). En réalisant le méme calcul pour différentes
finesses de maillage, il montre que ce paramétre influe sensiblement sur I’impact du choix des

conditions aux limites appliquées.
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Q 25 j 1
‘ﬁ*‘;lé\‘ 5:%%;
o A,
’(\“ﬂ‘y«“ / ""T‘,U <F

R TR

& e ]

Figure I1-1 Microstructure d’un réfractaire électro-fondu zircone-verre caractérisée par

microtomographie (Madi, 2006). Volume représenté : 350 x 350 x 700 um, (a) Segmentation du

volume pour séparer les phases en présence. (b) Détection de 1’isosurface, et triangulation. (c)
Maillage obtenu (éléments tétraédriques linéaires, 1 500 000 degrés de liberté). La zircone est ici en

rouge, et la phase vitreuse en jaune.

 FEEEEm
0.12

Figure 11-2 Champ de déformation axiale sur une surface libre apres 5% de déformation
macroscopique sur du cuivre OFHC. A gauche : champ expérimental. A droite : champ obtenu par
calculs ¢léments finis, avec une microstructure représentative, un maillage libre fin respectant les
joints de grains (130 818 nceuds), et des conditions aux limites de déformation homogenes aux

contours (Musienko et al., 2007).
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La tomographie aux rayons X est une alternative intéressante a la microscopie (Matuana

et al., 1998) pour I'analyse de la microstructure dans divers matériaux. C'est une technique qui
fournit des images tridimensionnelles avec une résolution spatiale qui peut étre inférieure au
micrometre et qui consiste a partir de radiographie X sur 360° de reconstituer une image
volumique qui en chaque position de l'espace retourne une valeur liee au coefficient
d'absorption du matériau. La tomographie (Figure 11.3) est basée sur des mesures de
transmissions d’un faisceau de rayons X monochromatique a travers un échantillon sous toute
une série d’incidences entre 0 et 7. On acquiert ainsi un grand nombre de radiographies 2D sur
un detecteur bidimensionnel a base de matrice CCD. Les projections ainsi obtenues permettent
de retrouver ’image 3D de I'échantillon (Figure 11.3) par une reconstruction par rétroprojection
filtrée. Le schéma de la procédure de traitement d’une microstructure réelle pour la simulation

est représenteé sur la figure 11.4.

Prise d'imag:

) = gt Binarisation
Visualisation Regénération 3D Segmentation

Figure 11-3 Etape de préparation et génération d’une microstructure réelle

Echantillon

U

Image 3D Grise

Vv

Image binaire

04

. A - Propriétés
I:|'> Modele numérique I:|'> (g
Maillage g homogeénéisées

Polissage/Régénération 3D

Traitement d’image (binarisation)

Comportement des phases Conditions aux limites
Figure 11-4 Schéma de la procédure de traitement d’une microstructure réelle pour la

simulation
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11.2.3 Modele d'addition séquentielle aléatoire (RSA)

Le modele d'addition séquentielle aléatoire ou Random Sequential Addition (RSA) est une
méthode de type Monte-Carlo, qui consiste a placer les particules de diameétre D les unes apres
les autres dans un volume fixe (cube de c6té L par exemple), jusqu'a obtenir la concentration
de particules souhaitée, en tirant les coordonnées de leurs centres de maniére aléatoire. A
chaque tirage d'une nouvelle particule, on vérifie la condition de non interpénétration avec les
particules précédemment placées. En cas d'interpénétration, le tirage est exclu et une nouvelle
particule est tirée. Chaque particule placée correctement est definitivement acceptée et sa
position est fixée. Cette méthode est simple a mettre en ceuvre et semble la plus naturelle pour
géneérer une distribution aléatoire de sphéres dures. On trouvera quelques détails sur 'utilisation

du modele RSA dans les références suivantes : (Widom, 1966 ; Feder, 1980 ; Hinrichsen et al.,

1986 : Rintoul et Torquato, 1997). Cette méthode a été utilisée dans de nombreux domaines

scientifiques tels que la chimie, la biologie, la physique et les mathématiques. Elle a permis de
décrire, par exemple, I'oxydation de polymeres (Gonzalez et al., 1974), la germination de

particules sur une membrane cellulaire biologique (Finegold et Donnell, 1979), l'adsorption de

protéines sur une surface solide plane (Feder et Giaever, 1980) ou le partage des territoires chez

certains animaux (Tanemura et Hasegawa, 1980).

La fraction volumique maximale de particules que I'on peut atteindre selon cette méthode,
en supposant la taille du domaine L trés grande par rapport a D, reste un probléme ouvert en 2D
et en 3D (Torquato, 2002 ; Evans, 1993). La recherche de sa valeur limite a été étudiée en 1D

(génération aléatoire de segments de taille D dans un segment de taille L), 2D (génération de
disques de diametre D dans un carré de c6té L) et 3D (génération de sphéres de diamétre D dans

un cube de coté L) :

_ La valeur exacte du probleme 1D a été calculée par (Rényi, 1958). La fraction linéique limite
est, en s'arrétant a la quatrieme décimale, de 74.76 % (pour L infiniment grand).

_ La fraction surfacique limite du probléme en 2D a été estimée numériquement a 54.7 %
(Tanemura, 1979, 1981, 1988a,b ; Feder, 1980; Hinrichsen et al., 1986).

_ Les fractions volumiques limites estimées en 3D ne dépassent pas 40 %. Quelques exemples
de calculs donnent des limites de concentration de 38.5 % (Cooper, 1988), 38.2 % (Sherwood
1997), 38.1 % (Tanemura, 1981, 1988a,b).
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Notons que les estimations pour les problémes 2D et 3D sont obtenues pour un rapport

entre la taille du cube et le rayon de particules (L=D) relativement élevé, par exemple, L=D >

20 dans (Cooper, 1988).

Cette méthode ne permet donc pas d'atteindre des fractions volumiques de particules
supérieures a 40 %. Cependant, elle assure une distribution statistiquement isotrope des

particules (Rintoul et Torquato, 1997) et peut étre modifiée de maniere a atteindre des fractions

volumiques de particules plus élevées (Segurado et Llorca, 2002).

Sequrado et Llorca (2002) ont ajouté deux mécanismes au modele RSA pour obtenir des

fractions volumiques de particules supérieures a 40 %. A partir d'un nuage de points obtenu par
le modéle RSA, avec une fraction volumique de 30 % par exemple (figure 11-5), ils effectuent
un compactage de ces points (homothétie), puis un réarrangement aléatoire des particules ne
respectant plus la condition de non interpénétration. En répétant ces étapes de compactage et
de réarrangements aléatoires, les auteurs atteignent des fractions volumiques supérieures a 50

%, et jusqu'a 60 % si I'on autorise les particules & entrer en contact.

Figure 11-5 Microstructure généré a 1'aide d’algorithme aléatoire séquentielle Adsorption

(RSA). Nombre de spheres = 30, fraction volumique = 30%. (Segurado and Llorca, 2002).

11.2.4 Modeéle de génération par la technique dynamique moléculaire

La deuxieme méthode de génération des particules avec la distribution aléatoire dans une
cellule élémentaire VE est basée sur la dynamique moléculaire ou s’appelle aussi Modéle de

Lubachevsky et Stillinger. (Lubachevsky et Stillinger, 1990) ont développé un nouvel

algorithme base sur la dynamique moléculaire permettant dans un premier temps de disperser
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des disques dans une cellule élémentaire 2D. En 1991, les auteurs (Lubachevsky et al., 1991)
ont étendu 1’algorithme au cas de sphéres dispersées aléatoirement dans un cube ¢élémentaire

3D.

Cet algorithme part du principe qu’au temps zéro toutes les inclusions sont créées et ont
un volume nul. Une position et un vecteur vitesse leurs sont attribués aléatoirement. Les
particules sont ensuite mises en mouvement et leur volume augmente a chaque itération jusqu’a
atteindre la fraction volumique souhaitée. A chaque itération deux types d’événements sont
verifiés :

- les collisions binaires ;
- les collisions entre les particules et les faces de la cellule élémentaire.

Dans le cas de collisions binaires, ¢’est-a-dire de collisions entre particules, leur vecteur
vitesse est mis a jour selon le principe de 1’énergie cinétique. Par contre, dans le cas ou une
particule quitte la cellule a travers une face, elle doit rentrer par la face opposée afin d’assurer

les conditions aux limites de périodicité.

Les travaux de (Lubachevsky et Stillinger, 1990) ont été étendus au cas de particules non

sphériques par (Donev et al. 2006) (Figure 11.6), par la définition du concept de "proche voisin"

permettant de limiter la vérification des collisions entre particules. En effet, (Donev et al. 2006)
ont défini une limite de voisinage pour chaque particule. La collision entre deux particules est
vérifiée si leurs limites de voisinage se superposent. Les auteurs ont constaté, cependant, que
cet algorithme est plus efficace pour des systémes de particules ayant un facteur de forme faible

et avec des variations de taille des particules faibles.

!/\\\

5 S

Figure 11-6 Packing d'ellipsoides aplatis généré en utilisant I'algorithme de dynamique
moléculaire proposé par (Donev et al. 2005a,b). Nombre de ’ellipsoidales = 1000, fraction
volumique = 70% (Donev, 2006).
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Le développement de cet algorithme est plus complexe que la méthode RSA. L’objectif

final de ce projet étant de développer un matériau hybride constitué d’une matrice chargée de

particules dopantes et renforcée par des fibres longues de carbone, la fraction volumique de

particules n’excédera pas 20%. La méthode RSA devrait donc étre suffisante pour développer

notre modéle numérique.

la

Ce processus est bien adapté aux microstructures aléatoires et isotropes, il est la base de

plus part des mode¢les probabilistes. L’intérét des modeles aléatoires est de permettre

facilement la création de nouveaux matériaux virtuels.

Il existe aussi d'autres méthodes permettant de générer des distributions aléatoires de spheres

dures avec une compacité tres, parmi ces méthodes on cite :

La méthode de perturbations aléatoires de la position des particules qui peut étre appliquée
a un arrangement initialement ordonné et compact (par exemple : cubique a faces centrées).
Cette méthode a été largement employée pour dépasser la limite rencontrée en 3D par le
modéle RSA, on citera, par exemple, (Rintoul et Torquato, 1997 ; Gusev, 1997 ; Gusev et
al., 2000 ; Bohm et Han, 2001 ; Qi, 2006). En pratique, il reste difficile de réaliser des

arrangements aléatoires de cette maniére pour des fractions volumiques importantes car

I'espace entre les particules permettant leur mouvement est réduit (Qi, 2006). De plus, cette
méthode ne permet pas de perturber significativement la structure périodique de maniére a

créer une structure totalement aléatoire. Par exemple, (Rintoul et Torquato, 1997) ont

observé l'influence de la structure périodique initiale sur des arrangements aléatoires créés
par perturbations et indiquent la présence de directions préférentielles résiduelles dans la

microstructure finale.

Visscher et Bolsterli (1972) ont développé une méthode séquentielle consistant a lacher et

laisser rouler les particules dans un cube sous l'action d'une force gravitationnelle et
atteignent une fraction volumique maximale d'environ 60 %. Cette méthode introduit une

direction préférentielle et impose aux particules d'étre en contact les unes avec les autres.

Hinrichsen et al. (1990) proposent une méethode dite concurrente basée sur un ensemble de

particules générées par le modéle RSA, puis déplacées dans les directions de la voisine la
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plus éloignée. Le diametre des particules est alors augmenté jusqu'a ce que deux particules

entre en contact. Le processus est alors répété.

— Jordey et Tory (1985) proposent une méthode dite concurrente basée, comme le modele

de (Lubachevsky et Stillinger, 1990), sur un grossissement progressif des particules,

associe a un réarrangement des particules les plus proches dans la direction opposée de
leurs centres (réarrangements non aléatoires). La fraction volumique maximale atteinte
varie entre 64.2 % et 64.9 %.

I1.3 Génération de microstructures aléatoires en 2 et 3 dimensions

Dans cette partie, on introduit le concept lié a la géneration des microstructures a deux
phases dans le but d’effectuer I’analyse micromécanique. La génération des microstructures se
fait a I’aide des scripts programmés a I’aide d’un langage de programmation au sein d’un outil
de graphisme 3D. L’idée de ces scripts est basée sur l'algorithme du schéma d'addition
séquentielle aléatoire (RSA). Dans ce cas deux algorithmes sont utilisés, I’un pour la génération
2D des microstructures (figures 11.7), autre pour la génération 3D (figures 11.8). Ces

algorithmes sont utilisés par la suite dans les chapitres suivants.

CIOK ou oy o0 e

e, TAK 0%
CX H el e%e
a) cercles b) carrés c) ellipses

Figure 11-7 Génération des particules en 2D dans une cellule carrée

a) Particules b) Ellipsoidales  ¢) cubes d) fibres
Figure 11-8 Génération des particules en 3D dans une cellule cubique
Afin de pouvoir générer un modeéle de répartition aléatoire de particules (en 2D ou 3D)

dans un cellule élémentaire VE (carrée ou cubique) nous avons développé par la suite les deux

algorithmes (Figure I1.11 et 11.14) permettant un tirage pseudo-aléatoire du centre des particules
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en prenant en compte 1’utilisation des contraintes de répartition et non collision de ces particules

entre elles et entre les parois de cette cellule.

11.3.1 Génération des particules en 2D dans une cellule carrée - Modéle 2D

La génération de cet algorithme permet de créer des cellules en 2D pour des modeles
représentatifs. Le concept de génération de particules dans les cellules qui ont distribuées
aléatoirement dans cette cellule, consiste a introduire les contraintes geométriques suivantes :

e Les particules sont de méme taille (diameétre) ;
e Les particules ne doivent pas chevaucher entre elles ;

e Les particules ne doivent pas touches les parois de la cellule.

L’algorithme est basé aussi sur le paramétre de la cellule qui est sa taille L. Le volume de
la cellule (surface dans le cas d’une cellule 2D) et le volume des particules sont reli¢ entre eux
en fonction de la fraction volumique des particules avec la relation :

Cas 2D :  fparticule (20) = Nparticule X Sparticule / Scellule
avec : fparicule : la fraction volumique (surfacique) des particules

Sparticule €t Scellule: 1’aires de particule et de la cellule en 2D (ex : particule circulaire)

Le nombre des particules Np, la taille de la particule dp et la fraction volumique des particules

fp dans la cellule, et aussi on a : Volume total = Vceiule + Vparticule = 1.

Les données initiales de 1’algorithme sont : le choix de type de particules, leur nombre, leur

fraction volumique dans la cellule élémentaire et le type d’arrangement de ces particules (figure
11.9)

Type de particules
|
Nombre de particules
[
Fraction volumique f,
I

Type d’arrangement
|

v v v
..Q. o 2N\ WA

!l 00 ® O™ PN e
000 [1voy|  [demly

Figure 11-9 Propriétés géométriques initial de la cellule carrée
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L’algorithme permettant une dispersion aléatoire d’une certaine fraction volumique f, de
particules en 2D (cercles, carrés ou elliptiques) dans une cellule élementaire VE. Dans cet
algorithme, on tire aléatoirement et successivement la position de chaque nouvelle particule
avec une densité de probabilité uniforme dans tout la cellule, mais en excluant toute possibilité
d’intersection, ou de distance minimale aux particules déja tirées. Si la nouvelle particule en
intersecté une autre, celle-ci est rejetée mais on conserve les autres particules. L’algorithme est
stoppé lorsqu’on atteint la fraction volumique désirée. La limitation de ce schéma de tirage est

la fraction volumique maximale d’inclusions obtenue.

Le tirage aléatoire des coordonnées du centre de cercle s’appuie sur la fonction
Random(x, y) du code script utilisé, pour les deux formes (carrée et ellipse), les parametres a
injecter dans le script sont, I’angle d’orientation de ces particules et les autres contraintes cité
précédents (ex, la distance entre les centres de deux particules). Les particules sous forme
ellipse ont de dimension r1 x r2 (demi grand axe r1 et de demi petit axe r2). Les centres des
particules sont donc répartis dans une cellule carrée (VE) de c6té [ et I’angle d’orientation des
particules est compris entre 0 et 2 (sauf pour le cas de cercles qui n’ont pas d’angle
d’orientation) (figure 11.10). Nous définissons ainsi une matrice regroupant les coordonnées des

centres des particules et une matrice regroupant les angles d’orientation des particules.

O2

O1

Figure 11-10 Définition de la geométrie paramétrage des particules a) cercles, b) carrés c) elliptiques

Par suite, I’algorithme utiliser pour la génération des particules en 2D est représenté dans le

schéma suivant (11.11) :
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®

Type de particule : Cercle ‘\
Carré
\_ Ellipse )

v

Données : Taille de cellule L :
Taille de particule d :
Fraction volumique fp :

v

®

Calcul du nombre de cercles
nécessaire pour atteindre fp

Calcul du nombre d'ellipses
nécessaire pour atteindre fp

Calcul du nombre de carres
nécessaire pour atteindre fp

T @

Tirage aléatoire des coordonnées
du centre d'une cercle (X, y)

Tirage aléatoire des coordonnées du centre d'une
ellipse/carré (x, y) et de son angle d'orientation,

Nombre de particules
atteint ?

Oul

Fin du

Suppression point

v

Nombre de tentatives de

positionnement maximum

¢OUI

Sortie du programme

NON

Figure 11-11 Algorithme de génération aléatoire de particules en 2D dans un VE.
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11.3.2 Génération des particules en 3D dans un volume cubique - Modeéle 3D

Type de particules

Nombre dei particules

Fraction volumique Jo

Type d’ar%angement

40eg /(ave

Figure 11-12 Propriétés géométriques de la cellule cubique

De la méme procédure de génération des particules en 2D, on applique I’algorithme en 2D pour
le cas 3D (figure 11.12), mais avec des changements comme la troisieme coordonnée. Le
probléme se complexer un peu plus avec I’ajout de la troisiéme direction. En effet, nous nous
retrouvons avec les parametres définis aléatoirement pour les trois volumes :

— pour la sphére : défini par son centre et leur dimension (taille) : r

— pour le cube : défini par son centre et leur dimension (taille) : r

— pour I’ellipsoidale : défini par son centre et leur dimension (taille) ry, r2 et r3
De la méme maniere que pour le modéle 2D, en nous appuyant sur la figure 11.12, nous

définissons les modeéles a générés.

> D

b) c)

Figure 11-13 Définition de la géométrie et du paramétrage des particules, a) cube,
b) spheére, c) ellipsoidale.
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La figure 11.13 donne un schéma sur les trois particules et la distance entre deux geométries
(cercle-cercle, carré-carré et ellipse-ellipse) de chacun de ces trois types. Les coordonnées des
centres des particules, 0, (x4, y1,2,) et 05(x5, v, Z,) sont tirées aléatoirement ainsi que leurs
orientations, a, et a, (dans le cas 3D : cube ou ellipsoidale). Afin de vérifier la condition de

non collision des particules, nous recherchons deux points p,et p, de deux particules.

Pour le cas 3D, la particule 1 de coordonnées (x4, y,, z;) et la particule 2 de coordonnées

(x5,v,, z,) doivent justifier la condition :

La distance entre les deux centres des particules soit :

D= (= %)%+ (y3 —y1)? + (22 — 21)?

Ainsi la condition de la collision d’une particule avec la paroi de la cellule cubique doit étre
justifiée, c.a.d. si le paramétre D, est inférieur au diametre des sphéres il y a collision. Si le

paramétre D, est supérieur au diametre des sphéres il n’y a pas collision.

Pour la génération des modeles de répartition aléatoire de particules (sphéres, cubes et
ellipsoidales) dans une cellule cubique nous avons développé un algorithme (figure 11.14)
permettant un tirage pseudo-aléatoire du centre des sphéres en prenant en compte un parametre
de non collision entre les particules afin d’éviter toute interférence des particules entre elles, et
la condition de non collision de ces particules avec la cellule. La dispersion de nos particules
dans le VER étant considérée aléatoire, la création géométrique du VER est faite avec le code
Python.

La dispersion des particules dans la cellule élémentaire VE étant considérée aléatoire, la
création géométrique du VE qui contient ces particules est basée sur la programmation d’un
script comme dans le cas d’une cellule a deux dimensions, mais avec quelques changements
dans I’algorithme. Les données initiales de la génération sont ; la taille de la cellule L, la taille
de la particule et leur orientation pour les formes ellipsoidales et cubiques, et la fraction
volumique des particules. L algorithme présenté dans la figure 11-14 a donc été développé grace

a une programmation en base de Python.
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(Type de particule | Sphére

Cube

Ellipsoidale

— =

Données : Taille de cellule L:
Taille de particule d :
Fraction volumique Fp :

L

Calcul du nombre de sphéres Calcul du nombre Calcul du nombre de cubes
nécessaire pour atteindre fp d'ellipsoidales nécessaire pour nécessaire pour atteindre fp
atteindre fp
a2
— 5| | Tirage aléatoire des coordonnées Tirage aléatoire des coordonnées du centre d'une

du centre d'une sphére (X, Y, z) ellipsoidale/cube (X, y, z) et de son angle d'orientation o

NON NON

Nombre de particules

l

Collisions

Suppression point

Vp modele < Vp réelle

Calcul du nombre de particules a ajouter

v

Tirage aléatoire des coordonnées du centre

v

Nombre de tentatives

NON
de positionnement max

¢OUI

d’une particule (x.v.z) dans le VE

NON ¢

Sortie du programme
Erreur

NON

Nombre de particules

atteint ?
oul

Suppression point

Sortie du programme

Sortie du programme | ou Tl O (EoES

Erreur

de positionnement max NON

Figure 11-14 Algorithme de génération aléatoire de particules en 3D dans un VE.
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[1.4 Estimation du temps d’affichage de microstructure a N particules

Afin d’évaluer notre scripts pour la génération des différents microstructures a particules
simples, on doit tester ce dernier en fonction du temps. Dans ce cas, les moyennes utiliser pour
faire ces tests sont : un micro portable de type Asus V75W de caractéristique : RAM 16GO,
Disque dur de capacité : 750GO, Processeur de type 17. Dans cette étude, plusieurs tests en
fonction du nombre de particules, le choix des particules est limité aux spheres. Plusieurs
fractions volumiques (fp) pour les particules sont utilisés (5% jusqu’a 50%). Les différentes
estimations utilisées pour le nombre de spheres suivants (Np) : 50, 100, 150, 200, 500 et 1000
spheres. Les fractions utilises sont : 32, 35, 40 et 50%.

Nous avons effectué une étude de sensibilité dans le but de regarder I’influence des temps

de génération sur les différents paramétres tels que :

La taille du volume élémentaire VE caractérisée par la longueur |

La distribution des particules : aléatoire, périodique ou hexagonale

La taille des particules r

La fraction volumique des particules f,

Les conditions appliquées pour la distribution des particules (figure 11-15) sont :
e aucun chevauchement entre les particules.

e les particules ne touchent pas les bords de la cellule cubique
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kY -

c) 500 éphéres d) 1006 sphéres

Figure 11-15 Génération de différentes cellules contient des sphéres avec une fraction

volumique de 5%

La figure I1.16 illustre I’organigramme qui regroupe I’ensemble des étapes de génération
d’une fraction volumique f, souhaitée, pour N particules. Il faut noter que les parameétres
morphologiques principaux d’une microstructure 3D qui pilotent la génération d’une fraction
volumique fp sont :

* Le volume total du matériau V.
* Le nombre des particules N dans la matrice.

* Le rayon des particules R ou leur volume V.

La relation permettant de lier les différents paramétres morphologiques est donnée par
I’équation suivante :
4 p3
fp=N2=Nir

avec [ est la longueur du volume d’unité

Le principe de la génération des particules comme il est cité avant dans ce chapitre,

I’évaluation de 1’algorithme RSA permet de comprendre la performance de cet outil (figure
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11.16). Pour cela, la vérification de la condition Vp modgele < Vp réetle dois étre justifié pour valider

(  Démarrer )

A 4
Définir sphere (position aléatoire)

A (XY, 2)

l

Intersection

cet algorithme.

4

Geénérer sphere

Supprimer

. Enregistrer les données
sphére avec autres ? L .
Mise a jour des variables

l

Oui

Fin du
programme

Figure 11-16 Procédure RSA pour la génération des sphéres aléatoires

Dans les tableaux suivants, le terme "Maxtry" représente le nombre d’essai qui est basé
sur le choix hasard d’un emplacement du centre de particule, suivi par la vérification de la
distance entre le centre des deux particules proches. Le terme "Sp" représente le nombre de

sphéres généres.
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nombre Temps Maxtry (Sélectionnez un plus grand nombre d'essais)
N° Sp géneérés 1000 10000 100000 1000000 10000000

50 t (s) 3.622 4.319 6.362 15.516 --
Sp 39 42 45 45 -
100 t (s) 17.315 20.289 30.502 59.500 --
Sp 83 88 97 98 --
t (s) 35.254 41.825 59.178  145.301 --
150 Sp 116 125 136 145 -
200 t (s) 61.891 85.540 99.079  188.831 --
Sp 152 176 184 192 --
500 t (s) 485.424  656.506  781.192  850.486 --
Sp 397 458 490 500 --
t(s) 2234.692 2817.193 3145.234 3259.044 --

1000

5 4 9 2

Sp 842 945 1000 1000 --

Tableau I1.1 Temps de génération de sphéres avec une fraction 32%

nombre Temps Maxtry (Sélectionnez un plus grand nombre d'essais)
N° Sp générés 1000 10000 100000 1000000 10000000
50 t (s) 2.578 3.047 4.740 20.111 100.541
Sp 31 34 37 40 40
100 t (s) 13.257 18.375 30.131 49.592 --
Sp 70 81 87 89 --
t (s) 32.291 42,918 49.854 76.773 --
150 Sp 107 118 127 127 -
200 t(s) 73.994 67.558 76.702 70.110 --
Sp 148 150 150 150 --
500 t (s) 487.480  569.99  652.888 942.876 --
Sp 376 422 458 477 -
1000 t(s) -- -- -- 3273.528 7513.066
Sp -- -- -- 955 982

Tableau I1.2 Temps de génération de spheres avec une fraction 35%
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nombre Temps Maxtry (Sélectionnez un plus grand nombre d'essais)
N° Sp génerés 1000 10000 100000 1000000 10000000
50 t(s) 1.132 1.779 2.672 10.154 119.867
Sp 21 26 27 28 31
100 t (s) 7.792 10.375 13.684 40.764 2.42.10
Sp 57 65 70 76 76
t (s) 19.719  28.5444 41.962 72.509 266.78
150 Sp 89 101 112 116 117
200 t (s) 45.068 54.854 72.284  113.451 --
Sp 128 141 150 156 --
500 t (s) 328.810 406.471  490.419  703.655 --
Sp 334 370 390 404 --
t(s) 1303.280 1908.642 2241523 2622.206 --
1000 1
Sp 651 761 805 831 --

Tableau I11.3 Temps de génération de sphéres avec une fraction 40%

nombre Temps Maxtry (Sélectionnez un plus grand nombre d'essais)
N° Sp générés 1000 10000 100000 1000000 10000000

50 t(s) 1.062 1.453 2.364 9.397 -
Sp 21 24 25 25 --
100 t (s) 5.469 6.439 10.915 45,952 --
Sp 49 52 58 61 --
t (s) 16.688 19.204 25.907 58.743 --
150 Sp 82 88 93 96 -
200 t (s) 26.407 34.926 41.769 74.123 --
Sp 101 114 120 121 --
500 t(s) 209.048 251.400 965.464  379.333 --
Sp 264 294 311 315 --
t (s) 1189.324 1203.154 1372.029 1854.946 -

1000

1 2 6 2

Sp 489 596 644 661 --

Tableau I1.4 Temps de génération de spheres avec une fraction 50%

Ce script a donné des resultats acceptables a savoir, dans le cas de fraction 32%, on
obtient le méme nombre de sphere générés que celui donné (ex. 1000 sphéres) dans un temps
de 3145s (=52min et 42s) (Tableau I1.1), la méme précision a été constaté pour le cas de 500
sphéres. Cependant, pour les autres fractions (Tableaux 11.2, 11.3 et 11.4), les résultats obtenus
de la génération des particules n’ont pas été satisfaisant et cette constatation a été observée par

d’autres chercheurs (Sequrado and Llorca, 2002 ; Kari et al. 2007).
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Le temps de générations de tous ces essais de simulation est limité par Sheurs, avec les

caractéristiques de I’outil informatique utilisé.

11.5 Différentes méthodes de maillage

Il existe plusieurs types de maillage pour le cas des microstructures, parmi ces type on

cite : le maillage régulier et le maillage adaptatif.

11.5.1 Maillage regulier

Il s'agit de construire un maillage simple régulier du surface 2D ou volume 3D de
I'échantillon et d'attribuer aux éléments finis les caractéristiques de la phase dans laquelle ils
sont situés. 1l est également possible d'utiliser des éléments "multiphasés™ ou l'attribution des
propriétés de chaque phase se fait sur les points d'intégration des éléments selon la phase dans
laquelle ils sont situés. On trouvera plus de détails sur les éléments multiphasés, ainsi que des
exemples d'utilisation dans les références (Steinkopff et Sautter, 1995a,b ; Lippmann et al.,
1997 ; Kanit et al., 2003 ; Khdir, 2013 ; El moumen 2014).

L'avantage majeur de cette méthode réside dans la simplicité et la rapidité avec laquelle est créé

le milieu hétérogene. De plus, la méthode est applicable a tout type de milieu hétérogeéne.

11.5.2 Maillage adaptatif

Une autre méthode consiste a utiliser un maillage initial quelconque (libre ou régulier),
suffisamment fin, et a déplacer certains nceuds du maillage pour les faire coincider avec les
interfaces. La méthode permet de conserver la topologie des interfaces de la microstructure.

(Steinkopff et Sautter, 1995a,b) proposent une méthode d'adaptation du maillage en identifiant

les nceuds les plus proches des fronticres et en imposant des déplacements de ces nceuds dans
les directions normales aux frontieres. L'algorithme d'adaptation est détaillé dans la référence
(Steinkopff, 1993).
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[1.6 Maillage 2D/3D des microstructures

Afin a étudier le comportement mécanique des microstructures 2D et 3D, la technique
présenter le maillage est basée sur la réalisation d'un maillage régulier. Deux cas de
microstructure sont considérés, une microstructure 2D a étudié dans le chapitre suivant, et une
microstructure 3D dans le dernier chapitre. La géométrie d'un composite a particules simples
dans une cellule 2D ou 3D est entierement déterminer par les données de centres des particules
et son diamétre. A partir d'une cellule 2D. La représentation des geométriques (figure 11-17) se
fait en utilisant un outil de simulation (code Zebulon EF). Les géométries surfaciques obtenues
sont finalement introduites dans le code pour une discrétisation réaliste. La démarche de
maillage consiste a construire un maillage des surfaces, La (figure 11-18.a) représenté un
exemple du maillage surfacique obtenu. Ce maillage contient 200 EF en longueur et 200 EF en
largeur. Au total, on a une facette entourée par 400 éléments carrés de type C2D8 (maillage
2D). Pour le cas 3D, cette étape est suivie par remplir ce maillage surfacique (2D) par des
éléments volumiques, La figure 11-18.b représente les géométries volumiques finales avec une
discrétisation. Cette géométrie contient 30x30x30 EF, au total on a 27000 EF quadratique de
type C3D27.

Les cellules possédent des particules avec la contrainte de non chevauchement entre ces
particules. La taille des éléments finis doit donc étre adaptée si I'on souhaite obtenir une bonne
précision du calcul. Une étude de vérification de nombre de éléments en fonction des propriétés
mécaniques (k et p) dans le cas d’une cellule 2D ont été fait pour justifier le maillage (figure
11-19 a,b).

Figure 11-17 Représentation de I’interface 2D
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() (b)

Figure 11-18 Maillage 2D et 3D de la géométrie d’une microstructure
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Figure 11-19 Effet du nombre des éléments sur les valeurs du module de compressibilité

apparent kP et module de cisaillement apparent p®.
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\

L’étape suivante consiste a superposer le maillage 2D sur I’image 2D d'une
microstructure dans le cas 2D, par contre pour un maillage 3D, le maillage 3D est superposer
sur des images successives d’une microstructure générer comme cité avant avec le processus

de poisson, la figure 11-20 représente cette technique de superposition.

(b)

Figure 11-20 Superposition entre le maillage et les images (cas 2D & 3D)

Les outils de maillage seront utilisés dans la suite pour les calculs par élément fini afin
d'évaluer le comportement mécanique des microstructures a étudier.

59



Génération et maillage des microstructures

[1.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordé le développement d’outil numérique (2D et 3D)
génerant des dispersions aléatoires de particules dans un volume élémentaire VE prédéfini.
Deux types de geométries de particules ont été explorées : le cercle pour le cas 2D et la sphére
pour le cas 3d. En effet, nous avons constaté qu’on jouant sur les dimensions des particules

(cercle en 2D).

Dans un premier temps, le développement d’un modéle de dispersion aléatoire de
particules circulaire (ou sphériques), de rayon constant, dans une cellule carrée VE (ou cubique)
a été programmé sous Python. Le modeéle repose sur les hypothéses suivantes :

e aucune périodicité dans le volume élémentaire, car nous nous situons dans le cas d’une
dispersion aléatoire de particules sans motif répétitif ;

e toutes les particules (cercles, spheres, ...) ont le méme rayon.

Nous avons fait une étude de sensibilité sur ce modele pour voir I’influence de temps de

génération sur la fraction volumique des particules et leur taille.

En ce sens, dans un second temps, pour étudier le comportement des matériaux
hétérogénes, on a défini une méthode de génération de maillage des microstructures obtenues
par les scripts, on applique ensuite la superposition entre le maillage et ’image obtenue avec
la technique de coupe transversale pour le cas de 3D, et pour le cas 2D, la superposition directe
des images obtenus avec le maillage adapté. La convergence du maillage a été justifiée dans

cette partie.
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Chapitre I11.

Etude des matériaux poreux a deux

phases
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[1l. Etude des matériaux poreux a deux

phases

Dans cette partie, une étude sur le comportement élastique d’un matériau biphasique est
menée dont le but de déterminer le volume élémentaire représentatif VER de ce matériau. Cette
étude est basé sur la simulation a 1’aide du code ZeBuLon et le calcul des propriétés effectives
d’un matériau poreux en 2D contenant des pores forme circulaire. Les résultats obtenus sont
comparés avec les bornes de Hashin-Strikman (HS) (Hashin & Shtrikman, 1963) et le modele

autocohérent de Christensen-Lo (Christensen & Lo, 1979). Une attention particuliére est portée

sur la détermination de la taille du volume élémentaire représentatif VER
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[11.1 Introduction

La determination des propriétés élastiques des matériaux hétérogenes (ex. milieu poreux)
nécessite la prise en compte de la microstructure en utilisant les techniques d’homogénéisation
numériques. Ces techniques sont basées sur la détermination d’un volume élémentaire
représentatif VER avec leurs propriétés effectives. La détermination du VER et ses propriétés
effectives pour le cas d’un matériau hétérogeéne dépendent de la connaissance des propriétés
des deux phases et la morphologie de la phase d’inclusion. La technique appliquée dans cette
partie pour la détermination du VER et I’évaluation du comportement du matériau étudié est la

méme utilisée dans les travaux de (Kanit et al. 2003 ; El Moumen et al. 2014). Cette technique

consiste a calculer les propriétés élastiques effectives pour plusieurs réalisations qui ont
différentes microstructures (sous forme d’images réelles) en utilisant la simulation numérique
et statistique. Ces images sont de forme de cellules carrées de dimension 3000 x 3000 par unité
et contiennent des particules sous forme d’inclusions. Le but de ce chapitre est de trouver le
volume élémentaire représentatif VER pour une microstructure d’un matériau poreux avec
différents fractions volumiques, ainsi 1’évaluation de ce volume avec une quantité qui s’appelle
"la portée integrale A", cette derniere permet d’établir la morphologie équivalente pour notre

matériau. La figure I11.1 représente la morphologie équivalente de la microstructure étudiée.

Figure 111-1 Modéle équivalent du matériau a deux phases
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[11.2 Description et génération de la microstructure en 2D

La simulation numérique de différentes réalisations de la microstructure étudiée passe par
deux étapes, 1’étape de description de la microstructure et I’étape des calculs numériques par la
méthode des éléments finis.

L’étape de description de la microstructure nécessite la caractérisation de la morphologie
de cette derniere, c.a.d. la forme des particules (cas 2D) et leurs arrangements aléatoires dans
la cellule. Par la suite, on passe a la détermination du comportement mécanique de différentes

structures générées.

I11.2.1 Description de la microstructure

Dans cette partie, la microstructure biphasée poreuse en deux dimensions est considérée. La
phase 1 représente les inclusions et la phase 2 représente la matrice, avec :

P=1-P;
P1 et P représentent respectivement les fractions volumiques de la phase 1 (inclusions) et la

phase 2 (la matrice).

La microstructure contient des particules de forme circulaire en 2D, le processus de
génération de ces cellules a été expliqué dans le chapitre I1. Les inclusions (pores) se distribuent
aléatoirement dans la cellule (Figures II1.2, TI1.3 et II1.4). Pour évaluer le comportement
élastique de ce matériau, trois fractions volumiques d’inclusion sont utilisés : 0,10, 0,30 et 0,50.
En plus, plusieurs réalisations sont étudiés (N =1, 5, 10, 20, 50, 100, 150, 200 et 250 particules)
avec une distribution aléatoire des particules pour chaque volume (Tableau I11.1). Le rayon de
la particule dépend de la fraction volumique (fraction surfacique pour le cas 2D) ou on a :

P1 =N * Sparticute / Scellule
avec:
Sparticule = (P1 * Sceltute)/N,
OU : Sparticule : 1’aire de particule (Sparticule = 7t.I?)
Sceliule : aire de la cellule

r : rayon de particule
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b)

a)
Figure 111-2 Fraction volumique 0.10 d’inclusions, a) 5 inclusions, b) 10 inclusions, ¢)

200 inclusions.

a)
Figure 111-3 Fraction volumique 0.30 d’inclusions, a) 5 inclusions, b) 10 inclusions, ¢)

200 inclusions

b)

a)

Figure 111-4 Fraction volumique 0.50 d’inclusions, a) 5 inclusions, b) 10 inclusions, ¢)

200 inclusions.
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111.2.2 Propriétés élastiques des composants

Les cellules représentent la microstructure d’un matériau poreux a étudier. Chaque phase
est caractérisée par ces propriétés mécanique (le module de Young (E) et le coefficient de
Poisson (v)) qui seront utilisées dans les simulations numériques. Les propriétés élastiques du

matériau étudié sont indiquées dans le Tableau I11.1.

‘ Matrice
‘ Inclusion
Figure I11-5 Microstructure étudie en 2D
Constitution E [MPa] v k[MPa] pu[MPa]
Matrice 10000 0.3 8333 3846
Inclusion 108 0.49 1,667E-07 3x107°

Tableau I11. 1 Propriétés élastiques des composants

Pour la prédiction du comportement de ce matériau, deux propriétés macroscopiques sont
étudieés (k et ) pour différentes tailles de surface S (iciS = N, ou N est le nombre de particules)
et un nombre de réalisations n de la microstructure. Le tableau (111.2) représente les différentes
réalisations n en fonction du nombre de particules circulaire N (ou la taille du volume N qui

varie entre 1 et 350 particules).

N ‘ 1 5 20 50 80 100 150 200 300 350
n ‘ 100 60 30 20 15 10 5 5 5 5

Tableau III.2 Le nombre de réalisations n, considéré pour chaque nombre d’inclusions N.
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[11.3 Procédure de calcul de la microstructure
111.3.1 Processus de génération et maillage de la microstructure en 2D
Le processus de génération des microstructures de différents fractions (Figures 111.2, 111.3

et I11.4) a été obtenu a I’aide de 1’algorithme RSA comme cité dans le chapitre précédent, cet

algorithme reste encore utilisé a ce jour (Moussaddy et al., 2013 ; Pahlavan et al., 2013 ;

Ghossein E. et Lévesque M., 2014 : El Moumen et al., 2014). La distribution aléatoire des

inclusions dans la cellule carrée est genérée avec le script Python (Figure 11.6). Les deux
contraintes utilisés pour les distributions des inclusions sont : (i) ces inclusions ne chevauchent

pas entre elles, (ii) ces inclusions ne doivent pas touchés les bords (parois) de la cellule.

Dans le but de déterminer le volume élémentaire représentatif VER, la méthodologie
consiste a déterminer les deux propriétés macroscopiques apparentes (le coefficient de

compression kP, le coefficient de cisaillement p?®) de matériau étudié.
Cette méthodologie comporte les étapes suivantes :

e Génération d’un ensemble de cellules carrées en 2D de dimension 3000x3000 pixels
avec une résolution de 1000 pixels/cm, ces cellules contient différents particules
circulaires, et pour chaque fraction volumique,

e Pour chaque taille, différentes réalisations n sont considérées. Ces réalisations, qui ont
le méme volume, sont différenciées au niveau de la distribution aléatoire des inclusions
dans I’espace.

e Lasuperposition de chaque cellule élémentaire VE avec le maillage,

e Application des conditions aux limites CL

e Calcul par la méthode des éléments finis MEF des propriétés apparentes k et p pour les
différentes cellules,

e Tracage des courbes correspondantes aux propriétes apparentes k et u en fonction de
nombre d'inclusions V = N,

e Détermination des propriétés effectives du VER.
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Le schéma de la figure I11.5 montre en général la méthodologie a suivre pour calcul des

propriétés : K, u & E.

Génération de la

microstructure a 2D

Génération des

images
Code Python

Code FE

<~

Superposition du maillage EF avec

I’image générer

U

Calcul par éléments finis (EF) les

propriétés : k, u & E

Figure 111-6 Processus de genération, maillage de la microstructure en 2D et

calcul des propriétés k, 4 & E

111.3.2 Maillage de la microstructure

Le maillage par éléments finis associée a I'image de la microstructure est obtenue en
utilisant la méthode des éléments multi-phases (Figure 111.6), un maillage de type éléments finis
carré régulier en 2D est superposé a l'image du matériau comme reprséenté dans la figure
(111.6). Le nombre d'éléments est de 40000 et I'élément de maillage est un quadratique avec 4

nceuds et une intégration complete.
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b)
Figure 111-7 Volume élémentaire représentatif VER associé au composite anisotrope :

(@) La géométrie ; (b) Maillage par éléments multi-phases.

L’utilisation du code éléments finis Zebulon permet de faire des simulations sur des images
réelles. Le maillage a été fait avec le module Zmesh du code EF Zebulon, ce module est congu
pour la superposition d’une image avec un maillage correspondant. L’évaluation des propriétés

apparentes dépend du choix des conditions aux limites appliquées.

111.3.3 Conditions aux limites

Pour déterminer les propriétés effectives d’un volume élémentaire, 1l existe deux types de
conditions aux limites que I’on peut appliquer sur sa frontiére notée 6V. Ces deux conditions

aux limites sont :

e Déformations uniformes aux frontiéres (KUBC)
Dans ces conditions, on applique sur tous les nceuds de la surface extérieure 0V du volume V
un déplacement u qui s’écrit a partir du tenseur des déformations homogénéisées E

correspondant a la moyenne des déformations locales dans le volume par :
u=E.x Vx € dV

., (111.1)
=7 gav
Le tenseur de contrainte macroscopique est definie par la moyenne spatiale.
1
2=(=7 [, gdv (111.2)
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e Conditions périodiques (PERIODIC) (PBC)

Dans ce cas on applique sur tous les nceuds de la surface extérieure 6V du volume V un

déplacement u qui s’écrit a partir du tenseur des déformations homogénéisées E et d’une

fluctuation périodique v par :
(111.3)

Ou la fluctuation v est périodique. Elle prend la méme valeur pour deux points homologues sur

les faces opposées du volume V.

Le vecteur de traction t = ¢.n prend des valeurs opposées a deux points homologues sur des

faces opposées de V. En appliquant soit la contrainte ou la déformation macroscopique,
L’objectif de cette section est la mise en place d’un probléeme linéaire €lastique isotrope. Le
comportement élastique linéaire isotrope selon la loi de Hooke est décrit par le tenseur élasticité

de quatrieme ordre c:

o(x) = c(x) + ex) (111.4)

La simulation d’un tel comportement nécessite la connaissance de E et de v. Le coefficient v détermine le niveau
de compressibilité dans le matériau, A et p étant les coefficients de Lamé qui peuvent étre exprimés en fonction du

module de Young E et du coefficient de poisson v du matériau :

_ E . _ Ev
T 20040 T 1+w(-2v)

u (111.5)

Pour le cas des modéles a deux dimensions (2D), le matériau a été homogénéisée par les

modules apparentes de compressibilité (k*PP) et le module de cisaillement (uPP):
kPP =< g>: E, = %trace<a>= % < 011+ 0y > (111.6)
WP =<o>: E, =2 <0y > (11.7)

Les tenseurs de contrainte imposés macroscopiques E utilisée pour calculer les modules

macroscopiques de compressibilité et de cisaillement dans le plan sont donnés par :
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B = (1(/)2 122)

E, = (192 162)

(111.8)

[11.4 Estimation des Propriétés élastiques apparentes et effectives

L’estimation des propriétés pour différents réalisation du matériau avec les trois fractions
volumiques considérés permet d’obtenir les volumes V < VER pour le cas des propriétés
apparents, et dans le cas de convergence des résultats ou V > Vyer on obtient les propriétés

effectives.

Les résultats des différentes simulations numériques pour les différentes réalisations avec
des conditions aux limites cinématiques uniformes (KUBC), sont représentés sur les figures

(1.7, 111.8 et 111.9). Ces résultats sont comparés aux bornes de Hashin-Shtrikman (HS+).
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b)
Figure 111-8 Courbes de convergence des propriétés élastiques apparentes en fonction de la
taille du domaine V avec des conditions aux limites KUBC pour P = 0,10 :

a) évolution de k?P, b) évolution de p?®.
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b)

Figure 111-9 Courbes de convergence des propriétés élastiques apparentes en fonction de

la taille du domaine V avec des conditions aux limites KUBC pour P = 0,30 :

a) évolution de k?P, b) évolution de p®®.
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Figure 111-10 Courbes de convergence des propriétés élastiques apparentes en fonction
de la taille du domaine V avec des conditions aux limites KUBC pour P = 0,50 :

a) évolution de k?P, b) évolution de p®.
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[11.5 Fluctuation des propertées effectives et determination de la portée

intégrale
I11.5.1 Notion de la portée intégrale

Nous considérons les fluctuations pour les valeurs moyennes sur les différentes
réalisations d'un milieu aléatoire a I'intérieur du domaine V. En géostatistique, il est bien connu
que pour une fonction aléatoire ergodique et stationnaire Z(x), on peut calculer la variance
DZ(V) de la valeur moyenne Z(x) par rapport au volume V en fonction de la fonction de

covariance centrale Q (h) de Z(x) par:

DE(V) == [, [, Q(x—y)dx.dy (1.10)

Pour un grand échantillon (avec V >> Ay), I'équation (111.10) peut étre exprimé au premier
ordre en 1/V en fonction de la portée intégrale A, dans I'espace R?, par (Matheron, 1971) et
(Lantuejoul, 1991):

D2(V) = D} %2 (111.11)
avec:
Ay =— [, Q(h)dh (IN.12)

ou Dz est le point variance de Z(x) et A, est la portée intégrale de la fonction aléatoire Z (x).

L'équation (111.11) est valide pour une combinaison d'additifs de la variable Z au-dessus
de larégion V, lorsque sa taille est telle que V > 4, et quand 4, est fini. Pour une portée intégrale
infinie, peut étre remplacé dans de nombreux cas par V¥ (avec o # 1) en relation (1V.11)
(Lantuejoul, 1991).

La composition des modules d'élasticité dans le changement d'échelle ne sont pas
d'additif, en général, la relation (I11.11) ne peut pas étre appliquée. Au lieu de cela, nous

proposons, comme, pour tester la loi de puissance selon la relation (Cailletaud et al., 2003):

D3(v) = D3 (%) (111.13)
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Une relation similaire a été proposée et testée par (Cailletaud et al., 1994 ; Kanit et al..,
2003). Dans le cas d'un matériau a deux phases avec la propriéte élastique Z, pour la phase 1 et
Z, pour la phase 2, le point de variance DZ de la variable aléatoire Z est donnée par:

D% = P(1 - P)(Z, — Z,)? (111.14)
avec:

*Pet (1 — P) sont la fraction volumique des inclusions et la matrice respectivement

« Z, et Z, sont les propriétés elastiques (k ou W) pour l'inclusion et la matrice

respectivement

La relation (10) devient:

DZ(V) = P(1-P)(Z, — ZZ)Z.% (111.15)

I11.5.2 Les dispersions des propriétés élastiques

Les simulations numériques basées sur la méthode des éléments finis sont effectués pour
les deux conditions aux limites: les conditions aux limites uniformes cinématiques (KUBC) et
les conditions aux limites périodiques (PBC). La fraction volumique de la phase d'inclusions
est (P=0.10 ; P =0.30 ; P = 0.50) et le nombre de réalisations pour chaque volume est une

seule réalisation.

On peut noter que la valeur moyenne donnée par les conditions aux limites périodiques
varie légérement en fonction de la taille du domaine par rapport aux d'autres conditions aux
limites. Les figures 111.10, 111.11 et I11.12 donnent les intervalles de confiance correspondants
[Z — 2D4,Z + 2D,], ol Z est l'un des modules apparents, Z sa valeur moyenne et DZ(V) sa
variance. Ces courbes de convergence des propriétés effectives k et u pour les cas des

conditions aux limites périodiques avec le modele Auto-cohérent SCM.

Les valeurs moyennes obtenues dépendent généralement de la taille du volume, et aussi
du type de conditions aux limites. Pour chaque module, les valeurs convergent vers la méme
limite pour les grands volumes V (V est le nombre d'inclusions), qui représente le module
effectif voulu. Les valeurs k®, e trouvées pour les grandes tailles de volume sont rapportées
dans le Tableau. 111.3 et par rapport aux limites de VVoigt-Reuss (borne supérieure et inférieure),
limites de Hashin-Shtrikman (HS+ et HS-) et estimation de Auto-cohérent (SCM) (Christensen
1979a).
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Simulation Voigt Reuss HS+  HS- SCM

k(P=0.10) 2822 8653 0.0 7287 00 7287
4(P=0.10) 2917 3461 00 3221 00 3221
k(P=0.30) 3725 6730 0.0 4307 0.0 4307
4(P=0.30) 1633 2692 0.0 2223 0.0 2223
k(P=0.50) 2822 8653 0.0 2481 00 2481
4(P=0.50) 526 1923 00 1401 0.0 1401

Tableau 111.3. Les valeurs de résultats numériques, Bornes VR, Bornes HS et SCM pour des
propriétés élastiques effectives d'un matériau poreux hétérogene a deux phases.

Les figures I11.10, 111.11 et I11.12 donnent les valeurs moyennes et les dispersions
obtenues pour les deux modules de compressibilité K#P et de cisaillement pu®® en fonction de
la taille du volume N (nombre de particules). Nous observons ainsi que la dispersion des
résultats décroit quand la taille du volume augmente. La méthode précédente est reprise pour
estimer la taille du VER pour les deux modules de compressibilité K et de cisaillement . I
vient kigg = 20, kiga = 100, et kZ5 = 200 correspondant  €,,; = 1 %. Il est notable aussi
sur les figures 111.10, 111.11 et 111.12 que les deux modules de compressibilité apparent K" et
de cisaillement pu®® convergent vers une valeur asymptotique lorsque la taille du volume V
(V = N) augmente ; cette valeur coincide avec le module de compressibilité effectif K ou le
module de cisaillement effectif ™ recherchés. Les valeurs de K et i pour les trois fractions
volumiques sont reportées dans le tableau 111.3 et comparée avec les bornes de Voigt, Reuss,
Hashin-Shtrikman HSM (Hashin and Shtrikman, 1963) et 1’estimation Self-Consistent SCM
(Auto-Cohérant).

Il est important de noter que cette étude de VER a été réalisée seulement pour des

conditions aux limites périodiques. En effet, comme illustré dans (Kanit et al., 2003 ; Lachihab

and Sab, 2005 ; Kanit et al., 2006 ; EI moumen et al., 2014), les valeurs moyennes des deux

propriétés étudiées (module de compressibilité et module de cisaillement) dépends du volume
mais aussi des conditions aux limites ; les conditions aux limites périodiques sont moins
sensibles a lataille du volume V' que les autres. Il aurait aussi été intéressant de pouvoir observer
la convergence des deux modules de compressibilité et cisaillement apparents vers une valeur

asymptotique coincidant avec la valeur effective cherché en fonction des conditions aux limites.
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Figure 111-11 Courbes de convergence des propriétés elastiques apparentes en fonction

de la taille du domaine V avec des conditions aux limites PBC pour P = 0,10 :

a) évolution de k®P | b) évolution de p®.
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b)

Figure 111-12 Courbes de convergence des propriétés elastiques apparentes en fonction

de la taille du domaine V avec des conditions aux limites PBC pour (P = 0,30 :

a) évolution de k?P , b) évolution de p®®.
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Figure 111-13 Courbes de convergence des propriétés elastiques apparentes en fonction

de la taille du domaine V avec des conditions aux limites PBC pour P = 0,50 :

a) évolution de k®P | b) évolution de pP®.
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Les champs des contraintes oy, 0,5 €t g1, sont présentés pour ces trois fraction (Figures 111.13,
111.14 et 111.15). Ces résultats montre les cas pour contraintes planes a1, d,,, et les cas de

cisaillement g, ,.

0 4T G009 fed 1ZeAH V400 160:08 DEE- Toud B B0 feeDt 122D LAEeld | 52B 155006 Zead

9| N0 el me-lSTH IO | SEZ N1 00000 Bee) o164 eect§NES
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ogi2 a1 20008 tmet it -7BI 911 e S22 68

(©)

Figure I11-14 Cartographie des contraintes effectives pour une cellule & 200 cercles et de

fraction 10%, a) contrainte o, b) contrainte o,,, C) contrainte o,
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Figure I11-15 Cartographie des contraintes effectives pour une cellule a 200 cercles et de

fraction 30%, a) contrainte o, b) contrainte o,,, C) contrainte o,
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Figure 111-16 Cartographie des contraintes effectives pour une cellule & 200 cercles et de

fraction 50%, a) contrainte a4, b) contrainte a,,, ) contrainte o,
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[11.6 Détermination du volume élémentaire representative VER

La taille d’un VER par rapport a une propriété estimée Z peut étre directement reliée a la
précision de la valeur moyenne résultant de différentes réalisations pour chaque volume V (V =
N). Ainsi, théoriquement, si le volume V est un VER pour la propriété Z, la dispersion doit étre
nulle. En pratique, la taille d’un VER est déterminée pour une erreur donnée. Nous pouvons
définir I’erreur relative erel telle que :

2Dy\[A;

€rel = Zeff\/v

a partir de I’intervalle de confiance pour n = 1 réalisation permettant d’estimer la propriété
moyenne Z avec une erreur relative par exemple inférieure a 1%. Cette méthode est appliquée
a la fraction volumique : nous obtenons ainsi k}gq: =2822, pour une fraction volumique de 10
% correspondant a €,.; = 1%. Pour une fraction volumique de 30%, kjas =3725; et pour la
fraction volumique de 50%, k}¢s = 2822, comme on montre dans le tableau I11. Notons que
quelle que soit I’erreur relative étudiée, les volumes trouvés pour une fraction volumique de 10
% sont plus petits que ceux pour 30% et 50%. Les résultats pour 1’évaluation des propriétés
effectives sont obtenus on utilise un “fittage” sur les points obtenus par simulation numérique

a été realisé on utilisant la méthode du fittage des deux équations :

eff _ 2Di4z
kel = 2 (111.16)

ou Dz est la variation du module k : b, = D, et ;

eff — 2Du4z
perf = 2 (111.17)

ou D, est la variance du module p : D, = D,,. Les résultats numeriques de simulation de propriétes
physiques correspondent au modéle mathématique (111.16) et (111.17) donne le Tableau

précédent.

La taille du VER peut étre maintenant définie comme étant le volume pour lequel, par
exemple, n = 1 réalisation est nécessaire pour estimer la propriété moyenne Z avec une erreur

relative d'un € = 1%, a condition que nous maintenant la fonction D, (V) :

0.1V 0.1VV

84



Etude des matériaux poreux a deux phases

Le tableau Ill. Présente les valeurs des portées intégrales Az pour les trois fractions volumiques

et pour les deux properités étudiées présenté et ce apres fittage.

La portée intégrale A(k) A(w)
Fraction volumique
P=0.10 0.0039 0.0045
P=0.30 0.0017 0.0021
P=0.50 0.00027 0.00018

Tableau I11.4. Portée intégrale pour les modules k et p dans le cas des trois fractions utilisées.

Les résultats trouvés pour chaque fraction sont plus proches pour les deux properités.
Donc, la portée intégrale A2 ne dépend que de la fraction volumique de I'inclusion. Nous avons
vu dans toutes les cas étudiés que les autres parametres n'ont aucune influence sur la portée

intégrale. Donc la portée intégrale A, peut étre éxprimée en utilisant la relation proposeée:

P
Ay = — (111.18)

Pour les trois cas de fraction volumique traités, nous avons:
« P=0.10, implique que le VER =20 inclusions
« P=0.30, implique que le VER =100 inclusions
« P=0.50, implique que le VER =200 inclusions
La figure 111.16 résume I'évolution de volume élémentaire représentatif VER avec les fractions

volumiques de Il'inclusion.
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Figure 111-17 Evolution de VER en fonction de la fraction volumique

Les propriétés apparentes et la portée intégrale A> obtenues dépendent donc de la fraction

volumique des phases et du volume élémentaire représentatif (VER). Dans cette section, nous

revenons a la variance D2 du cas du matériau élastique a deux phases, et I'équation (111.15), en

deux dimensions, devient :

D2 = P(1 — P)(ky — ky)? 42
z v " VER
En remplacant A, par P/VER, on aura :
D? =P(1—P)(k; —k,)? P
? =P~ P)ks ~ k2)? s
Pour les propriétés effectives k et p étudies, on aura :
P
Di = P(1 —P)(ky — k2)? ——
et:
P
D& =P(A-P)(uy — Hz)z VERZ

Sachant que pour le contraste ¢ = k2/ ki => k2 = ¢.ky (ki: matrice et k2 : inclusion)

Par exemple :
Si kg =1, I’équation (111.15) implique que :
D =P.k?(1—P)(1 — c)?

VER?

(111.19)
(111.20)
(111.21)
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Pour que le modele converge, il est nécessaire que la variance D? prend la valeur

minimale (c.a.d: DZ = 1), celaimplique :

_ 201 _ _ )2
1=P.kj 1-P)1-0) RVE?
alors :

RVE=P.|]1—cN1—P (111.22)
On obtiendra donc une relation entre le contraste et le VER (RVE = f(c))
Cette relation (111.22) est équivalente a:

y=f(c)=P|1-c|J1-P (11.23)

pour les trois cas de contraste étudiés, c.a.d:
e c<1:implique que la matrice est plus rigide que l'inclusion
e ¢ =1:implique que la matrice est plus rigide que l'inclusion

e c>1:implique que l'inclusion est plus rigide que la matrice

alors et pour P=0.3 la courbe y = f(c) est representée ci dessous

f(c)=VER

0 i } }
0 1 1,5 2
Contraste C

2,5 3

Figure 111-18 Relation entre le VER et le contraste

La figure 111.18 montre la variation du contraste en fonction du VER, on peut déduire de cette

courbe les remarques suivantes :
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o lorsque ¢ =0, le VER est égale a la valeur P.v/1 — P.k, ou le VER dépend de la fraction
volumique et la propriété ki de la matrice;

o quandc=1, le VER =0, cela signifie que les propriétés des deux phases sont egales, k> =
Ki;

o Lorsque le VER e 1, cela implique que: k2 < ki, lorsque le contraste: 0 < ¢ <1 et VERmp
< VER < 1 (VERmp est le VER pour les milieux poreux), la matrice est la plus
compressible que I'inclusion;

o Lorsque le VER e I, implique que ki < kz, lorsque le contraste ¢ > 1, le matériau de
I’inclusion est plus compressible que la matrice.

[11.7 Conclusion

Les propriétés linéaires effectives des composites a structures aléatoires pour le cas 2D
peuvent étre déterminées, non seulement par des simulations numériques sur de grands volumes
mais aussi par les valeurs moyennes des propriétés apparentes de petits volumes. Cette approche
statistique et numérique a été proposée par (Kanit et al., 2003) et on la utilisée pour 1’évaluation

de la taille du VER et les propriétés élastiques effectives des différentes microstructures

aléatoires étudiées.

Les résultats numériques obtenus pour les calculs des microstructures 2D a 2 phases ont
permis la détermination de VER et ses propriétés effectives avec les deux conditions aux limites
(KUBC) et (PBC) pour différentes réalisations. Ces résultats de simulation sont identifiés par
les écarts moyens des courbes de convergences des propriétés apparentes k et u de chaque
réalisation. La quantité de portée intégrale donne un sens dans le cas des approches pour la
détermination du VER, cette quantité a une relation entre le VER et la morphologie, et permet
I’¢tude de I’effet de la morphologie des inclusions sur le comportement élastique des

microstructures aléatoires.

Les résultats numériques obtenus pour des différentes réalisations en utilisant les deux
conditions aux limites (KUBC) et (PBC) sur différentes réalisations, ont permis la détermination
des fluctuations des propriétés élastiques apparentes. Les courbes des moyennes des

fluctuations ont conduit a la détermination des différentes tailles des VER et des propriétés
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effectives pour les différentes formes et les différentes fractions volumiques. Etant donné que
la portée intégrale est le seul paramétre, dans cette approche statistique, lié & la morphologie
des inclusions, son évaluation s’avére 1’une des clés permettant 1’é¢tude de I’effet de la
morphologie des inclusions sur le comportement élastique des microstructures aléatoires. La
portée intégrale est un paramétre purement morphologique égal au volume d’une inclusion dans

le VER déterministe.
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Chapitre V.

Comportement equivalent d’un

matériau a structure complexe en 3D
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IV.Comportement équivalent d’un

matériau a structure complexe en 3D

Cette partie est une étude comparative du comportement de deux microstructures
biphasées a morphologies aléatoires. L’une chargée de particules sous forme sphériques, et

’autre de forme plus complexes et ceci en 3D.
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IV.1 Introduction

Les matériaux hétérogenes sont constitués d'un melange entre la phase d'inclusions et la
matrice. Comme résultat d'un mélange non uniforme, lors de la dispersion des inclusions dans
la matrice, nous obtenons des microstructures de forme complexe. C'est le cas, par exemple,
des microstructures de béton, des mosaiques de Voronoi et du cas des microstructures de
matériaux composites a agrégats. Plusieurs techniques d'homogénéisation numérique, basées
sur la notion de volume élémentaire representatif (VER), sont utilisées pour estimer les
propriétés élastiques linéaires effectives de microstructures tridimensionnelles (3D).

Dans la littérature, pour décrire le comportement élastique des composites, de nombreux

modeles existent (Kari, 2007 ; Kanit et al., 2003). La prédiction des propriétés élastiques
effectives des matériaux hétérogénes est basée sur la connaissance des relations entre la
microstructure et la réponse macroscopique.

Ceci a été réalisé en utilisant des modeles micromécaniques qui ne considerent que les
propriétés de matrice et de renforcement et leurs fractions volumiques. La majorité des modeles
analytiques et les bornes d’estimation ne tiennent pas compte de l'influence de la forme des
particules sur les propriétés effectives. Cela ne peut étre obtenu qu'en résolvant numériquement
le probléme mécanique pour un volume élémentaire représentatif (VER) du matériau. Plusieurs
chercheurs ont utilisé la méthode des éléments finis (MEF) pour comprendre I'effet des fractions
volumiques des particules sur le comportement mécanique des composites (EI Moumen.
2013a,b ; Khdir, 2013).

Dans cette partie, I'effet de la forme de la phase sur les propriétés élastiques linéaires
effectives et sur la taille VER est étudié en utilisant la méthode des éléments finis (MEF). Une
technique d’homogénéisation numérique, basée sur des simulations par éléments finis, a été
utilisée en appliquant des conditions aux limites périodiques (PBC). On considére deux
matériaux différents, I'un avec des formes complexes pour la seconde phase et le second avec
des particules sphériques noyées dans la matrice. Le concept de morphologie équivalente est
proposé ici pour remplacer le matériau a deux phases de forme complexe par un composite

biphasé simple composé d'inclusions sphériques intégrées dans la matrice.
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IV.2 Description et génération de la microstructure en 3D

L’évaluation des propriétés effectives d’ une microstructure a structure complexe devient
difficile a déterminer & cause de la morphologie complexe de la structure. Pour cela une
comparaison entre deux microstructure différentes, la premiere est la microstructure complexe
et la deuxieme une microstructure qui contient les inclusions de forme sphériques. Ce travail
est basé sur la méthode citée au chapitre précédent qui permet la détermination de volume
élémentaire pour différentes réalisation de microstructure et le calcul de leurs propriétés

effectives.

Pour le cas des deux structures, les modules de compressibilité (km, ki) et de cisaillement
(Um, Hi) de la matrice et des inclusions d’un matériau biphasé a trois dimensions (3D) sont
exprimés en fonction des modules d’Young E et du coefficient de Poisson v des deux phases

par :

k; = 2z TR £ , L=m,p
3(1-21) 2(1+v)

Les propriétés mécaniques : le module de Young E, le coefficient de poisson v, le module
de compressibilité k et le module de cisaillement p des deux phases (matrice et inclusions)

utilisées pour les deux microstructures sont représentées dans le tableau V.1

E [MPA] v [MPA] K U
Phase 1 100 0.3 83.33 38.46
Phase 2 10 0.3 8.33 3.84

Tableau V.1 Propriétés mécaniques des deux microstructures

Mateériau Cas Fraction volumique (matrice/inclusions)
Matériau a structure ‘ Casl ¢=95%, 1= 05%
complexe \ Cas 2 9=90%, ¢1=10%

\ Cas 3 0=80%, ¢1=20%

\ Cas 4 0=70%, ¢1=30%

Tableau V.2 Fractions des phases dans le cas du matériau a structure complexe
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IV.3 Génération des deux microstructures

Dans le but de faire une comparaison entre ces deux microstructures, ou I’une est de type
complexe (que ’on suppose réelle), et I’autre une microstructure a particules sphériques
distribués aléatoirement, Nous allons prendre quatre fractions volumiques, ce qui nécessite de
génerer plusieurs microstructures des deux cas en plus du grand nombre de realisation pour

chaque fraction volumique.

IV.3.1 Génération d’une microstructure réelle

La méthode utilisée pour la génération des images virtuelles équivalentes a une microstructure
réelle est divisé en trois étapes (Figure IV.1). La 1°" étape consiste a créé une microstructure
virtuelle en 3D, dont on applique la technique des Neeuds (Nodes) (Figure 1V.1.a) utilisée dans

les outils graphismes en 3D comme 3D Studio Max, Maya,...etc.

Figure 1V-1 . Procédé d’obtention des images successives a partir d’une microstructure

réelle, a) Microstructure réelle, b) segmentation de la microstructure, c) coupe transversale

La deuxiéme étape, est la digitalisation ou filtration de ces images en mode de grayscale (2

couleur noir et blanc) (Figure 1V.1.b).

La derniere étape, consiste a générer des images successives a partir de cette microstructure,

cette technique s’appelle technique des coupes transversales (Cross-section) (Figure 1V.1.c).
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IV.3.2 Génération d’une microstructure a particules
La génération de la microstructure qui contient des particules sous forme de sphere est
obtenue a I’aide d’un script Python (Figure. 1V.2), les deux contraints appliqué pour la
distribution des spheres sont :
e Les sphéres ne chevauchent pas entre eux (pas de percolation)

e Les sphéres ne se collent pas avec les parois de la cellule (cube)

a) b) c)
Figure IV-2 Exemples de microstructures de différentes fractions volumiques, 5%, b) 10%, c)

20%,

La technique de génération des microstructures contenant des spheres aléatoires a été
utilisé par différents auteurs (Moussaddy et al., 2013 ; Pahlavan, M 2013 ; Reine, 2014 ;
Ghossein E 2014).

IV.d  Meéthode de calcul des propriétés élastiques

Les simulations sont effectuées en utilisant la méthode des éléments finis couplée a une
méthode d'’homogénéisation. L'algorithme de génération de matériel complexe est développé
avec un code Python, voir figure IV-3. Pour simplifier les calculs, des simulations ont été
effectuées pour un VER. L'algorithme génere des composites complexes 3D pour une fraction
de volume spécifiée, dans une région cubique. Le processus de génération automatique ne
s'arrétera pas tant que la fraction volumique n'est pas satisfaite. La morphologie et la technique
de la génération des microstructures 3D sont présentées dans cette section. Pour chaque
microstructure étudiée, de nombreuses configurations avec différentes formes de la deuxieme
phase sont étudiées. Chaque microstructure contient une population de seconde phase, répartie
aléatoirement dans une matrice continue. Différentes propriétés élastiques sont attribuées aux
deux phases, afin de prédire les propriétés élastiques effectives des composites. Le tableau V.1

représente les propriétés mecaniques de chaque phase utilisée pour les calculs numériques. Le
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tableau 1V.2 représente les cas de composite ou @1 est la fraction volumique de la seconde

phase et ¢ la fraction volumique de la matrice.

Génération de microstructure de particules
(Code Python)

Y

Maillage par EF

: Superposition d’une grille sur le
volume 3D

v

Condition aux limites

@

Calcul EF des properités :
KL&E

Figure 1V-3 Processus de calcul numérique

IV.4.1 Génération de maillage et densité de maille
Les calculs par EF sur des volumes de différentes tailles extraites du volume entier V ont

été effectués. Le principal avantage de cette stratégie est qu'elle nous permet de travailler sur
un volume suffisamment important pour un faible codt de calcul. La figure V-4 présente un
exemple de VER de microstructure complexe et une subdivision de cette microstructure entiere

en images.

Figure IV-4 . Exemple de matériau a structure complexe a deux phases : a)

structure complexe a 30%, b) maillage 3D
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Un maillage d'éléments finis 3D réguliers est superposé sur la microstructure en utilisant

la technique dite d'élément multi-phase. Cette technique a été développée dans (Kanit et al.

2003) et utilisée pour I'nomogénéisation des matériaux virtuelles ou réelles par plusieurs auteurs
comme (Lippmann, 1997 ; Forest , 2006 ; EI Moumen , 2013 ; Fedaoui, 2016). A la suite de la

convergence, une bonne densité de maillage des ¢léments quadratiques de 20 noeuds et 27 points

d’intégration par EF a été adoptée dans toute cette étude pour toutes les simulations.

78 ——— —

1000 5000 10000 15000 27000 30000
Nombre d'éléments

Figure 1V-5 Evaluation du module de compression k en fonction du nombre d'éléments

1IV.4.2 Conditions aux limites

La théorie d'homogénéisation est utilisée pour la détermination numérique des propriétés
d'élasticité linéaire effectives. Un élément de volume d'un matériau hétérogene est considére.
Des conditions sont prescrites a sa limite afin d'estimer les propriétés globales. Les conditions
aux limites périodiques doivent étre prescrites sur chaque élément de volume. Ces conditions

aux limites ont été utilisées avec les valeurs prescrites du tenseur de déformation E sur I'élément

de volume individuel. Ces conditions sont définies par un champ de déplacement sur le contour
extérieur comme suit :

u=Ex+v VxeadV (IvV.1)

[t

vest la fluctuation périodique, elle prend les mémes valeurs a deux points homologues
sur des faces opposees. E représente la déformation macroscopique et le vecteur de position.
Pour les conditions de périodicités PBC, pour calculer les modules de compressibilité et de
cisaillement macroscopiques nous prenons :

(1 0 0 (0 1 0
& = 3 0 1 0|& &y = 3 1 0 O (|V.2)
0 0 1 0 0 O

97



Comportement équivalent d’un matériau a structure complexe en 3D

Ou &, et ¢, sont les tenseurs de deformation macroscopiques utilises pour calculer

respectivement k%P et 2P,

On définit les modules apparents "module de compressibilité k% et module de cisaillement pu®

1 1
k¥ =<g >, :gtrace<a>:§<all+a22 +033> (1V.3)

1 =< g > £, =<0y, > (Iv.4)

ou <.> est la valeur moyenne de x,

011, 022 €t 035 représentent les contraintes principales et a;, la contrainte de cisaillement.

IV.5 Résultats et discussion

Dans cette partie, et pour la détermination du module de compressibilité et du module de
cisaillement des matériaux hétérogénes, on utilise ainsi la méme technique numérique avec la
notion du VER déeveloppée dans le chapitre I11. Elle consiste a envisager différentes réalisations
de microstructures aléatoires et complexes pour obtenir les propriétés effectives. Le VER est le
volume qui permet d'estimer la propriété effective avec une seule réalisation.
La taille du VER et la propriété effective sont obtenues par variation de la taille du volume
(tableau I1V.3). D'apres les résultats obtenus, il apparait que la taille du VER dépend de la taille

du matériau étudié.

La Figure V-6 présente les variations du module effectif et du module de cisaillement en
termes de fraction volumique pour le cas 1. Les résultats sont comparés aux bornes HS. La
variation des propriétés élastiques effectives en termes de fraction volumique pour tous les cas
de matériau complexe est rapportée a la figure IV-5. Pour les faibles fractions volumiques 5%
et 10%, le VER est localisé pour une taille de petit volume comparée a I'autre fraction volumique
20 et 30%.
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Figure 1\V-6 Variation des modules de compressibilité et cisaillement en fonction du volume,

avec les limites HS en termes de taille de volume pour le cas 1 de matériau complexe. (a)

Variation des modules de compression, (b) Variation des modules de cisaillement
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Figure I\V-7 Variation des modules de compressibilité et cisaillement en fonction du volume,

en termes de taille de volume pour le cas de matériau complexe. (a) Variation des modules de

compression, (b) Variation des modules de cisaillement
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Matériau Cas Taille VER [pixel®]
a structure complexe Cas1 V3

Cas 2 V3

Cas 3 V4

Cas 4 V5

Tableau 1V.3 Taille VER a partir de calculs numériques.

Le tableau V.3 montre la taille du VER pour tous les cas étudiés.

IV.6 Effet de la fraction volumique sur les propriétés élastiques effectives

Afin d'étudier I'effet de la fraction volumique de la seconde phase sur le module de
compressibilité et le module de cisaillement, différentes fractions volumiques ont été prises. Le
module de compressibilité et le module de cisaillement diminuent avec I'augmentation de la
fraction volumique des inclusions et convergent vers la valeur de la taille du volume VER, voir
la figure IV.12.

Iv.7 Concept de la morphologie équivalente

Dans cette section, nous proposons de remplacer un matériau complexe a deux phases par
un matériau biphasé simple. Le second matériau est constitué d'inclusions sphériques noyées
dans la matrice (figure 1V-8). Nous supposons que la fraction volumique est la méme dans les
deux configurations. La distribution des inclusions est aléatoire. Le script Python utilisé pour
génerer le matériau complexe est adopté pour générer le matériau avec des particules

sphériques.

Figure 1\VV-8 Concept de la morphologie équivalente pour un composite complexe
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La figure 1V-9 présente la variation des propriétés élastiques effectives d’un matériau a

inclusions sphériques en fonction de nombre d'inclusions N.
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Figure 1\VV-9 Variation des module de compressibilité et du cisaillement en fonction de taille

de volume pour un composite avec des inclusions sphériques
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Les erreurs relatives pour les modules de compressibilité et de cisaillement entre les deux
morphologies (complexe et avec inclusions sphériques) sont calculées comme suit :
Erreur relative (k) = (kcomplex'kspherical)/kcompIex (IV-7)

Erreur relative (1) = (tcomplex-Msphericat)/ complex (1V.8)

Fraction volumique k [MPa] Str = k [MPa] Str. avec HS- HS+ Erreur

de d’inclusions (%)  complexe sphéres relative (%)
5 74.164 74.228 64.052 75.366 0.086

10 70.283 67.419 51.672 68.290 4

20 52.734 55.705 36.702 56.271 5.6

30 51.541 46.521 27.978 47.233 9.7

Tableau IV.4 : Résultats numériques pour le module de compressibilité pour les deux

matériaux (complexe et sphérique) avec les limites HS

Fraction volumique K [MPa] p [MPa] Str. HS- HS+ Erreur
de I’inclusion (%)  Str complex avec sphéres relative (%)

5 35.138 35.220 30.917 35.539 0.2

10 31.968 33.244 25.640 32.823 4

20 26.895 27.306 18.742 27.922 1.5

30 22.351 30.331 14.432 25.241 35.7

Tableau IV.5 : Résultats numériques pour le module de compressibilité pour les deux

matériaux (complexe et sphérique) avec les limites HS

D’apres les figures 1V-8 et V-9, les courbes des propriétés élastiques effectives k et u
pour les deux morphologies convergent et sont pratiquement égales. L'erreur entre la valeur de
k et p dans les deux cas est négligeable pour les fractions volumiques 5, 10 et 20%, voir les
tableaux 5 et 6. Pour la fraction volumique 30%, l'origine de la différence 9,7% pour le module
de compressibilité et 35% pour le module de cisaillement) est la teneur de I'hétérogéneite dans
le matériau dans les deux morphologies. L'erreur en (%) est calculée entre le module effectif de

morphologie complexe et la morphologie avec des inclusions sphériques.
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En utilisant ces résultats, on peut énoncer le concept de morphologie équivalente qui
permet de remplacer la morphologie originale du matériau complexe en deux phases par une
autre morphologie nommée morphologie équivalente contenant seulement des sphéres, a
condition que la fraction volumique de la seconde phase de la morphologie originale soit égale
a la fraction volumique des particules sphériques dans sa morphologie équivalente. Ces deux
morphologies donnent les mémes propriétés élastiques effectives (figure 1V-8), mais pas

nécessairement les mémes VER.
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Figure 1\VV-10 Variation des propriétés effectives pour un matériau complexe en fonction de la
fraction volumique et la comparaison avec les modéles analytiques : a), module de

compressibilité, b) module de cisaillement.

105



Comportement équivalent d’un matériau a structure complexe en 3D
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Figure 1\VV-11 Variation des propriétés effectives pour un composite a spheres en fonction de

la fraction volumique et la comparaison avec les modeles analytiques : a), module de

compressibilité, b) module de cisaillement

Les cartographies des champs de contraintes et cisaillements pour les deux microstructures sont

illustrés dans la figure 1V-12
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Microstructure complexe Microstructure a spheres
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I'¥.8 Conclusion

Un modeéle de cellule 3D est utilisé pour prédire les propriétés mécaniques effectives d'un
matériau complexe biphasique en utilisant des techniques d'homogénéisation pour différentes
fractions volumiques. L'approche numérique est basée sur la méthode des éléments finis. Les
modules effectifs de compressibilité et de cisaillement ont été calculés en utilisant un modeéle a

éléments finis et comparés aux modeéles analytiques de Hashin-Strikman HS.

Le concept de morphologie équivalente, qui permet de remplacer la morphologie
originale d'un matériau complexe en deux phases par une autre morphologie équivalente
contenant uniquement des spheéres, est proposé pour le but de réduire le temps de maillage de

la microstructure complexe.

Les résultats numériques démontrent que I'approche développée par EF est trés précise et
efficace pour lI'analyse de matériaux complexes 3D. Le présent travail a établi une base pour
d'autres applications d’analyse micromécanique par éléments finis pour des problemes tels
qu'une étude du champ de contrainte afin de comprendre I'apparition et le développement d'un
comportement inélastique tel que la déformation plastique et I’endommagement éventuels. En
outre, la fiabilité prouvée de l'approche EF introduite, permet de nouvelles possibilités
d'explorer des composites avec des types d'inclusions géométriques arbitraires, qui ne peuvent
étre couverts par la plupart des autres méthodes d'homogénéisation.
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Conclusion générale et perspectives

Cette theése a pour objectif 1’étude des comportements macroscopiques des
microstructures hétérogenes a deux phases dans le cas de 2 et 3 dimensions. Ces microstructures
sont & base des modéles aléatoires de la morphologie simple et complexe. Les conclusions

suivantes peuvent étre tirees :

La détermination des propriétés élastiques de matériaux hétérogenes requiert la prise en
compte de la microstructure a 1’échelle microscopique en utilisant la technique

d’homogénéisation numérique.

Cette étude a mis en évidence I’intérét de 1’utilisation des scripts de génération des
structures aléatoires de particules avec des tailles du volume élémentaire représentatif (VER)
variables, celle-ci doit tenir compte de plusieurs paramétres comme : le nombre de phase, la

fraction volumique et la morphologie des particules.

De ce fait, nous avons élaboré un outil de génération de structure 2D et 3D automatique
et rapide, capable de faire des composite complexes et aléatoires afin de les exporter vers le
code ZéBulon sous forme d’images pour la simulation numérique et la prédiction des propriétés
élastiques. Ceci est fait pour le module de compression et pour le module de cisaillement.
L’évaluation de la taille du VER est basée sur I'utilisation des approches numériques et
statistiques. L’ensemble des résultats numériques obtenus ont été validés par les approches
analytiques et statistiques. Nous avons pu également étudier la variation de la taille du VER en

fonction des fractions volumique et des caractéristiqgues morphologiques des phases présentes.

Les bornes de Hashin-Strikman et I’estimation Auto-cohérente (Self-Consistent) ont
donnés de bonnes résultats dans le cas de comportement linéaire pour 1’évaluation des deux

propriétés effectives (k et p) des matériaux hétérogenes a structure aléatoire.

La determination du VER dépend de la quantité importante A, (La portée intégrale) reliée
entre eux par une relation mathématique simple (111.18). cette portée qui dépend de la fraction
volumique des particules, a un rdle important dans 1’évolution du volume élémentaire

représentatif (VER) pour les matériaux hétérogenes a deux phases (kanit et al., 2003).
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Ce travail a permis aussi de généraliser la nouvelle notion morphologique pour I’étude

des microstructures hétérogénes proposée par (EI moumen et al., 2014) a des matériaux

complexes a deux phases. Il s’agit du "concept de la morphologie équivalente”. En effet, nous
pouvons affirmer que dans le cas des propriétés élastiques, il est possible de substituer une
microstructure complexe & deux phases par une microstructure a 2-phases a base de schéma de
circulaire non interconnecté. Ces deux microstructures conduisent aux mémes propriétés

effectives.

Comme perspectives de ce travail, les scripts générés permettent de regrouper et créer un code
de genération de différents modeles représentatifs, ce code permet de générer :

» Des modeéles a particules de différentes dimensions ;

» Des modeéles complexes a 2 phases de textures complexes ;

» Des mousses de formes complexes.
Aussi, exporter les modéles générés vers différents outils numériques de simulation tel que :

Comsol, Abaqus, Ansys, Digimat, Zebulon, ...etc
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Annexe

A.1 Propriétés physiques pour le cas 3D

Le tenseur d'élasticité est défini par son module de compression k et son module de cisaillement

ou, de maniére équivalente, par son module d"Young E et son coefficient de Poisson

3k = £
T 1-2v
oy E
'u_1+v
o
( k
| E=9 H
4 3k +u
3k —2u
2u=
L 23k + )

A.2 Les limites de Hashin-Shtrikman (cas 3D)

La détermination de ces limites est basée sur des principes variationnels supposée infinie et

aucune information géométrique des constituants et considérés. Selon (Zohdi & Wriggers,

2005), les limites de Hashin-Shtrikman sont les meilleures estimations pour I'obtention de
I'analyse des propriétés efficaces de matériau isotrope macroscopique. Les limites pour les

propriétés effectives des matériaux isotropes résultant sont établies par les expressions dans le
cas 3D :

k5 = e, + i G
(ki = )™ + fin (K + 3 )
pitsE = pp, + J

2fm(em + 2p4m)
4
Stm (km + §.um)

(U — ) +

avec: Km> Ki; pi> um; Vi+ Vm=1.
Les équations (1.23) et (1.24) representent la plage des valeurs extrémes pour le module
d'élasticité volumique.

112



Annexe

ou (kq, ky) et (uq, 1) sont respectivement les modules de compressibilités et de cisaillement
pour les deux phases ; f; et f, sont les fractions volumiques pour les deux phases ; les signes +

et ~ désignent respectivement les bornes supérieures et inférieures

A3 Modeéle auto cohérant :

km (om + kr) + oV (Kr — km)
(:“m + kf) + Vf(km - kf)

=um| 1+

—V
TP 20k F fim) )

Avec :

ki = E; _ E; .
LT 2(+v)(1-2v;) Hi= 2(1+vy) !
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Résumé

L’objectif de ce travail est de décrire le comportement des matériaux hétérogeénes et de trouver
I’équivalence de ces matériaux. Les approches micromécaniques consistent généralement a
considérer un matéeriau hétérogene comme un ensemble de constituants dont la morphologie, la
répartition et la taille influencent le comportement global. Dans ce cas ’application des
techniques de modélisation par changement d’échelles, ou d’homogénéisation, permettent de
simuler le comportement de volumes élémentaires de plus en plus représentatifs des
microstructures étudiées. Ces volumes s’appellent " Volume élémentaire représentatif VER".
La recherche de la microstructure équivalente pour une structure a deux phases permet de
déterminer une quantité "la portée intégrale™ qui facilite par la suite le calcul de type de
microstructure, en autre une comparaison entre ce type de microstructure avec une
microstructure réelle.

Mots-clés :

Propriétés effectives, matériaux hétérogénes, homogénéisation, portée intégrale, microstructure
complexes.

Summary

The objective of this work is to describe the behavior of heterogeneous materials and finding
the equivalence of them. Micromechanical approaches generally consist of considering a
heterogeneous material as a set of components whose morphology, distribution and size
influence the overall behavior. In this case, the application modeling techniques by change of
scale or homogenization are used to simulate the behavior of elementary volumes of
increasingly representative of the studied microstructures. These volumes are called
representative volume element RVE. The search for the equivalent microstructure for a two-
phase structure allows us determine an amount "full range" that facilitates subsequent to
calculate this type of microstructure, in another way a comparison between it and a real of real
microstructure.

Keywords:

Effective properties, heterogeneous materials, homogenization, integral rang, complex
microstructure.
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