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Introduction

Il est connu que l'étude des équations aux dérivées partielles (EDP) hyperboliques est
un sujet historiquement important dont les premièrs pas remontent à d'Alembert avec
l'équation des ondes et et á Euler, avec les équations du même nom décrivant l'évolution
d'un �uide.Elles trouvent leurs domaines d'application en physique : l'éléctromagnétisme
la mécanique du solide et des �uides bien sûr,mais aussi en biologie, en chimie,...

Nombreux , donc sont les phénomènes naturels notamment de propagation qui sont
modélisés et gouvernés par des équations hyperboliques.

Dans la première partie de ce mémoire on s'intéresse à l'étude du contrôle optimal à
des équations hyperboliques du second ordre type équations des ondes. Il est connu dans
la littérature mathématique (voir [11] ) que la théorie de contrôle analyse les propriétés
des systèmes commandés (systèmes dynamiques) sur lesquels on peut agir au moyen
d'une commande (ou contrôle).Le but est alors d'amener le système d'un état initial
donné à un certain état �nal en respectant éventuellement certains critères.Les systèmes
sont multiples ,di�erentiels , discrets...Leurs origines sont trés diverses :la mécanique ,
l'électricité , électronique , biologie , chimie.. L'objectif peut être de stabiliser le système
pour rendre insensible à certaines perturbations (stabilisation) , ou encore de déterminer
des solutions optimales pour un certain critère d'optimisation (contrôle optimal). Ainsi
les domaines d'application sont multiples : aéronautique , internet et les communications
en général.

Dans cette optique des choses , nous avons rappelé les résultats du contrôle optimal
pour l'équation d'évolution du second ordre tout en se basant sur les résultats de mini-
misation de fonctionnelle , outil important dans l'étude du contrôle optimal (voir Lions
[27] , [28] , [31] , [19] , [36] ainsi que pour le cadre fonctionnel de l'équation d'évolution
du second ordre et le théorème d'existence et d'unicité (voir [32] , [22], [11] , [14]).

Dans le même ordre d'idées nous avons traité le cas du contrôle à moindres regrets
(ou de Pareto) , notion introduite par J.-L. Lions vers 1990, pour les problèmes à don-
nées manquantes qui trouve son application dans les questions relatives à l'écologie , à
l'environnement et au climat.

La notion du contrôle sans regrets , et le contrôle à moindres regrets aux problèmes à
données incomplètes pour di�érentes applications , ont été mentionnés dans les travaux de
Lions ( voir [32] ,[23] ,[24], [19]...). Ce concept a été par la suite développé par A.Omrane
, O.Nakoulima et J.Velin (voir [15] , [18] , [3] , [4] , [9] , [12] , [13] , [17] et [10]).

Pour notre part on donne une caractérisation du contrôle sans regrets pour les pro-
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Introduction

blèmes à données manquantes pour les systèmes hyperboliques en développant les di�é-
rents cas d'observations .

Dans la seconde partie on s'intérèsse aux problèmes d'identi�cation qui consistent à
retrouver les causes d'un phénomène à partir d'une observation de celui-ci en s'articulant
sur la théorie de la sentinelle .

Rappelons que parmi les méthodes utilisées auparavant est la méthode dite Méthode
des moindres carrés où la résolution de ce type de problème se fait à l'aide d'une mesure
expérimentale et d'un modèle censé reproduire le phénomène physique et permettant
d'associer des observations à des causes. Ensuite, la stratégie la plus répandue consiste
à rechercher des causes telles que les observations, calculèes grâce au modèle, soient les
plus proches (au sens d'une distance quadratique) de celles que l'on a mesurées. Cette
méthode a fait l'objet de nombreuses variantes.

A la �n des années 80, J.L. Lions propose une nouvelle méthode, appelée méthode des
sentinelles, qui permet d'obtenir des informations sur les causes à partir d'une moyenne
pondérée de l'observation.

Cette méthode intervient essentiellement dans presque tous les problèmes de météoro-
logie,ou d'océanographie où les conditions initiales ne sont pas complètement connues,même
chose pour des problèmes de pollution dans un lac,une rivière,un estuaire. Les conditions
aux limites peuvent aussi être inconnues ,ou seulement partiellement connues sur une
partie de la frontière , qui peuvent par exemple être inaccéssibles aux mesures, qu'il
s'agisse de situations bio-médicales ou de situations correspondant à des accidents .Il en
va de même les termes sources qui peuvent être d'accés di�cile.

Grâce à cette théorie , nombreux problèmes évoqués ci-dessus ont été l'objet d 'études
et ont donné lieu à beaucoup de dévéloppements.

L'objectif de la thèse :

L'objectif de ce mémoire s'articule sur la détermination du contrôle optimal de sys-
tèmes hyperboliques en milieu polué par l'application :

1. Méthode de contôle à moindres regrets :

Nombreux sont les systèmes stationnaires ou d'évolution du premier degré qui ont
fait l'objet d'étude par cette méthode. En ce qui nous concerne nous avons appli-
qué cette méthode à des systèmes hyperboliques du second ordre notamment de
type équations des ondes.Nous sommes arrivés à déterminer le contrôle optimal
et les systèmes d'optimalité singuliers , en développant plusieurs cas d'obsevations
relativement à plusieurs exemples de fonctions coûts.

Pour rappel , le contrôle , paramètre des systèmes distribués gouvernés par des
équations hyperboliques revêt une importance particulière pour les problèmes de
traitement d'images , généralement exprimés par la résolution de l'équation des

-5-
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ondes.

L'ultilisation de cette équation peut cependant laisser un écart entre les solutions
théoriques et expérémentales , alors l'utilisation d'un contrôle optimal permet de
combler cet écart , car il permet d'optimiser la distance entre les deux solutions
(voir [6] et les références dans celles-ci).

2. Méthode de la sentinelle :

Pour notre part, nous avons appliqué la méthode de la sentinelle au système hy-
perbolique , plus particulièrement à l'équation des ondes.

La nouveauté dans ce travail c'est que nous avons développé la méthode de J.L.
Lions (1992) tout en la généralisant pour la construction de la sentinelle des sys-
tèmes hyperboliques, en considérant deux ensembles ouverts di�érents , l'un pour
le contrôle , l'autre pour l'observation.

L'importance des équations hyperboliques pour la méthode de la sentinelle est
caractérisée par la détection des termes de bruits qui surviennent dans les problèmes
de traitement d'images pour ce qui est de la télédétection, aussi bien pour les
capteurs actifs ( dispositif de télédétection qui utilise des sources arti�cielles de
rayonnement -radars- ) que les capteurs passifs(dispositif de télédétection qui utilise
les rayonnements naturels ). Comme il est bien connu, ces problèmes génèrent des
ondes électromagnétiques (EM) qui sont ici modélisées par une équation d'onde
non linéaire. Le rayonnement EM qui est ré�échi par di�érents motifs de la surface
de la Terre est mesuré par des outils de télédétection. Les mesures qui consistent
en l'évaluation de di�érentes longueurs d'ondes permettent de distinguer le type
d'océan ou de couverture terrestre : l'eau, la végétation et le sol en général.

Les termes de bruit pour lesquels nous nous référons aux termes de la pollution
dans notre cas sont inconnus et déterministes. Ils se trouvent dans la frontière
du domaine pour les nombres d'onde élevés. Les données initiales sont également
supposées inconnues, et on ne cherche pas à les trouver.

Le moyen ou l'outil principal pour détecter les termes manquants , comme nous
l'avons cité supra est la méthode classique des moindres carrés , mais cette méthode
détermine tous les termes manquants (les termes de bruits et les termes de données
initiales manquantes). Nous utilisons ici la méthode de la sentinelle de J.L.LIONS
(1992), qui permet de distinguer entre tous les termes manquants. Nous voulons ici
caractériser les termes de bruits indépendamment des données initiales manquantes.
Avec la méthode de la sentinelle, il y a un de gain de temps dans les calculs lorsqu'
on est intéressé par des simulations.

Comme nous le voyons bien, le problème de trouver une sentinelle équivaut à un
problème de contrôlabilité à zéro (voir le cas général dans le livre de Lions [28]) où
le contrôle et l'observation ont leur support dans le même ensemble ouvert.

En tant qu'application immédiate, l'existence d'une sentinelle discriminante pour
une équation d'onde non linéaire peut être discutée, comme nous le voyons bien

-6-
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dans le derniér chapitre.En�n nous notons que le problème rétrograde apparaît sous
cette forme dans la théorie de la sentinelle de Lions [28] . Nous citons les travaux
d'Omrane [2] , de Miloudi et al. [10] Et [7] où est résolu le problème de contrôle avec
contraintes pour l'équation de la chaleur en utilisant bien l'inégalité de Carleman
bien adaptée (voir aussi Furskov et Yu Imanuvilov [21]).

Comme noté ci-dessus , nous démontrerons que le problème de la sentinelle équi-
vaut à un problème de contrôle à zéro .Le problème général de contrôlabilité à zéro
pour l'équation des ondes est bien traité , saisi et compris (voir Lions [31] et Bardos
et al. [26]). En e�et, en supposant la condition de contrôle géométrique (C.C.G)
introduite par [8], on peut établir une estimation d'observation qui par la méthode
HUM de Lions [7], mène à l'existence du contrôle v.

Plan de la thèse

On se propose d'étudier des systèmes hyperboliques du second ordre de type équations
des ondes en milieu polué . Il s'agit du système :

∂2y

∂t2
−∆y = f + v sur Q.

y = g1 sur Σ.
y(0) = g2 sur Ω.
∂y

∂t
(T ) = 0 sur Ω.

où v est la variable de contrôle , g1 et g2 représentent les données manquantes : g1 la
pollution et g2 la donnée initiale manquante.

d'où on a organisé la présentation du travail de la manière suivante :

� Partie I :

On traitera le cas du contrôle à moindres regrets où l'on déterminera le contrôle
optimal relativement à plusieurs exemples de fonctions coûts. et pour atteindre ce but
nous avons vu qu'il utile d'introduire dans cette partie les chapitres suivants :

• Chapitre 1 :

Dans ce chapitre , on a donné quelques rappels et résultas de minimisation de fonc-
tionnelles qui sont un outil mathématique essentiel pour le reste du chapitre . L'étude de
l'équation d'évolution du second ordre et le théorème d'existence et unicité de la solu-
tion (cas homogène) constitue la partie fondamentale. Dans un second plan nous avons
introduit la caractérisation du contrôle optimal selon certains cas d'observations distri-
buées. Nous avons introduit aussi un nouveau cadre fonctionnel pour l'équation d'onde
(problème de Dirichlet non homogène qui di�ère des cas déja étudiés , où on a soumet
ce système aux di�érents cas d'observations découlant des di�érentes cas de fonctions
coûts.
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• Chapitre 2 :

La première section de ce chapitre est consacrée à la dé�nition de la notion de contrôle
sans regrets et contrôle à moindres regrets ; suivis par des applications sur un cas de
problème stationnaire.

Dans la seconde section nous avons appliqué la notion de contrôle sans regrets et
contrôle à moindres regrets , où on a démontré l'existence et unicité du contrôle à
moindres regrets et on a ainsi déterminé le système d'optimalité singulièr .Notons que
nous avons étudié di�érents cas d'observations.

� Partie II :

Cette deuxième partie est consacrée à l'application de la théorie de la sentinelle de la
manière suivante :

• Chapitre 3 :

La première section de ce chapitre est un rappel sur les di�erents concepts de la théorie
de la Sentinelle appliquée aux système dissipatifs, où nous avons évoqué la dé�nition de
la sentinelle , la construction de la sentinelle par l'introduction de l'état adjoint , la
condition d'insensibilité, puis l'application de la méthode de pénalisation en déterminant
le système d'optimalité...

Quant à le seconde section est consacrée aux systèmes hyperboliques à données in-
complètes où on cherche à estimer le terme de pollution qui exerce sur le système distribué
selon la méthode de Lions .

• Chapitre 4 :

Dans ce chapitre on applique la théorie de la sentinelle à l'équation des ondes non
linéaire dont le terme pollution est sur une partie de la frontière tout en faisant l'extension
de la méthode sur deux supports l'un pour l'observation et l'autre pour le contrôle.

En fait ce chapitre est la traduction d'un article écrit en collaboration avec A Omrane
et A. Ayadi .

Nous avons ici caractérisé les termes de bruits indépendamment des données initiales
manquantes,donc nous avons démontré l'existence du contrôle et l'observation qui ont
leur supports dans deux ouverts di�érents.De même nous avons démontré la controlabilité
à zéro sous contraintes qui corresponde à la sentinelle discriminante,ce qui constitue un
nouveau problème pour les systèmes hyperboliques.
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Première partie

Contrôle optimal de systèmes hyperboliques

en milieu polué

-Contrôle sans regrets,Contrôle à moindres

regrets-
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Chapitre 1

Contrôle optimal de l'equation

hyperbolique

1 Rappels et Résultats de minimisation de fonctionnelles

Notation

Soit U un espace de Hilbert sur R ,espace de contrôles.

� une forme bilinéaire continue surR, symétrique a(u, v) = a(v, u) ∀u, v ∈ U .

� une forme linéaire continue sur U : v −→ L(v).

� Uad un ensemble convexe fermé dans U ( ensembles des contrôles admissibles)

1.1 Minimisation de formes coercives :Cas � a coercif � :

On considère la fonctionnelle quadratique

J(v) = a(v, v)− 2L(v) (1.1)

que l'on cherche à minimiser sur Uad.
On dit que a est coercif sur U si

a(v, v) ≥ c||v||2, ∀v ∈ U , c > 0 (1.2)

On a alors le :

Théorème 1.1. [38] Si a(u,v) est une forme bilinéaire continue symétrique sur U satis-
faisant à (1.2), il existe un élément u et un seul dans Uad tel que

J(u) = inf
v∈Uad

J(v)

10
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Remarque 1.1. Le théorème 1.1 est vrai si l'on suppose la forme bilinéaire a(v, v) dé�nie
sur Uad × Uad et véri�ant (1.2) ∀v ∈ Uad.

Remarque 1.2. Soit v −→ J(v) une fonction de Uad −→ R , telle que

J(v) −→ +∞ si ||v|| −→ +∞, v ∈ Uad. (1.3)

v −→ J(v) est s.c.i (semi continue inférieurement). (1.4)

Alors il exite u ∈ Uad tel que
J(u) = inf

v∈Uad
J(v). (1.5)

Cette remarque s'étend même aux fonctions v −→ J(v) dé�nies sur Uad ⊂ U lorsque
U est un espace de Banach re�exif.

Sous les seules hypothèses (1.3) (1.4) il n' y a plus nécessairement unicité, évidem-
ment il y a unicité si l'on suppose que v −→ J(v) est strictement convexe ie :

J((1− θ)v + θu) < (1− θ)J(v) + θJ(u)

.

1.1.1 Caractérisation de l'élément réalisant le minimum :

Inégalités variationnelles

Théorème 1.2. [38] On se place dans les hypothèses du Théorème1.1.L'élément u de
Uad réalisant le minimum est caractérisé par

a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ Uad. (1.6)

Remarque 1.3. Cas sans contrainte : U = Uad
Si U = Uad , on peut prendre dans (1.6)

v = u± ϕ ϕ quelconque dans U

et (1.6) est équivaut alors à

a(u, ϕ) = L(ϕ) ∀ϕ ∈ U . (1.7)

Remarque 1.4. Cas : Uad = cône
Supposons que

Uad = cône fermé convexe de sommet l′origine (1.8)

Alors (1.6) est équivaut à {
a(u, v) ≥ L(v) ∀v ∈ Uad
a(u, u) = L(u).

(1.9)
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Théorème 1.3. [38] On suppose la fonctionnelle v −→ J(v) strictement convexe di�é-
rentiable et véri�ant (1.3) ( hypothèse pouvant être supprimée si Uad est borné).

Alors l'unique élément u de Uad véri�ant J(u) = inf
v∈Uad

J(v) est caractérisé par

J ′(u).(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ Uad (1.10)

1.1.2 Variante des inégalités variationnelles

Le résultat suivant est techniquement trés utile :

Théorème 1.4. [38] On se place dans les hypothèses du Théorème 1.3.Alors la caracté-
risation (1.10 ) est équivaut à :

J ′(v).(v − u) ≥ 0 ∀v ∈ Uad (1.11)

1.2 Le cas non coercive

1.2.1 Convexité de l'ensemble des solutions

Considérons une fonctionnelle v −→ J(v) continue convexe, s.c.i pour la topologie
faible.Désignons par X l'ensemble des u ∈ Uad tel que

J(u) = inf
v∈Uad

J(v). (1.12)

Cet ensemble X peut être vide ; mais il ne l'est pas si par exemple U est borné.

Théorème 1.5. [38] L'ensermble X est fermé et convexe dans U .

Théorème 1.6. [38] soit a(u, v) une forme bilinéaire continue sur U , non nécéssairement
symétrique , véri�ant

a(v, v) ≥ 0 ∀v ∈ U (1.13)

Alors l'ensemble X des solutions de

u ∈ Uad a(u, v − u) ≥ L(v − u) ∀v ∈ Uad (1.14)

est un ensemble fermé convexe de U .
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2 Équation hyperbolique

2.1 Données et notations

Soit Ω ⊂ R un ouvert borné de frontière ∂Ω = Γ , et on note par Q = Ω × (0, T ) et
par Σ = Γ× (0, T ).

Soient V et H deux espaces de Hilbert avec

V ⊂ H, dense dans H; V séparable. (2.1)

On identi�e H à son dual et V ′ désigne le dual de V , on a :

V ⊂ H ⊂ V ′ (2.2)

La variable t désigne le temps.On suppose que t ∈]0, T [ ; T <∞.
On considère une famille d'opérateurs A(t) ∈ L(V, V ′)
On pose :

(A(t)ϕ,ψ) = a(t, ϕ, ψ) ∀ϕ,ψ ∈ V. (2.3)

On supposera :{
∀ ϕ,ψ ∈ V,
La fonction : t −→ a(t, ϕ, ψ) est une fois continuement diff érentiable dans [0, T ].

(2.4)

a(t, ϕ, ψ) = a(t, ψ, ϕ). (2.5)

1

{
il existe λ ∈ R, tel que :

a(t, ϕ, ϕ) + λ|ϕ|2H ≥ α||ϕ||2V ,∀α > 0, ∀ϕ ∈ V ; t ∈ [0, T ]
(2.6)

On introduit L2(0, T, V ) l'espace des (classes de) fonctions mesurables t −→ y(t)
de [0, T ] −→ V , pour la mesure de Lesbegue dt et telle que(∫ T

0
||y(t)||2V dt

) 1
2

<∞

On dé�nit également L2(0, T, V ′) et L2(0, T,H).

1. |ϕ| = ||ϕ||H ,||ϕ|| = ||ϕ||V

-13-



Chapitre 1. Contrôle optimal de l'equation hyperbolique

On considère le problème d'évolution suivant :

y ∈ L2(0, T ;V ),
dy

dt
∈ L2(0, T ;H). (2.7)

d2y

dt2
+A(t)y = f dans ]0, T [ (2.8)

Avec
f donné dans L2(0, T,H) (2.9)

avec les conditions initiales

y(0) = y0 donnée dans V. (2.10)

y′(0) = y1 donnée dans H. (2.11)

Remarque 2.1. Il en résulte de (2.8) que

d2y

dt2
= f −A(t)y ∈ L2(0, T ;V ′)

D'où résulte que en particulier
dy

dt
est p.p égale à une fonction de [0, T ] −→ V ′.

et d'aprés (2.7) , y est en particulier continue de de [0, T ] −→ H. Donc (2.10) et
(2.11 ) ont un sens.

2.2 Théorèmes d'existence et unicité

Théorème 2.1. [38] Sous les hypothèses (2.4),(2.5),et (2.6) le problème (2.7)...(2.11)
admet une solution unique.

L'application

{
f, y0, y1

}
−→

{
y,
dy

dt

}
(2.12)

est continue de L2(0, T,H)× V ×H −→ L2(0, T ;V )× L2(0, T ;H).

Lemme 2.1. Lemme de Grönwall :
Soit φ une fonction continue de [0, T ] dans R+ .Supposons qu'il existe ψ continue de
[0, T ] dans R+ qui véri�e pour 0 ≤ t ≤ T

φ(t) ≤ φ(0) + c

∫ t

0
φ(σ)ψ(σ)dσ

Alors

φ(t) ≤ φ(0)e

∫ t

0
ψ(σ)dσ
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Lemme 2.2. Estimation à priori :
Sous les données et hypothèses du Théorème 2.1 on a

||y(t)||2 + |y′(t)|2 ≤ c
(
||y0||2 + |y1|2 +

∫ T

0
|f(σ)|2dσ

)
; 0 ≤ t ≤ T

Démonstration du Lemme :
l'équation (2.8) est équivaut à

a(t, y(t), z) + 〈y′′, z〉 = 〈f(t), z〉 ∀z ∈ V (2.13)

Prenant formellement z = y′(t) et on aura :

a(t, y(t), y′(t)) + a(t, y′(t), y(t)) +
d

dt
|y′(t)|2 = 2〈f(t), y′(t)〉 (2.14)

Posons :

a′(t, y, z) =
d

dt
a(t, y, z) ∀ y, z ∈ V

(2.14) équivaut à

d

dt
(a(t, y(t), y(t)) + |y′(t)|2)− a′(t, y(t), y(t)) = 2〈f(t), y′(t)〉 (2.15)

en intégrant de 0 à t

a(t, y(t), y(t))+|y′(t)|2 = a(0, y0, y0)+|y1|2+

∫ t

0
a′(σ), y(σ), y(σ))dσ+2

∫ t

0
〈f(σ), y′(σ)〉dσ.

(2.16)
Le deuxième membre(2.16) est majoré par les (c désignant des constantes diverses)

c||y0||2 + |y1|2 + c

∫ t

0
||y(σ)||2dσ + 2

∫ t

0
|f(σ)||y′(σ)|dσ

et le premier membre est ≥ α||y(t)||2 + |y′(t)|2. donc

||y(t)||2+|y′(t)|2 ≤ c

(
||y0||2+|y1|2+

∫ t

0
|f(σ)|2dσ

)
+c

∫ t

0
(||y(σ)||2+|y′(σ)|2)dσ. (2.17)

Appliquons le lemme de Grönwall on en déduit que

||y(t)||2 + |y′(t)|2 ≤ c

(
||y0||2 + |y1|2 +

∫ t

0
|f(σ)|2dσ

)
. (2.18)
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Démonstration du Thème 2.1

� Unicité

Soit y satisfaisant aux conditions (2.7)...(2.11) avec f = 0 , y0 = 0 , y1 = 0. Soit
s ∈]0, T [

On pose

ψ(t) =

 −
∫ s

t
y(σ)dσ t < s

0 t ≥ s
(2.19)

Alors évidemment : ∫ T

0

〈d2y

dt2
+A(t)y, ψ

〉
dt = 0 (2.20)

et par intégration par parties on a :∫ T

0
[a(t, y, ψ)− 〈y′, ψ′〉]dt = 0

ou encore ∫ T

0
[a(t, ψ′, ψ)− 〈y′, y〉]dt = 0 (2.21)

On pose
d

dt
a(t, ϕ, ψ) = a′(t, ϕ, ψ) ∀ϕ,ψ ∈ V. (2.22)

Alors (2.21) donne∫ s

0

d

dt
[a(t, ψ, ψ)− |y(t)|2]dt−

∫ s

0
a′(t, ψ, ψ)dt = 0. (2.23)

donc

a(0, ψ(0), ψ(0)) + |y(s)|2 =

∫ s

0
a′(t, ψ, ψ

)
dt

et donc utilisant (2.6)

||ψ(0)||2 + |y(s)|2 ≤ c1

(∫ s

0
||ψ(t)||2dt+ |ψ(0)|2

)
. (2.24)

Mais si l'on pose

ω(t) =

∫ t

0
y(σ)dσ

(2.24) s'écrit

||ω(s)||2 + |y(s)|2 ≤ c1

(∫ s

0
||ω(t)− ω(s)||2dt+ |ω(s)|2

)
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D'où

(1− 2c1s)||ω(s)||2 + |y(s)|2 ≤ c2

∫ s

0
(||ω(t)||2 + |y(t)|2)dt. (2.25)

Si on choisit s0 avec par exemple 1− 2c1s0 = 1
2 ; alors (2.25) donne

||ω(s)||2 + |y(s)|2 ≤ c3

∫ s

0
(||ω(t)||2 + |y(t)|2)dt pour 0 ≤ s ≤ s0

donc y = 0 dans [0, s0] .
Mais la longueur s0 étant indépendante du choix de l'origine, on en déduit que y = 0

dans [s0, 2s0] et ainsi de suite,d'où l'unicité.

� Existence :

On suppose que l'espace V est séparable :il existe un ensemble dénombrable dense dans
V .Alors on peut considérer une base au sens suivant :


∀m,ω1, ...ωm sont linéairement indépendants et les combinaisons∑
finie

ξjωj ξj ∈ R., sont denses dans V. (2.26)

On dé�nit alors une solution approchée ym de (2.8) , (2.10) , (2.11) par :

ym =

m∑
i=1

gim(t)ωi (2.27)

les gim(t) étant déterminés de façon que :

a(t, ym(t), ωj) + 〈y′′m, ωj〉 = 〈f(t), ωj〉 1 ≤ j ≤ m (2.28)

gim(0) = ξim ; g′im(0) = ηim (2.29)

avec 
m∑
i=1

ξimωi −→ y0 dans V lorsque m −→∞.

m∑
i=1

ηimωi −→ y1 dans H lorsque m −→∞
(2.30)

les gim sont donc déterminés par un système di�érentiel linéaire qui admet une
solution unique.Les mêmes calculs que dans la démonstration du lemme 2.2 montrent
que :
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||ym(t)||2V + |y′m|2H ≤ C indépendant de m. (2.31)

Donc en particulier{
ym (resp y′m) demeurent dans un ensemble borné de L2(0, T, V ) (resp L2(0, T,H))

(2.32)
et on peut donc extraire yµ de ym de façon que

yµ −→ y dans L2(0, T ;V )faible.

y′µ −→ χ dans L2(0, T ;H)faible.

Mais nécessairement χ = y′

Reste à montrer que la fonction y ainsi construite est une solution du problème.Pour cela
on introduit

C1
T [0, T ] = {ϕ/ ϕ ∈ C 1([0, T ]), ϕ(T ) = ϕ′(T ) = 0}

et l'on considère les fonctions

ψ =

µ0∑
j=1

ϕjωj (2.33)

Pour m = µ > µ0 ,on en déduit de (2.28) (en multipliant ϕj et sommant en j de
1 à µ0) que ∫ T

0
[a(t, yµ, ψ) + 〈y′µ, ψ′)〉]dt =

∫ T

0
〈f, ψ〉dt+ 〈y′µ(0), ψ(0)〉.

On déduit de tout cela et de la deuxième condition (2.30) que
∫ T

0
a(t, y, ψ)− 〈y′, ψ′〉dt =

∫ T

0
〈f, ψ〉dt+ 〈y1, ψ(0)〉

∀ ψ de la forme (2.33)
(2.34)

Mais les ωm formant une base de V , l'ensemble des fonctions de la forme (2.33) est
dense dans l'espace des fonctions ψ ∈ L2(0;T, V ) telles que :

ψ′ ∈ L2(0, T ;H) , ψ(T ) = 0

On en déduit de là que y est solution du problème.

Remarque 2.2. Il y a en e�et davantage (cf [38]){
y est continue de [0, T ] −→ V,
dy

dt
est continue de [0, T ] −→ H.

(2.35)
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Théorème 2.2. [40]
On suppose que (2.4),(2.5),(2.6) et (λ = 0) ont lieu et que f ∈ L2(0, T ;V ′), y0 ∈ H, y1 ∈ V ′

sont donnés. Alors il existe y véri�ant le problème (2.8) , avec y(0) = y0 , y′(0) = y1

et



y ∈ L∞(0, T ;H),
dy

dt
∈ L∞(0, T ;V ′).

En outre

y ∈ C 0(0, T ;H), y′ ∈ C 0(0, T ;V ′)

(2.36)

Théorème 2.3. [38] Sous les hypothèses et données du Théorème 2.1
Le problème suivant :

y′′ +Ay +

∫ t

0
A′(σ)y(σ)dσ = f,

y(0) = 0.
y′(0) = 0

(2.37)

admet une solution unique avec :

A′(σ) ∈ L(V,H) et (2.38)

a′(σ, ϕ, ψ) = (A′(σ)ϕ,ψ)

�Démonstration
On introduit comme dans la démonstration du Théorème 2.1 les solutions approchées ym
par : 

〈y′′m, ωj〉+ 〈A(t)ym, ωj〉+

∫ t

0
〈A′(σ)ym(σ), ωj〉dσ = 〈f(t), ωj〉,

1 ≤ j ≤ m
ym(0) = 0.
y′m(0) = 0

(2.39)

On en déduit :

d

dt
[|y′m(t)|2+a(t, ym(t), ym(t))]−a′(t, ym(t), ym(t))+2

∫ t

0
〈A′(σ)ym(σ), y′m(t)〉dσ = 2〈f(t), y′m(t)〉

d'où

|y′m(t)|2+||ym(t)||2 ≤ C
∫ t

0
(|y′m(σ)|2+||ym(σ)||2)dσ+C

∫ t

0

(∫ σ

0
||ym(σ1)||dσ1

)
|y′m(σ)|dσ

et l'on achève comme dans la démonstration de l'Existence et Unicité du Théorème 2.1.
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3 Contrôle optimal

3.1 Notations -Propriétés

On désigne par U l'espace de Hilbert des contrôles et on se donne

B ∈ L(U , L2(0, T ;H)). (3.1)

Notons par y(v) une fonction :t −→ y(v)(t) = y(v, t).
De même y(v) dépend également de x et on notera cette fonction de x et t par

y(x, t, v).
Soient f , y0 et y1 donnés avec f ∈ L2(0, T ;H), y0 ∈ V , y1 ∈ H .
y(v) designe l'état du système , solution de :


d2y

dt2
+A(t)y(v) = f +Bv (3.2)

y(0, v) = y0 (3.3)
dy

dt
(0, v) = y1 (3.4)

y ∈ L2(0, T ;V ) ;
dy

dt
∈ L2(0, T ;H) (3.5)

On donne : 
N ∈ L(U ,U) N hermitien défini positif,

〈Nu, u〉U ≥ ν||u||2U ν ≥ 0
(3.6)

Uad est l'ensembles des contrôles admissibles de U qui est un ensemble convexe fermé.

3.2 Caractérisation du contrôle optimal selon les cas d'observation

3.2.1 Cas z(v) = C(y(v))

On considère l'observation distribué suivante{
C ∈ L(L2(0, T ;V ), H)
z(v) = Cy(v).

(3.7)

Où H est un espace de Hilbert.
A tout contrôle v ∈ Uad on associe la fonction coût :

J(v) = ||Cy(v)− zd||2H + 〈Nv, v〉U où zd donné dans H. (3.8)
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Le problème de contrôle est alors :

trouver inf
v∈Uad

J(v). (3.9)

Le contrôle optimal u est caractérisé par :

〈Cy(u)− zd, Cy(v)− Cy(u)〉H + 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.10)

Notons par : {
Λ = isomorphisme canonique de H sur H′
ΛU = isomorphisme canonique de U sur U ′. (3.11)

Alors C∗ ∈ L(H′;L2(0, T ;V ′)) (3.10) est équivaut à :

∫ T

0

〈
C∗Λ(Cy(u)− zd), y(v)− y(u)

〉
dt+ 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.12)

On introduit l'état adjoint p(u) par :
d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) = C∗Λ(Cy(u)− zd) sur ]0, T [

p(T, u) = 0
d

dt
p(T, u) = 0

(3.13)

Comme C∗Λ(Cy(u)− zd) ∈ L2(0, T ;V ′), alors nous faisons une hypothèse forte sur C

C ∈ L(L2(0, T ;H),H) (3.14)

C∗Λ(Cy(u)− zd) ∈ L2(0, T ;H) (3.15)

et d'aprés le Théorème 2.1 , (3.13) admet une solution unique qui véri�e

p(u) ∈ L2(0, T ;V ),
d

dt
p(u) ∈ L2(0, T ;H). (3.16)

On multiplie (3.13) par y(u)− y(v) (prenant le produit scalaire dans H) on aura :

∫ T

0

〈
d2

dt2
p(u) +A∗(t)p(u), y(u)− y(v)

〉
dt = 〈Cy(u)− zd, Cy(u)− Cy(v)〉H (3.17)

On applique la formule de Green au premier membre de ( 3.17) on obtient :
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∫ T

0

〈
p(u),

(
d2

dt2
+A(t)

)
y(v)−

(
d2

dt2
+A(t)

)
y(u)

〉
dt = 〈Cy(u)− zd, Cy(u)− Cy(v)〉H

(3.18)

=

∫ T

0
〈p(u), B(v − u)〉dt (3.19)

=
〈
B∗p(u), v − u

〉
U ′,U

= 〈Λ−1
U B∗p(u), v − u〉 (3.20)

et (3.12) s'écrit 〈
Λ−1
U B∗p(u) +Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.21)

Théorème 3.1. On suppose que (2.4), (2.5) (2.6) ont lieu .La fonction coût est donnée
par (3.8) avec C satisfaisant à (3.7).Le contrôle optimal u est caractérisé par le système
d'équations et d'inéquations

d2

dt2
y(u) +A(t)y(u) = f +Bu

y(0, u) = y0

d

dt
y(0, u) = y1

(3.22)


d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) = C∗Λ(Cy(u)− zd)

p(T, u) = 0
d

dt
p(T, u) = 0

(3.23)

{ 〈
Λ−1
U B∗p(u) +Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad

u ∈ Uad
(3.24)

{
y(u) , p(u) ∈ L2(0.T ;V )
y′(u) , p′(u) ∈ L2(0.T ;H)

(3.25)

Remarque 3.1. Lorsque Uad = U , (3.23) se réduit à :

Λ−1
U B∗p(u) +Nu = 0. (3.26)

On peut alors éliminer u , ce qui conduit au système :
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d2y

dt2
+Ay +BN−1Λ−1

U B∗p = f

d2p

dt2
+Ap− C∗ΛCy = −C∗Λzd;

y(0) = y0 y′(0) = y1

p(T ) = 0 p′(T ) = 0.

(3.27)

3.2.2 Cas z(v) = C(y′(v))

On considère l'observation suivante{
C ∈ L(L2(0, T ;H), H);
z(v) = Cy′(v).

(3.28)

La fonction coût est :

J(v) = ||Cy′(v)− zd||2H +N ||v||2U où zd donné dans H. (3.29)

Le problème de contrôle est alors :

trouver inf
v∈Uad

J(v). (3.30)

Le contrôle optimal u est caractérisé par :

〈Cy′(u)− zd, Cy′(v)− Cy′(u)〉H + 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.31)

Alors C∗ ∈ L(H′;L2(0, T,H))
(3.31) est équivaut à :

∫ T

0

〈
C∗Λ(Cy′(u)− zd), y′(v)− y′(u)

〉
dt+ 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.32)

On introduit l'état adjoint p(u) par
d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) +

∫ T

t
A′(σ)p(σ, u)dσ = C∗Λ(Cy′(u)− zd) sur ]0, T [

p(T, u) = 0
dp

dt
(T, u) = 0

(3.33)

avec
A′(σ) ∈ L(V,H) (3.34)

et d'aprés le Théorème 2.3 , le problème (3.32) admet une solution unique.
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On multiplie (3.33) par y′(u) − y′(v) (calcul formel car les produits scalaires n'ont
pas de sens pour l'instant) , il vient en posant :

q(t) =

∫ T

t
A′(σ)p(σ)dσ;

∫ T

0
〈p′′(u)+Ap(u), y′(v)−y′(u)〉dt+

∫ T

0
〈q, y′(v)−y′(u)〉dt = 〈(Cy′(u)−zd), Cy′(v)−Cy′(u)〉H.

(3.35)
Intégrons par partie , le premier membre de (3.35) vaut

−
∫ T

0
〈p′(u), y′′(v)− y′′(u)〉dt+

∫ T

0
a(t, p(u), y′(v)− y′(u))dt+

∫ T

0
〈A′(t)p(u), y(v)− y(u)〉dt

= −
∫ T

0
〈p′(u), B(v − u)〉dt+

∫ T

0
[a(t, p′(u), y(v)− y(u))dt+ a(t, p(u), y′(v)− y′(u))dt+

+ a′(t, p(u), y(v)− (u))]dt

= −
∫ T

0
〈p′(u), B(v − u)〉dt+

∫ T

0

d

dt
a(t, p(u), y(v)− y(u))dt

= −
∫ T

0
〈p′(u), B(v − u)〉dt

= 〈−B∗P ′(u), v − u〉
= 〈−Λ−1

U B∗p′(u), v − u〉U .

et (3.32) devient
〈−Λ−1

U B∗p′(u) +Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.36)

Lemme de Friedrichs vectoriel
Dans un espace de Hilbert E muni de produit scalaire (〈f, g〉) on donne une famille
d'opérateurs A ∈ L(E , E),telle que la fonction t → 〈A(t)f, g〉 soit continue sur R , de
dirivée en t (au sens des distributions) mesurable, avec

|Dt〈A(t)f, g〉| = |〈A′(t)f, g|〉 ≤ c|f ||g|

Alors, pour u ∈ L2(−∞,+∞; E) , on a

vm = Dt[A(t)(u ∗ ρm)− (A(t)u) ∗ ρm]→ 0 dans L2(−∞,+∞; E) lorsque m→∞

−−−−−−−

justi�cation du calcul formel :
On va se ramener à des équations sur Rt puis régulariser.On introduit d'abord ψ solution
de (on prolonge A(t) sur R avec des propriétés analogues de celles de A(t) sur (0, T ))
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 ψ′′ +A(t)ψ =

{
B(v − u) sur(0, T )

0 pour t > T
ψ(0) = 0;ψ′(0) = 0.

(3.37)

et l'on prolonge ψ par 0 pour t < 0 , puis l'on introduit π solution de :

 π′′ +A(t)π +

∫ T

t
A′(σ)π(σ)dσ =

{
C∗Λ(Cy′(u)− zd) sur(0, T )

0 pour t < 0
π(T ) = 0;π′(T ) = 0.

(3.38)

que l'on prolonge par 0 pour t > T .
On a

ψ = y(v)− y(u) sur (0, T ), π = p(u) sur (0, T )

et

〈Cy′(u)− zd, Cy′(v)− Cy′(u)〉H =

∫ +∞

−∞

〈
π′′ +Aπ +

∫ T

t
A′(σ)π(σ)dσ, ψ′

〉
dt (3.39)

Soit ρn(t) = ρn une suite régularisante sur Rt
(
g ∗ ρn =

∫ +∞

−∞
g(t− σ)ρn(σ)dσ

)
Alors le deuxième membre de (3.38) vaut

{
lim

n→+∞

∫ +∞

−∞

〈
(π′′ +Aπ) ∗ ρn + (

∫ T

t
A′(σ)π(σ)dσ) ∗ ρn, ψ′ ∗ ρn

〉
dt = lim

n→+∞
Xn.

(3.40)
et l'on peut maintenant intégrer par partie dansXn.Il vient

Xn =

∫ +∞

−∞

[〈
− π′ ∗ ρn , ψ′′ ∗ ρn

〉
+
〈

(Aπ) ∗ ρn , ψ′ ∗ ρn
〉

+
〈

(A′π) ∗ ρn , ψ ∗ ρn
〉]
dt

=

∫ +∞

−∞

〈
− π′ ∗ ρn , B(v − u) ∗ ρn

〉
dt+

+

∫ +∞

−∞

[〈
π′ ∗ ρn , (Aψ) ∗ ρn

〉
+
〈

(Aπ) ∗ ρn , ψ′ ∗ ρn
〉

+
〈

(A′π) ∗ ρn , ψ ∗ ρn
〉]
dt

On aura alors le résultat si l'on montre que cette dernière intégrale → 0.
Or on peut l'écrire

Yn =

∫ +∞

−∞

[〈
π′∗ρn , A(ψ∗ρn)

〉
+
〈
A(π∗ρn) , ψ′∗ρn

〉
+
〈
A′(π∗ρn) , ψ∗ρn

〉]
dt+Y 1

n+Y 2
n+Y 3

n

Où
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Y 1
n =

∫ +∞

−∞

〈
π′ ∗ ρn , (Aψ) ∗ ρn −A(ψ ∗ ρn)

〉
dt.

Y 2
n =

∫ +∞

−∞

〈
(Aπ) ∗ ρn −A(π ∗ ρn) , ψ′ ∗ ρn

〉
dt.

Y 3
n =

∫ +∞

−∞

〈
(A′π) ∗ ρn −A′(π ∗ ρn) , ψ ∗ ρn

〉
dt.

La première int�grale dans Yn vaut∫ +∞

−∞

d

dt
a(t, π ∗ ρn, ψ ∗ ρn) = 0

et donc
Yn = Y 1

n + Y 2
n + Y 3

n

Mais d'aprés le lemme de Friedrichs vectoriel , on a

d

dt

[
(Aψ) ∗ ρn −A(ψ ∗ ρn

]
→ 0 dans L2(R≈;V ′)

Donc

Y 1
n =

∫ +∞

−∞

〈
π ∗ ρn ,

d

dt
[(Aψ) ∗ ρn −A(ψ ∗ ρn)]

〉
dt→ 0

De même Y 2
n → 0, et Y 3

n → 0
cela justi�e (3.36)

−−−−−−−−

Théorème 3.2. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coût est
donnée par (3.29) , C satisfaisant (3.28).On suppose que (3.34) a lieu .Alors le contrôle
optimal u est fourni par la résolution du système


d2

dt2
y(u) +A(t)y(u) = f +Bu

y(0, u) = y0

dy

dt
(0, u) = y1

(3.41)


d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) +

∫ T

t
A′(σ)p(σ, u) = C∗Λ(Cy′(u)− zd)

p(T, u) = 0
dp

dt
(T, u) = 0

(3.42)

〈−Λ−1
U B∗p′(u) +Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.43)
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Remarque 3.2. Lorsque Uad = U , (3.42) se réduit à :

−Λ−1
U B∗p′(u) +Nu = 0. (3.44)

On peut alors éliminer u ce qui conduit au système :

d2y

dt2
+A(t)y −BN−1Λ−1

U B∗p′ = f

d2p

dt2
+A(t)p+

∫ T

t
A′(σ)p(σ)dσ = C∗Λ(Cy′ − zd);

y(0) = y0; y′(0) = y1

p(T ) = 0; p′(T ) = 0.

(3.45)

3.2.3 Cas z(v) = D0(y(T, v))

On considère l'observation suivante{
D0 ∈ L(V, H);
z(v) = D0(y(T, v))

(3.46)

La fonction coût est :

J(v) = ||D0(y(T, v))− zd||2H + 〈Nv, v〉U où zd donné dans H. (3.47)

Le problème de contrôle est alors :

trouver inf
v∈Uad

J(v). (3.48)

Le contrôle optimal u est caractérisé par :

〈D0(y(T, u))− zd,D0(y(T, v))− y(T, u)〉H + 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.49)

(3.49) est équivaut à :

〈
D∗0Λ(D0y(T, u)− zd), y(T, v)− y(T, u))

〉
V ′,V

+ 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.50)

L'état adjoint est formellement dé�nit par
d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) =0 dans ]0, T [. (3.51)

p(T, u) = 0 (3.52)

p′(T, u) =D∗0Λ(D0y(T, u)− zd). (3.53)
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Mais dans l'ordre d'appliquer le Théorème 2.1 p′(T, u) doit être donné dans H qui
conduit á l'hypothèse

D0 ∈ L(H.H) (3.54)

Alors le problème (3.51 ) , (3.52 ), (3.53 ) admet une solution unique.

Multiplions (3.51 ) par y(t, v)−y(u, t) et appliquons la formule de Green nous aurons :〈
D∗0Λ(D0y(u, T )− zd), y(T, u)− y(T, u)

〉
+

∫ T

0

〈
p(u),

( d2

dt2
+A

)
(y(v)− y(u))

〉
dt = 0

et (3.50 ) nous donne〈
−B∗p(u), v − u

〉
+
〈
Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.55)

et on a 〈
− Λ−1B∗p(u) +Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.56)

Théorème 3.3. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coût est
donnée par (3.47) , D0 satisfaisant (3.46).Alors le contrôle optimal u est fourni par la
résolution du système

d2

dt2
y(u) +A(t)y(u) = f +Bu

y(0, u) = y0

y′(0, u) = y1

(3.57)


d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) = 0

p(T, u) = 0
p′(T, u) = D∗0Λ(D0y(u, T )− zd).

(3.58)

et 〈
− Λ−1

U B∗p(u) +Nu, v − u
〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.59)

Remarque 3.3. Lorsque Uad = U , (3.59) se réduit à :

−Λ−1
U B∗p(u) +Nu = 0. (3.60)

On peut alors éliminer u dans (3.57) , (3.58) , (3.59).
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3.2.4 Cas z(v) = D(y′(T, v))

On considère l'observation suivante{
D ∈ L(H, H);
z(v) = D(y′(T, v))

(3.61)

La fonction coût est :

J(v) = ||D(y′(T, v))− zd||2H + 〈Nv, v〉U où zd donné dans H. (3.62)

Le contrôle optimal u est caractérisé par :

〈D(y′(T, u))− zd,D(y′(T, v))− y′(T, u)〉H + 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.63)

et donc

〈
D∗Λ(D(y′(T, u))− zd),D(y′(T, v))− y′(T, u)

〉
H + 〈Nu, v − u〉U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.64)

.
L'état adjoint est formellement dé�nit par

d2

dt2
p(u) +A(t)p(u) = 0 dans ]0, T [. (3.65)

p(T, u) = D∗Λ(Dy′(T, u)− zd). (3.66)

p′(T, u) = 0. (3.67)

Mais p(T, u) est donné dans H .
Nous donnons

〈
D∗Λ(Dy′(T, u)− zd), y′(T, v)− y′(T, u)

〉
=

∫ T

0
〈p(u), B(v − u)〉dt (3.68)

(3.64) est équivaut à :〈
B∗p(u), v − u

〉
+
〈
Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.69)

et on a 〈
− Λ−1B∗p(u) +Nu, v − u

〉
U ≥ 0 ∀v ∈ Uad (3.70)

-29-



Chapitre 1. Contrôle optimal de l'equation hyperbolique

4 Applications à l'équation des ondes

4.1 Résultat de régularité pour l'équation des ondes

Théorème 4.1. 
d2y

dt2
−∆y = f sur Q = Ω× (0, T ).

y(0) = y1 sur Ω
y′(0) = y2 sur Ω
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

(4.1)

où
f ∈ L1(0, T, L2(Ω)), y0 ∈ H1

0 (Ω), y1 ∈, L2(Ω). (4.2)

Alors , la frontière Γ de Ω étant supposée régulière.

∂y

∂ν
∈ L2(Σ). (4.3)

||∂y
∂ν
||L2(Σ) ≤ c

(
||f ||L1(0,T ;L2(Ω)) + ||y0||H1

0 (Ω)
+ ||y1||L2(Ω)

)
(4.4)

Remarque 4.1. On sait déja que

y ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) y′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). (4.5)

Alors ∆y = y′′ − f ∈W−1,∞(0, T ;H1
0 (Ω)) + L1(0, T ;L2(Ω))

. Donc , si ψ ∈ D(]0, T [), ∆
(∫ T

0
y(x, t)ψ(t)dt

)
∈ L2(Ω) et donc

∂

∂ν

(∫ T

0
yψdt

)
∈ H−

3
2 (Γ)

de sorte que
∂y

∂ν
est par exemple , une distribution à valeur dans H−

3
2 (Γ). Le résultat

(4.3) donne un résultat beaucoup plus précis.

Démonstration du Théorème voir [35].

4.2 Transposition

L'objectif est la résolution du problème non homogène.
Soit Ω un ouvert de Rn de frontière régulière , on considère le problème hyperbolique

suivant : 
d2y

dt2
−∆y = f sur Q = Ω× (0, T ).

y(0) = y1 sur Ω
y′(0) = y2 sur Ω
y = g sur Σ = Γ× (0, T )

(4.6)
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Avec
g ∈ L2(Σ)) (4.7)

Pour ψ donné avec
ψ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) (4.8)

Nous dé�nissons ϕ par
ϕ′′ −∆ϕ = ψ sur Q = Ω× (0, T ).
ϕ(T ) = 0 sur Ω
ϕ′(T ) = 0 sur Ω
ϕ = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

(4.9)

Supposons que y est solution de (4.6) , les données f, g, y0, y1 étant supposées régulières
, il vient

∫
Q

(
y′′−∆y

)
ϕdxdt =

∫
Q
fϕdxdt = −

〈
y1, ϕ(0)

〉
+
〈
y0, ϕ

′(0)
〉
+

∫
Σ
y
∂ϕ

∂ν
dΣ+

∫
Q
y(ϕ′′−∆ϕ)dxdt

(4.10)
et par conséquent∫

Q
yψdxdt =

∫
Q
fϕdxdt+

〈
y1, ϕ(0)

〉
−
〈
y0, ϕ

′(0)
〉
−
∫

Σ
g
∂ϕ

∂ν
dΣ (4.11)

On prend alors - c'est cela la méthode de transposition - (4.1) comme dé�nition .
Plus précisément , si ψ ∈ L1(0, T, L2(Ω)) , on sait que le Théorème 4.1

∂ϕ

∂ν
∈ L2(Σ) (4.12)

et que
ϕ ∈ L∞(0, T ;H1

0 (Ω)) ϕ(0) ∈ H1
0 (Ω) , ϕ′(0) ∈ L2(Ω)

Par conséquent si l'on prend

f ∈ L1(0, T,H−1(Ω)) y0 ∈ L2(Ω) , y1 ∈ H−1(Ω) (4.13)

L'application

ψ −→
∫
Q
fϕdxdt+

〈
y1, ϕ(0)

〉
−
〈
y0, ϕ

′(0)
〉 ∫

Σ
g
∂ϕ

∂ν
dΣ (4.14)

est linéaire et continue de L1(0, T ;L2(Ω)) −→ R, et donc dé�nit y ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))
par (4.11).
On a donc démontré
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Théorème 4.2. [35] Pour f, y0, y1, g donnés avec (4.12) (4.7) , il existe y unique dans
L∞(0, T ;L2(Ω)) telle que l'on ait (4.11) , ∀ψ ∈ L1(0, T, L2(Ω)) , où ϕ est solution de
(4.9). En outre , l'application f, y0, y1, g −→ y est continue pour les topologies naturelles
, et y est continue de [0, T ] dans L2(Ω).

On va utiliser les résultats précédents pour le cas de contrôle optimal.

4.3 Contrôle optimal de l'équation des ondes

On considère le système
d2y

dt2
−∆y = f + v sur Ω× (0, T ) = Q

y(0) = g1 sur Ω
y′(T ) = 0 sur Ω
y = g2 sur Σ = Γ× (0, T ).

(4.15)

Il s'agit d'un problème de Dirichlet non homogène.
On se donne f ∈ L1(0, T ;H−1(Ω)) .
On sait d'aprés le Théorème 4.2 que ce problème admet pour

g2 ∈ L2(Σ)) (4.16)

admet une solution unique y (l'état du système) telle que

y ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) (4.17)

Notons que

y est scalairement continue de [0, T ] −→ L2(Ω). (4.18)

En e�et , d'aprés (4.15)

y′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) + L1(0, T ;H−1(Ω)) ⊂ L1(0, T ;H−2(Ω))

et cela joint à (4.17) , implique (4.18).
et alors pour

g1 ∈ L2(Ω)

y′(T ) ∈ H−1(Ω)

on a aussi

y′ ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω))

On reprendra les mêmes notations que les numéros précédents :
U = L1(0, T ;H−1(Ω) l'espace de Hilbert des contrôles , et on se donne

B = I ∈ L
(
L1(0, T ;H−1(Ω)), L1(0, T ;H−1(Ω))

)
.
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4.3.1 Observation : cas z(v) = y(v)

On donne :
N ∈ L

(
L1(0, T ;H−1(Ω)), L1(0, T ;H−1(Ω))

)
N hermitien défini positif,

〈Nu, u〉L1(0,T ;H−1(Ω)) ≥ ν||u||2L1(0,T ;H−1(Ω)) ν ≥ 0

(4.19)
Uad est l'ensembles des contrôles admissibles de U , ensemble convexe fermé.

On considère l'observation distribuée suivante avec l'espace d'observationH = L2(0, T ; (Ω)).{
C = I dans L∞(0, T ;L2(Ω))
z(v) = y(v).

(4.20)

Soit la fonction coût :

J(v) = ||y(v)−zd||2L∞(0,T ;L2(Ω))+〈Nv, v〉L1(0,T ;H−1(Ω) où zd donné dans L
∞(0, T ;L2(Ω)) .

(4.21)
Le contrôle optimal u est caractérisé par :〈
y(u)− zd, y(v)− y(u)

〉
L∞(0,T ;L2(Ω))

+
〈
Nu, v−u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

dt ≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.22)

On introduit l'état adjoint p(u) :
d2

dt2
p(u)−∆(p(u) = y(u)− zd sur Ω×]0, T [

p(0, u) = 0
p′(T, u) = 0
p = 0 sur Σ

(4.23)

Mais comme y(u) − zd ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), alors d'aprés le Théorème 4.2 , (4.23)
admet une solution unique qui véri�e

p(u) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) et p′(u) ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)). (4.24)

On multiplie (4.23) par y(u) − y(v) ( prenant le produit scalaire entre crochets est
dans L2(Ω) on aura :

〈 d2

dt2
p(u)−∆p(u), y(u)− y(v)

〉
=
〈
y(u)− zd, y(u)− y(v)

〉
L∞(0,T ;L2(Ω))

(4.25)

On applique la formule de Green au premier membre de ( 4.25) on obtient :
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〈
p(u),

[(
d2

dt2
−∆

)
y(v)−

(
d2

dt2
−∆

)
y(u)

]〉
(4.26)

=
〈
y(u)− zd, y(u)− y(v)

〉
L∞(0,T ;L2(Ω))

=
〈
p(u), v − u

〉
où le dernier crochet désigne le produit scalaire entre U ′ = L∞(0, T ;L2(Ω)) et U = L1(0, T ;H−1(Ω))

=
〈
Λ−1
U p(u), v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

et (4.22) sécrit 〈
Λ−1
U p(u) +Nu, v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.27)

Théorème 4.3. On suppose que (2.4), (2.5) (2.6) ont lieu .La fonction coût est donnée
par (4.21) avec C satisfaisant à (4.20).Le contrôle optimal u est caractérisé par le système
d'équations et d'inéquations

d2

dt2
y(u)−∆y(u) = f + u sur Q

y(0, u) = g1

y′(T, u) = 0
y = g2 sur Σ.

(4.28)


d2

dt2
p(u)−∆p(u) = y(u)− zd sur Q

p(0, u) = 0
p′(T, u) = 0
p = 0 sur Σ

(4.29)

{ 〈
Λ−1
U p(u) +Nu, v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad
u ∈ Uad

(4.30)

{
y(u) et p(u) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))

y′(u) et p′(u) ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω))
(4.31)

Remarque 4.2. Lorsque Uad = L1(0, T ;H−1(Ω)) , (4.30) se réduit à :

p(u) +Nu = 0. (4.32)
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On peut alors éliminer u ce qui conduit au système :

d2y

dt2
−∆y −N−1p = f sur Q

d2p

dt2
−∆p− y = −zd sur Q

y(0) = g1 y′(T ) = 0
p(T ) = 0 p′(0) = 0
y = g2 p = 0 sur Σ.

(4.33)

4.3.2 Observation : cas z(v) = y′(v)

On reprend les mêmes données comme dans le cas de l'observation du numéro 4.3.1
et on considère l'observation suivante :{

C = I dans L∞(0, T ;H−1(Ω))
z(v) = y′(v).

(4.34)

La fonction coût est :

J(v) = ||y′(v)−zd||2L∞(0,T ;H−1(Ω))+
〈
Nv, v

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

où zd donné H = L∞(0, T ;H−1(Ω)).

(4.35)
Le contrôle optimal u est caractérisé par :

sup
t∈(0,T )

(ess)
〈
y′(u)− zd, y′(v)− y′(u)

〉
H−1(Ω)

+
〈
Nu, v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad

(4.36)

On introduit l'état adjoint p(u) par (l'op¯ateur ∆ est indépendant du temps)

d2

dt2
p(u)−∆p(u) = y′(u)− zd sur Q

p(T, u) = 0 sur Ω
d

dt
p(0, u) = 0 sur Ω

p = 0 sur Σ

(4.37)

et d'aprés le Théorème 4.1 , le problème (4.37) admet une solution unique.

Comme dans le cas précédent, ,On multiplie (4.37) par y′(u)−y′(v) (le produit scalaire
n' a pas de sens et sera justi�é de la même façon que dans le cas du numéro 3.2.2. , on
aura formellement :〈

p′′(u)−∆p(u), y′(v)− y′(u)
〉

=
〈
y′(u)− zd, y′(v)− y′(u)

〉
L∞(0,T ;H−1(Ω))

(4.38)

Intégrons par partie,le premier membre de (4.38) vaut
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−
〈
p′(u), y′′(v)− y′′(u)

〉
+

∫ T

0
a(t, p(u), y′(v)− y′(u))dxdt+

∫
Q
A′(t)p(u)(y(v)− y(u))dxdt

= −
∫
Q
p′(u)(v − u)dxdt+

∫
Q

[a(t, p′(u), y(v)− y(u))dt+ a(t, p(u), y′(v)− y′(u)) +

+ a′(t, p(u), y(v)− (u))]dt

= −
∫
Q
p′(u)((v − u)dxdt+

∫
Q

d

dt
a(t, p(u), y(v)− y(u))dxdt

= −
〈
Λ−1
U p′(u), v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

et (4.36) devient 〈
Λ−1
U p′(u) +Nu, v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.39)

et d'où

Théorème 4.4. On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coût est donnée
par (4.35) , C satisfaisant (4.34) .Alors le contrôle optimal u est fourni par la résolution
du système 

d2

dt2
y(u) +A(t)y(u) = f + u sur Q

y(0, u) = g1 sur Ω
dy

dt
(T, u) = 0 sur Ω

y = g2 sur Σ

(4.40)


d2p

dt2
(u) +A(t)p(u) = y′(u)− zd sur Q

p(0, u) = 0 sur Ω
p′(T, u) = 0 sur Ω
p = 0 sur Σ

(4.41)

〈
Λ−1
U p′(u) +Nu, v − u

〉
L1(0,T ;H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.42)

4.3.3 Observation : cas z(v) = D0y(T, v)

On considère l'observation suivante :{
D0 = identité de L2(Ω), dans H = L2(Ω)
z(v) = y(T, v));

(4.43)
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La fonction coût est :

J(v) = ||y(T, v)− zd||2L2(Ω) + 〈Nv, v〉L1(0,T ;H−1(Ω)) où zd donné dans H = L2(Ω).
(4.44)

Le contrôle optimal u est caractérisé par :〈
y(T, u))− zd, y(T, v)− y(T, u)

〉
L2(Ω)

+ 〈Nu, v − u〉L1(0,T ;H−1(Ω)) ≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.45)

L'état adjoint est formellement dé�nit par
d2p

dt2
(u)−∆p(u) = 0 sur ]0, T [.

p(0, u) = 0.
p′(T, u) = y(T, u)− zd.

(4.46)

Mais dans l'ordre d'appliquer le Théorème 4.3 ,p′(T, u) doit être donné dansH = H−1(Ω)
qui conduit à l'hypothèse

D0 = identité de H = H−1(Ω) dans H = H−1(Ω). (4.47)

Alors le problème (4.46 ) admet une solution unique.
Multiplions (4.46 ) par y(t, v)−y(u, t) et appliquons la formule de Green nous aurons :〈

y(u, T )− zd, y(T, u)− y(T, u)
〉

+

∫ T

0

〈
p(u),

( d2

dt2
−∆

)
(y(v)− y(u))

〉
dt = 0

〈
y(u, T )− zd, y(T, u)− y(T, u)

〉
+
〈
p(u), v − u

〉
L2(0,T,Ω)

= 0 ∀v ∈ Uad (4.48)

〈
y(u, T )− zd, y(T, u)− y(T, u)

〉
=

〈
− p(u), v − u

〉
=

〈
− Λ−1

U p(u), v − u
〉
L1(0,T,H−1(Ω))

(4.49)

d'où〈
− Λ−1

U p(u), v − u
〉
L1(0,T,H−1(Ω))

+
〈
Nu, v − u

〉
L1(0,T,H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.50)

et on a 〈
− Λ−1

U p(u) +Nu, v − u
〉
L1(0,T,H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.51)
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Théorème 4.5. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coût est
donnée par (4.44) , D0 satisfaisant (4.44).Alors le contrôle optimal u est fourni par la
résolution du système

d2

dt2
y(u) +A(t)y(u) = f + u sur Q

y(0, u) = g1 sur Ω
y′(T, u) = 0 sur Ω
y = g2 sur Σ

(4.52)


d2p

dt2
(u) +A(t)p(u) = 0 sur Q

p(T, u) = 0 sur Ω
p′(T, u) = y(u, T )− zd sur Ω
p = 0 sur Σ

(4.53)

et 〈
− Λ−1

U p(u) +Nu, v − u
〉
L1(0,T,H−1(Ω))

≥ 0 ∀v ∈ Uad (4.54)

Remarque 4.3. Lorsque Uad = U , (4.54) se réduit à :

−p(u) +Nu = 0. (4.55)
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Chapitre 2

Contrôle sans regrets , à moindres

regrets pour les systèmes

hyperboliques

1 Contrôle sans regrets , à moindres regrets pour les pro-
blèmes stationnaires

1.1 Introduction

Soit V un espace de Hilbert sur R de dual V ′ et soit l'opérateur A ∈ L(V,V ′) .
Soit U l'espace de Hilbert des contrôles et on donne B ∈ L(U ,V ′).
Pour f donné dans V ′ , et on désigne dans ce cadre par l' équation d'état relative au

contrôle v l'équation :
Ay = f +Bv (1.1)

Supposons que A est un isomorphisme de V sur V ′ et l'équation (1.1) admet une
solution unique.

Considérons les situations où (1.1) n'est pas satisfaite , mais l'on a des informations
sur Ay − f − Bv . De manière précise , soit F un espace de Hilbert , qui sera l'espace
des incertitudes et soit β ∈ L(F,V ′).

Soit par ailleurs :

G = espace de Hilbert des incertitudes g = sous espace vectoriel fermé de F.
(1.2)

On suppose

Ay − f −Bv ∈ βG. (1.3)

Si G = {0} , on trouve le cas standart (1.1).

Si G 6= {0} , on revient à (1.3) qui admet une solution unique notée y(v, g).
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Pour chaque g ∈ G on a ainsi un état possible , auquel on attache une fonction coût
donnée par

J(v, g) = ||Cy(v, g)− zd||2H +N ||v||2U (1.4)

Où H est l'espace de Hilbert des observations , U est l'espace des contrôles ,
C ∈ L(V,H) , N est donné > 0 et zd donné dans H.

le problème de contrôle est de trouver

trouver inf
v∈U

J(v, g). (1.5)

donc :
Si G = {0} , le problème classique est inf

v∈U
J(v, 0)

Si G 6= {0} , ceci n'a pas de sens pour inf
v∈U

J(v, g) ∀g ∈ G in�ni !

L'idée naturelle est procéder au calcul de

inf
v∈U

(
sup
g∈G

J(v, g)

)
(1.6)

mais sup
g∈G

J(v, g) = +∞ .En e�et y(v, g) = A−1(f +Bv + βg) et on aussi

y(v, g) = y(v, 0) + y(0, g)− y(0, 0)

et de là aboutit l'idée de J.L Lions J(v, g) ≤ J(0, g) donc J(v, g)− J(0, g) ≤ 0

1.2 Contrôle sans regrets

1.2.1 Contrôle de Pareto

Dé�nition 1.1. ( cf J.L.Lions [32])
On dira que u est un contrôle de Pareto s'il n'existe pas d'élément v ∈ U tel que

J(v, g) ≤ J(u, g) ∀g ∈ G
et
J(v, g0) < J(u, g0)

(1.7)

Théorème 1.1. Soit u0 donné dans U .Il existe un contrôle de Pareto et un seul relatif
à u0 (u0 points de Pareto)

Preuve 1.1. (Cf J.L.Lions [32]
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1.2.2 Contrôle sans regrets

Cette notion trouve son origine et appelation dans les travaux de J.L.Lions [27] ayant
trait à l'étude des systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles (systèmes
distribués) à données incomplètes et où l'on peut appliquer des contrôles.

si v (resp g ) désigne le contrôle ( resp la perturbation ou la pollution) " la fonction
coût " dépend de v et de g.On cherche , pour ces fonctions , les contrôles v , les meilleurs
possibles qui , en tout cas , font " au moins aussi bien" ou " pas beaucoup , plus mal dans
le pire des cas " que de ne rien faire du tout v = 0 .C'est pour cela que l'on introduit les
contrôles " sans regrets" ou "à moindres regrets".

Dé�nition 1.2. On dit que u ∈ U est un contrôle sans regrets relatif à u0 pour (1.1)
(1.4) si u est la solution du problème suivant

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)

]
(1.8)

Remarque 1.1. Lorsque u0 = 0 , la dé�nition 1.2 se réduit à la dé�nition du contrôle
sans regrets de J.L.Lions [32]

Lemme 1.1. Pour tout u0 �xé dans U et pour tout v ∈ U nous avons

J(v, g)− J(u0, g) = J(v, 0)− J(u0, 0) + 2
〈
β∗ζ(v − u0), g

〉
G′,G

∀g ∈ G. (1.9)

Notons par Λ : l'isomorphisme canonique de U dans U ′ où C∗ ∈ L(H′,V ′ ) et
ζ(v) ∈ V est dé�ni par v ∈ V par

A∗ζ(v) = C∗ΛC
(
y(0, v)− y(0, 0)

)
. (1.10)

A∗ (resp β∗) est l'adjoint de A ( resp β).

Preuve 1.2. En e�et nous avons

J(v, g)−J(u0, g) = J(v, 0)−J(u0, 0)+2
〈
C(y(v−u0, 0)−y(0, 0), Cy(0, g)−y(0, 0)

〉
H,H ∀g ∈ G.

(1.11)
Introduisons maintenant ζ(v) ∈ V dé�ni par (1.10).Alors〈

C(y(v, 0)− y(0, 0), C(y(0, g)− y(0, 0))
〉
H,H =

〈
A∗ζ(v), y(0, g)− y(0, 0)

〉
=

〈
ζ(v), βg

〉
V ′,V ′

=
〈
β∗ζ(v), g

〉
G′,G

à noter que A(y(0, g)− y(0, 0)) = βg
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Remarque 1.2. Pour simpli�er , on dé�nit l'opérateur S tel que S(v) = β∗ζ(v) , au-
trement dit

〈S(v), g〉 = 〈ζ(v), βg〉 ∀g ∈ G (1.12)

d'où on a

J(v, g)− J(u0, g) = J(v, 0)− J(u0, 0) + 2〈S(v − u0), g〉G′,G ∀g ∈ G (1.13)

Remarque 1.3. Bien sûr , le problème (1.8) n'est dé�ni que pour les contrôles v ∈ U
tels que

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)

]
<∞ (1.14)

Remarque 1.4. D'aprés (1.13) cela est réalisé pour le contrôle sans regrets ( et le
contrôle de Pareto) si et seulement si v ∈ K + u0 où

K = {w ∈ U , 〈S(w), g〉 = 0 ∀g ∈ G}

Proposition 1.1. [32] Soit u0 ∈ U , alors il existe un unique contrôle de Pareto relatif
à u0 .De plus c'est l'unique élément de l'ensemble K + u0 qui minimise la fonctionnelle
J(v) sur K + u0.

Le théorème montre bien l'équivalence entre le contrôle de Pareto et le contrôle sans
regrets.

Théorème 1.2. Soit u0 ∈ U un contrôle donné , alors on a :
u ∈ U est un contrôle de Pareto relatif à u0 si et seulement si u est un contrôle sans
regrets relatif à u0

Preuve
Soit u un contrôle de Pareto relatif à u0 et soit v ∈ K + u0.Alors〈

S(u− u0), g
〉
G′,G

= 0 =
〈
S(v − u0), g

〉
G′,G

∀g ∈ G. (1.15)

et on a〈
J(u, 0) ≤ J(v, 0) d'aprés la proposition 1.1 , en utilisant (1.9)
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J(u, 0)− J(u0, 0) + 2
〈
S(u− u0, g

〉
≤ sup

g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)

]
. (1.16)

d'où
sup
g∈G

[
J(u, g)− J(u0, g)

]
≤ sup

g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)

]
(1.17)

d'où
sup
g∈G

[
J(u, g)− J(u0, g)

]
= sup

g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)

]
(1.18)

Maintenant , soit v ∈ UrK+u0 .Il existe au moins un g0 ∈ G tel que 〈S(v−u0), g0〉 6= 0.
Alors

sup
g∈G

[
J(u, g)− J(u0, g)

]
=
[
J(v, 0)− J(u0, g)

]
+ 2 sup

g∈G
〈S(v − u0, g〉 = +∞ (1.19)

A noter qur G est un espace vectoriel , et on a deux seules possibilités :

sup
g∈G

〈
S(w), g

〉
= 0 ou sup

g∈G

〈
S(w), g

〉
= +∞

En e�et lim
t→+∞

〈
S(v − u0), tg0

〉
= +∞

D'autre part,comme u est un contrôle de Pareto on a

J(u, g)− J(u0, g) ≤ 0 ∀g ∈ G.

donc on a

J(u, g)− J(u0, g) ≤ 0 ≤ sup
(
J(v, 0)− J(u0, g)

)
∀g ∈ G. (1.20)

En�n

sup
g∈G

J(u, g)− J(u0, g) = inf
v∈UrK+u0

(
J(v, 0)− J(u0, g)

)
. (1.21)

En conclusion : u est un contrôle sans regrets relatif à u0.
Inversement : soit u est un contrôle sans regrets relatif à u0.On a

sup
g∈G

J(u, g)− J(u0, g) ≤ sup
g∈G

J(v, g)− J(u0, g). ∀v ∈ U (1.22)

Alors pour v = u0 et le fait qu'on a (1.13) , il vient que

J(u, 0) + sup
g∈G
〈S(u− u0, g〉 ≤ J(u0, 0) = c où c = constante (1.23)

Comme J(u, 0) ≥ 0 ona sup
g∈G
〈S(u−u0, g〉 ≤ c . On en déduit que 〈S(u−u0, g〉 = 0. Alors

u ∈ U rK + u0 et on a
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J(u, 0) ≤ J(v, 0) ∀v ∈ K + u0 (1.24)

En conclusion u est un contrôle de Pareto relatif à u0

Remarque 1.5. par la proposition 1.1 , on sait qu'il existe un unique contrôle de Pareto
relatif à u0 , et c'est le seul qui minimise la fonctionnelle inf J(v, 0).

Dans la deuxième partie du Théorème 1.2 , il est prouvé que le contrôle sans regrets
relatif à u0 s'il existe , il minimise aussi cette fonctionnelle.En fait , il su�t de montrer
l'existence d'un unique contrôle sans regrets relatif à u0 et que le contrôle de Pareto et
le contrôle sans regrets pour le problème (1.1) , (1.4) sont en réalité les mêmes.

1.3 Contrôle à moindres regrets

On s'intèresse à l'existence et la caracérisation de contrôle sans regrets ( ou de Pareto),
relatif à u0, alors on va introduire la méthode à moindres regrets introduite par J.L.Lions
[27]

On relaxe le problème (1.8), en introduisant pour γ > 0 , cf [15] et [18] , le problème

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)− γ||g||2G

]
(1.25)

où u0 ∈ U un contrôle donné , γ un paramètre strictement positif.

Dé�nition 1.3. La solution du problème (1.25) , si elle existe , sera dite le contrôle à
moindres regrets relatif à u0 , du problème (1.1) (1.4) .

Remarque 1.6. La notion de contrôle à moindres regrets est interprétée comme une
approximation du contrôle sans regret.

Remarque 1.7. [22] Avec le "le contrôle à moindres regrets" on admet la possibilité de
faire un choix de contrôle v ”légerement mauvais” (car du contrôle à moindres regrets
on a J(v, g)−J(u0, 0) ≤ γ||g||2G et non pas J(v, g)−J(u0, 0) ≤ 0 comme dans le contrôle
sans regrets) que de choisir mieux que u0- mais pas beaucoup mieux - si on choisit γ
assez petit .Le meilleur choix possible de v est alors donné par (1.25). Grâce à (1.13) ,
le problème perturbé (1.25) est équivalent à

inf
v∈U

[
J(v, g)− J(u0, g) + sup

g∈G

[
〈2S(v − u0), g〉 − γ||g||2G

]]
Remarque 1.8. La perturbation (1.25) permet d'expliquer facilement le conjugué

sup
g∈G

〈
S(v − u0), g

〉
− γ||g||2G (1.26)

On trouve

sup
g∈G

〈
S(v − u0), g

〉
− γ||g||2G =

1

γ
||S(v − u0)||2G′
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Cela étant , si maintenant on convient d'identi�er G à G′ , alors le problème (1.25)
prend la forme d'un problème d'optimisation standart avec une fonction coût quadratique

inf
v∈U
J γ(v) (1.27)

où

J γ(v) = J(v, 0)− J(u0; 0) +
1

γ
||S(v − u0)||2G (1.28)

1.3.1 Existence et unicité du contrôle à moindres regrets

Proposition 1.2. Le problème (1.27)-(1.28) admet une unique solution uγ appelée contrôle
à moindres regrets relatif à u0

Preuve :
Nous avons

J γ(v) ≥ −J(u0, 0) ∀v ∈ U (1.29)

Alors dγ = inf
v∈U
J γ(v) existe.

Soit alors vn = vn(γ) une suite minimisante telle que dγ = lim
n→∞

J γ(vn) , on a :

−J(u0, 0) ≤ J γ(vn) = J(vn, 0)− J(u0; 0) +
1

γ
||S(vn − u0)||2G ≤ dγ + 1 (1.30)

Alors on en déduit les bornes

||vn|| ≤ cγ ,
1
√
γ
||S(vn − u0)||G ≤ cγ , ||Cy(vn, 0)− zd||H ≤ cγ (1.31)

où la constante cγ ( indépendante de n) n 'est pas la même à chaque fois.Ainsi il
existe uγ ∈ U tel que vn ⇀ uγ dans U .Aussi y(vn, 0) ⇀ y(uγ , 0) ( la continuité par
rapport aux données).Par conséquent J γ(uγ) = dγ et on déduit aussi de la convexité
stricte de la fonction coût J γ que uγ est unique

Théorème 1.3. La solution uγ du problème relaxé (1.27)- (1.28) converge faiblement
dans U vers le contrôle sans regrets relatif à u0
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Preuve[18]
Soit uγ la solution de (1.27) - (1.28) , alors

J(uγ , 0)−J(u0, 0)+
1

γ
||S(v−u0)||2G ≤ J(v, 0)−J(u0, 0)+

1

γ
||S(v−u0)||2G ∀v ∈ U . (1.32)

En particulier pour v = u0 on a

J(uγ , 0)− J(u0, 0) +
1

γ
||S(uγ − u0)||2G ≤ 0 (1.33)

et de la structure de J(uγ , 0) dans (1.4) donne

||Cy(uγ , 0)− zd||2H +N ||uγ ||2U +
1

γ
||S(uγ − u0)||2G ≤ J(u0, 0) (1.34)

On en déduit que la suite (uγ) est borné dans U . Alors on peut extraire une sous-suite
encore notée (uγ) qui converge faiblement vers un élément de U , solution de (1.27).D'autre
part pour tout u ∈ U on a

J(v, g)− J(u0, g)− γ||g||2G ≤ J(v, g)− J(u0, g) ∀g ∈ G (1.35)

D'où

J(uγ , g)− J(u0, g)− γ||g||2G ≤ sup
g∈G

(
J(v, g)− J(u0, g)

)
∀g ∈ G (1.36)

Par passage à la limite γ −→ 0 on obtient

J(u, g)− J(u0, g)− γ||g||2G ≤ sup
g∈G

(
J(v, g)− J(u0, g)

)
∀g ∈ G (1.37)

on déduit de (1.36) que u est un contrôle sans regrets relatif à u0 .

1.3.2 Système d'optimalité du contrôle à moindres regrets

Proposition 1.3. Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (1.27) - (1.28) est ca-
ractérisé par la solution unique {yγ , ζγ , ργ , pγ}du système d'optimalité



Ayγ = f +Buγ A∗ζγ = C∗Λ
(
Cyγ − y(0, 0)

)
.

Aργ =
1

γ
β∗βζγ A∗ pγ = C∗Λ

(
Cyγ − zd

)
+ C∗ΛCργ .

B∗pγ +Nuγ = 0 sur U .

(1.38)
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Preuve Soit uγ la solution de (1.27) - (1.28) sur U . La condition nécessaire d'Euler-
Lagrange donne pour tout w ∈ U〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)−zd

)
, y(w, 0)−y(0, 0)

〉
H×H

+

〈
N(uγ , w

〉
U×U

+2

〈
1

γ
S(uγ), S(w)

〉
G×G

≥ 0

(1.39)
En notant yγ = y(uγ , 0) et ζγ(v) = βS(v) , on a

A∗ζγ = C∗Λ
(
Cyγ − y(0, 0)

)
(1.40)

soit ργ solution de

Aργ =
1

γ
ββ∗ζγ (1.41)

on introduit l'état adjoint pγ = p(uγ , 0) dé�ni par

B∗pγ = C∗Λ
(
Cyγ − zd

)
+ C∗ΛCργ (1.42)

donc 〈
Λ−1
U B∗pγ +Nuγ , w

〉
≥ 0 ∀w ∈ U . (1.43)

Mais aussi 〈
Λ−1
U B∗pγ +Nuγ , w

〉
≤ 0 ∀w ∈ U . (1.44)

d'où
Λ−1
U B∗pγ +Nuγ = 0. (1.45)

1.3.3 Système d'optimalité singulier du contrôle sans regrets

Comme mentionné dans [32] , considérons l'opérateur R dé�ni tout d'abord par la
résolution du problème

Aρ = βg ∀g ∈ G ρ ∈ V (1.46)

puis

A∗σ = C∗Cρ σ ∈ V (1.47)

et on pose

Rσ = β∗σ (1.48)

On suppose que
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||Rg||Ĝ ≥ c||g||G ∀g ∈ G. (1.49)

l'espace Ĝ est le complété de G dans F contenant les éléments Rg.

Remarque 1.9. L'espace Ĝ est en fait le complété de G pour un sous espace
(
H, ||.||||.||

)
, lequel il peut être plus grands que G.

Théorème 1.4. On suppose que (1.49) est vraie , le contrôle sans regrets u relatif à u0

, solution du problème (1.8) est caractérisé par la solution unique {y, λ, ρ, p}
Ay = f +Bu.
Aρ = λ A∗p = C∗

(
Cy − zd

)
+ C∗Cρ

B∗p+Nu = 0 sur U .
(1.50)

avec λ ∈ G

Preuve De la relation (1.34) et le Théorème 1.3 la suite uγ converge faiblement dans
U vers u l'unique contrôle sans regrets relatif à u0 .L' opérateur B étant continu de U
dans V ′ , donc

Buγ ⇀ Bu faiblement dans V ′ (1.51)

A partir de la proposition 1.3 la suite {Ayγ} est borné dans V ′ et comme A est un
isomorphisme alors

Ayγ ⇀ Ay faiblement dans V ′ (1.52)

par passage à la limite dans la première equation de (1.38) on a Ay = f + Bu et on
déduit de la proposition 1.3 on a B∗pγ = −nuγ est borné dans V ′.

Soit R(
1

γ
β∗ζγ) = B∗pγ alors de l'hypothèse (1.49) on déduit que { 1

γβ
∗ζγ} est borné

dans G sous-espace fermé de F , donc 1
γβ
∗ζγ ⇀ λ ∈ Ĝ ⊂ F.

d' où Aρ = β 1
γβ
∗ζγ est borné et alors {ργ} aussi borné grâce l'isomorphisme de A.

donc

ργ ⇀ ρ pour ρ ∈ V ′
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2 Contrôle sans regrets pour les equations hyperboliques

2.1 Notation

Dans cette partie on généralise la notion de contrôle sans regrets et à moindres regrets
aux cas des problèms d'évolution notamment aux équations hyperboliques

On considère le système suivant :
d2y

dt2
+Ay = f +Bv sur Q = Ω× (0, T ).

y(0) = y0 + g0 sur Ω
y′(0) = y1 + g1 sur Ω
y = 0 sur Σ = Γ× (0, T )

(2.1)

Supposons que Ω est un ouvert borné de Rn à frontière Γ réguliere.
Dans cette section on considère donc les espaces V,H avec V ⊂ H , V dense dans

H et V séparable .
On reprend les mêmes données du section 2 du chapitre1 avec :

A ∈ L
(
L2(0, T ;V ), L2(0, T ;V ′)

)
f ∈ L2(0, T ;H).
v ∈ U espace de Hilbert des contrôles.

B ∈ L
(
U , L2(0, T ;H)

)
Soit F un espace de Hilbert = espace des incertitudes tel que V ⊂ H ⊂ F ⊂ V ′
Soit G0 un sous espace fermé de V tels que y0 ∈ V et g0 ∈ G0.
Soit G1 un sous espace fermé de H tels que y1 ∈ H et g1 ∈ G1.
Soit y(v, g) solution de(2.1) où g = (g0, g1).

soit C ∈ L
(
L2(0, T ;V ),H

)
Où H est l'espace des observations.

Considérons la fonction coût

J(v, g) = ||y(v, g)− zd||2H +N ||u||2U (2.2)

où zd donné dansH etN > 0

2.2 Contrôle sans regrets

On prend dans le reste du chapitre u0 = 0 et donc si v (resp g) désigne le contrôle
(resp la perturbation ou la pollution) " la fonction coût " dépend de v et de g.On cherche
, pour ces fonctions , les contrôles u ,dit contrôle sans regrets veri�ant (1.25 )

Lemme 2.1. Pour tout v ∈ U nous avons

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
ζ(v), g

〉
G′,G

∀g ∈ G. (2.3)
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où ζ(v) ∈ L2(0, T, V ) est dé�ni par v ∈ U par

d2ζ

dt2
+A∗ζ(v) = C∗ΛC

(
y(v, 0)− y(0, 0)

)
. (2.4)

A∗ est l'adjoint de A et Λ l'isomorphisme canonique de H.dans H′

Preuve :
En e�et nous avons

J(v, g)−J(u0, g) = J(v, 0)−J(0, 0)+2
〈
C(y(v, 0)−y(0, 0)), C(y(0, g)−y(0, 0))

〉
H,H ∀g ∈ G.

(2.5)
Introduisons maintenant ζ(v) ∈ L2(0, T, V ) dé�ni par (2.4).Alors

〈
C(y(v, 0)− y(0, 0), C(y(0, g)− y(0, 0))

〉
H,H =

〈 d2

dt2
ζ +A∗ζ(v), y(0, g)− y(0, 0)

〉
=

〈
ζ(v), g

〉
G′,G

on dé�nit ainsi l'opérateur S tel que S(v) = ζ(v) , autrement dit
〈S(v), g〉 = 〈ζ(v), g〉 ∀g ∈ G

2.3 Contrôle à moindres regrets

Comme dans le numéro précédent , on relaxe le problème (1.25), en introduisant pour
γ > 0 , le problème devient

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(0, g)− γ||g||2G

]
(2.6)

et donc La solution du problème (2.6) , si elle existe ,est le contrôle à moindres regrets
, du problème (2.1) (2.2) . Ainsi le problème perturbé (1.25) est équivalent à

inf
v∈U

[
J(v, g)− J(u0, g) + sup

g∈G

[
〈2S(v − u0), g〉 − γ||g||2G

]]
On trouve

sup
g∈G
〈S(v), g

〉
− γ||g||2G =

1

γ
||S(v)||2G

Cela revient à trouver
inf
v∈U
J γ(v) (2.7)

où

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0) +
1

γ
||S(v)||2G (2.8)
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2.3.1 Existence et unicité du contrôle à moindres regrets

Proposition 2.1. Le problème (2.7) - (2.8) admet une unique solution uγ appelé contrôle
à moindres regrets .

Preuve :
La démonstration est analogue à celle faite pour la Proposition 1.2.

2.4 Système d'optimalité du contrôle à moindres regrets

2.4.1 Observation : cas z(v) = Cy(v)

Le contrôle �moindre regrets est caractérisé par

J(v, g)−J(0, g) = J(v, 0)−J(0, 0)+2
〈
C∗Λ

(
C[y(v, 0)−y(0, 0)]

)
, y(0, g)−y(0, 0)

〉
(2.9)

avec C ∈ L(L2(0, T, V ),H)
On introduit l'état adjoint ζγ solution de :

d2ζγ
dt2

+A∗ζγ = C∗Λ
(
C(yγ − y(0, 0))

)
ζγ(T ) = 0,

ζ
′
γ(T ) = 0.

(2.10)

donc(2.9) devient

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈 d2

dt2
ζγ +A∗ζγ , y(0, g)− y(0, 0)

〉
(2.11)

aprés intégration par parties on obtient

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
(〈
− ζ ′(0), g0

〉
+
〈
ζ(0), g1

〉)
(2.12)

et d'aprés (1.25) on cherche le contrôle qui véri�e

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(0, g)− γ||g||2G

]
(2.13)

donc la fonctionnelle J γ est dé�ni par

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0) +
1

γ

[∣∣|ζ(v)(0)||2 − ||ζ ′(v)(0)||2
]

(2.14)

Soit uγ la solution de (2.7)- (2.8) sur U .La condition nécessaire d'Euler-Lagrange
donne pour tout w ∈ U
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J γ(uγ)′.w = lim
θ→0

1

θ
[J γ(uγ + θw)− J γ(uγ)] ≥ 0 (2.15)

Donc le contrôle à moindre regrets est caractérisé par〈
Cy(uγ , 0)−zd, C

(
y(w, 0)−y(0, 0)

)〉
H

+

〈
Nuγ , w

〉
U
−
〈

1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.16)
Puisque C ∈ L

(
L2(0, T ;V ),H

)
alors C∗ ∈ L

(
H′, L2(0, T ;V ′)

)
, notons par ΛH = Λ

l'isomorphisme canonique de H sur H′ donc (2.16) est équivaut à

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
V ′,V

dt +

〈
Nuγ , w

〉
U×U
−
〈

1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.17)

On introduit ργ = ρ(uγ , 0) solution du problème

d2

dt2
ργ +Aργ = 0

ργ(0) =
1

γ
ζ ′(0),

ρ
′
γ(0) =

1

γ
ζ(0).

(2.18)

Alors :

−
〈

1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
= −

〈
ρ′γ(0), ζ(w)(0)

〉
+

〈
ργ(0), ζ ′(w)(0)

〉
(2.19)

et

∫ T

0

〈
ρ, ζ ′′ +A∗ζ

〉
=

〈
ρ′γ(0), ζ(w)(0)

〉
−
〈
ργ(0), ζ ′(w)(0)

〉
=

∫ T

0

〈
ρ, C∗ΛCy(w, 0)− y(0, 0)

〉
=

∫ T

0

〈
C∗ΛCρ, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
(2.20)

et (2.17 ) devient∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd

)
+ C∗ΛCρ, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
dt+

〈
Nuγ , w

〉
U

(2.21)
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On introduit pγ = p(uγ , 0) solution du problème
d2

dt2
pγ +Apγ = C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd) + C∗ΛCργ

pγ(T ) = 0

p
′
γ(T ) = 0

(2.22)

d'où

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
+

〈
C∗ΛCργ , y(w, 0)− y(0, 0)

〉
dt

=

〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd) + C∗ΛCργ , y(w, 0)− y(0, 0)

〉
=

〈
d2

dt2
pγ +Apγ , y(w, 0)− y(0, 0)

〉
=

〈
B∗p, w

〉
U ′,U

(2.23)

puisque B ∈ L(U , L2(0, T ;H)) alors B∗ ∈ L(L2(0, T ;H),U ′) dans la dernière égalité le
produit scalaire est entre U ′ et U donc on introduit l'isomorphisme canonique ΛU de U
dans U ′ et donc

Λ−1
U B∗pγ = C∗Λ

(
Cyγ − zd

)
+ C∗ΛCργ (2.24)

d'où

Λ−1
U B∗pγ +Nuγ = 0. (2.25)

d'où

Proposition 2.2. Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (2.7)- (2.8) avec l'ob-
servation z(v) = Cy(v)est caractérisé par la solution unique {yγ , ζγ , ργ , pγ}du système
d'optimalité



d2yγ
dt2

+Ayγ = f +Buγ yγ(0) = y0 y′γ(0) = y1

d2ζγ
dt2

+A∗ζγ = C∗Λ
(
Cyγ − y(0, 0)

)
ζγ(T ) = 0 ζ

′
γ(T ) = 0.

d2ργ
dt2

+Aργ = 0 ργ(0) = −1

γ
ζ
′
γ(0) ρ

′
γ(0) =

1

γ
ζγ(0).

d2pγ
dt2

+A∗pγ = C∗Λ
(
Cyγ − zd

)
+ C∗ΛCργ pγ(T ) = 0 p′γ(T ) = 0.

Λ−1
U B∗pγ +Nuγ = 0 dans U .

(2.26)
yγ = y(uγ , 0) ,ζγ = ζ(uγ , 0) ,ργ = ρ(uγ , 0) et pγ = p(uγ , 0)
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2.4.2 Système d'optimalité singulier du contrôle sans regrets

Par passage à la limite dans le système ( 2.9) on obtient le système d'optimalité pour
le contrôle sans regrets , alors on a :

Théorème 2.1. Le contrôle sans regrets u est caractérisé par l'unique solution{y, λ0, λ1, ζ, ρ, p}
du système d'optimalité

y′′ +Ay = f +Bu y(0) = y0 y′(0) = y1

ζ ′′ +Aζ = C∗Λ(Cy(u, 0)− y(0, 0)) ζ(T ) = 0 ζ ′(T ) = 0
ρ′′ +Aρ = 0 ρ(0) = λ0 ρ′(0) = λ1

p′′ +Ap = C∗Λ(Cy − zd) + C∗ΛCρ p(T ) = 0 p′(T ) = 0

Λ−1
U B∗p+Nu = 0.

(2.27)

avec


λ0 = lim

γ→0

1

γ
ζ ′(0) λ0 ∈ Ĝ0 le complété de G0 pour la norme de G0.

λ1 = lim
γ→0

1

γ
ζ(0) λ1 ∈ Ĝ1 le complété de G1 pour la norme de G1.

(2.28)

2.4.3 Observation : cas z(v) = Cy′(v)

Proposition 2.3. Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (2.7) - (2.8) pour l'ob-
servation z(v) = Cy′(v)est caractérisé par la solution unique {yγ , ζγ , ργ , pγ}du système
d'optimalité



d2yγ
dt2

+Ayγ = f +Buγ yγ(0) = y0 y′γ(0) = y1

d2

dt2
ζγ +Aζγ +

∫ T

t
A′(s)ζγ(s)ds = C∗Λ

(
C[y′γ − y′(0, 0)]

)
ζγ(T ) = 0 ζ

′
γ(T ) = 0

d2ργ
dt2

+Aργ = 0 ργ(0) = −1

γ
ζ
′
γ(0) ρ

′
γ(0) =

1

γ
ζγ(0)

d2pγ
dt2

A∗ pγ +

∫ T

t
A′(s)pγ(s)ds = C∗

(
Cy′γ − zd

)
+ C∗ΛCργ pγ(T ) = 0 p′γ(T ) = 0

B∗pγ +Nuγ = 0 dans U .
(2.29)

yγ = y(uγ , 0) ,ζγ = ζ(uγ , 0) ,ργ = ρ(uγ , 0) et pγ = p(uγ , 0)

Preuve La fonction coût est dé�nie par

J(v) = ||Cy′(v, g)− zd||2H +N ||V ||2U (2.30)
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Le contrôle à moindre regrets est caractérisé par

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
C∗Λ

(
C[y′(v, 0)− y′(0, 0)]

)
, y′(0, g)− y′(0, 0)

〉
(2.31)

avec C ∈ L(L2(0, T ;H),H) et Λ un isomorphisme canonique de H dans H′
On introduit l'état adjoint ζγ solution de

d2ζγ
dt2

+Aζγ +

∫ T

t
A′(s)ζγ(s)ds = C∗Λ

(
C(y′γ − y′(0, 0))

)
ζγ(T ) = 0,

ζ
′
γ(T ) = 0.

(2.32)

En posant

q(t) =

∫ T

t
A′(s)ζ(s)ds (2.33)

et

a(t, ϕ, ψ) = (A(t)ϕ,ψ), a′(s, ϕ, ψ) = (A′(s)ϕ,ψ) et A′(s) ∈ L(V,H) (2.34)

Formellement (car les produits scalaires n'ont pas de sens pour l'instant ) (2.31)
devient

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2

∫ T

0

[〈 d2

dt2
ζγ +Aζγ + q(t), y′(0, g)− y′(0, 0)

〉]
dt

(2.35)
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en utilisant (2.34) et intégrons par partie on obtient :∫ T

0

〈 d2

dt2
ζγ +Aζγ + q(t), y′(0, g)− y′(0, 0)

〉
dt =

〈
− ζ ′γ(0), g1

〉
+

∫ T

0

〈
− ζ ′γ , y′′(0, g)− y′′(0, 0)

〉
dt

+

∫ T

0

〈
− ζ ′γ , A(y(0, g)− y(0, 0))

〉
dt

+

∫ T

0

〈
ζ ′γ , A(y(0, g)− y(0, 0))

〉
dt

+

∫ T

0

〈
Aζγ , y

′(0, g)− y′(0, 0)
〉
dt

+

∫ T

0

〈
q(t), y′(0, g)− y′(0, 0)

〉
dt

=
〈
− ζ ′γ(0), g1

〉
+

∫ T

0
a(t, ζ ′γ , y(0, g)− y(0, 0))dt

+

∫ T

0
a(t, ζ ′γ , y(0, g)− y(0, 0))dt

+

∫ T

0
a′(t, ζγ , y(0, g)− y(0, 0))dt

=
〈
− ζ ′γ(0), g1

〉
+

∫ T

0

d

dt
a(t, [ζγ , y(0, g)− y(0, 0))]dt

= −
〈
ζ ′γ(0), g1

〉
−
〈
ζγ(0), g0

〉
(2.36)

d'où

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
− ζ ′γ(0), g1

〉
G1

+ 2
〈
− ζγ(0), g0

〉
G0

(2.37)

Remarque 2.1. le calcul formel est justi�é de la même façon que dans (4.36)-(4.37)-
(4.38)-(4.39) du chapitre 1.

Comme le contrôle à moindres regrets est solution de

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(0, g)− γ||g||2G

]
on aura pour γ > 0

inf
v∈U

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(0, g)− γ||g||2G

]
= inf

v∈U

[
J(v, 0)− J(0, 0)− 1

γ

∣∣|ζ ′(0)||2 − 1

γ
||ζ(0)||2

]
(2.38)
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donc la fonctionnelle J γ est dé�ni par

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0)− 1

γ
||ζ ′(v)(0)||2 − 1

γ
||ζ(v)(0)||2 (2.39)

Soit uγ la solution de (2.7)- (2.8) sur U .La condition nécessaire d'Euler-Lagrange
donne pour tout w ∈ U

J γ(uγ)′.w = lim
θ→0

1

θ

[
J γ(uγ + θw)− J γ(uγ)

]
≥ 0 (2.40)

Donc le contrôle à moindre regret est caractérisé par∫ T

0

〈
Cy′(uγ , 0)− zd, C

(
y′(w, 0)− y′(0, 0)

)〉
H
dt+

〈
Nuγ , w

〉
U
−
〈

1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.41)
Puisque C ∈ L

(
L2(0, T ;H),H

)
alors C∗ ∈ L

(
H′, L2(0, T ;H)

)
, notons par ΛH = Λ

l'isomorphisme canonique de H sur H′ donc (2.41) est équivaut à

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy′(uγ , 0)− zd

)
, y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
H

+

〈
N(uγ , w

〉
U×U

+

−
〈

1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
G1

−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
G0

≥ 0
(2.42)

On introduit ργ = ρ(uγ , 0) solution du problème

d2ργ
dt2

+Aργ +m(t) = 0

ργ(0) =
1

γ
ζ ′(0),

ρ
′
γ(0) = −1

γ
ζ(0).

(2.43)

où m(t) est dé�ni par
〈
ζ,m(t)

〉
=
〈
ρ, q(t)

〉
et q(t) =

∫ T

t
A′(s)ζ(s)ds

Alors de :

−
〈

1

γ
ζ ′(uγ(0), ζ ′(uγ(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ(uγ(0), ζ(uγ(w)(0)

〉
= −

〈
ρ′γ(0), ζ(w)(0)

〉
+

〈
ργ(0), ζ ′(w)(0)

〉
=

∫ T

0

〈
ρ, C∗ΛC(y′(w, 0)− y′(0, 0))

〉
dt

=

∫ T

0

〈
C∗ΛCρ, y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
dt

(2.44)
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∫ T

0

〈
Cy′(uγ , 0)−zd, C

(
y′(w, 0)−y′(0, 0)

)〉
H
dt+

〈
Nuγ , w

〉
U

+

∫ T

0

〈
C∗ΛCρ, y′(w, 0)−y′(0, 0)

〉
dt ≥ 0

(2.45)

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy′(uγ , 0)− zd

)
+C∗ΛCρ, y′(w, 0)− y′(0, 0)

)〉
H
dt+

〈
Nuγ , w

〉
U
,≥ 0 (2.46)

On introduit pγ = p(uγ , 0) solution du problème


d2pγ
dt2

+Apγ +

∫ T

t
A′(s)pγ(s)ds = C∗Λ

(
Cy′(uγ , 0)− zd) + C∗Cργ

pγ(T ) = 0

p
′
γ(T ) = 0

(2.47)

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy(uγ , 0)− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
dt+

∫ T

0

〈
C∗Cργ , y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
dt

=

∫ T

0

〈
C∗Λ

(
Cy′(uγ , 0)− zd) + C∗Cργ , y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
dt

=

〈
d2

dt2
pγ +Apγ +

∫ T

t
A′(s)pγ(s)ds, y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
=

〈
B∗p, w

〉
.

(2.48)

dans la dernière égalité le produit scalaire est entre U ′ et U don on introduit l'isomor-
phisme canonique ΛU de U dans U ′ et donc

Λ−1
U B∗pγ = C∗Λ

(
Cyγ − zd

)
+ C∗ΛCργ (2.49)

d'où

Λ−1
U B∗pγ +Nuγ = 0. (2.50)

2.4.4 Observation : cas z(v) = D0(y(v, g)(T ))

On considère l'observation e suivante{
D0 ∈ L(V, H);
z(v) = D0(y(v, g)(T )))

(2.51)
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La fonction coût est :

J(v) = ||D0(y(v, g)(T ))− zd||2H +N ||v||2U où zd donné dans H. (2.52)

d'où

J(v, g)−J(0, g) = J(v, 0)−J(0, 0)+2
〈
D∗0Λ

(
D0[y(v, 0)(T )−y(0, 0)(T )]

)
, y(0, g)(T )−y(0, 0)(T )

〉
(2.53)

On introduit formellement l'état adjoint ζγ solution de
d2ζγ
dt2

+A(t)ζγ = 0.

ζγ(T ) = 0,

ζ
′
γ(T ) = D∗0Λ

(
D0[y(v, 0)(T )− y(0, 0)(T )]

)
.

(2.54)

(2.53) devient :

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
ζ ′γ(T ), y(0, g)(T )− y(0, 0)(T )

〉
(2.55)

et〈
ζ ′′γ +Aζγ , y(0, g)−y(0, 0)

〉
=
〈
ζ ′γ(T ), y(0, g)(T )−y(0, 0)(T )〉−

〈
ζ ′γ(0), g0

〉
+
〈
ζγ(0), g1

〉
(2.56)

(2.53) est équivaut à :

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
ζ ′γ(0), g0

〉
− 2
〈
ζγ(0), g1

〉
(2.57)

d'où pour γ > 0 la fonctionnelle J γ(v) sera dé�ni par

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
ζ ′γ(0), g0

〉
+ 2
〈
ζγ(0), g1

〉
− γ||g||2 (2.58)

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0) +
1

γ

[∣∣|ζ ′(v)(0)||2 − ||ζ(v)(0)||2
]

(2.59)

Soit uγ la solution de (2.7)- (2.8) sur U .La condition nécessaire d'Euler-Lagrange
donne pour tout w ∈ U

J γ(uγ)′.w = lim
θ→0

1

γ

[
J γ(uγ + θw)− J γ(uγ)

]
≥ 0 (2.60)

Donc le contrôle à moindres regrets est caractérisé par〈
D0y(uγ , 0)(T )− zd,D0

(
y(w, 0)− y(0, 0)

)
(T )

〉
H

+

+

〈
Nuγ , w

〉
U

+

〈
1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0 (2.61)
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Puisque D0 ∈ L(V,H) alors D∗0 ∈ L
(
H′, V ′) , notons par ΛH = Λ l'isomorphisme

canonique de H sur H′ donc (2.61) est équivaut à

∫ T

0

〈
D∗0Λ

(
D0y(uγ , 0)(T )− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)(T )

〉
V ′,V

+

〈
Nuγ , w

〉
U×U

+

〈
1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.62)

On introduit ργ = ρ(uγ , 0) solution du problème

d2ργ
dt2

+Aργ = 0

ργ(0) =
1

γ
ζ ′(0),

ρ
′
γ(0) = −1

γ
ζ(0).

(2.63)

Alors de :∫ T

0

〈
D∗0Λ

(
D0y(uγ , 0)(T )− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)

〉
+

〈
Nuγ , w

〉
+

〈
1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.64)

on a

〈1
γ
ζ ′(uγ)(0), ζ ′(w)(0)〉+ 〈1

γ
ζ(uγ)(0), ζ(w)(0)〉 = 〈D∗0D0ργ(T ), y(w, 0)− y(0, 0)〉 (2.65)

On introduit pγ = p(uγ , 0) solution du problème
d2pγ
dt2

+Apγ = 0

pγ(T ) = 0

p
′
γ(T ) = D∗0Λ

(
D0y(uγ , 0)− zd) +D∗0D0ργ(T )

(2.66)
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〈
D∗0Λ

(
D0y(uγ(T ), 0)− zd

)
, (y(w, 0)− y(0, 0))(T )

〉
+

〈
D∗0D0ργ(T ), y(w, 0)− y(0, 0)(T )

〉
=

〈
D∗0Λ

(
D0y(uγ , 0)(T )− zd) +

+ D∗0D0ργ(T ), y(w, 0)− y(0, 0)(T )

〉
=

〈
d2

dt2
pγ +Apγ , y(w, 0)− y(0, 0)(T )

〉
=

〈
− Λ−1

U B∗p(u), w

〉
(2.67)

Proposition 2.4. Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (2.7)-(2.8) est caractérisé
par la solution unique {yγ , ζγ , ργ , pγ}du système d'optimalité



d2yγ
dt2

+Ayγ = f +Buγ yγ(0) = y0 y′γ(0) = y1

d2ζγ
dt2

+A∗ζγ = 0 ζγ(T ) = 0 ζ
′
γ(T ) = D∗0Λ

(
D0[yγ − y(0, 0)](T )

)
d2ργ
dt2

+Aργ = 0 ργ(0) =
1

γ
ζ
′
γ(0) ρ

′
γ(0) = −1

γ
ζγ(0)

d2pγ
dt2

A∗pγ = 0 pγ(T ) = 0 p′γ(T ) = D∗0Λ

(
D0yγ(T )− zd

)
+D∗0ΛD0ργ(T

B∗pγ +Nuγ = 0 dans U .
(2.68)

yγ = y(uγ , 0) ,ζγ = ζ(uγ , 0) ,ργ = ρ(uγ , 0) et pγ = p(uγ , 0)
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2.4.5 Observation : cas z(v) = D(y′(v, g)(T ))

On considère l'observation suivante{
D ∈ L(H, H);
z(v) = D(y′(T, v))

(2.69)

La fonction coût est :

J(v) = ||Dy′(v, g)(T )− zd||2H + 〈Nv, v〉U où zd donné dans H. (2.70)

d'où

J(v, g)−J(0, g) = J(v, 0)−J(0, 0)+2
〈
D∗Λ

(
D[y′(v, 0)(T )−y′(0, 0)(T )]

)
, y′(0, g)(T )−y′(0, 0)(T )

〉
(2.71)

On introduit formellement l'état adjoint ζγ solution de
d2ζγ
dt2

+A(t)ζγ = 0.

ζγ(T ) = D∗Λ
(
D[y(v, 0)(T )− y(0, 0)(T )]

)
.

ζ
′
γ(T ) = 0

(2.72)

donc :

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0) + 2
〈
ζγ(T ), y′(0, g)(T )− y′(0, 0)(T )

〉
(2.73)

et〈
ζ ′′γ+Aζγ , y(0, g)−y(0, 0)

〉
= −

〈
ζγ(T ), y′(0, g)(T )−y′(0, 0)(T )〉−

〈
ζ ′γ(0), g0

〉
+
〈
ζγ(0), g1

〉
(2.74)

(2.71) est équivaut à :

J(v, g)− J(0, g) = J(v, 0)− J(0, 0)− 2
〈
ζ ′γ(0), g0

〉
+ 2
〈
ζγ(0), g1

〉
(2.75)

d'où pour γ > 0 la fonctionnelle J γ(v) sera dé�ni par

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0)− 2
〈
ζ ′γ(0), g0

〉
+ 2
〈
ζγ(0), g1

〉
− γ||g||2 (2.76)

J γ(v) = J(v, 0)− J(0, 0) +
1

γ

[∣∣|ζ(v)(0)||2 − ||ζ ′(v)(0)||2
]

(2.77)

Soit uγ la solution de (2.7)- (2.8) sur U .La condition nécessaire d'Euler-Lagrange
donne pour tout w ∈ U

J γ(uγ)′.w = lim
θ→0

1

γ

[
J γ(uγ + θw)− J γ(uγ)

]
≥ 0 (2.78)
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Donc le contrôle à moindres regrets est caractérisé par〈
Dy′(uγ , 0)(T )− zd,D

(
y′(w, 0)− y′(0, 0)

)
(T )

〉
H

+

〈
Nuγ , w

〉
U
−
〈

1

γ
ζ(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.79)

Puisque D ∈ L(H,H) alors D∗ ∈ L
(
H′, H) , notons par ΛH = Λ l'isomorphisme

canonique de H sur H′ donc (2.79) est équivaut à

∫ T

0

〈
D∗Λ

(
D0y(uγ , 0)(T )− zd

)
, y(w, 0)− y(0, 0)(T )

〉
V ′,V

+

〈
N(uγ , w

〉
U ,U

+

〈
− 1

γ
ζ(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.80)

On introduit ργ = ρ(uγ , 0) solution du problème

d2

dt2
ργ +Aργ = 0

ργ(0) = −1

γ
ζ(0),

ρ
′
γ(0) =

1

γ
ζ ′(0).

(2.81)

Alors de :∫ T

0

〈
D∗Λ

(
Dy′(uγ , 0)(T )− zd

)
, y′(w, 0)− y′(0, 0)

〉
+

〈
N(uγ , w

〉
+

〈
− 1

γ ζ(uγ)(0), ζ ′(w)(0)

〉
+

〈
1
γ ζ
′(uγ)(0), ζ(w)(0)

〉
≥ 0

(2.82)

on a

〈−1

γ
ζ(uγ)(0), ζ ′(w)(0)〉+ 〈1

γ
ζ ′(uγ)(0), ζ(w)(0)〉 = 〈D∗ΛDργ(T ), y′(w, 0)− y′(0, 0)〉

(2.83)

On introduit pγ = p(uγ , 0) solution du problème
d2pγ
dt2

+Apγ = 0

pγ(T ) = D∗Λ
(
Dy′(uγ , 0)− zd) +D∗ΛDργ(T )

p
′
γ(T ) = 0

(2.84)
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〈
D∗Λ

(
Dy′(uγ(T ), 0)− zd

)
, (y′(w, 0)− y′(0, 0))(T )

〉
+

〈
D∗Dργ(T ), y′(w, 0)− y′(0, 0)(T )

〉
=

〈
D∗Λ

(
Dy′(uγ , 0)(T )− zd) +D∗Dργ(T ), y′(w, 0)− y′(0, 0)(T )

〉
=

〈
d2

dt2
pγ +Apγ , y

′(w, 0)− y′(0, 0)(T )

〉
=

〈
− Λ−1

U B∗p(u), w

〉
(2.85)

Proposition 2.5. Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (2.7) - (2.8) est carac-
térisé par la solution unique {yγ , ζγ , ργ , pγ}du système d'optimalité



d2yγ
dt2

+Ayγ = f +Buγ yγ(0) = y0 y′γ(0) = y1

d2ζγ
dt2

+A∗ζγ = 0 ζγ(T ) = D∗Λ
(
D[yγ − y(0, 0)](T )

)
ζ
′
γ(T ) = 0

d2ργ
dt2

+Aργ = 0 ργ(0) = −1

γ
ζγ(0) ρ

′
γ(0) =

1

γ
ζ ′γ(0)

d2pγ
dt2

A∗ pγ = 0 pγ(T ) = D∗Λ
(
Dyγ(T )− zd

)
+D∗ΛDργ(T ) p′γ(T ) = 0

Λ−1
U B∗pγ +Nuγ = 0 dans U .

(2.86)
yγ = y(uγ , 0) ,ζγ = ζ(uγ , 0) ,ργ = ρ(uγ , 0) et pγ = p(uγ , 0)
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Chapitre 3

Sentinelle distribuée pour les

systèmes hyperboliques

1 Rappels sur la notion de Sentinelle

L'objectif est de trouver une méthode pour calculer les termes de pollution.Plusieurs
méthodes peuvent être utilisées .La célèbre est celle des moindres carrés.Cependant avec
cette méthode les termes de pollution et les termes manquants τ ŷ , λξ̂ sont calculés
ensemble et nous ne pouvons pas vraiment les séparer (voir Lions [28] , et Ainseba et al.
[25] pour le cas parabolique.

La méthode de la sentinelle de Lions que nous utilisons ici est une méthode de détec-
tion d'un paramètre indépendemment des autres.

A noter que dans le cas de l'équation de la chaleur , l'observatoir O peut être choisi
arbitrairement petit ainsi que le temps �nal T .

Cependant la situation est di�érente pour les équations des ondes.Nous devrions
prendre T dépendant de la géometrie de O .

Toutes les considérations ci-dessus sont intuitives et peuvent être expliquées : la pol-
lution exercés sur une une partie de la frontière Γ0 ne peut être détectés par une observa-
tion dans O avant sa propagation.D'un autre coté , les termes de pollution exercés dans
l'intervalle de temps (T − α, T ) n' ont pas d'in�uence sur l'observation pour α petit.

1.1 Données

Les systèmes distribuès considérés ici dans ce chapitre sont ceux qui sont décrits par
des équations aux dérivées partielles.

Soit alors Ω un ouvert de Rn de frontière régulière Γ = ∂Ω.
Considerons un système d'évolution dans Ω suivant de structure générale de la forme

∂y

∂t
+Ay + f(y) = ξ + λξ̂ dans Ω× (0, T ) (1.1)

où
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A est un opérateur di�érentiel elleptique du 2eme ordre.
L'opérateur y −→ f(y) est non linéaire.
y étant est l'état du système , qui pourrait être un scalaire ou un vecteur.

� Termes sources :

Les termes du deuxième membre de (1.1) sont appelés termes sources où

ξ est connu dans un espace de Hilbert.

Le terme λξ̂ n'est pas connu , on sait seulement qu'il demeure dans la boule unité
de centre l'origine et de rayon λ

||ξ̂|| ≤ 1 (1.2)

Le terme λ est supposé " petit" dans R.

� Terme de pollution :

Le terme λξ̂ est dit terme de pollution dont on cherche à obtenir des informations.

� Conditions intiales :

La condition initiale s'exprime par :

y(0) = y0 + τ ŷ0 (1.3)

où y0 est donné dans un espace de Hilbert et ŷ0 demeure dans la boule unité d'un
espace de Hilbert .

Le terme τ est supposé aussi " petit" dans R.

||ŷ0|| ≤ 1 (1.4)

� systèmes à données manquantes :

Les conditions initiales sont incomplètes .Il s'agit donc de systèmes à données man-
quantes.

� Conditions aux limites :

On suppose que les conditions aux limites sont connues.

y = 0 sur Σ = Γ× (0, T ) (1.5)

� Equation d'état :

L'équation d'état est donc décrite par la donnée de (1.1) , (1.3) , (1.5). Pour λ et τ
donnés , ainsi que ξ̂ et ŷ0 , l'équation admet une solution unique noté y(x, t, λ, τ)
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1.2 Observation du système

On "observe " l'état du système sur un observatoir O , et pendant un temps (t0, t1)
avec

0 ≤ t0 < t1 ≤ T

L'observatoir O doit être considéré "petit" et il peut être soit :

� Observatoir distribué

O ⊂ Ω. (1.6)

� Observatoir frontière

O ⊂ Γ = ∂Ω. (1.7)

� Observatoir dépendant du temps (cas d'un bateau observatoir)

O = O(t) t ∈ (t0, t1) (1.8)

Pour �xer les idées , on se place dans le cas (1.6) .
On observe y (l'état du système) sur O pendant l'intervalle de temps T . Donc théo-

riquement , on va disposer de

y(x, t, λ, τ) = yobs = m0(x, t) sur O × (0, T ). (1.9)

lorsque l'observation est entachée de bruit alors :

y(x, t, λ, τ) = yobs = m0 +

N∑
i=1

βimi sur O × (0, T ). (1.10)

où les fonctions mi sont connues mais où les βi ne sont pas connus.On sait seulement que
les βi sont"petits". Les coe�cients βi sont les termes de bruit.

1.3 Sentinelles

1.3.1 Dé�nitions

Soit h0 une fonction donnée avec

h0 ∈ L2(O × (0, T ) (1.11)

Soit par ailleurs une fonction w à dèterminer avec

w ∈ L2(O × (0, T ) (1.12)
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On considère la fonctionnelle∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)y(x, t, λ, τ)dxdt = S(λ, τ) (1.13)

pour yobs = m0 et si w est connu on a

Sobs(λ, τ) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yobs(x, t, λ, τ)dxdt =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)m0(x, t)dxdt

(1.14)
On dira que la fonctionnelle S(λ, τ) est une sentinelle dé�nie par h0 si les condtions

suivantes ont lieu :

∂S

∂τ
|λ=0,τ=0 = 0 ∀ŷ0 (1.15)

||w||L2(O×(0,T )) = min (1.16)

Remarque 1.1.

1. h0 étant donné , les conditions (1.15) ,(1.16) dé�nissent w de manière unique.On
dira alors que S est la sentinelle dé�nie par h0.

2. La condition(1.15) exprime que la sentinelle n'est pas a�ectée par l'absence d'in-
formations sur les termes manquants.

3. si h0 véri�e

h0 ≥ 0,

∫ ∫
O×(0,T )

h0dxdt = 1 alors

∫ ∫
O×(0,T )

h0y(x, t, λ, τ)dxdt (1.17)

est une moyenne .La condition (1.16) exprime que la sentinelle est aussi proche que
possible d'une moyenne.

Remarque 1.2. Désignons par y0 solution du système suivant
∂y0

∂t
+Ay0 + f(y0) = ξ sur Ω× (0, T ) (1.18)

y0(0) = y0 sur Ω (1.19)

y0 = 0 sur Σ. (1.20)

On suppose que l'on peut calculer y0.Alors si w est calculé
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S(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)y0dxdt (1.21)

est connu.On a

S(λ, τ) ≈ S(0, 0) + λ
∂S

∂λ
(0, 0). (1.22)

de sorte que si yobs est connu , on dispose alors de l'information

λ
∂S

∂λ
(0, 0) ≈

∫
O×(0,T )

(h0 + w)yobsdxdt− S(0, 0). (1.23)

Donc le but est de chercher à obtenir des informations sur λξ̂ , sans chercher des
précisions sur les données manquantes τ ŷ0 , (1.23) donnera une information sur λξ̂ et
cela justi�e le recours à la construction de la sentinelle.

1.4 Etat adjoint

1.4.1 La condition d'"insensibilité"

On pose
∂y

∂τ
= yτ pour λ = τ = 0 solution


∂yτ
∂t

+Ayτ + f ′(y0)yτ = 0 (1.24)

yτ (0) = y0 (1.25)

yτ = 0 sur Σ. (1.26)

Alors (1.15) est équivalente ∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yτdxdt0 (1.27)

en supposant y0 , ŷ0 ∈ L2(Ω)

1.4.2 L'état adjoint

Soient A∗ l'opérateur adjoint de A et q = q(t, x) solution de


−∂q
∂t

+A∗q + f ′(y0)q = (h0 + w)χO (1.28)

q(T ) = 0 (1.29)

q = 0 sur Σ (1.30)
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Où χO est la fonction caractéristique de O et f ′(y0) désigne la dérivée de f au point
y0.

Le système (1.28) , (1.30), (1.30) admet une solution unique sous des conditions
générales sur f ′(y0).

q = q(w) est à déterminer.
On multiplie (1.28) par yτ et aprés intégration par partie on obtient :∫ ∫

O×(0,T )
(h0 + w)yτdxdt =

〈
q(0), ŷ0

〉
(1.31)

et la condition (1.15) (ou (1.27) ) est équivaut à

q(0) = 0 (1.32)

Le problème donc est de trouver w dans L2(O × (0, T )) , telle que l'on ait (1.32) et
(1.16).

1.5 Construction de la sentinelle

1.5.1 Equivalence à un problème de contrôlabilité

On cherche donc w tel que si q = q(x, t, w) est solution de (1.28) , (1.30), (1.30) , on
ait

q(0, w) = 0 (1.33)

et

||w||L2 = min (1.34)

Il faut véri�er que h0 + w 6= 0 sinon S(λ, τ) = 0 sans avoir aucune information.
Il est assez naturel de séparer les deux composantes.

q = q0 + z (1.35)


−∂q0

∂t
+A∗q0 + f ′(y0)q0 = h0χO

q0(T ) = 0
q0 = 0 surΣ

(1.36)

et


−∂z
∂t

+A∗z + f ′(y0)z = wχO

z(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(1.37)
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La fonction q0 est donnée.On cherche w de façon que

z = z(w)

véri�e

z(0, w) = −q0(0) (1.38)

et (1.34)
Si l'on considère que

{
w fonction de contrôle
z = z(w) = état du système

(1.39)

Alors (1.38), (1.34) est un problème de contrôlabilité. On cherche w qui conduise
l'état de 0 (à l'instant initial t = T ) jusqu'à l'état −q0 à l'instant �nal t = 0 et ceci
avec une " dépense" minimum pour w au sens de (1.34).

1.5.2 Pénalisation

Pour ε > 0 on introduit la fonctionnelle

Jε(w, z) =
1

2
||w||2L2(O×(0,T )) +

1

2ε
|| − z′ +A∗z + f ′(y0)z − wχO||2L2(O×(0,T )) (1.40)

tel que z véri�e


−z′ +A∗z + f ′(y0)z ∈ L2(O × (0, T ))
z(T ) = 0
z(0) = −q0

z = 0 sur Σ

(1.41)

Le problème (1.40) admet une solution unique notée

{wε, zε} (1.42)

On pose

ρε =
1

ε
(−z′ε +A∗zε + f ′(y0)zε − wεχO) (1.43)

Le couple {wε, zε} est caractérisé par

∫ ∫
O×(0,T )

wεŵdxdt+

∫ ∫
O×(0,T )

ρε(−ẑ′+A∗ẑ+f ′(y0)ẑ+f ′(y0)ẑ−ŵχO)dxdt = 0 (1.44)
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∀ ŵ ∈ L2(O × (0, T )) et pour tout ẑ tel que


−ẑ′ +A∗ẑ + f ′(y0)ẑ + f ′(y0)ẑ − ŵχO ∈ L2(O × (0, T ))
ẑ(T ) = 0
ẑ(0) = −q0

ẑ = 0 sur Σ

(1.45)

on en déduit

{
ρ′ε +Aρε + f ′(y0)ρε = 0 sur O × (0, T )
ρε = 0 sur Σ

(1.46)

sans aucune information sur ρε(0) et ρε(T ) , et que

wε = ρεχO (1.47)

On passe à la limite ( ε −→ 0) formellement puis justi�cation.

1.5.3 Le système d'optimalité

Supposons que lim
ε→0

ρε = ρ on a alors


ρ′ +Aρ+ f ′(y0)ρ = 0 sur O × (0, T )
ρ(0) = ρ0

ρ = 0 sur Σ
(1.48)

où ρ0 n'est pas connu pour l'instant. En utilisant (1.47)


−z′ +A∗z + f ′(y0)z = ρχO
z(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(1.49)

On doit avoir (1.38) :

z(0) = −q0(0) (1.50)

qui est une équation en ρ0 et si ρ0 existe alors w cherché est donné par

w = ρχO (1.51)

La sentinelle dé�nie par h0 est donnée par∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)y(x, t, λ, τ)dxdt. (1.52)

Reste à résoudre (1.50) et examiner que S 6= 0.
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1.5.4 Le calcul de ρ0

On dé�nit un opérateur linéaire sur L2(Ω) par

Λρ0 = z(0) (1.53)

donc

Λρ0 = −q0(0) (1.54)

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗

Si on multiplie (1.49) par ρ̂ qui est une solution de (1.48) correspondant à ρ̂0 on
obtient

〈
Λρ0, ρ̂0

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

ρρ̂dxdt (1.55)

〈
Λρ0, ρ0

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

ρ2dxdt (1.56)

On introduit

||ρ0||F =

(∫ ∫
O×(0,T )

ρ2dxdt

) 1
2

(1.57)

On dé�nit ainsi en général une norme sur L2(Ω). En e�et dans les conditions d'ap-
plication du théorème de S.Mizohata : Alors , si ||ρ0||F = 0 alors ρ = 0 sur O × (0, T )
donc ρ0 = 0 et on dé�nit une norme préhilbertienne sur L2(Ω).

−−−−−−

Composante horizontale
Soit O × (0, T ) un ouvert inclus dans Q = Ω × (0, T ) ; on dit qu' un point p de Q

appartient à la composante horizontale de O × (0, T ) s'il existe une courbe horizontale
joignant p à O×(0, T ) c'est à dire à une ligne dont les points ont tous la même coordonnée
en temps.

Théorème de(S. Mizohata)
Soient un ouvert connexe de Rp et A un opérateur elliptique du second ordre dont

les coe�cients appartiennent à C∞(Q) où Q = Ω× (0, T ) .
Soit y la solution de 

∂y

∂t
+Ay = 0

y(0) = 0
∂y

∂ν
= 0 sur Σ

-74-



Chapitre 3. Sentinelle distribuée pour les systèmes hyperboliques

pour l'opérateur A et O × (0, T ) un ouvert inclus dans Q . Toute solution du système
qui s'annule dans O × (0, T ) s'annule dans la composante horizontale de O × (0, T )

−−−−−−

On dé�nit F comme l'espace (grand espace) de Hilbert complété de L2(Ω) pour la norme
(1.57)

On introduit F ′ (espace trés petit) espace dual de F on a alors

Λ est un isomorphisme de F sur F ′. (1.58)

On note

q0(0) ∈ F ′ (1.59)

En e�et si l'on multiplie (1.36) par ρ , on obtient〈
q0(0), ρ0

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

h0 ρ dxdt (1.60)

donc ∣∣〈q0(0), ρ0
〉∣∣ ≤ ||h0||O×(0,T )||ρ0||F ′

d'où (1.60) avec
||q0(0)||F ′ ≤ ||h0||O×(0,T ) (1.61)

Remarque 1.3. Il en résulte de (1.56) que Λ est symétrique

Λ∗ = Λ dans L(F, F ′) (1.62)

On voit donc que (1.54) admet une solution unique

ρ0 = −Λ−1q0(0) dans L(F, F ′) (1.63)

Théorème 1.1. [28] On suppose que l'on est dans les conditions d'application du théo-
rème d'unicité de S.MIZOHATA pour l'équation (1.48).Il existe alors une sentinelle et
une seule dé�nie par h0.Elle est donnée par∫ ∫

O×(0,T )
(h0 + ρ)ydxdt (1.64)

où ρ est la solution de (1.48) correspondant à ρ0 donné par (1.63).Dans (1.63) q0 est
donné par (1.36) à partir de h0
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1.5.5 Usage d'une sentinelle

On a calculé y0 , ρ0 , ρ sur O × (0, T ) et on connait yobs = m0 (sans bruit). On a
donc :

λ
∂S

∂λ
(0, 0) '

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)m0dxdt−
∫ ∫

O×(0,T )
(y0 + ρ)y0dxdt (1.65)

Mais
∂S

∂λ
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)yλdxdt (1.66)

Où yλ est solution de :  y′λ +Ayλ + f ′(y0)yλ = ξ̂
yλ(0) = 0
yλ = 0 sur Σ

(1.67)

Multipliant (1.24) o`u(w = ρχO) par yλ , on obtient alors :

∂S

∂λ
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

qξ̂dxdt (1.68)

La sentinelle dé�nie par h0 donne donc de l'information :∫ ∫
O×(0,T )

(q0 + z)λξ̂dxdt '
∫ ∫

O×(0,T )
(h0 + ρ)(m0 − y0)dxdt (1.69)

o`u z est donné par (1.37) avec w = ρ. Ceci donne une information si

q = q0 + z 6= 0 (1.70)

i.e. si
h0 + ρ 6= 0 sur O × (0, T ) (1.71)
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2 Sentinelles distribuées pour les systèmes hyperboliques

2.1 Données

Soit alors Ω un ouvert de Rn de frontière régulière Γ = ∂Ω. Considérons le système
d'évolution dans Ω suivant

∂2

∂t2
y −∆y + f(y) = 0 sur Ω× (0, T ) (2.1)

où
L'opérateur y −→ f(y) est non linéaire , et on suppose que la fonction f est de classe

C 1.
y étant est l'état du système .
Les condition initiales ont des données manquantes :

y(0) = y0 + τ0ŷ
0. (2.2)

y′(0) = y1 + τ1ŷ
1 (2.3)

où y0 est donné dans l'espace de Hilbert H1
0 (Ω) , y1 est donné dans l'espace de Hilbert

L2(Ω) et ŷ0 , ŷ1 demeurent respectivement dans des boules unités des mêmes espaces de
Hilbert respectifs tels que

||ŷ0|| ≤ 1 et ||ŷ1|| ≤ 1 (2.4)

Les termes τ1 et τ2 sont supposés aussi " petits" dans R
Les termes de pollution apparaissent dans les conditions aux limites :{

y = ξ0 + λξ̂0 sur Σ0 = Γ0 × (0, T ) ⊂ Σ
y = 0 sur Σ \ Σ0

(2.5)

où

ξ0 est connu dans l'espace de Hilbert L2(Σ).

Le terme λξ̂0 n'est pas connu tel que

||ξ̂0|| ≤ 1 (2.6)

Le terme λ est supposé " petit" dans R.
La méthode de la sentinelle a pour objet d'obtenir des informations sur ce terme de

pollution λξ̂.
L'équation d'état est donc décrite par la donnée de (2.1) , (2.2) , (2.3) et (2.5).
Pour λ et τ = (τ0, τ1) donnés , ainsi que ξ̂0 ,ŷ0 et ŷ1 , l'équation admet une solution

unique noté y(x, t, λ, τ).
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2.2 Observation du système

On "observe " l'état du système sur un observatoir O ⊂ Ω. = observatoir distribué
on dispose de l'observation

y(x, t, λ, τ) = yobs = yχO = m0(x, t) sur O × (0, T ). (2.7)

2.3 Sentinelles

2.3.1 Dé�nitions

Soit h0 une fonction donnée avec

h0 ∈ L2(O × (0, T )) (2.8)

Soit par ailleurs une fonction w à dèterminer avec

w ∈ L2(O × (0, T )) (2.9)

On considère la fonctionnelle∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)y(x, t, λ, τ)dxdt = S(λ, τ) (2.10)

pour yobs = m0 et si w est connu avec τ = (τ0, τ1) on a

Sobs(λ, τ) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yobs(x, t, λ, τ)dxdt =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)m0(x, t)dxdt

(2.11)
On dira que la fonctionnelle S(λ, τ) est une sentinelle dé�nie par h0 si les conditions

suivantes ont lieu :

∂S

∂τ0
|λ=0,τ=0 = 0

∂S

∂τ1
|λ=0,τ=0 = 0 (2.12)

||w||L2(O×(0,T )) = min (2.13)

Remarque 2.1.

1. h0 étant donné , les conditions (2.12) ,(2.13) dé�nissent w de manière unique.On
dira alors que S est la sentinelle dé�nie par h0.

2. La condition(2.12) exprime que la sentinelle n'est pas a�ectée par l'absence d'in-
formations sur les termes manquants.
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3. si h0 véri�e

h0 ≥ 0,

∫ ∫
O×(0,T )

h0dxdt = 1 alors

∫ ∫
O×(0,T )

h0y(x, t, λ, τ)dxdt (2.14)

est une moyenne .La condition (2.13) exprime que la sentinelle est aussi proche que
possible d'une moyenne.

Remarque 2.2. Désignons par y0 solution du système suivant

∂2

∂t2
y0 −∆y0 + f(y0) = 0 sur Ω× (0, T ) (2.15)

y0(0) = y0 sur Ω. (2.16)

y′0(0) = y1 sur Ω. (2.17)

y0 = ξ0 sur Σ. (2.18)

On suppose que l'on peut calculer y0.Alors si w est calculé

S(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)y0dxdt (2.19)

est connu.On a

S(λ, τ) ≈ S(0, 0) + λ
∂S

∂λ
(0, 0). (2.20)

de sorte que si yobs est connu , on dispose alors de l'information

λ
∂S

∂λ
(0, 0) ≈

∫
O×(0,T )

(h0 + w)yobsdxdt− S(0, 0). (2.21)

Donc le but est de chercher à obtenir des informations sur λξ̂ , sans chercher des
précisions sur les données manquantes τ1ŷ

0 , τ2ŷ
1 ; (2.21) donnera une information sur

λξ̂ et cela justi�e le recours à la construction de la sentinelle.

2.4 Etat adjoint

2.4.1 La condition d' " insensibilité "

On pose
∂y

∂τ0
= yτ0 pour λ = τ0 = τ1 = 0 solution



∂2

∂t2
yτ0 −∆yτ0 + f ′(y0)yτ0 = 0 (2.22)

yτ0(0) = ŷ0 sur Ω. (2.23)

y′τ0(0) = 0 sur Ω. (2.24)

yτ0 = 0 sur Σ. (2.25)
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Alors (2.12) est équivalente ∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yτ0dxdt = 0 (2.26)

en supposant y0 ŷ0 ∈ H1
0 (Ω)

On pose aussi
∂y

∂τ1
= yτ1 pour λ = τ0 = τ1 = 0 solution



∂2

∂t2
yτ1 −∆yτ1 + f ′(y0)yτ1 = 0 (2.27)

yτ1(0) = 0 sur Ω. (2.28)

y′τ1(0) = ŷ1 sur Ω. (2.29)

yτ1 = 0 sur Σ . (2.30)

Alors (2.12) est équivalente ∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yτ1dxdt = 0 (2.31)

en supposant y1 , ŷ1 ∈ L2(Ω)

2.4.2 L'état adjoint

Soit l'état adjoint q = q(t, x) solution de



∂2

∂t2
q −∆q + f ′(y0)q = (h0 + w)χO (2.32)

q(T ) = 0 sur Ω. (2.33)

q′(T ) = 0 sur Ω. (2.34)

q = 0 sur Σ. (2.35)

Où χO est la fonction caractéristique de O.
le système (2.32) , (2.33), (2.34) (2.35)admet une solution unique.
q = q(w) est à déterminer.
On multiplie (2.32) par yτ0 et aprés intégration par partie on obtient :

∂S

∂τ0
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yτ0dxdt =
〈
q′(0), ŷ0

〉
(2.36)

De même on multiplie (2.32) par yτ1 et aprés intégration par partie on obtient :

∂S

∂τ1
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)yτ1dxdt = −
〈
q(0), ŷ1

〉
(2.37)

et la condition (2.12) est équivaut à
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q(0) = 0 , q′(0) = 0 (2.38)

Le problème donc est de trouver w dans L2(O × (0, T )) , telle que l'on ait (2.38) et
(2.13).

2.5 Construction de la sentinelle

2.5.1 Equivalence à un problème de contrôlabilité

On cherche donc w tel que si q = q(x, t, w) est solution de (2.32) , (2.33), (2.34) ,
(2.35) on ait

q′(0, w) = 0 (2.39)

q(0, w) = 0 (2.40)

et
||w||L2 = min (2.41)

Il faut véri�er que h0 + w 6= 0 sinon S(λ, τ) = 0 sans avoir aucune information.
Il est assez naturel de séparer les deux composantes.

q = q0 + z (2.42)


∂2

∂t2
q0 −∆q0 + f ′(y0)q0 = h0χO

q0(T ) = 0
q′0(T ) = 0
q0 = 0 sur Σ

(2.43)

et


∂2

∂t2
z −∆z + f ′(y0)z = wχO

z(T ) = 0
z′(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(2.44)

La fonction q0 est donnée.On cherche z = z(w) qui véri�e

z(0, w) = −q0(0) (2.45)

z′(0, w) = −q′0(0) (2.46)
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et (2.41) si l'on considère que

{
w fonction de contrôle
z = z(w) = état du système

(2.47)

Alors (2.45) ,(2.46), (2.41) est un problème de contrôlabilité. On cherche w qui
conduise l'état de (0, 0) (à l'instant " initial" t = T ) jusqu'à l'état (−q0,−q′0) à l'ins-
tant "�nal" t = 0 et ceci avec une " dépense" minimum pour w au sens (2.41).

2.5.2 Pénalisation

Pour ε > 0 on introduit la fonctionnelle

Jε(w, z) =
1

2
||w||2L2(O×(0,T )) +

1

2ε
||z′′ −∆z + f ′(y0)z − wχO||2L2(O×(0,T )) (2.48)

tel que z véri�e


z′′ −∆z + f ′(y0)z ∈ L2(O × (0, T ))
z(T ) = 0 z(0) = −q0(0)
z′(T ) = 0 z′(0) = −q′0(0)
z = 0 sur Σ

(2.49)

Le problème (2.49) admet une solution unique notée

wε, zε (2.50)

On pose

ρε =
1

ε
(z′′ε −∆zε + f ′(y0)zε − wεχO) (2.51)

Le couple {wε, zε} est caractérisé par

∫ ∫
O×(0,T )

wεŵdxdt+

∫ ∫
O×(0,T )

ρε(ẑ
′′−∆ẑ+f ′(y0)ẑ+f ′(y0)ẑ−ŵχO)dxdt = 0 (2.52)

∀ ŵ ∈ L2(O × (0, T )) et pour tout ẑ tel que


ẑ′′ −∆ẑ + f ′(y0)ẑ − ŵχO ∈ L2(O × (0, T ))
ẑ(T ) = ẑ(0) = 0
ẑ′(T ) = ẑ′(0) = 0
ẑ = 0 surΣ

(2.53)
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on en déduit

{
ρ′′ε −∆ρε + f ′(y0)ρε = 0
ρε = 0 sur Σ

(2.54)

sans aucune information sur ρε(0) et ρ′ε(0) , et que

wε = ρεχO (2.55)

On passe à la limite ( ε −→ 0) formellement puis justi�cation.

2.5.3 Le système d'optimalité

Supposons que lim
ε→0

ρε = ρ on a alors


ρ′′ −∆ρ+ f ′(y0)ρ = 0
ρ(0) = ρ0

ρ′(0) = ρ1

ρ = 0 sur Σ

(2.56)

où le couple {ρ0, ρ1} n'est pas connu pour l'instant. En utilisant (2.55)


z′′ −∆z + f ′(y0)z = ρχO
z(T ) = 0
z′(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(2.57)

On doit avoir (2.45) et (2.46) :

z(0) = −q0(0) (2.58)

z′(0) = −q′0(0) (2.59)

qui est un système d'équations en ρ0 et ρ1 si ρ0 , et ,ρ1 existent alors w cherché
est donné par

w = ρχO (2.60)

La sentinelle dé�nie par h0 est donnée par∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)y(x, t, λ, τ)dxdt. (2.61)

Reste à résoudre (2.58) et (2.59) puis examiner que S 6= 0.
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2.5.4 Le calcul de {ρ0, ρ1}

La méthode de calcul des données initiales {ρ0, ρ1} repose sur

1. Pour des raisons techniques, on introduit l'opérateur Λ dé�ni ci-dessous.

2. un théorème d'unicité. C'est grâce à un théorème d'unicité que nous pouvons in-
troduire une (nouvelle) structure hilbertiennne F .

3. un espace de Hilbert (F ) introduit à partir de l'unicité. Tout est alors ramené à
l'inversion de Λ dont on verra qu'elle est automatique : c'est d'ailleurs ce qu'indique
la méthode de pénalisation précédente.

a) Étape1 :Système d'optimalité : Soient les conditions initiales {ρ0, ρ1} du sys-
tème d'optimalité suivant :

ρ′′ −∆ρ+ f ′(y0)ρ = 0
ρ(0) = ρ0

ρ′(0) = ρ1

ρ = 0 sur Σ

(2.62)

Il est bien connu que ce système admet une solution unique ρ.

b) Étape2 :Introduction de l'opérateur Λ :

Dans cette étape on considère le système suivant :


z′′ −∆z + f ′(y0)z = ρχO
z(T ) = 0
z′(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(2.63)

qui admet aussi une solution unique.
On dé�nit alors un opérateur linéaire Λ qui associe à {ρ0, ρ1} le vecteur donné par :

Λ{ρ0, ρ1} = {−z′(0), z(0)} (2.64)

Λ est bien dé�ni car z est su�samment régulière.
et un opérateur M par : Si on multiplie (2.43) par ρ on aura ;

〈−q′0(0), ρ0〉+ 〈q0(0), ρ1〉 =

∫ ∫
O×(0,T )

h0ρdxdt

donc 〈−q′0, ρ0〉+ 〈q0, ρ
1〉 est en fonction de h0 d'où on pose

Mh0 = {−q′0(0), q0(0)} (2.65)
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Alors
Λ{ρ0, ρ1} = −Mh0 (2.66)

L'opérateur M véri�e

M ∈ L
(
L2(O × (0, T )), L2(Ω)× L2(Ω)

)
(2.67)

et son adjoint est donné par :

M∗{ρ0, ρ1} = ρχO (2.68)

Reste à résoudre (2.66) , ce qui suppose l'introduction de nouveaux espaces fonction-
nels F .

a) Étape3 :Nouveaux espaces fonctionnels/Théorème d'unicité :

On considère maintenant des données initiales {q0(0), q′0(0)} ∈ L2(Ω)×L2(Ω) solution
du problème(2.43).

Si l'on multiplie (2.63) par ρ̂ où ρ̂ est la solution de (2.62)correspondant à {ρ̂1, ρ̂0}
on a :

〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

ρρ̂dxdt (2.69)

En particulier 〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ0, ρ1}

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

ρ2dxdt (2.70)

On introduit alors de manièr naturelle la norme :

||{ρ0, ρ1}||F =

(∫ ∫
O×(0,T )

ρ2dxdt

) 1
2

(2.71)

Evidemment, le fait que ||.||F dé�nisse une norme est équivalent à ce que le théorème
d'unicité suivent soit véri�é.

C'est grâce à un théorème d'unicité que nous pourrons introduire une (nouvelle)
structure hilbertiennne F donné par (2.71)

Donc l'expression (2.71) dé�nit une norme dans les conditions d'application du Théo-
rème d'unicité de HOLMGREN , plus précisément le théorème de L.HÖRMANDER
qui est valable dans un cadre trés général d'équations aux dérivées partielles pour des
opérateurs à coe�cients constants .Il s'agit en fait d'un corollaire du théorème d'unicité
de Holmgren classique

Théorème 2.1. ( L.HÖRMANDER)
Soient O1 et O2 deux convexes de Rn tels que O1 ⊂ O2 et soit P (D) un opérateur

di�érentiel à coe�cients constants tel que tout plan Π caractéristique par rapport à P (D)
et véri�ant Π ∩ O2 6= ∅ satisfait ausi Π ∩ O1 6= ∅. Alors toute solution u ∈ D ′(O2) de
l'équation P (D) = 0 telle que u = 0 dans O1 véri�e u = 0 dans O2
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Plus précisément :
Soit Ω un ouvert borné , O ⊂ Ω et T > 2 (diamètre de Ω). Alors ρ solution de (2.62)
et ρ = 0 sur O × (0, T ) implique ρ ≡ 0 On dé�nit alors l'espace hilbertien F complété
de H1

0 (Ω)× L2(Ω) pour la norme (2.70).
Les choses se simpli�ent (cf [28]) si O × (0, T ) a la propriété de contrôle géométrique .

Dé�nition 2.1. Propriété de contrôle géométrique :
Tout rayon lumineux ré�échi selon les lois de l'optique géométrique ; issu d'un point
quelconque de Ω à l'instant t = 0 �nit par rencontrer O à un instant t < T On dit alors
que que O × (0, T ) a la propriété de contrôle géométrique.

Dans ce cas (2.71) dé�nit une norme , telle que

F = L2(Ω)×H−1(Ω) (2.72)

avec équivalence des normes.

On a donc dé�ni ainsi une (nouvelle) structure hilbertienne sur l'espace des données
initiales.
Donc supposons que O ⊂ Ω et T > 0 ( diamètre de Ω) ou bien O× (0, T ) a la propriété
géométrique , on a donc

de (2.69) on a : 〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
=
〈
{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
F

(2.73)

où
(
., .
)
F
désigne le produit scalaire associé à la norme ||.||F et par conséquent

|〈Λ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}〉| ≤ ||{ρ0, ρ1}||F ||{ρ̂0, ρ̂1}||F (2.74)

L'inégalité (2.74) nous permet de prolonger Λ(de manière unique) en un opérateur linéaire
continu de F dans l'espace dual F ′ (F ′ est aussi un espace hilbertien qu'on n'identi�e
pas à l'espace F )

Λ : F −→ F ′ (2.75)

de (2.73) on déduit

〈Λ{ρ0, ρ1}, {ρ̂1, {ρ̂0}〉 =
(
{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

)
F
∀{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1} ∈ F (2.76)

ce qui implique
Λ = Λ∗ (2.77)

où Λ∗ désigne l'opérateur adjoint de Λ. De tout cela résulte que Λ est un isomorphisme
de F sur F ′.

Remarque 2.3. En fait on a construit l'espace F et l'opérateur Λ de façon que Λ soit
un isomorphisme de F sur F ′ . Rappelons que le point de départ de cette construction
est le Théorème (2.1)d'unicité.

-86-



Chapitre 3. Sentinelle distribuée pour les systèmes hyperboliques

a) Etape 4 : Conclusion

Comme Λ est un isomorphisme de F sur F ′ ; l'équation

Λ{ρ0, ρ1} = {−q′0(0), q0(0)} (2.78)

a une solution unique {ρ0, ρ1} ∈ F pour tout couple de données initiales{q′0(0), q0(0)} tel
que

{−q′0(0), q0(0)} ∈ F ′ (2.79)

en e�et , on déduit de (2.43) que〈
− q′0(0), ρ0〉+ 〈+q0(0), ρ1

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

h0 ρ dxdt. (2.80)

||{−q′0(0), q0(0)}||F ′ ≤ ||h0||L2(O×(0,T )) (2.81)

Par conséquent (2.65) admet une solution unique , donnée par

{ρ0, ρ1} = −Λ−1Mh0 (2.82)

Remarque 2.4. la résolution de (2.76) équivaut à la recherche de :

inf
{ρ0,ρ1}∈F

{1

2

〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ0, ρ1}

〉
+
〈
q0(0)′, ρ0

〉
−
〈
q0(0), ρ1

〉}
(2.83)

On choisit le vecteur contrôle w par

w = ρχO (2.84)

Où ρ désigne la solution de (2.62) qui correspond aux données {ρ0, ρ1} véri�ant (2.78).
Alors d'aprés l'unicité du problème (2.63) et donc le contrôle w répond à la question :

2.6 Dé�nition de la sentinelle

Par conséquent (2.65) admet une solution unique , donnée par

{ρ0, ρ1} = −Λ−1Mh0 (2.85)

La sentinelle correspondante est donnée par

S(λ, τ) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 −M∗Λ−1Mh0)y(λ, τ)dxdt (2.86)
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Théorème 2.2. [28] On suppose que l'on est dans les conditions d'application du théo-
rème d'unicité de HOLMGREN pour l'équation (2.56).Il existe alors une sentinelle et
une seule dé�nie par h0.Elle est donnée par

S(λ, τ) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 −M∗Λ−1Mh0)y(λ, τ)dxdt (2.87)

où ρ est la solution de(2.56) correspondant à {ρ0, ρ1} donné par (2.62) .Dans (2.63) q0

est donné par (2.43) à partir de h0

2.6.1 Usage d'une sentinelle

On a calculé y0 , {ρ0, ρ1} , ρ sur O× (0, T ) et on connait yobs = m0 (sans bruit). On
a donc :

λ
∂S

∂λ
(0, 0) '

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)m0dxdt−
∫ ∫

O×(0,T )
(y0 + ρ)y0dxdt (2.88)

Mais
∂S

∂λ
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)yλdxdt (2.89)

Où yλ est solution de :
y′′λ −∆yλ + f ′(y0)yλ = 0
yλ(0) = 0
y′λ(0) = 0

yλ = ξ̂0 sur Σ0

yλ = 0 sur Σ \ Σ0

(2.90)

Multipliant (2.32) où(w = ρχO) par yλ , on obtient alors :

∂S

∂λ
(0, 0) =

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)yλdxdt = −
∫ ∫

Σ0

∂q

∂ν
ξ̂0dxdt (2.91)

où ν désigne le vecteur normal extérieur à Ω et ”
∂

∂ν
” la dérivée dans cette direction.

Avec ρ = −M∗Λ−1Mh0

La sentinelle dé�nie par h0 donne donc de l'information :

∫ ∫
Σ0

∂q

∂ν
λξ̂0dxdt '

∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ)(m0 − y0)dxdt

'
∫ ∫

O×(0,T )
(h0 −M∗Λ−1Mh0)(m0 − y0)dxdt

(2.92)
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avec w = ρ. Ceci donne une information si

q = q0 + z 6= 0 (2.93)

i.e. si
h0 + ρ 6= 0 sur O × (0, T ) (2.94)

3 Sentinelle discriminante :

On considère ici l'observation bruité :

yobs = m0 +

N∑
i=1

βimi, βi 6= 0 (3.1)

où les fonctions :m0,m1, ...mN sont connues , mais les βi appeles termes de bruits , ne
sont pas connus , ils sont seulement petits.

3.1 Notion de sentinelle discriminante

On dit que la fonctionnelle S(λ, τ) est une sentinelle discriminante si les conditions
suivantes sont véri�és :

� S(λ, τ0, τ1) véri�e la condition d'insensibilité :

∂S

∂τ0
(0, 0, 0) = 0,

∂S

∂τ1
(0, 0, 0) = 0 (3.2)

�
||w||L2(O×(0,T )) = min (3.3)

� S(λ, τ0, τ1) véri�e la condition d'insensibilité au bruit :∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + w)midxdt = 0 1 ≤ i ≤ N (3.4)


Soit K, l′espace engendré dans L2(O × (0, T )) par les fonctions mi.
Il n′existe pas d′élément k ∈ K telque
k′′ −∆k + f ′(y0k = 0 dans O × (0, T ).

(3.5)

La construction de la sentinelle discriminante est anologue à section précédente. Donc
on commence par l'étape de pénalisation et on passe à la limite formelle.On obtient
ensuite le systèm d'optimalité puis résoudre l'équation qui en découle.
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3.2 Pénalisation :

On considère la fonctionelle suivante :

Jε(w, z) =
1

2
||w||L2(O×(0,T )) +

1

2ε
||z′′ −∆z + f ′(y0)z − wO||2 (3.6)

Dans (3.6), on considère z tel que


z′′ −∆z + f ′(y0)z ∈ L2(O × (0, T ))
z(T ) = 0 z(0) = −q0(0)
z′(T ) = 0 z′(0) = −q′0(0)
z = 0 sur Σ

(3.7)

Le problème (3.7) admet une solution unique notée

{wε, zε} (3.8)

On pose

ρε =
1

ε
(z′′ε −∆zε + f ′(y0)zε − wεχO) (3.9)

Le couple {wε, zε} est caractérisé par

∫ ∫
O×(0,T )

wεŵdxdt+

∫ ∫
O×(0,T )

ρε(ẑ
′′−∆ẑ+f ′(y0)ẑ+f ′(y0)ẑ−ŵχO)dxdt = 0 (3.10)

∀ ŵ ∈ L2(O × (0, T )) et pour tout ẑ tels que∫ ∫
O×(0,T )

ŵmidxdt = 0 1 ≤ i ≤ N (3.11)


ẑ′′ −∆ẑ + f ′(y0)ẑ − ŵχO ∈ L2(O × (0, T ))
ẑ(T ) = ẑ(0) = 0
ẑ′(T ) = ẑ′(0) = 0
ẑ = 0 surΣ

(3.12)

on en déduit

{
ρ′′ε −∆ρε + f ′(y0)ρε = 0
ρε = 0 sur Σ

(3.13)

sans aucune information sur {ρε(0), ρ′ε(0)} et {ρε(T ), ρ′ε(T )}, et que∫ ∫
O×(0,T )

(wε − ρε)ŵdxdt = 0 ∀ŵ ∈ K⊥ (3.14)
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d'où
wε − ρε = kε ∈ K (3.15)

d'où avec kε ∈ K , alors h0 + wε ∈ K⊥ on a :

h0 + ρε = h0 + wε − kε
= h0 + wε + Π(h0 + ρε)

(3.16)

alors on a :

kε = Π(h0 + ρε) où Π = projection orthogonale de L2(O × (0, T )) −→ K (3.17)

donc
wε = ρε −Π(h0 + ρε) (3.18)

et que On passe à la limite ( ε −→ 0) formellement .

3.3 Le système d'optimalité :

Supposons que lim
ε→0

ρε = ρ on a alors


ρ′′ −∆ρ+ f ′(y0)ρ = 0
ρ(0) = ρ0

ρ′(0) = ρ1

ρ = 0 sur Σ

(3.19)

où le couple {ρ0, ρ1} n'est pas connu pour l'instant. En utilisant (2.55)


z′′ −∆z + f ′(y0)z =

(
ρ−Π(h0 + ρ)

)
χO

z(T ) = 0
z′(T ) = 0
z = 0 sur Σ

(3.20)

On doit avoir :
{z′(0), z(0)} = {−q′0(0), q0(0)} (3.21)

qui est un système d'équations en ρ0 et ρ1 si ρ0 , et ,ρ1 existent alors w cherché
est donné par (3.18)

La sentinelle dé�nie par h0 est donnée par∫ ∫
O×(0,T )

(h0 + ρ−Π(h0 + ρ))y(x, t, λ, τ)dxdt. (3.22)

Reste à résoudre (3.21) puis examiner que S 6= 0.
Il est naturel de séparer les deux coposantes dans (3.20) :

z = z0 + θ (3.23)
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où 
z′′0 −∆z0 + f ′(y0)z0 =

(
−Π(h0)

)
χO

z0(T ) = 0
z′0(T ) = 0
z0 = 0 sur Σ

(3.24)

et 
θ′′ −∆θ + f ′(y0)θ =

(
ρ−Π(ρ)

)
χO

θ(T ) = 0
θ′(T ) = 0
θ = 0 sur Σ

(3.25)

Donc il s'agit de résoudre{
θ(0) = −(z0(0) + q0(0))
θ′(0) = −(z′0(0) + q′0(0))

(3.26)

3.3.1 Le calcul de {ρ0, ρ1}

� Introduction de l'opérateur ΛΠ :

Dans cette étape on considère le système suivant :


θ′′ −∆θ + f ′(y0)θ =

(
ρ−Π(ρ)

)
χO

θ(T ) = 0
θ′(T ) = 0
θ = 0 sur Σ

(3.27)

qui admet aussi une solution unique.
On dé�nit alors un opérateur linéaire ΛΠ qui associe à {ρ0, ρ1} le vecteur donné par :

ΛΠ{ρ0, ρ1} = {−θ′(0), θ(0)} = {(z′0(0) + q′0(0)),−(z0(0) + q0(0)} (3.28)

ΛΠ est bien dé�ni car θ est su�samment régulière.
de (2.43)et(3.24) on a le système suivant :

(z0 + q0)′′ −∆(z0 + q0) + f ′(y0)(z0 + q0) =
(
h0 −Π(h0)

)
χO

(z0 + q0)(T ) = 0
(z0 + q0)′(T ) = 0
(z0 + q0) = 0 sur Σ

(3.29)

Multiplions (3.29)par ρ on aura ;

〈
− (q′0(0) + z′0(0)), ρ0

〉
+
〈
(q0(0) + z0(0)), ρ1

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

(
h0 −Π(h0)

)
ρdxdt
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donc
〈
− (q′0 + z′0), ρ0

〉
, (q0(0) + z0(0)), ρ1〉 est en fonction de h0 d'où on pose

MΠh0 = {−(q′0(0) + z′0(0)), (q0(0) + z0)} (3.30)

Alors
ΛΠ{ρ0, ρ1} = −MΠh0 (3.31)

L'opérateur MΠ véri�e

MΠ ∈ L
(
L2(O × (0, T )), L2(Ω)× L2(Ω)

)
(3.32)

et son adjoint est donné par :

M∗Π{ρ0, ρ1} = (ρ−Πρ)χO (3.33)

Reste à résoudre (3.31) , ce qui suppose l'introduction de nouveaux espaces fonction-
nels F .

� Nouveaux espaces fonctionnels/Théorème d'unicité :

On considère maintenant des données initiales {q0(0)+z0(0), q′0(0)+z′0(0)} ∈ L2(Ω)×
L2(Ω) solution du problème(3.29).

Si l'on multiplie (3.27) par ρ̂ où ρ̂ est la solution de (3.19)correspondant à {ρ̂1, ρ̂0}
on a :

〈Λ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}〉 =

∫ ∫
O×(0,T )

(
ρ−Π(ρ)

)(
ρ̂−Π(ρ̂)

)
dxdt (3.34)

En particulier〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ0, ρ1}

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

(
ρ−Π(ρ)

)2
dxdt (3.35)

On introduit alors de manièr naturelle la norme :

||{ρ0, ρ1}||FΠ
=

(∫ ∫
O×(0,T )

(
ρ−Π(ρ)

)2
dxdt

) 1
2

(3.36)

Evidemment, le fait que ||.||FΠ
dé�nisse une norme est équivalent à ce que le théorème

d'unicité suivant soit véri�é.
C'est grâce à un théorème d'unicité que nous pourrons introduire une (nouvelle)

structure hilbertiennne FΠ donné par (3.36)
Donc l'expression (3.36) dé�nit une norme dans les conditions d'application du Théo-

rème d'unicité de HOLMGREN , plus précisément :
||{ρ0, ρ1}||FΠ

= 0 , alors ρ = Π(ρ).
Mais d'prés (3.5) , il en résulte que ρ = 0 sur O × (0, T ) implique ρ ≡ 0 donc (3.35)

est une norme.
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On dé�nit alors l'espace hilbertien FΠ complété de H1
0 (Ω) × L2(Ω) pour la norme

(3.35).

Les choses se simpli�ent (cf [28]) si O× (0, T ) a la propriété de contrôle géométrique
.

Dans ce cas (3.36) dé�nit une norme , telle que

FΠ = L2(Ω)×H−1(Ω) (3.37)

avec équivalence des normes.

On a donc dé�ni ainsi une (nouvelle) structure hilbertienne sur l'espace des donnés
initiales. de (3.34) on a :〈

ΛΠ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}
〉

=
〈
{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
FΠ

(3.38)

où
〈
., .
〉
FΠ

désigne le produit scalaire associé à la norme ||.||FΠ
et par conséquent

|〈ΛΠ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}〉| ≤ ||{ρ0, ρ1}||FΠ
||{ρ̂0, ρ̂1}||FΠ

(3.39)

L'inégalité (3.39) nous permet de prolonger ΛΠ(de manière unique) en un opérateur
linéaire continu de FΠ dans l'espace dual F ′Π (F ′Π est aussi un espace hilbertien qu'on
n'identi�e pas à l'espace FΠ)

ΛΠ : FΠ −→ F ′Π (3.40)

de (3.39) on déduit〈
ΛΠ{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
=
〈
{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1}

〉
FΠ
∀{ρ0, ρ1}, {ρ̂0, ρ̂1} ∈ FΠ (3.41)

ce qui implique
ΛΠ = Λ∗Π (3.42)

où Λ∗Π désigne l'opérateur adjoint de ΛΠ. De tout cela résulte que Λ est un isomorphisme
de F sur F ′.
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� Conclusion

Comme ΛΠ est un isomorphisme de FΠ sur F ′Π ; l'équation

ΛΠ{ρ0, ρ1} = {(z′0(0) + q′0(0)),−(z0(0) + q0(0)} (3.43)

a une solution unique {ρ0, ρ1} ∈ FΠ pour tout couple de données initiales
{(z′0(0) + q′0(0)), (z0(0) + q0(0)} tel que

{(z′0(0) + q′0(0)), (z0(0) + q0(0)} ∈ F ′Π (3.44)

en e�et , on déduit de (3.43) que〈
q′0(0) + z0(0), ρ0〉 − 〈q0(0) + z0(0), ρ1

〉
=

∫ ∫
O×(0,T )

[h0 −Π(h0)] ρ dxdt. (3.45)

||{(q′0(0) + z′0(0)),−(q0(0) + z0(0))}||F ′Π ≤ ||h0 −Π(h0)||L2(O×(0,T )) (3.46)

Par conséquent (3.31) admet une solution unique , donnée par

{ρ0, ρ1} = −Λ−1
Π MΠh0 (3.47)

Remarque 3.1. la résolution de (3.47) équivaut à la recherche de :

inf
{ρ0,ρ1}∈FΠ

{1

2

〈
Λ{ρ0, ρ1}, {ρ0, ρ1}

〉
−
〈
q′0(0) + z′0(0), ρ0

〉
+
〈
q0(0) + z0(0), ρ1

〉}
(3.48)

On choisit le vecteur contrôle w par

w =
(
ρ−Π(h0 + ρ)

)
χO (3.49)

Où ρ désigne la solution de (3.19) qui correspond aux données {ρ0, ρ1} véri�ant (3.47).
Alors d'aprés l'unicité du problème (2.63) et donc le contrôle w répond à la question

.

3.4 Dé�nition de la sentinelle discriminante

Par conséquent (3.31) admet une solution unique , donnée par

{ρ0, ρ1} = −Λ−1
Π MΠh0 (3.50)

La sentinelle correspondante est donnée par

S(λ, τ) =

∫ ∫
O×(0,T )

(
h0 + ρ−Π(h0 + ρ)

)
y(x, t, λ, τ)dxdt (3.51)

d'où :
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Théorème 3.1. On se place dans les conditions du Théorème _reftheo3.2.2 et suppose
que en outre que (3.5) a lieu .Il existe alors une sentinelle discriminante et une seule
dé�nie par h0 .Elle est construite comme suit .On résout d'abord (3.19) puis on résout
(3.20).On dé�nit ensuite {ρ0, ρ1} comme la solution ( dans un espace convenable) de
(3.21). La sentinelle est alors donnée par (3.51).
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Chapitre 4

Détection des termes de pollution

dans les systèmes du second ordre

de l'équation d'ondes non linéaire

Introduction

Nous rappelons aussi dans ce chapitre que les termes de la pollution sont inconnus.Ils
se trouvent dans une partie de la frontière du domaine. Les données initiales sont égale-
ment supposées inconnues, et nous ne cherchons à pas les trouver.

L'outil principal pour détecter les termes manquants est la méthode de la sentinelle
de J.L.Lions (1992), qui permet de distinguer entre tous les termes manquants(de bruits
et données initiales.

Nous voulons ici caractériser les termes de pollution indépendamment des données
initiales manquantes voir [1] . Dans ce chapitre on traitera la méthode de la sentinelle
d'une façon di�érente de celle du chapitre précédent , c'est à dire , on traitera le cas où la
théorie de la sentinelle est utilisée dans son cadre général puisque nous considérons deux
ensembles ouverts di�érents l'un pour le contrôle et l'autre pour l'observation ,Alors que
le problème de trouver la sentinelle est equivalent à un problème de contrôlabilité (voir
chapitre précédent ([28]) où le contrôle et l'observation ont leur support dans le même
ensemble. C'est un nouveau problème pour les systèmes hyperboliques en général.
Le contrôle optimal du paramètre distribué régi par un système d'équations hyperbo-
liques revêt une importance particulière pour les problèmes de traitement d'image géné-
ralement exprimés par la résolution de l'équation des ondes ou, de manière équivalente,
par l'équation de Helmoltz.

En tant qu'application immédiate, l'existence d'une sentinelle discriminante pour
une équation d'onde non linéaire peut être discutée, comme nous le voyons bien dans ce
chapitre .

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous donnons une application
à la théorie de la sentinelle de Lions pour les problèmes d'ondes non linéaires avec des
données incomplètes et montrons l'existence d'une sentinelle pour l'équation d'onde, où
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le contrôle et l'observation ont leurs supports dans des ensembles ouverts di�érents.
Dans la section 3, nous abordons le problème de la contrôlab ilité sous contraintes

qui corresponde à la recherche de sentinelles discriminantes.

1 Position du problème de la sentinelle

Soit Ω un ouvert Rn , n ∈ N∗ avec une frontière Γ = ∂Ω de classe C 2. Pour T > 0
, nous posons Q = (0, T ) × Ω ,Σ = (0, T ) × Γ et nous considérons l'équation des ondes
non linéaire.

∂2y

∂t2
−∆y + f(y) = 0 sur Q (1.1)

Où f est de classe C 1. Les conditions initiales ont des données manquantes.{
y(0) = y0 + τ0ŷ

0 sur Ω
y′(0) = y1 + τ1ŷ

1 sur Ω.
(1.2)

Où y0 ∈ H1
0 (Ω) , y1 ∈ L2(Ω) sont connus et τ0ŷ

0 , τ1ŷ
1 sont inconnus ( voir chapitr 3).

On suppose que

||(ŷ0, ŷ1)||H1
0×L2 ≤ 1 et τ0 , τ1 petits.

Les termes de pollution apparaissent dans les conditions aux limites

y =

{
y = ξ0 + λξ̂0 sur Σ0 = (0, T )× Γ0 ⊂ Σ
y = 0 sur Σ\Σ0.

(1.3)

Où ξ0 ∈ L2(Σ0) est donné , et où le terme λξ̂0 n'est pas connu.
L'objectif est de trouver une méthode pour calculer le terme de pollution λξ̂0 .

Remarque 1.1. Nous observons le système dans un ouvert O ⊂ Ω appelé observatoir
pendant un temps T que nous notons yobs , cette observation est formulée par

yobs = m0 +

n∑
i=1

βimi (1.4)

les fonctions m0,m1, ...,mn sont connus dans L2(O × (0, T )) , mais les βi qui sont des
nombres réels sont inconnus .Nous supposons seulement que les βi sont " petits".Ces
termes βi sont appelés termes d'interférence ( bruit) .De même nous supposons que pour
1 ≤ i ≤ n , les fonctions mi sont linéairement indépendants.

Remarque 1.2. Dans le cas de l'équation de la chaleur on pouvait prendre l'observatoir
O arbitrairement " petit " et on pouvait également prendre T arbitrairement petit.La
situation est ici di�érente.Il faudra ici prendre T assez grand et la longueur de T dépendra
de la " taille" de O .
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Ceci est tout à fait intuitif.Une pollution s'exerçant sur Γ0 ne saurait être d¢elée par
une observation faite sur O avant que son in�uence n'ait été propagée jusqu'à O .De
même , à la �n de l'observation , les pollutions s'exerçant sur un intervalle de temps
(T − α, T ) n'ont plus d'in�uence sur l'observation , pour α assez petit. Autrement dit,
si T est "trop petit" à cause de la vitesse �nie de propagation des ondes, aucune action
sur la frontière latérale Σ du système n'est perçue dans "les points de Ω qui sont loin de
Γ".

1.1 La sentinelle

Nous allons maintenant introduire la notion de sentinelles suivant l'article d'Omrane
[2] (voir aussi [7]). Dans cette dé�nition , l'observation et le contrôle peuvent avoir des
ensembles de support di�érents. En e�et , on peut avoir l'observation dans une partie
d'un domaine , et le contrôle dans une autre partie de Ω .Cette dé�nition conduit à un
problème de contrôlabilité non trivial.

Soit h0 une fonction donnée sur (0, T )×O telle que

h0 ≥ 0

∫ T

0

∫
O
h0dxdt = 1. (1.5)

Soit en outre ω un ouvert non vide de Ω . Pour la fonction de contrôle v ∈ L2((0, T )×ω)
, nous introduisons la fonctionnelle

S(λ, τ0, τ1) =

∫ T

0

∫
O
h0y(t, x, λ, τ0, τ1)dxdt+

∫ T

0

∫
ω
vy(t, x, λ, τ0, τ1)dxdt (1.6)

Nous dirons que S dé�nit une sentinelle pour le système (1.1) - (1.3) et (1.5).
...

• S est insensible au premier ordre respectivement avec les termes manquants τ0ŷ
0 ,

τ1ŷ
1 ce qui signi�e

∂S

∂τ0
(0, 0, 0) = 0 et

∂S

∂τ1
(0, 0, 0) = 0 (1.7)

• Et w est de norme minimale dans L2((0, T )× ω) dans le sens

||w||
L2((0, T )× ω)

= inf
v∈L2((0,T )×ω)

||v|| (1.8)

Remarque 1.3. :
Le point de vue classique de Lions repose sur h0 et w ayant leur support dans le

même ensemble ouvert d'observation O = ω . Dans ce cas la question de l'existence de
la sentinelle telle que (1.7) aura lieu , est évidente. En e�et , h0 = −w est une solution
de sorte que le vrai problème est de calculer contrôle optimal w(1.8) .
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Le point de vue considéré ici est la notion de sentinelle dé�nie par la fonction h0 ,
l'observation yobs et le contrôle w , mais avec h0 ayant son support dans O et w ayant
son support dans ω avec ω 6= O.

Dans ce cas , l'existence de la sentinelle n'est pas garantie.

Remarque 1.4. . Le cas de l'observation entachée de bruit (1.4) est discuté et étudié
dans la section 4.

1.2 L'état adjoint - Problème de contrôlabilité

Notons par yτ0 =
∂y

∂τ0
(0, 0, 0) et par yτ1 =

∂y

∂τ1
(0, 0, 0) pour λ = τ0 = τ1 = 0.

Alors yτ0 satisfait le système suivant :
�a0yτ0 = 0 sur Q.
yτ0 = 0 sur Σ.
yτ0(0) = ŷ0 sur Ω.
∂yτ0
∂t

(0) = 0 sur Ω.

(1.9)

et par yτ0 satisfait à 
�a0yτ1 = 0 sur Q.
yτ1 = 0 sur Σ.
yτ1(0) = ŷ1 sur Ω.
∂yτ1
∂t

(0) = 0 sur Ω.

(1.10)

Où

�a0 =
∂2

∂t2
−

n∑
j=1

∂2

∂x2
j

+ a0I; (1.11)

est le d'Alembertien avec potentiel

a0 = f ′(y0) ∈ L∞(Q); (1.12)

où a0 est une valeur réel , et y0 = y(t, x, 0, 0). Il est bien connu que ces problèmes
linèaires admettent chacun une unique solution de C ([0, T ];H1

0 (Ω) ∩ C 1([0, T ];L2(Ω))
Nous déduisons immédiatement que ( 1.7) est équivalent à :

∫ T

0

∫
O
h0yτ0(t, x, λ, τ0, τ1)dxdt+

∫ T

0

∫
ω
wyτ0(t, x, λ, τ0, τ1)dxdt = 0 (1.13)

et
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∫ T

0

∫
O
h0yτ1(t, x, λ, τ1, τ1)dxdt+

∫ T

0

∫
ω
wyτ1(t, x, λ, τ0, τ1)dxdt = 0 (1.14)

Nous démontererons alors le résultat suivant

Proposition 1.1. Soit q la solution du problème rétrograde bien posé :


�a0q = h0χO + wχω sur Q.
q = 0 sur Σ.
q(T ) = 0 sur Ω.
∂q

∂t
(T ) = 0 sur Ω.

(1.15)

Alors de la sentinelle pour (1.1)-(1.3) insensible aux données manquantes ( i.e (1.13)
et(1.14) auront lieu) est équivalent à un problème de contrôlabilité à zéro (1.15) avec

q(0) =
∂q

∂t
(0) = 0 sur Ω. (1.16)

Preuve

Multiplions (1.15) par yτ0 et intégrons par partie nous trouvons :∫
Q

(�a0q)yτ0dxdt =

=

∫
Q
q�a0yτ0dxdt+

∫
Ω

∂q

∂t
(T )yτ0(T )dx

−
∫

Ω

∂q

∂t
(0)yτ0(0)dx−

∫
Ω
q(T )

∂yτ0
∂t

(T )dx+

∫
Ω
q(0)

∂yτ0
∂t

(0)dx

−
∫

Σ

∂q

∂ν
yτ0dσ +

∫
Σ

∂yτ0
∂ν

qdσ

=

∫
Q

(h0χO + wχω)yτ0dxdt

Mais yτ0 est une solution de (1.9).Donc

−
∫

Ω

∂q

∂t
(0)ŷ0dx =

∫
Q

(h0χO + wχω)yτ0dxdt.

Si la sentinelle existe nous avons en particulier (1.13).Donc il reste :

∫
Ω

∂q

∂t
(0)ŷ0dx = 0. ∀ŷ0
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et par conséquent

∂q

∂t
(0) = 0 dans Ω.

Maintenant multiplions (1.15) par yτ1 solution de (1.10) , et intégrons par partie ,
nous déduisons

∫
Ω
q(0)

∂yτ1
∂t

(0)dx =

∫
Q

(h0χO + wχω)yτ1dxdt.

et de (1.14) nous obtenons

∫
Ω
q(0)ŷ1dx = 0 pour tout ŷ1.

Ainsi q(0) = 0 dans Ω ; et �nallement nous avons (1.16).L'inverse est évident.

2 Contrôlabilité à zéro

2.1 Résultat sur l'existence de la solution

Lemme 2.1 ([31]). Soit Ω un domaine borné de Rn à frontière lipschitzienne. Pour tout
f ∈ L1(0;T ;L2(Ω)) ,ϕ0 ∈ H1

0 (Ω) , ϕ1 ∈ L2(Ω) Il existe une solution unique ϕ pour le
système suivant : 

�a0ϕ = f sur Q.
ϕ = 0 sur Σ.
ϕ(0) = ϕ0 sur Ω.
∂ϕ

∂t
(T ) = ϕ1 sur Ω.

avec
ϕ ∈ C ([0, T ];H1

0 (Ω)) ∩ C 1([0, T ];L2(Ω))

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

2.2 Résultat sur l'existence du contrôle :

La méthode HUM permet d'obtenir la contro�labilité interne ( ou distribuée) au temps
T lorsque la fonction contrôle v agit sur un sous-domaine ω strictement inclus dans Ω
.Dans ce cas le support ω doit véri�er la condition d'optique géométrique de la dé�nition
ci-dessous( voir chapitre 3) c'est à dire (ω, T ) ∈ COG :
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Dé�nition 2.1. On dit alors que que le couple (ω, T ) satisfait la condition de contrôle
géométrique , si et seulement si tout rayon lumineux ré�échi selon les lois de l'optique
géométrique ; issu d'un point quelconque de Ω à l'instant t = 0 �nit par rencontrer ω à
un instant t < T .

Dans cette section on considère le système d'onde suivant :
�a0q = g sur Q.
q = 0 sur Σ.
q(T ) = q0 sur Ω.
∂q

∂t
(T ) = q1 sur Ω.

(2.1)

Où le d'Alembertien �a0 avec le potentiel a0 est donné par (1.11) tel que (1.12) . Il
est bien connu que (cf lemme2.1) g ∈ L1([0, T ], L2(Ω)) et (q0, q1) ∈ H1

0 (Ω) × L2(Ω) , le
problème (2.1) admet une unique solution

q ∈ C ([0, T ];H1
0 (Ω) ∩ C 1([0, T ];L2(Ω))

On étudie maintenant le problème de la contrôlabilité exacte pour les solutions du
système (2.1). C'est-à-dire "étant donné un temps T > 0 et des conditions initiales
{q0, q1} ∈ H1

0 (Ω)× L2(Ω) , existe-t-il un vecteur contrôle v dans dans L2((0, T )× ω)tel
que la solution q = q(v) du système (2.1) satisfasse la condition :

q(0; v) =
∂q

∂t
(0; v) = 0 dans Ω (2.2)

Autrement dit, il s'agit d'étudier l'existence d'un contrôle v dans L2((0, T )×ω) telle
que l'unique solution q de (2.1) avec g = χωv ramène le système à l'état d'équilibre {0, 0}
au temps t = 0, où ω est un ouvert de Ω. ,ainsi que W = (0, T ) × ω désigne l'intérieur
d'un cylindre et χω la fonction caractéristique .

A nouveau la méthode HUM ramène ce problème (2.1) de contrôlabilité à un problème
de contrôle optimal , introduisant la fonctionnelle J :

L2(Ω)×H−1(Ω) −→ R

(φ0, φ1) −→ J(φ0, φ1) =
1

2

∫ ∫
(0,T )×ω

φ2(t, x)dxdt−
∫

Ω
〈q1, φ0〉+ 〈q0, φ1〉dxdt

où φ est solution du système 
�a0φ = 0 sur Q.
φ = 0 sur Σ.
φ(T ) = φ0 sur Ω.
∂φ

∂t
(T ) = φ1 sur Ω.
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La contrôlabilité repose alors sur l'existence d'une constante C positive telle que l'inéga-
lité d'observabilité suivante :

||(φ0, φ1)||2L2×H−1 ≤ C(ω, T )

∫ ∫
(0,T )×ω

φ2(t, x)dxdt

ait lieu pour toute donnée initiale (φ0, φ1) ∈ L2(Ω), H−1(Ω) de φ..A nouveau cette in-
égalité s'obtient en utilisant la méthode des multiplicateurs.

Proposition 2.1. [8] Soit (ω, T ) satisfaisant la condition de contrôle géométrique , pour
toute {q0, q1} dans H1

0 (Ω) × L2(Ω) , il existe un contrôle v ∈ L2(0, T × ω) tel que la

solution de (2.1) satisfasse (2.2) :q(0; v) =
∂q

∂t
(0; v) = 0 dans Ω

Plusieurs auteurs ont étudié le problème de contrôlabilité pour l' équations des ondes
.Nous réferons à Dehman et al [16] , Gerard [30].Voir aussi les travaux de Ruiz [29] et
Tataru [20] ... Dans la prochaine section nous allons considérer la contrôlabilité pour
l'équation d'onde sous des contraintes.

3 Cas de la sentinelle discriminante

Dé�nition 3.1. On dit que S est une sentinelle discriminante pour le système (1.1)-(1.4)
et (1.5) , s'il existe w tel que le couple (w, S) satisfait à (1.7)-(1.8) et si

• S est insensible au termes d'interférence βimi ie :∫ T

0

∫
O
h0midxdt+

∫ T

0

∫
ω
wmidxdt = 0 0 ≤ i ≤ n (3.1)

Soit K un sous espace vectoriel fermé engendré dans L2((0, T ) × ω par n fonctions in-
dépendantes miχω, 0 ≤ i ≤ n. Il est facile de voir qu'il existe l'unique k0 ∈ K tel
que ∫ T

0

∫
O
h0midxdt+

∫ T

0

∫
ω
k0midxdt = 0 0 ≤ i ≤ n

Remarque 3.1. L'espace vectoriel K joue le même rôle que dans la section précédente.En
plus la condition (3.1) est équivalente à

w − k0 = v ∈ K⊥ (3.2)

En�n et pour résumer , le problème consiste à obtenir le contrôle w telle que le
couple (w, S) satisfait (1.7) avec (3.1)( de même que (1.7) avec (3.2) ) équivaut à trouver
le contrôle v telle que la paire (v, q) satisfait le système suivant :
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v ∈ K⊥.
�a0q = h+ vχω sur Q.
q = 0 sur Σ.
q(T ) = 0 sur Ω.
∂q

∂t
(T ) = 0 sur Ω.

(3.3)

et

q(0) =
∂q

∂t
(0) = 0 dans Ω. (3.4)

où h = h0χO+k0χω Donc nous avons considéré le problème original avec la contrôlabilité
sous contraintes.

3.1 La contrôlabilité à zéro sous contraintes

Nous présentons ici un Théorème fondamental de Dehman et Omrane [5] que nous
allons l'utiliser plus tard.

Nous avons besoin ici des hypothèses suivantes A1 et A2 (Nous rappelons que K est
un sous espace de dimension �nie de L2((0, T )× ω) dé�nissant des contraintes ).

(A1) Le couple (ω, T ) satisfait la Condition de Contrôle Géometrique (C.C.G).

(A2) Le seul élément k ∈ K qui satisfait �a0k = 0 dans Q est l'élément trivial k ≡ 0

D'où nous avons le Théorème :

Théorème 3.1. Sous les hypotheses A1 et A2 , pour chaque (q0, q1) ∈ H1
0 (Ω)× L2((Ω)

,il existe une fonction contrôle de contrainte v ∈ L2((0, T )×ω) telle que l'état q solution
du problème 

�a0q = vχω sur Q.
q = 0 sur Σ.
q(T ) = q0 sur Ω.
∂q

∂t
(T ) = q1 sur Ω.

(3.5)

satisfait (2.2).

Preuve Pour la démonstration du Théorème 3.1 ,c'est une version adaptée de la
méthode HUM de Lions [31] . (voir B.Dehman et A. Omrane [5].
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3.2 Sentinelle discriminante

Nous terminons ce chapitre par la démonstration de l'existence de la sentinelle dis-
criminante.

Proposition 3.1. Sous les hypothèses A1 et A2 du Théoréme 3.1 , il existe une unique et
non trivial sentinelle discriminante pour le problème (1.1)-(1.4) insensible aux données
manquantes τ0ŷ

0 et τ1ŷ
1 et aux termes de bruit βimi, 1 ≤ i ≤ n.

Preuve Du Théorème ci-dessus , l'existence de la sentinelle insensible aux données
manquantes (ie ici tels que (1.7) et(3.2) ) est assurée si nous démontrons qu'il existe
v ∈ K⊥ tel que nous avons (1.16). Le système ci-dessus (3.3) est équivalent au système
(2.1) sous contraintes. En e�et en posant q = z + q̃ nous résoudrons :

�a0z = h sur Q.
z = 0 sur Σ.
z(T ) = 0 sur Ω.
∂z

∂t
(T ) = 0 sur Ω.

et nous posons q̃ = q − z , alors
(
q̃(T ),

∂q̃(T )

∂t
(T )

)
=

(
q(T ),

∂q

∂t
(T )

)
−
(
z(T ),

∂z

∂t
(T )

)
et donc contrôlant q ou q̃ solution de

v ∈ K⊥.
�a0 q̃ = vχω sur Q.
q̃ = 0 sur Σ.
q̃(T ) = 0 sur Ω.
∂q̃

∂t
(T ) = 0 sur Ω.

(3.6)

est le même.
Cependant le système (3.6) avec contraintes sur le contrôle est contrôlable à zéro

grâce au Théorème 3.1
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a) Conclusion
Les travaux présentés dans ce mémoire de thèse représentent une contribution à
l'étude des systèmes hyperboliques où la premère partie est consacréE à la carac-
térisation du contrôle optimal des systèmes hyperboliques pour des conditions de
dirichlet homogènes.En ce qui nous concerne notre travail est articulé sur l'etude du
contrôle optimal pour les équations pour les conditions de dirichlet non homogènes
ainsi que le contrôle optimal frontière. Dans ce même cadre nous avons développé le
cas du contrôle sans et à moindres regrets pour les systèmes hyperboliques relatives
à plusieurs exemples de fonctions coûts tandis que nombreux travaux se sont focalisé
sur les systèmes d'évolution du premier ordre. Quant à la deuxième partie , elle est
consacrée à l'étude de la méthode de la sentinelle pour les systèmes hyperboliques
selon la conception de Lions.En ce qui nous concerne nous avons développer cette
méthode de la manière quelle soit une extension ou une généralisation de celle initiée
par Lions ou l'observation et le contrôle ont des supports d'ouverts disjoints , tout
en déterminant la sentinelle discriminante qu'elle est équivalente à un problème de
contrôlabilité à zéro en se basant sur un Théorème dû à Dehmane et Omrane.

b) Perspectives

De nombreuse questions demeurent encore posés dans ce domaine .Comme futures
perspectives de recherche sur les résultats présentés dans ce mémoire , nous envisageons
développer et améliorer les points suivants :
� L'existence de la sentinelle pour les systèmes hyperboliques est garntie si la pro-

priété d'unicité de HOLMOGREN est véri�ée. La question est de savoir si la pro-
priété d'unicité de HOLMOGREN demeure vraie pour les opérateurs hyperboliques
à coe�cients non réguliers.

� Etudier l'existence de la sentinelle pour les systèmes hyperboliques dans le cas où la
fonction f n'est pas régulière.

� illustrer le problème d'identi�cation de paramètres dans les problèmes hyperboliques
type équations des ondes non linéaire à données incomplètes en éxaminant les deux
approches , la méthode des moindres carrés et la méthode de la sentinelle où l'ob-
servation et le contrôle ont des suuports d'ouverts disjoints.

� Etudier l'adaptation du contrôle à moindres regrets pour le contrôle des des pro-
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blèmes hyperboliques (equation des ondes) mal posés (le cas du problème mal posé
de l'équation de la chaleur a été traité par Omrane et Nakoulima).

� Etudier la nulle contrôlabilité de l'équation des ondes avec deux contraintes sur le
contrôle avec application de la sentinelle discriminante.
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Notations

Ω Domaine spatial , un ouvert borné régulier de Rn
∂Ω = Γ Frontière Ω.
Q Ω× (0, T ).
Σ Γ× (0, T ).
a(., .) forme bilinéaire .
U Espace des contôles
Uad Sous-ensemble de U des contrôles admissibles.
L(X,Y ) ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y.
B Un opérateur de contrôle.
C Un opérateur d'observation.
Λ Un isomorphisme d'un espace dans son dual.
X ′ Espace duale de X.
A∗ L'adjoint de A.
N Opérateur hermitien positif sur l'espace des contrôles A .
L2(Ω) Un espace des fonctions carrés intégrables.
||u||L∞(0,T ;W ) = supt∈(0,T )(ess)||u(t)||W .
Lp(0, T ;X) espace des fonctions intégrable f :]0, T [−→ X tel quef(t) ∈ Lp(Ω) .
〈., .〉X Produit scalaire dans l'espace X.
Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp(0, T ; Ω)
||.||X Une norme dé�nie dans X.
Hm(Ω) Espace de Sobolev d'ordre m.

Hm
0 (Ω) Espace des fonctions f ∈ Hm(Ω) telles que

∂kf

∂νk
|∂Ω = 0 0 ≤ k ≤ m− 1.

H−m(Ω) Espace dual de Hm
0 (Ω).

H Espace des observations (Espace de Hilbert).
G Espace des incertitudes (Espace de Hilbert).
O Un observatoire sur Ω .
χO Fonction caractéristique de O.
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Résumé

Ce mémoire de thèse comporte deux parties. La première est consacrée l'étude du
contrôle optimal des systèmes hyperboliques du secons ordre de type équations des ondes
en milieu pollué.Dans le même contexte on a traité le cas du contrôle à moindres regrets
, une notion qui trouve son origine dans les travaux de J.L Lions où l'on détermine le
contrôle optimal relativement à plusieurs exemples de fonctions coûts. Dans la deuxième
partie nous avons étudié la sentinelle pour les systèmes hyperbolique type équations
des ondes dans un cadre plus général que celle initiée par J.L.Lions , où le contrôle
et l'observation n'ont pas le même support mais deux ouverts di�érents.De même nous
avons démontré l'existence de la fonctionnelle de sentinelle discriminante en résolvant un
problème de la contrôlabilité á zéro avec des contraintes sur le contrôle.

Mots clés :équation hyperbolique ; contrôle optimal ; contrôle sans regrets ; contrôle
à moindres regrets , sentinelle ; sentinelle discriminante

Abstract

This memory had two parts.The �rst comprises study the optimal control for
second-order hyperbolic system type wave equation in polluted environment. In the
same context , we have treated a low-regret control , a notion which has its origin and
appellation in Lions' works , where we determine the optimal control relatively to to
several examples of cost functions. In the second part , we have stutied the sentinel
for the second-order hyperbolic equation of non-linear wave equation In a more general
context As the one initiated by J.L.Lions, where the control and the observation do
not have the same support but two open subsets di�erents.In the same way we proved
the existence of the discriminating sentinel function by solving a null-control problem
with constraints on the control.
Keywords : hyperbolic equation ; optimal control ; low-regret control ; no-regret
controle ; sentinel ; descriminating sentinel
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