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Introduction

Il est connu que I’étude des équations aux dérivées partielles (EDP) hyperboliques est
un sujet historiquement important dont les premiérs pas remontent & d’Alembert avec
I’équation des ondes et et 4 Euler, avec les équations du méme nom décrivant 1’évolution
d’un fluide.Elles trouvent leurs domaines d’application en physique : I’éléctromagnétisme
la mécanique du solide et des fluides bien siir;mais aussi en biologie, en chimie,...

Nombreux , donc sont les phénoménes naturels notamment de propagation qui sont
modélisés et gouvernés par des équations hyperboliques.

Dans la premiére partie de ce mémoire on s’intéresse a 1’étude du contréle optimal &
des équations hyperboliques du second ordre type équations des ondes. Il est connu dans
la littérature mathématique (voir [11] ) que la théorie de controle analyse les propriétés
des systémes commandés (systémes dynamiques) sur lesquels on peut agir au moyen
d’une commande (ou controle).Le but est alors d’amener le systéme d’un état initial
donné & un certain état final en respectant éventuellement certains critéres.Les systémes
sont multiples ,differentiels , discrets...Leurs origines sont trés diverses :la mécanique ,
I’électricité , électronique , biologie , chimie.. L’objectif peut étre de stabiliser le systéme
pour rendre insensible & certaines perturbations (stabilisation) , ou encore de déterminer
des solutions optimales pour un certain critére d’optimisation (contréle optimal). Ainsi
les domaines d’application sont multiples : aéronautique , internet et les communications
en général.

Dans cette optique des choses , nous avons rappelé les résultats du contréle optimal
pour I’équation d’évolution du second ordre tout en se basant sur les résultats de mini-
misation de fonctionnelle | outil important dans ’étude du contrdle optimal (voir Lions
[27] , [28] , [31] , [19] , [36] ainsi que pour le cadre fonctionnel de 1’équation d’évolution
du second ordre et le théoréme d’existence et d’unicité (voir [32] , [22], [11] , [14]).

Dans le méme ordre d’idées nous avons traité le cas du controle & moindres regrets
(ou de Pareto) , notion introduite par J.-L. Lions vers 1990, pour les problémes & don-
nées manquantes qui trouve son application dans les questions relatives & 1’écologie , &
I’environnement et au climaft.

La notion du controle sans regrets , et le contréle & moindres regrets aux problémes a
données incomplétes pour différentes applications , ont été mentionnés dans les travaux de
Lions ( voir [32] ,[23] ,[24], [19]...). Ce concept a été par la suite développé par A.Omrane
, O.Nakoulima et J.Velin (voir [15] , [18] , [3] , [4] , [9] , [12] , [13] , [17] et [10]).

Pour notre part on donne une caractérisation du contréle sans regrets pour les pro-
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blémes 4 données manquantes pour les systémes hyperboliques en développant les diffé-
rents cas d’observations .

Dans la seconde partie on s’intérésse aux problémes d’identification qui consistent &
retrouver les causes d’un phénomeéne & partir d’une observation de celui-ci en s’articulant
sur la théorie de la sentinelle .

Rappelons que parmi les méthodes utilisées auparavant est la méthode dite Méthode
des moindres carrés ou la résolution de ce type de probléme se fait & ’aide d’une mesure
expérimentale et d’'un modéle censé reproduire le phénoméne physique et permettant
d’associer des observations & des causes. Ensuite, la stratégie la plus répandue consiste
& rechercher des causes telles que les observations, calculées grace au modéle, soient les
plus proches (au sens d’une distance quadratique) de celles que l'on a mesurées. Cette
méthode a fait I'objet de nombreuses variantes.

A la fin des années 80, J.L. Lions propose une nouvelle méthode, appelée méthode des
sentinelles, qui permet d’obtenir des informations sur les causes & partir d’'une moyenne
pondérée de I'observation.

Cette méthode intervient essentiellement dans presque tous les problémes de météoro-
logie,ou d’océanographie oti les conditions initiales ne sont pas complétement connues,méme
chose pour des problémes de pollution dans un lac,une riviére,un estuaire. Les conditions
aux limites peuvent aussi étre inconnues ,ou seulement partiellement connues sur une
partie de la frontiére , qui peuvent par exemple étre inaccéssibles aux mesures, qu’il
s’agisse de situations bio-médicales ou de situations correspondant & des accidents .Il en
va de méme les termes sources qui peuvent étre d’accés difficile.

Grace a cette théorie , nombreux problémes évoqués ci-dessus ont été 'objet d 'études
et ont donné lieu & beaucoup de dévéloppements.

L’objectif de la thése :

L’objectif de ce mémoire s’articule sur la détermination du contréle optimal de sys-
témes hyperboliques en milieu polué par 'application :

1. Méthode de contdle & moindres regrets :

Nombreux sont les systémes stationnaires ou d’évolution du premier degré qui ont
fait 'objet d’étude par cette méthode. En ce qui nous concerne nous avons appli-
qué cette méthode & des systémes hyperboliques du second ordre notamment de
type équations des ondes.Nous sommes arrivés a déterminer le contrdle optimal
et les systémes d’optimalité singuliers , en développant plusieurs cas d’obsevations
relativement & plusieurs exemples de fonctions cotts.

Pour rappel , le contréle , parameétre des systémes distribués gouvernés par des
équations hyperboliques revét une importance particuliére pour les problémes de
traitement d’images , généralement exprimés par la résolution de 1’équation des
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ondes.

L’ultilisation de cette équation peut cependant laisser un écart entre les solutions
théoriques et expérémentales , alors 'utilisation d’un controle optimal permet de
combler cet écart , car il permet d’optimiser la distance entre les deux solutions
(voir [6] et les références dans celles-ci).

2. Méthode de la sentinelle :

Pour notre part, nous avons appliqué la méthode de la sentinelle au systéme hy-
perbolique , plus particuliérement & I’équation des ondes.

La nouveauté dans ce travail c’est que nous avons développé la méthode de J.L.
Lions (1992) tout en la généralisant pour la construction de la sentinelle des sys-
témes hyperboliques, en considérant deux ensembles ouverts différents , 'un pour
le controle , autre pour 'observation.

L’importance des équations hyperboliques pour la méthode de la sentinelle est
caractérisée par la détection des termes de bruits qui surviennent dans les problémes
de traitement d’images pour ce qui est de la télédétection, aussi bien pour les
capteurs actifs ( dispositif de telédétection qui utilise des sources artificielles de
rayonnement -radars- ) que les capteurs passifs(dispositif de télédétection qui utilise
les rayonnements naturels ). Comme il est bien connu, ces problémes générent des
ondes électromagnétiques (EM) qui sont ici modélisées par une équation d’onde
non linéaire. Le rayonnement EM qui est réfléchi par différents motifs de la surface
de la Terre est mesuré par des outils de télédétection. Les mesures qui consistent
en l'évaluation de différentes longueurs d’ondes permettent de distinguer le type
d’océan ou de couverture terrestre : ’eau, la végétation et le sol en général.

Les termes de bruit pour lesquels nous nous référons aux termes de la pollution
dans notre cas sont inconnus et déterministes. Ils se trouvent dans la frontiére
du domaine pour les nombres d’onde élevés. Les données initiales sont également
supposées inconnues, et on ne cherche pas a les trouver.

Le moyen ou l'outil principal pour détecter les termes manquants , comme nous
I’avons cité supra est la méthode classique des moindres carrés , mais cette méthode
détermine tous les termes manquants (les termes de bruits et les termes de données
initiales manquantes). Nous utilisons ici la méthode de la sentinelle de J.L.LIONS
(1992), qui permet de distinguer entre tous les termes manquants. Nous voulons ici
caractériser les termes de bruits indépendamment des données initiales manquantes.
Avec la méthode de la sentinelle, il y a un de gain de temps dans les calculs lorsqu’
on est intéressé par des simulations.

Comme nous le voyons bien, le probléme de trouver une sentinelle équivaut & un
probléme de controlabilité & zéro (voir le cas général dans le livre de Lions [28]) ou
le controle et I'observation ont leur support dans le méme ensemble ouvert.

En tant qu’application immeédiate, I'existence d’une sentinelle discriminante pour
une équation d’onde non linéaire peut étre discutée, comme nous le voyons bien

-6-
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dans le derniér chapitre.Enfin nous notons que le probléme rétrograde apparait sous
cette forme dans la théorie de la sentinelle de Lions [28] . Nous citons les travaux
d’Omrane |2] , de Miloudi et al. [10] Et [7] ol est résolu le probléme de controle avec
contraintes pour ’équation de la chaleur en utilisant bien 'inégalité de Carleman
bien adaptée (voir aussi Furskov et Yu Imanuvilov [21]).

Comme noté ci-dessus , nous démontrerons que le probléme de la sentinelle équi-
vaut & un probléme de controle & zéro .Le probléme général de controlabilité & zéro
pour I’équation des ondes est bien traité , saisi et compris (voir Lions [31] et Bardos
et al. [26]). En effet, en supposant la condition de controle géométrique (C.C.G)
introduite par [8], on peut établir une estimation d’observation qui par la méthode
HUM de Lions [7], méne a 'existence du controle v.

Plan de la thése

On se propose d’étudier des systémes hyperboliques du second ordre de type équations
des ondes en milieu polué . Il s’agit du systéme :

0%y

o2 Ay = f+v sur@Q.
Y = g1 sur 2.
y(0) = ¢ sur Q.
?Z(T) =0 sur €2.

oll v est la variable de contréle , g1 et go représentent les données manquantes : g; la
pollution et go la donnée initiale manquante.
d’ol1 on a organisé la présentation du travail de la maniére suivante :

B Partie I:

On traitera le cas du controle a moindres regrets ou l'on déterminera le controle
optimal relativement & plusieurs exemples de fonctions cotits. et pour atteindre ce but
nous avons vu qu’il utile d’introduire dans cette partie les chapitres suivants :

® Chapitre 1 :

Dans ce chapitre , on a donné quelques rappels et résultas de minimisation de fonc-
tionnelles qui sont un outil mathématique essentiel pour le reste du chapitre . L’étude de
I’équation d’évolution du second ordre et le théoréme d’existence et unicité de la solu-
tion (cas homogeéne) constitue la partie fondamentale. Dans un second plan nous avons
introduit la caractérisation du contréle optimal selon certains cas d’observations distri-
buées. Nous avons introduit aussi un nouveau cadre fonctionnel pour ’équation d’onde
(probléme de Dirichlet non homogéne qui différe des cas déja étudiés , ol on a soumet
ce systéme aux différents cas d’observations découlant des différentes cas de fonctions
colts.
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® Chapitre 2 :

La premiére section de ce chapitre est consacrée & la définition de la notion de controle
sans regrets et contrdle & moindres regrets; suivis par des applications sur un cas de
probléme stationnaire.

Dans la seconde section nous avons appliqué la notion de contréle sans regrets et
contréle & moindres regrets , oil on a démontré l'existence et unicité du controle a
moindres regrets et on a ainsi déterminé le systéme d’optimalité singuliér .Notons que
nous avons étudié différents cas d’observations.

Bl Partie IT :

Cette deuxiéme partie est consacrée & 'application de la théorie de la sentinelle de la
maniére suivante :

® Chapitre 3 :

La premiére section de ce chapitre est un rappel sur les differents concepts de la théorie
de la Sentinelle appliquée aux systéme dissipatifs, ol nous avons évoqué la définition de
la sentinelle , la construction de la sentinelle par lintroduction de ’état adjoint , la
condition d’insensibilité, puis I’application de la méthode de pénalisation en déterminant
le systéme d’optimalité...

Quant & le seconde section est consacrée aux systémes hyperboliques & données in-
complétes ol on cherche & estimer le terme de pollution qui exerce sur le systéme distribué
selon la méthode de Lions .

® Chapitre 4 :

Dans ce chapitre on applique la théorie de la sentinelle & 1’équation des ondes non
linéaire dont le terme pollution est sur une partie de la frontiére tout en faisant 'extension
de la méthode sur deux supports I'un pour ’'observation et ’autre pour le controle.

En fait ce chapitre est la traduction d’un article écrit en collaboration avec A Omrane
et A. Ayadi .

Nous avons ici caractérisé les termes de bruits indépendamment des données initiales
manquantes,donc nous avons démontré ’existence du contréle et 1’observation qui ont
leur supports dans deux ouverts différents.De méme nous avons démontré la controlabilité
A zéro sous contraintes qui corresponde 3 la sentinelle discriminante,ce qui constitue un
nouveau probléme pour les systémes hyperboliques.



Premiére partie

Controle optimal de systémes hyperboliques
en milieu polué
-Controéle sans regrets,Controle a moindres
regrets-



Chapitre 1

Controéle optimal de ’equation
hyperbolique

1 Rappels et Résultats de minimisation de fonctionnelles

Notation
Soit U un espace de Hilbert sur R ,espace de controles.
B une forme bilinéaire continue sur R, symétrique a(u,v) = a(v,u) Yu,v € U.
B une forme linéaire continue sur U : v — L(v).

B U,y un ensemble convexe fermé dans U ( ensembles des controles admissibles)

[
1.1 Minimisation de formes coercives :Cas « a coercif » :
On considére la fonctionnelle quadratique
J(v) = a(v,v) — 2L(v) (1.1)
que ’on cherche & minimiser sur Uy,q.
On dit que a est coercif sur U si
a(v,v) > c|v|]?, Yo €U, ¢>0 (1.2)

On a alors le :

Théoréme 1.1. [38] Si a(u,v) est une forme bilinéaire continue symétrique sur U satis-
faisant & (1.2), il existe un élément u et un seul dans Uyq tel que

J(u) = inf J(v)

VEULg

10



Chapitre 1. Contréle optimal de I'equation hyperbolique

Remarque 1.1. Le théoréme 1.1 est vrai si l'on suppose la forme bilinéaire a(v,v) définie
sur Uyg X Upq et vérifiant (1.2) Vv € Uyg.

Remarque 1.2. Soit v — J(v) une fonction de U,q — R, telle que
J(w) — 400 si ||v]| — oo, v E Uyg- (1.3)

v— J(v) est s.ci (semi continue inférieurement). (1.4)

Alors il exite u € Uyy tel que
J(u) = inf J(v). 1.5
(u) = inf J(v) (1.5)
Cette remarque s’étend méme aux fonctions v — J(v) définies sur U,q C U lorsque
U est un espace de Banach reflexif.

Sous les seules hypothéses (1.3) (1.4) il n’ y a plus nécessairement unicité, évidem-
ment il y a unicité si 'on suppose que v — J(v) est strictement convexe ie :

J(1—=0)v+06u) < (1—-0)J(v)+6J(u)

1.1.1 Caractérisation de I’élément réalisant le minimum :
Inégalités variationnelles

Théoréme 1.2. [38] On se place dans les hypothéses du Théorémel.1.L’élément u de
Uyq réalisant le minimum est caractérisé par

a(u, v —u) > L(v—u) Vv € Uyg. (1.6)

Remarque 1.3. Cas sans contrainte : U = Uyq
SiU =Uyq , on peut prendre dans (1.6)

v=uxe ¢ quelconque dans U
et (1.6) est équivaut alors
a(u, ) = L(p) Ve el. (1.7)

Remarque 1.4. Cas : Uy,q = cone
Supposons que

Uyg = come  fermé convexe de sommet l'origine (1.8)

Alors (1.6) est équivaut a
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Théoréme 1.3. [38] On suppose la fonctionnelle v — J(v) strictement convexe diffé-
rentiable et vérifiant (1.8) ( hypothése pouvant étre supprimée si Uyq est borné).
Alors lunique élément u de Uyq vérifiant J(u) = iIZ}If J(v) est caractérisé par
VEUGq

Jw).v—u)>0 Yo €Uy (1.10)

1.1.2 Variante des inégalités variationnelles

Le résultat suivant est techniquement trés utile :

Théoréme 1.4. [38] On se place dans les hypothéses du Théoréme 1.3.Alors la caracté-
risation (1.10 ) est équivaut @ :

J (). (v—u) >0 Yve&ly (1.11)

1.2 Le cas non coercive
1.2.1 Convexité de ’ensemble des solutions

Considérons une fonctionnelle v — J(v) continue convexe, s.c.i pour la topologie
faible.Désignons par X ’ensemble des u € U4 tel que

J(u) = inf J(v). (1.12)

VEULg
Cet ensemble X peut étre vide; mais il ne 'est pas si par exemple U est borné.
Théoréme 1.5. [38] L’ensermble X est fermé et conveze dans U.

Théoréme 1.6. [38] soit a(u,v) une forme bilinéaire continue sur U, non nécéssairement
symétrique , vérifiant
a(v,v) >0 Yveld (1.13)

Alors l'ensemble X des solutions de
UE Uy alu,v—u)> Llv—u) Yv €Uy (1.14)

est un ensemble fermé convexe de U.

-12-
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2  Equation hyperbolique

2.1 Données et notations

Soit © C R un ouvert borné de frontiére 9 = T" | et on note par @ = Q x (0,7) et
par X =1"x (0,7).
Soient V et H deux espaces de Hilbert avec

V C H,dense dans H; Vséparable. (2.1)
On identifie H & son dual et V' désigne le dual de V', on a :

VcHcCV (2.2)

La variable t désigne le temps.On suppose que t €]0,7[; T < oo.
On considére une famille d’opérateurs A(t) € L(V, V)

On pose :
(A(t)p, ) = alt,p,0b) Vo, €V (2.3)
On supposera :
Vo, eV,
La fonction : t — a(t, v, ) est une fois continuement dif férentiable dans [0,T].
(2.4)
a(t, @, ¥) = a(t, ¥, ). (2.5)

1 { ilexiste A € R, tel que :

alt, 0. 0) + Nl > allglly Va > 0, YoeV; te0,T] (2.6)

On introduit L2(0,T, V) I'espace des (classes de) fonctions mesurables t — y(t)
de [0,7] — V, pour la mesure de Lesbegue dt et telle que

T
( / |y<t>|2vdt> <0
0

On définit également L2(0,T, V') et L2(0,T, H).

D=

1 el = llella Sllell = llellv

-13-



Chapitre 1. Contréle optimal de I'equation hyperbolique

On consideére le probléme d’évolution suivant :

d
y € L20,T;V), d—i e L2(0,T; H). (2.7)
d%y
T2 +A(t)yy=f dans ]0,T] (2.8)
Avec
f donné dans L*(0,T,H) (2.9)

avec les conditions initiales

y(0) =yo donnée dans V. (2.10)

y'(0) =y1 donnée dans H. (2.11)
Remarque 2.1. Il en résulte de (2.8) que

d?y

— = f—A(t)y € L*(0,T; V'

oz =~ Ay € L7(0,T; V)

d
D’otn résulte que en particulier d—zt/ est p.p égale a wune fonction de [0,T] — V.

et d’aprés (2.7) , y est en particulier continue de de[0,T] — H. Donc (2.10) et
(2.11 ) ont un sens.

2.2 Théorémes d’existence et unicité

Théoréme 2.1. [38] Sous les hypothéses (2.4),(2.5),et (2.6) le probléeme (2.7)...(2.11)
admet une solution unique.
L’application

Y, E
est continue de L2(0, T, H) x V. x H — L?(0,T;V) x L?(0,T; H).

{ frv0.m }—>{ dy } (2.12)

Lemme 2.1. Lemme de Gronwall :
Soit ¢ une fonction continue de [0,T] dans RY .Supposons qu’il existe 1 continue de
[0,T] dans RT qui vérifie pour 0 <t < T

o(t) < 9(0) + ¢ /0 d(o)i(o)do

Alors .
Y(o)do
p(t) < ¢(0)6/0

-14-
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Lemme 2.2. Estimation a priors :
Sous les données et hypothéses du Théoréme 2.1 on a

T
IO+ W OF < (il +lnP + [ 15@)Far): 0<e<T

Démonstration du Lemme :
léquation (2.8) est équivaut a

alt,y(t),z) + ", 2) = (f(t),z) VzeV (2.13)

Prenant formellement z = ¢/(¢) et on aura :

a(t,y(t),y'(t)) + alt,y'(t),y(t)) + %Iy’(t)l2 =2(f(),y'(t)) (2.14)
Posons :

d
d(t,y,z) = Gty.2) VyzeV

(2.14) équivaut a

%(a(t,y(t),y(t)) +Y (OF) = d'(ty(t), y(1) = 2(f(t),¥' () (2.15)
en intégrant de 0 a ¢

alt, (1), (1) +y (D2 = a(0, 50, o)+ [+ / d(0),4(0), y(0))do+2 / (f(0),4/(0))do.
0 0

(2.16)
Le deuxiéme membre(2.16) est majoré par les (¢ désignant des constantes diverses)

t t
C\Iyo!|2+|y1|2+0/0 I\y(0)|2d0+2/0 | (o)ly(o)ldo

et le premier membre est > a|y(t)||? + |y (t)|?. donc

t
0

ly @) +1y' (1) < C(!yo\!2+\y1|2+/0 !f(U)\2d0> +C/ (ly(a)|[+1y/ (0)*)do. (2.17)

Appliquons le lemme de Grénwall on en déduit que

ly @117 + ' ()]* < C(Hyoll2 + [y [? +/0 |f(0)|2d0>- (2.18)

-15-
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Démonstration du Théme 2.1

B Unicité

Soit y satisfaisant aux conditions (2.7)...(2.11) avec f =0, yo = 0, y1 = 0. Soit

s €]0, T
On pose

Alors évidemment :

/oT <2l;5?2J T A(t)y,w>dt —0

et par intégration par parties on a :

T
| tattoy) =/ untar =o

Oou encore -
/O la(t, 9", ¢) — (¥, y)]dt = 0

On pose

d
aa(ta %¢) = a/(ta%w V%Z/J eV.

Alors (2.21) donne

| Satee) ~ P~ [ =o
0

@
donc

a@¢®¢@»+Mﬁ2—A%wwwwt
et donc utilisant (2.6)
|M®W+@@W§q(éﬂwwﬁw+www)

Mais si ’on pose
t
wlt) = / y(0)do
0

(2.24) s’écrit

|M@W+@@qu(émmwmaww+www)

-16-
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D’ou

(1= 2e18)|lw(s)II” + y(s)* < c2 /OS(\Iw(t)HQ + [y (t)*)dt. (2.25)

Si on choisit sg avec par exemple 1 — 2¢159 = % ; alors (2.25) donne

lw(s)II* + y(s)]* < e /Os(Hw(t)H2 +ly®)dt  pour 0<s< s

donc y = 0 dans [0, so] -
Mais la longueur s étant indépendante du choix de ’origine, on en déduit que y = 0
dans [sg, 2s¢] et ainsi de suite,d’ot ['unicité.

B Existence :

On suppose que 'espace V' est séparable :il existe un ensemble dénombrable dense dans
V.Alors on peut considérer une base au sens suivant :

VYm, w1, ...wy, sont linéairement indépendants et lescombinaisons
Z §jw; & € R, sont denses dans V. (2.26)

finie

On définit alors une solution approchée y,, de (2.8) , (2.10) , (2.11) par :
m
Ym = Zgim(t)wi (2.27)
i=1

les gim(t) étant déterminés de facon que :

a(t, ym(t)7wj) + <y;7/17wj> = <f(t)7wj> 1< ] <m (2'28)
gim(o) =&im ; ggm(O) = Nim (2'29)

avec

m
Zfimwi —yg dans V lorsque m — oo.
il (2.30)
mewi —y1  dans H lorsque m — oo
i=1
les g;m sont donc déterminés par un systéme différentiel linéaire qui admet une

solution unique.Les mémes calculs que dans la démonstration du lemme 2.2 montrent
que :

-17-
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ym % + |yh,|% < C indépendant de m. (2.31)

Donc en particulier

{ ym (resp y,,) demeurent dans un ensemble borné de L*(0,T,V)(resp L*(0,T,H))
(2.32)

et on peut donc extraire y, de y,, de fagon que
Yy — Yy dans L*(0,T;V) faible.

yL — x dans L*(0,T; H)faible.

Mais nécessairement y = 7/
Reste & montrer que la fonction y ainsi construite est une solution du probléme.Pour cela
on introduit

Cr[0,T] ={p/ ¢ €€ ([0,T)), ¢(T)=¢'(T)=0}
et I’on considére les fonctions
Ko
Y= pw (2.33)
j=1

Pour m =y > pp ,on en déduit de (2.28) (en multipliant ¢; et sommant en j de
1 a4 po) que

T T
| ottt + Nl = [+ (500,000
On déduit de tout cela et de la deuxiéme condition (2.30) que

T

T
| atteww) =t vy = [ e+ o) 2,34
YV 4 de la forme(2.33)

Mais les wy, formant une base de V | I’ensemble des fonctions de la forme (2.33) est
dense dans 'espace des fonctions ¢ € L2(0;T,V) telles que :

W' e L*(0,T;H)  ¢(T)=0
On en déduit de 1a que y est solution du probléme.

Remarque 2.2. Il y a en effet davantage (cf [38])

d 2.35
S0 est continue de 0,T] — H. (235)

{ Yy est continue de [0,T] — V,
dt

-18-
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Théoréme 2.2. [40]

On suppose que (2.4),(2.5),(2.6) et (A = 0) ont lieu et que f € L*(0,T;V'),yo € H,y, € V'
sont donnés. Alors il existe y vérifiant le probleme (2.8) , avec y(0) = yo , ¥'(0) = 11
et

ye L>®(0,T;H),
d
d—i e L=(0,T; V).
En outre (2.36)
y € €°(0,T;H),y' € €°(0, T; V')
[
Théoréme 2.3. [38] Sous les hypothéses et données du Théoréme 2.1
Le probléeme suivant :
t
R R N
0 2.37
(0) = 0 (237
y'(0) = 0
admet une solution unique avec :
Al(o) e L(V,H) et (2.38)
a'(o,¢,9) = (A'(0)¢, ¥)
[ ]

Démonstration
On introduit comme dans la démonstration du Théoréme 2.1 les solutions approchées y,,
par :

(05 + (Ao, 03) + / (A (0)ym(0), ws)do = (F(),05),
1<j<m (2.39)
ym(0) = 0.
Y (0) =0
On en déduit :
d t
()P4t 5 (0) 9 (1))~ (1, 9 (0, i (1) 42 /0 (A (0)ym(0), s (D))o = 2(F (1), Y (1))

d’ou
(O Hgm(D] 2 < C /0 (4 ()2 g () ) dC /0 < /O U|ym<m>\|dal>|y;1<o>|da

et I’on achéve comme dans la démonstration de I’Existence et Unicité du Théoréme 2.1.
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3 Controle optimal

3.1 Notations -Propriétés

On désigne par U l'espace de Hilbert des controéles et on se donne
Be LU, L*0,T; H)). (3.1)

Notons par y(v) une fonction :t — y(v)(t) = y(v, t).
De méme y(v) dépend également de x et on notera cette fonction de z et ¢ par
y(z,t,v).
Soient f , yo et y; donnés avec f € L?(0,T;H), yo €V ,y1 € H .
y(v) designe ’état du systéme , solution de :

2
% + A(t)y(v) = f+Bv (3.2)
y(oa U) = %Yo (33)
W0, —y (3.4)
y € L*(0,T;V) ;@ € L*(0,T; H) (3.5)

dt
On donne :

N e L(IU,U) N hermitien défini positif,
(3.6)
(Nu,u)y 21/||u\|z2/, v>0

U,q est 'ensembles des contrdles admissibles de U qui est un ensemble convexe fermé.

3.2 Caractérisation du controle optimal selon les cas d’observation
3.2.1 Cas z(v) =C(y(v))

On considére ’observation distribué suivante

C e L(L*0,T;V), H) (3.7)
z(v) = Cy(v). '
Ot H est un espace de Hilbert.
A tout controle v € U,q on associe la fonction cott :
J(v) = ||Cy(v) — za|[3; + (Nv,v)yy ot zq donné dans H. (3.8)
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Le probléme de controle est alors :

trouver inf J(v). (3.9)

VEULq

Le contréle optimal u est caractérisé par :

(Cy(u) — z4,Cy(v) — Cy(u))y + (Nu,v —u)yy >0 Vv € Upg (3.10)
Notons par :
A = isomorphisme canonique de H sur H' (3.11)
Ay = isomorphisme canonique de U sur U'. '
Alors C* € L(H'; L2(0,T; V")) (3.10) est équivaut & :
T
/ <C*A(Cy(u) —2zq),y(v) — y(u)>dt + (Nu,v—u)yy >0 Vv €Uyq (3.12)
0
On introduit ’état adjoint p(u) par :
d2
gP) + At)p(u) = C*A(Cy(u) — 2q) sur |0, T
p(T,u) = 0 (3.13)
d

Comme C*A(Cy(u) — zq) € L?(0,T;V"), alors nous faisons une hypothése forte sur C

Ce L(L*0,T;H),H) (3.14)
C*A(Cy(u) — zq) € L*(0,T; H) (3.15)
et d’aprés le Théoréme 2.1 , (3.13) admet une solution unique qui vérifie

p(u) € L*(0,T;V) d

,ﬁp(u) e L*(0,T; H). (3.16)

|
On multiplie (3.13) par y(u) — y(v) (prenant le produit scalaire dans H) on aura :

T 2
/O <;t2p(u) + A (t)p(u), y(u) — y(v)>dt = (Cy(u) = 24, Cy(u) = Cy(v))n  (3.17)

On applique la formule de Green au premier membre de ( 3.17) on obtient :
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dt?

T 2 2
/ <p<u>, (d T A<t>)y<v> - (d n A(t))y<u>>dt  (Cylu) — s Cy(u) — Cy(w))
0
(3.18)
T

= /0 (p(u), B(v —w))dt (3.19)

= (B'p(u),v— )y,
= <A&1B*p(u), v —u) (3.20)

et (3.12) s’écrit

<Azle*p(u) + Nu,v — u>u >0 Yv €Uy (3.21)
|

Théoréme 3.1. On suppose que (2.4), (2.5) (2.6) ont lieu .La fonction codt est donnée
par (3.8) avec C satisfaisant o (3.7).Le controle optimal u est caractérisé par le systéme
d’équations et d’inéquations

2

Syl + AWy() = [+ Bu

ycgo,u) = 70 (3.22)
%y(ovu) = Y1

2
Lapw) + AWp(n) = CACy(w) — 20)

p(T, ) = 0 (3.23)
d
—p(T = 0
(T
—1 px*
{ <Au B ]9(u)+Nu,v—u>u >0 Yvely (3.24)
u € Uy
y(“) ) p(u) S L2(O~T§ V) (3.25)
v (u) , p(u) €L?0.T;H) '
| |
Remarque 3.1. Lorsque Uyg =U , (3.23) se réduit a :
A" B*p(u) + Nu = 0. (3.26)

On peut alors éliminer u , ce qui conduit au systéme :
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2

Ay+ BN 'A,'B*p =

A *A = —C*Azy:
dt2+ p — C Cy C Zd; /
y(0) = Y y'(0) = wn
p(T) = 0 Y(T) = o.

3.2.2 Cas z(v) =C(y'(v))
On considére ’observation suivante

{Ceﬁ@%
z(v) = Cy'(v).

S
=
=
=

La fonction coftit est :
J(v) = ||Cy' (v) — z4]|3, + N||v|[}, ot zg donné dans H.
Le probléme de controle est alors :

trouver inf J(v).
VEUL
Le contréle optimal u est caractérisé par :
(Cy' (u) — 24, Cy' (v) — CY' (u)) 3 + (Nu,v —u)yy >0 Vv € Uyg

Alors C* € L(H'; L*(0,T, H))
(3.31) est équivaut a :

T
/0 <C*A(Cy’(u) —2q),y (v) — y’(u)>dt + (Nu,v —u)yy >0 Yo € Uypq

On introduit I'état adjoint p(u) par

d2 T

@p(u) + A(t)p(u) —I—/t Al(o)p(o,u)do = C*A(Cy'(u) — zq) sur |0,T
d(T ,u) =0

dp(T w) = 0

A'(o) € L(V,H)

et d’aprés le Théoréme 2.3 | le probléme (3.32) admet une solution unique.
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On multiplie (3.33) par y'(u) — 3/(v) (calcul formel car les produits scalaires n’ont
pas de sens pour l'instant) , il vient en posant :

T
a(t) = / A (0)p(o)do;

T T
/0 (0 () + Ap(u), o' (0) —y/ (u)) i+ /O (0,9 (0) ' (u))dt = {(Cy/ (u) —za), Cy/ (v)~Cy/ (W)} .

(3.35)
Intégrons par partie , le premier membre de (3.35) vaut

T T T
- / (), " (v) — " ()t + / alt, p(u), ' (v) — o (u))dt + / (A (t)p(u), y(v) — y(u))dt
0 0 0

T T
- /0 W/ (w), B(v — u))dt + /0 lalt, ! (u), y(v) — y(u)dt + alt, p(w), o' (v) — o (w)dt +
T d(tp(u) y(v) — (u))]dt

T T
= — | 0. B —wpir+ [ Lattatw.yw) — s

T
= —/ (' (u), Blv —u))dt
0
= (=B*P'(u),v —u)
= (=g B (w),v — wy.
et (3.32) devient
(=D B*p/ (u) + Nu,v —u)y > 0 Vo € Ung (3.36)
|

Lemme de Friedrichs vectoriel
Dans un espace de Hilbert £ muni de produit scalaire ({f,g)) on donne une famille
d’opérateurs A € L(E,E),telle que la fonction ¢ — (A(t)f, g) soit continue sur R , de
dirivée en t (au sens des distributions) mesurable, avec

DA f, 9) = [{(A'(®) £, gI) < clfllg]
Alors, pour u € L?(—o0, +00;E) , on a
Vm = D[ A(t) (u* pr) — (A(t)w) % pp] = 0 dans L*(—o0,+00;E) lorsque m — 0o

justification du calcul formel :
On va se ramener a des équations sur R; puis régulariser.On introduit d’abord ¢ solution
de (on prolonge A(t) sur R avec des propriétés analogues de celles de A(t) sur (0,7))
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" [ B(v—u) sur(0,7)
VI ADY = { 0 pourt>T (3.37)

$(0) = 0;¢'(0) = 0.

et ’on prolonge v par 0 pour ¢ < 0, puis ’on introduit 7 solution de :

T * / —z sur
7 4+ A(t)m + /t Al(o)m(0)do = { ey d)o pou(l(“) %T<) 0 (3.38)
m(T) = 0;7'(T) = 0.

que l'on prolonge par 0 pour ¢t > T.
On a
Y =y(v) —y(u) sur (0,7), m=p(u) sur (0,T)

et

—+00

(Cy (1) — 24,Cy/ (v) — Cyf () = / <7r” +Ar+ /t ' A'(0)m(0)do, ¢/>dt (3.39)

—00
+o0

Soit pn(t) = pp une suite régularisante sur R, ( g * pp = / g(t — o)pp(o)do )

Alors le deuxiéme membre de (3.38) vaut B

400 T
{ lim / <(7r" + Am) * pp, + (/ Al(o)m(o)do) * pp, )’ * pn>dt = lim X,.
t

n—+00 J_ n—-—+o00
(3.40)

et I'on peut maintenant intégrer par partie dansX,.Il vient

Xn:/“” [( =75 a0 5 pu ) + (AT 5 pus 65 pu ) + ( (A7) 5 pu 05 o )|t

o
= /_OO <—7T/*pn,B(v—u)*pn>dt+
" /j (75 pus (A9) 5 po ) + ((AT) 5 p 0 5 pr ) + ((A'T) % s 05 p ) |t

On aura alors le résultat si I’on montre que cette derniére intégrale — 0.
Or on peut ’écrire

v /_+oo [<7r’*pn, A(w*pn)>+<A(7T*Pn) ’ ¢’*pn>+<A’(w*pn), q/}*pnﬂdt—i-ynl—i-YnQ—FYs

Ou

-025.



Chapitre 1. Contréle optimal de I'equation hyperbolique

Yn1 = /Jroo <7T/ * Py (A) % pp — A(Y * Pn)>dt-

Y2 = /+00 <(A7T) ¥ pn — AT pn), W * pn>dt.

—00

Y3 = /+OO <(A/7T) x pn — AT x pp) , Y * pn>dt.

—00

La premiére intgrale dans Y,, vaut

too g
/OO aa(taﬂ*l)nﬂﬁ*ﬁn)zo

et donc
Y, =Y +v?4+Y3

Mais d’aprés le lemme de Friedrichs vectoriel , on a

%{(Al/’) * pp — AW * pp| = 0 dans LQ(Rz; V’)

Donc oo p
Vi [ (o LA <o = AL 5 pu)] )t 0

—0o0
De méme Y2 =0, et Y2 —0
cela justifie (3.36)

Théoréme 3.2. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coit est
donnée par (3.29) , C satisfaisant (3.28).0n suppose que (3.84) a lieu .Alors le controle
optimal u est fourni par la résolution du systéme

2

& uw) + Ay(u) = [+ Bu

y(oa u) =%

dy
E(Oa u) =1

(3.41)

d2 T
Zanl) + Alp) + [ A@lplo) = Ay () =)

];(T, u) =
1%

D =
dt( ,u) 0

(3.42)

(—Ay'B*p (u) + Nu,v —w)yy > 0 V0 € Ung (3.43)
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|
Remarque 3.2. Lorsque Uyqg =U , (3.42) se réduit a :
—A,'B*p'(u) + Nu = 0. (3.44)
On peut alors éliminer u ce qui conduit au systéme :
d2
S AWy - BNTABY = f
d2 T
def +A(t)p+/ Al(o)p(o)do = C*A(Cy' — zg); (3.45)
¢
y(0) = Yo y(©0) = wn
( p(T) = 0 P(T) = 0.
|
3.2.3 Cas z(v) = Do(y(T,v))
On considére 'observation suivante
Do € L(V, H);
3.46
| 2 = Do (340
La fonction cott est :
J(v) = ||Do(y(T,v)) — z4l|3; + (Nv,v)yy ot zq donné dans H. (3.47)
Le probléme de controle est alors :
trouver inf J(v). (3.48)

VEUL

Le controle optimal u est caractérisé par :
(Do(y(T,u)) — 24, Do(y(T,v)) — y(Tyu))p + (Nu,v —u)yy >0 Yo € Upy (3.49)

(3.49) est équivaut a :

<D§A(D0y(T, u) — 2q),y(T,v) — y(T, u))> + (Nu,v—u)yy >0 Yo €Uy (3.50)

1A%
|
L’état adjoint est formellement définit par
2
@p(u) + A(t)p(u) =0 dans 10,T]. (3.51)
p(T,u) =0 (3.52)
P(T, u) —DiA(Doy(T, u) — 2a). (3.53)
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Mais dans l'ordre d’appliquer le Théoréeme 2.1 p/(T,u) doit étre donné dans H qui
conduit & I’hypothése
Do € L(H.H) (3.54)
Alors le probléme (3.51 ) , (3.52 ), (3.53 ) admet une solution unique.

Multiplions (3.51 ) par y(t,v)—y(u, t) et appliquons la formule de Green nous aurons :

d2

@%AU%MMT%—QLMTW)—MTww%iéT@Wﬂimg

+ A4)(y(v) — y(u)) )dt =0
et (3.50 ) nous donne
< — B*p(u),v — u> + <Nu,v - u>u >0 Yvely (3.55)

et on a

(= A'B*p(u) + Nu,v —u),, >0 Vo € Ung (3.56)

Théoréme 3.3. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction coit est
donnée par (3.47) , Dy satisfaisant (3.46).Alors le contréle optimal u est fourni par la
résolution du systéme

2

Do)+ AWylw) = [+ Bu
y(0,u) = % (3:57)
y/(ovu) = WU
d2
opl) + AWplu) = 0
p(T,u) - 0 (3.58)
p(T,u) = DiA(Doy(u, T) — 2q).

et
{ — A;'B*p(u) + Nu,v — u),, >0 Vv € Uyg (3.59)

Remarque 3.3. Lorsque Uyg =U , (3.59) se réduit a :

—A;;'B*p(u) + Nu = 0. (3.60)

On peut alors éliminer w dans (3.57) , (3.58) , (3.59).

[
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3.2.4 Cas z(v) =D (T,v))
On considére 'observation suivante

{ De L(H, H);
z2(v) =Dy (T,v))

La fonction coit est :

J(v) = |D(Y/(T,v)) — zd||3; + (Nv,v)yy ot zg donné dans H.

Le controéle optimal u est caractérisé par :

(D(y'(T,u)) = 24, D(y' (T, v)) = y' (T, u)) 3 + (Nu,v — u)yy > 0 Yo € Ung

et donc

(D*MD(Y (T, u)) = 2a), DY (T, v)) =y (T, 1))y, + (Nu,v =)ty > 0 Vv € Upa

L’état adjoint est formellement définit par

2
%p(u) FAWp) =0 dans 10, T
p(Tv U) = D*A(Dy/(Tv U) - Zd)'
P (T, u) =0.

Mais p(T,u) est donné dans H .
Nous donnons

T
<D*A<Dy'<T, u)— z4). 4/ (T,v) — o/ (T, u>> ~ [ ). B~ wjar
(3.64) est équivaut a :

<B*p(u),v - u> + <Nu,v - u>u >0 Yv €Uy

et on a
(- AT B*p(u) + Nu,v — u>u >0 Yv €Uy
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4 Applications a I’équation des ondes

4.1 Résultat de régularité pour I’équation des ondes

Théoréme 4.1.

d?y
ﬁ—Ay = f sur@Q=Qx(0,T).
y(0) = y1 sur (4.1)
¥ (0) = ya sur§)
Yy = 0 surX=Ix(0,T)
ot
f € LY0,T, L*()),90 € H ()31 €, L*(Q). (4.2)
Alors |, la frontiére I' de Q étant supposée réguliére.
dy 2
— € L*(%). 4.
Y e 12(%) (43
Jy
H@HB(Z) <l Ifllerom2@)) + ||3/0\|H01(Q> + |1l L2 (@) (4.4)

Remarque 4.1. On sait déja que

y € L0, T; HY(Q)) o € L™=(0,T; L*(Q)). (4.5)
Alors Ay =" — f € W1°(0,T; HY () + L' (0, T; L*(2))
. Done , sip € 2()0,T)), A(/OT y(x,t)¢(t)dt) € L2(Q) et donc

;;(/:ywdt) e H3(T)

o ,
de sorte que Y st par exemple , une distribution & valeur dans Hfg(f‘), Le résultat

(4.8) donne un résultat beaucoup plus précis.

Démonstration du Théoréme voir [35].

4.2 Transposition

L’objectif est la résolution du probléme non homogene.
Soit  un ouvert de R™ de frontiére réguliére , on considére le probléme hyperbolique

suivant :
2
%—Ay = f sur@Q=Qx(0,7).
y(0) = y1 surQ (4.6)
y'(0) = yo sur
Yy = g suwrxX=Ix(0,T)
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Avec
g€ L*(%)) (4.7)
Pour v donné avec
¥ e LN0,T; L*(2)) (4.8)
Nous définissons ¢ par
(p//_Agp = ¢ sur Q=0 x (07T)'
o(T) = 0 sur{)
o'(T) = 0 surQ (4.9)
® = 0 swX=Ix(0,T)

Supposons que y est solution de (4.6) , les données f, g, yo, y1 étant supposées réguliéres
, il vient

/Q(y”—Ay)gpd;vdt:/Qfgpdxdt:—<y1,<p(0> Yo, / a(pdE—i—/ y(@"—Ap)dzdt

(4.10)
et par conséquent

/Qywdxdt = /chpdxdt—i— <y1,g0(0 > yo, > / (;pdE (4.11)

On prend alors - c’est cela la méthode de transposition - (4.1) comme définition .
Plus précisément , si 1 € L'(0,T, L?(£2)) , on sait que le Théoréme 4.1

[

3, € L*(%) (4.12)

et que
p € L>(0,T; Hy () ¢(0) € Hy(Q) ,¢'(0) € L*(©)

Par conséquent si 'on prend
feL0,T,H () yoeL*(Q) ,y1 € H Q) (4.13)
L’application
P — /Qfgodzz:dt+ <y1,g0( yo, / (,;OdE (4.14)
est linéaire et continue de L!(0,T; L?(Q))) — R, et donc définit y € L>(0,T; L?(£))

par (4.11).
On a donc démontré
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Théoréme 4.2. [35] Pour f,yo,y1,9 donnés avec (4.12) (4.7) , il existe y unique dans
L>(0,T; L%(Q)) telle que Uon ait (4.11) , Yy € LY(0,T,L*()) , ou ¢ est solution de
(4.9). En outre , Uapplication f,yo,y1,9 —> y est continue pour les topologies naturelles

, et y est continue de [0,T) dans L*(2).

On va utiliser les résultats précédents pour le cas de contréle optimal.

4.3 Controle optimal de ’équation des ondes

On considére le systéme

d?y

W—Ay = f+v sur Qx(0,7)=0Q
y(0) = o sur €2

y'(T) =0 sur

Yy = g sur ¥ =T x (0,7).

Il s’agit d’un probléme de Dirichlet non homogéne.
On se donne f € LY(0,T; H1(Q)) .
On sait d’aprés le Théoréme 4.2 que ce probléme admet pour

g2 € L*(%))

admet une solution unique y (I’état du systéme) telle que

y € L>®(0,T; L*(Q))

Notons que

y est scalairement continue de [0,T] — L*(Q).

En effet , d’aprés (4.15)

y" € L®(0,T; L*(Q)) + L*(0,T; H1(Q)) c LY0,T; H2(Q))

et cela joint & (4.17) , implique (4.18).
et alors pour
g1 € L*(Q)

y'(T) e HH(Q)
on a aussi
y' € L>(0,T; H(Q))

On reprendra les mémes notations que les numéros précédents :
U = LY0,T; H1(Q) I'espace de Hilbert des contrdles , et on se donne

B=1I¢ E(Ll(O,T; H1(Q)), LY(0, T; H—l(Q))).
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4.3.1 Observation : cas z(v) = y(v)

On donne :

NeE(Ll(O,T;Hfl(Q)),Ll(O,T;Hfl(Q))) N hermitien défini positif,

(Nu,w) o) = vllulvorm-1q) ¥ 20
(4.19)
U,q est I'ensembles des controles admissibles de U, ensemble convexe fermé.
On considére I'observation distribuée suivante avec 'espace d’observation H = L?(0,T’; (2)).

{ C =1 dans L*®(0,T;L*()) (4.20)

z2(v) = y(v).
Soit la fonction cofit :
J(v) = Hy('l})—Zd‘|%M(O’T;L2(Q))+<N’U,U>L1(07T;H71(Q) ot zg donné dans L°°(0,T;L*(Q)) .

(4.21)
Le controle optimal u est caractérisé par :

<y(u) — Zd; y('U) - y(u)>Loo(07T;L2(Q)) + <NU, Chn u>L1(O,T;H*1(Q))dt 2 0 VU € Uad (422)

On introduit 1'état adjoint p(u) :

2
%p(u) —A(p(u) = y(u) —zq sur 2x]0,7T|
p(0,u) =0 (4.23)
P(T,u) =0
P =0 sur X

Mais comme y(u) — zg € L>®(0,T;L*(Q)), alors d’aprés le Théoréme 4.2 , (4.23)
admet une solution unique qui vérifie

p(u) € L0, T; L*(Q)) et p'(u) € L0, T; HH(Q)). (4.24)

|
On multiplie (4.23) par y(u) — y(v) ( prenant le produit scalaire entre crochets est
dans L?(f2) on aura :

2
<%p(u) - Ap(u), y(u) - y(v)> = (y(u) — Zd, y(u) — y(v)>L°°(O7T;L2(Q)) (4.25)

On applique la formule de Green au premier membre de ( 4.25) on obtient :
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2 2
(p(o) [(jt ~a)uo) - (g - A)ym)] ) (4.20
= <y(u) — zg,y(u) — y(v)>Loo(0’T;L2(Q))
= (p(u),v—u)

ot1 le dernier crochet désigne le produit scalaire entre U’ = L>(0,T; L*(Q)) etU = L' (0,T; H-1(2))

= (Ay'p(u),v — W L1 0T H-1()

et (4.22) sécrit

(Ag'p(u) + Nu,v = u) 1y gy 2 0 V0 € Uad (4.27)
_

Théoréme 4.3. On suppose que (2.4), (2.5) (2.6) ont liew .La fonction coit est donnée
par (4.21) avec C satisfaisant a (4.20).Le controle optimal u est caractérisé par le systéme
d’équations et d’inéquations

d2

ﬁy(u) —Ay(u) = fHu sur@
y(0,u) = g (4.28)
y' (T, u) =0
Y = g2 sur 2.

d2

Coplw) — Ap(u) = y(u) 24 surQ
p(0,u) =0 (4.29)
P (T, u) = 0
p =0 sur 'y

<AL—{1p(u) + Nu,v — u>L1(07T;H71(Q)) >0 Yv €Uy (4.30)
u € Z/fad

u(u) et p(u) € L(0,7: L(Q) s
y'(u) et p'(u) € L%(0,T; H(2)) '

| ]
Remarque 4.2. Lorsque U,q = LY(0,T; H-Y(Q)) , (4.30) se réduit a :
p(u) + Nu = 0. (4.32)
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On peut alors éliminer u ce qui conduit au systéme :

( 2
%fAny_lp = f sur Q
d%p_A B _
@ P ) — Zd S’ftrQ (433)
y(0) = a y@T) = 0
p(T) =0 p0O = 0
Y = g2 p =0 sur.
[ |

4.3.2 Observation : cas z(v) = y’(v)

On reprend les mémes données comme dans le cas de 'observation du numéro 4.3.1
et on considére l'observation suivante :

{ C=1 dans L>*(0,T;H ()

2(v) =4/ (v). (4.34)

La fonction cofit est :

J(U) = Hy/(v)_zd||%oo(07T;H—1(Q))+<NU, U>L1(O,T;H*1(Q)) ou zq donné H = LOO(O, T; H_I(Q)).
(4.35)
Le controéle optimal u est caractérisé par :

Sup (ess)<y/(u) - Zd, y/(U) - y/(u)>H71(Q) + <N’U,, v —= u>L1(O,T;H71(Q)) Z 0 Vv € Uad

te(0,T)
(4.36)
[ ]
On introduit 'état adjoint p(u) par (l'oprateur A est indépendant du temps)
2

@P(U) — Ap(u) = y’(u) —2zg sur Q)

pch’ u) =0 sur ) (437)

@p(O, u) =0 sur 2

D =0 sur %

et d’aprés le Théoréme 4.1 | le probléme (4.37) admet une solution unique.
Comme dans le cas précédent, ,On multiplie (4.37) par ¢’ (u)—y/(v) (le produit scalaire

n’ a pas de seus et sera justifié¢ de la méme fagon que dans le cas du numéro 3.2.2. , on
aura formellement :

(0" () — Ap(u), o/ (v) ¥/ () = {4/ () — 20,5/ (0) =¥ W)y 11y (439)

Intégrons par partie,le premier membre de (4.38) vaut
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T
— (), " () — " (w)) + / alt, plu), y (v) — ' (u))dedt + / A(t)p(as) (y(v) — () dadt
0 Q

Q
+ d'(t,p(w),y(v) — (u))]dt

- - /Q P (@) (v — u)dedt + /Q < a(t,pu), y(v) — y(u)dxd

= (AP (W), v =) o 10

= —/Qp’(U)(v — u)drdt + / la(t, p'(w), y(v) — y(u))dt + alt, p(u), y'(v) — y'(w)) +

et (4.36) devient

(AP (w) + Nu,v — “>L1(0,T;H—1(Q)) >0 Yo € Uy (4.39)

et d’ol

Théoréme 4.4. On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction cout est donnée
par (4.35) , C satisfaisant (4.84) .Alors le controle optimal u est fourni par la résolution
du systéme

4 d2
Wy(u) +AM)y(w) = fH+u sur@
13(0, w) = g surQ (4.40)
al—g;(T7 u) =0 sur §)
LY = g9 sur X
d2p ,
T2+ AWp(n) = o)~z sur Q
p(0,u) =0 sur € (4.41)
p'(T, u) =0 sur )
p =0 sur X
(A;'D (u) + Nu,v — u>L1(0’T;H_1(Q)) >0 Y €Uy (4.42)
[ |

4.3.3 Observation : cas z(v) = Doy(T,v)

On considére 'observation suivante :

{ Dy = identité de L*(Q), dans H = L*(Q) (4.43)

z2(v) = y(T'v));
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La fonction cott est :

J() = |ly(T,v) — Zd”%g(g) + (Nv,v)prora-1) ot 2q4 donné dans H = L*(Q).
(4.44)
Le contréle optimal u est caractérisé par :

(y(T,u)) = za,y(T,v) — y(T,u)>L2(Q) + (Nu, v —w)promm-1(Q) =0 Vo € Uag (445)

|
L’état adjoint est formellement définit par
d2
—p(u) —Ap(u) = 0 sur |0, T'.
dt® (4.46)
p(0,u = 0. :
P(T,u) = y(T,u) — zg.

Mais dans I'ordre d’appliquer le Théoréme 4.3 ,p/(T, u) doit étre donné dans H = H~1(1)
qui conduit a ’hypothése

Dy = identité de H = H Q) dans H = H *(Q). (4.47)

Alors le probléme (4.46 ) admet une solution unique.
Multiplions (4.46 ) par y(t,v) —y(u, t) et appliquons la formule de Green nous aurons :

(v, T) = 24, y(T,w) = y(T,u) ) + /0 " (ol (5~ 8)ae) — y(w) e = 0

<y(u, T) — zq,y(T,u) — y(T, u)> + (p(u),v — u>L2(O’T7Q) =0 Yv €Uy (4.48)

<y(u,T) —24,y(T,u) — y(T,u)> = < —p(u),v — u>

g (4.49)
_ < _ Aulp(u),v — U>L1(0,T,H*1(Q))

d’ou

< - Az;lp(u), v — U>L1(0,T,H—1(Q)) + <Nu, v — U>L1(0,T,H—1(Q)) >0 Yv€EUyy (4.50)

(= Ag'p(w) + Nu,w =) 171y =0 V0 € Un (4.51)

-37-



Chapitre 1. Contréle optimal de I'equation hyperbolique

Théoréme 4.5. [38] On suppose que (2.4) , (2.5), (2.6) ont lieu .La fonction cout est
donnée par (4.44) , Do satisfaisant (4.44).Alors le contréle optimal u est fourni par la

résolution du systéme

2
%y(u) +AM)y(u) = f+u sur@
y(0,u) = g sur §)

v (T, u) =0 sur 2

Y = g2 sur X

d*p

ﬁ(u) +A(t)p(u) = 0 sur @
p(T, ) =0 sur §)
P (T,u) = yu,T)—zq surf
P =0 sur X

et
< — Aalp(u) + Nu,v — u>L1(O7T7H,1(Q)) >0 Yv&eUy

Remarque 4.3. Lorsque U,q =U , (4.54) se réduit a :

—p(u) + Nu = 0.
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Chapitre 2

Controle sans regrets , a moindres
regrets pour les systémes
hyperboliques

1 Controle sans regrets , & moindres regrets pour les pro-
blémes stationnaires

1.1 Introduction

Soit V un espace de Hilbert sur R de dual V' et soit 'opérateur A € L(V, V') .
Soit U Vespace de Hilbert des controles et on donne B € L(U, V).
Pour f donné dans V' | et on désigne dans ce cadre par I’ équation d’état relative au

contréle v ’équation :
Ay =f+ Bv (1.1)

Supposons que A est un isomorphisme de V sur V' et I’équation (1.1) admet une
solution unique.

Considérons les situations ot (1.1) n’est pas satisfaite , mais 'on a des informations
sur Ay — f — Bv . De maniére précise , soit F' un espace de Hilbert , qui sera l’espace
des incertitudes et soit 8 € L(F,V’).

Soit par ailleurs :

G = espace de Hilbert des incertitudes g = sous espace vectoriel fermé de F.
(1.2)

On suppose
Ay — f — Bv € 8G. (1.3)

Si G = {0} , on trouve le cas standart (1.1).

Si G # {0} , on revient a (1.3) qui admet une solution unique notée y(v, g).
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Pour chaque g € G on a ainsi un état possible , auquel on attache une fonction cott
donnée par

J(v,9) = |Cy(v, 9) — zall3, + Nllvl[Z; (1.4)

Ou H est Pespace de Hilbert des observations , U est 'espace des controles ,
CeL(V,H), N est donné > 0 et zy donné dans H.
le probléme de contréle est de trouver

trouver inf J(v,g). (1.5)
vel

donc :

Si G = {0} , le probléme classique est in£ J(v,0)
ve

Si G # {0} , ceci n’a pas de sens pour inzg J(v,g) Vg € G infini!
ve

L’idée naturelle est procéder au calcul de

inf (Sup J(v, g)) (1.6)

vel \ geG

mais sup J (v, g) = +oo .En effet y(v,g) = A~Y(f + Bv + Bg) et on aussi
geG

y(va g) = y(va 0) + y(07 g) - y(ov 0)
et de 1a aboutit I'idée de J.L Lions J(v,g) < J(0,g) donc J(v,g) — J(0,9) <0
|
1.2 Controle sans regrets
1.2.1 Controle de Pareto

Définition 1.1. ( ¢f J.L.Lions [32])
On dira que u est un contréle de Pareto s’il n’existe pas d’élément v € U tel que

J(v,9) < J(u,g9) VgeGqG
et (1.7)
J(v,g0) < J(u,go)

Théoréme 1.1. Soit ug donné dans U.Il existe un controle de Pareto et un seul relatif
a ug (ug points de Pareto)

Preuve 1.1. (Cf J.L.Lions [32]
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1.2.2 Controéle sans regrets

Cette notion trouve son origine et appelation dans les travaux de J.L.Lions [27] ayant
trait & ’étude des systémes gouvernés par des équations aux dérivées partielles (systémes
distribués) a données incomplétes et ou ’on peut appliquer des controles.

si v (resp g ) designe le contréle ( resp la perturbation ou la pollution) " la fonction
cott " dépend de v et de g.On cherche , pour ces fonctions , les controles v , les meilleurs
possibles qui , en tout cas , font " au moins aussi bien" ou " pas beaucoup , plus mal dans
le pire des cas " que de ne rien faire du tout v = 0 .C’est pour cela que 'on introduit les
contrbles ” sans regrets” ou "a moindres regrets".

Définition 1.2. On dit que u € U est un contréole sans regrets relatif a ug pour (1.1)
(1.4) siu est la solution du probléeme suivant

inf sup [J(v,9) = J(uo,9)] (1.8)

Remarque 1.1. Lorsque ug = 0 , la définition 1.2 se réduit a la définition du contrile
sans regrets de J.L.Lions [32]

Lemme 1.1. Pour tout ug fizé dans U et pour tout v € U nous avons

J(v,9) — J(ug,g) = J(v,0) — J(uo,0) + 2(B*¢(v — uo),g>G,7G Vg € G. (1.9)

Notons par A : lisomorphisme canonique de U dansU' ou C* € L(H', V') et
C(v) €V est défini par v €V par

A*((v) = C*AC(y(0,v) — y(0,0)). (1.10)
A* (resp 5*) est ladjoint de A ( resp [3).

Preuve 1.2. En effet nous avons

J(Ua g)—J(Uo,g) = J(U, 0)_*](“0’ O)+2<C(y(v—u0, 0)_y(0’ 0)7 Cy(oa g)_y(ov 0>>7—[,7—[ v.g €aG.
(1.11)
Introduisons maintenant ((v) € V défini par (1.10).Alors

(C(y(v,0) —y(0,0),C(y(0,9) = ¥(0,0)))5,5, = (A7¢(v),5(0,9) —y(0,0))
= (C(v): Bg)y 1
= (BC),9) ¢ ¢
a noter que A(y(0,9) —y(0,0)) = Bg
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Remarque 1.2. Pour simplifier , on définit Uopérateur S tel que S(v) = B*((v) , au-
trement dit

<S(1}),g> = <<(U>7/39> v.g €eG (112)
d’ott on a
J(v,9) — J(uo,g) = J(v,0) — J(uo,0) +2(S(v — o), 9)cr.c V9 €G (1.13)
]

Remarque 1.3. Bien sir , le probléme (1.8) n'est défini que pour les contréles v € U
tels que

31618 [J(v,g) - J(uo,g)] < o0 (1.14)

Remarque 1.4. D’aprés (1.13) cela est réalisé pour le controle sans regrets ( et le
controle de Pareto) si et seulement si v € K 4+ ug o6

K={wel,(S(w),g) =0 Vg e G}
|

Proposition 1.1. [32] Soit ug € U , alors il existe un unique contréle de Pareto relatif
a ug .De plus c’est Uunique élément de l'ensemble K + ug qui minimise la fonctionnelle
J(v) sur K + ug.

[ |
Le théoréme montre bien 1’équivalence entre le controle de Pareto et le contréle sans
regrets.

Théoréme 1.2. Soit ug € U un contréle donné , alors on a :
uw € U est un controle de Pareto relatif G ug si et seulement si u est un controle sans
regrets relatif a ug

| |
Preuve
Soit u un controéle de Pareto relatif & ug et soit v € K + ug.Alors
(S(u— uo),g>G/7G =0=(S(v— uo),g>G,7G Vg € G. (1.15)
et on a

(J(u,0) < J(v,0) d’aprés la proposition 1.1, en utilisant (1.9)
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J(u,0) — J(up,0) + 2<S(u - uo,g> < 81618 [J(U,g) - J(uo,g)}.
d’onl
sup [J(u,g) - J(Uo,g)} < sup [J(v,g) - J(Uo,g)]
geG geq
d’onl

sup [J(u,g) - J(Uo,g)} = sup [J(v,g) - J(Uo,g)]

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Maintenant , soit v € U \ K +uy .1l existe au moins un gy € G tel que (S(v—uyp), go) # 0.

Alors

geG geG

A noter qur G est un espace vectoriel , et on a deux seules possibilités :
sup <S(w),g> =0 ou sup <S(w),g> =400
geG geqG

En effet lim <S(v — uo),tgo> = 400

t—+00

D’autre part,comme u est un contréle de Pareto on a

J(u,g) — J(uo,9) <0 Vg €G.

donc on a
J(u,g) — J(uo,g) <0 <sup (J(v,0) — J(uo,g)) Vge€G@G.
Enfin
sup T, g) = J(uo,g) = _ inf (J(v,0) = J(uo, g))-

En conclusion : u est un controle sans regrets relatif a wuyg.
Inversement : soit u est un controle sans regrets relatif a u9.On a

sup J(u, g) — J(uo, g9) < sup J(v,g) — J(uo,9). Vv €U
geG geG
Alors pour v = ug et le fait qu’'on a (1.13) , il vient que

J(u,0) 4+ sup(S(u — ug,g) < J(up,0) = ¢ ol ¢ = constante
geG

sup |J(u,g) — J(uo,g)} = [J(’U,O) — J(uo,g)} + 2sup(S(v — ug, g) = +o0

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Comme J(u,0) > 0 ona sup(S(u—ug, g) < ¢ .On en déduit que (S(u—up,g) = 0. Alors

geG
uelU~NK+ugetona
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J(u,0) < J(v,0) Yv e K+ ug (1.24)
En conclusion u est un controle de Pareto relatif & ug

Remarque 1.5. par la proposition 1.1 , on sait qu’il existe un unique controle de Pareto
relatif o uo , et c’est le seul qui minimise la fonctionnelle inf J(v,0).

Dans la deuxiéme partie du Théoréme 1.2 | il est prouvé que le controle sans regrets
relatif & ug 8'il existe , il minimise aussi cette fonctionnelle.En fait , il suffit de montrer
I’existence d’un unique controle sans regrets relatif & ug et que le controle de Pareto et
le contrdle sans regrets pour le probléme (1.1) , (1.4) sont en réalité les mémes.

1.3 Contrdle & moindres regrets

On s’intéresse a I'existence et la caracérisation de controle sans regrets ( ou de Pareto),
relatif & wug, alors on va introduire la méthode & moindres regrets introduite par J.L.Lions
[27]

On relaxe le probleéme (1.8), en introduisant pour v > 0 , cf [15] et [18] , le probléme

inf sup |/ (v, g) — J (1, ) — ¥lgI3] (1.25)
’UeugeG’

oll ug € U un contrdle donné , v un parameétre strictement positif.

Définition 1.3. La solution du probleme (1.25) , si elle existe , sera dite le contréle d
moindres regrets relatif a ug , du probleme (1.1) (1.4) .

Remarque 1.6. La notion de conirdle a moindres regrets est interprétée comme une
approximation du contrdle sans regret.

Remarque 1.7. [22] Avec le "le controle a moindres regrets" on admet la possibilité de
faire un choiz de contréle v "légerement mauvais” (car du contréle & moindres regrets
on a J(v,g) — J(uo,0) < 7||g||% et non pas J(v,g) — J(ug,0) <0 comme dans le controle
sans regrets) que de choisir mieux que ug- mais pas beaucoup mieux - si on choisit 7y
assez petit .Le meilleur choix possible de v est alors donné par (1.25). Grace a (1.13)
le probleme perturbé (1.25) est équivalent

inf [Jw,g) ~ J(uo,g) + sup [(25(v — up), g) — IgII2]
veU geG

Remarque 1.8. La perturbation (1.25) permet d’expliquer facilement le conjugué

sup (S(v—uo). g) ~ gl (1.26)
geG

On trouve

1
sup ( (v — o), g) — YlgllE = ~[1S( = uo) I3
geG i
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|
Cela étant , si maintenant on convient d’identifier G & G’ | alors le probléme (1.25)
prend la forme d’un probléme d’optimisation standart avec une fonction cotit quadratique

inf 7 (v) (1.27)
T(0) = J(0,0) — J(u0;0) + iusw —uo)ll (1.28)

1.3.1 Existence et unicité du contrdle & moindres regrets

Proposition 1.2. Le probléme (1.27)-(1.28) admet une unique solution u appelée controle
a moindres regrets relatif & ug

Preuve :
Nous avons

T (v) > —J(up,0) YveU (1.29)

Alors d = inf J7(v) existe.
veU

Soit alors vy, = v, () une suite minimisante telle que d, = li_)m J7(vy) ,0on a:
n oo

T (u0,0) < T (wn) = (0, 0) — J(u: 0) + }YHS(% _w)E<d, 41 (1.30)

Alors on en déduit les bornes
1
VY

ou la constante ¢, ( indépendante de m) n ’est pas la méme a chaque fois.Ainsi il
existe u, € U tel que v, — u, dans U .Aussi y(vp,0) = y(u,,0) ( la continuité par
rapport aux données).Par conséquent J7(uy) = d, et on déduit aussi de la convexité
stricte de la fonction cofit J7 que w., est unique

lonll < ¢y —= IS (on = wo)lle < ¢, [[Cy(vn, 0) = 2alla < ¢ (1.31)

Théoréme 1.3. La solution u, du probléme relaxé (1.27)- (1.28) converge faiblement
dans U wvers le contrile sans regrets relatif a ug
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Preuve[18|
Soit u la solution de (1.27) - (1.28) , alors
1 2 1 2
J(uW,O)—J(uO,0)+§HS(U—UO)HG < J('U,O)—J(U(),0)4—;”5(@—11,0)”@ Vo elU. (1.32)
En particulier pour v = ug on a
1
I (17,0) = I (u0,0) + I (uy - up)|[&: <0 (1.33)
et de la structure de J(u,,0) dans (1.4) donne
1
1Cy(uy, 0) — 2al 3 + Nllus |l + ;HS(U'Y —uo)|[& < J(uo,0) (1.34)
On en déduit que la suite (u,) est borné dans U. Alors on peut extraire une sous-suite

encore notée (u) qui converge faiblement vers un élément de ¢, solution de (1.27).D’autre
part pour tout u € U on a

J(Uvg) - J(“Oag) - ’Y|‘g||2G g J(Umg) - J(“Oag) Vg ed (135)
D’ou
J(ty,g) = J(uo,9) — l9llE < sup (J(v,9) — J(uo,9)) Vg € G (1.36)
ge

Par passage a la limite v — 0 on obtient

J(u,9) — J(uo,9) —lgllE < sup (J(v,9) — J(uo,9)) Vg € G (1.37)
g€

on déduit de (1.36) que u est un controle sans regrets relatif & ug .

1.3.2 Systéme d’optimalité du contréle 4 moindres regrets

Proposition 1.3. Le contréle & moindres regrets u., solution de (1.27) - (1.28) est ca-
ractérisé par la solution unique {y,Cy, py, Py} du systéme d’optimalité

Ay, = f+Buy, A*¢, = C*AlCy,—y(0, 0)>

1
Ap,, = 56*5@ A*py, = C*'A|Cyy — zd> + C*ACps,. (1.38)
B*py+Nuy, = 0 sur U.
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|
Preuve Soit u, la solution de (1.27) - (1.28) sur Y. La condition nécessaire d’Euler-
Lagrange donne pour tout w € U

1
<C*A(Cy(u7, 0)—z4), y(w,0)—y(0, 0)> +<N(uw,w> +2<S(u7), S(w)> >0
HxH Uxu v GxG
(1.39)
En notant y, = y(u,0) et {,(v) = BS(v) , on a
A*C, = C*A(C’yﬂY — (0, O)> (1.40)
soit p, solution de
.
Apy = B8, (1.41)
on introduit ’état adjoint p, = p(u,0) défini par
B*p, = C*A(Cyw - zd> +C*ACp, (1.42)
donc
(A;'B*py + Nuy,w) >0 Vw e U. (1.43)
Mais aussi
<A&1B*paY + Nuy,w) <0 YwelU. (1.44)
d’oit
A'B*py + Nu, = 0. (1.45)
|

1.3.3 Systéme d’optimalité singulier du contréle sans regrets

Comme mentionné dans [32] , considérons 'opérateur R défini tout d’abord par la
résolution du probleme

Ap=p0g VgeG peV (1.46)
puis
A*c=C"Cp o€V (1.47)
et on pose
Ro = %o (1.48)

On suppose que
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IRyl

a>cllglle Vg eG. (1.49)
I’espace G est le complété de G dans F' contenant les éléments Rg.

Remarque 1.9. Lespace G est en fait le complété de G pour un sous espace (H, H'H|I~H)
, lequel il peut étre plus grands que G.

Théoréme 1.4. On suppose que (1.49) est vraie , le contréle sans regrets u relatif 6 ug
, solution du probléme (1.8) est caractérisé par la solution unique {y, A, p,p}

Ay = f+ Bu.
Ap = A A*p = C*(Cy—zq) +C*Cp (1.50)
B*p+Nu = 0 sur U.

avee N € G

|
Preuve De la relation (1.34) et le Théoréme 1.3 la suite u, converge faiblement dans
U vers u 'unique controle sans regrets relatif & ug L’ opérateur B étant continu de U
dans V' , donc

Buy, — Bu faiblement dans V' (1.51)
A partir de la proposition 1.3 la suite {Ay,} est borné dans V' et comme A est un
isomorphisme alors

Ay, — Ay faiblement dans V' (1.52)

par passage a la limite dans la premiére equation de (1.38) on a Ay = f + Bu et on
déduit de la proposition 1.3 on a B*p, = —nu, est borné dans V'

1
Soit R(=p*¢y) = B*p, alors de I'hypothése (1.49) on déduit que {%ﬁ*@} est borné
Y

dans G sous-espace fermé de F' , donc %B*Q —~XeGCF
d’ ou Ap = B%ﬁ*g est borné et alors {p,} aussi borné grace 'isomorphisme de A.
donc

py —p pour peV
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2 Controle sans regrets pour les equations hyperboliques

2.1 Notation

Dans cette partie on généralise la notion de controle sans regrets et & moindres regrets
aux cas des probléms d’évolution notamment aux équations hyperboliques
On considére le systéme suivant :

d2

WngAy = f+ Bv surQ:QX(OyT)-

y(0) = yo+go surf (2.1)
y/(o) = 1 + gip sur 9]

y = 0 sur X =1 x (0,T)

Supposons que € est un ouvert borné de R™ & frontiére I' réguliere.

Dans cette section on considére donc les espaces V, H avec V C H , V dense dans
H et V séparable .

On reprend les mémes données du section 2 du chapitrel avec :

Ac ﬁ(LQ(O,T; V), L2(0, T; V’))

feL?0,T;H).

v € U espace de Hilbert des controles.

Be L(u, L2(0, T; H))

Soit F' un espace de Hilbert = espace des incertitudes tel que V.C H C F C V’
Soit Gy un sous espace fermé de V tels que yg € V et gg € Gp.

Soit G1 un sous espace fermé de H tels que y; € H et g1 € Gy.

Soit y(v, g) solution de(2.1) ot g = (g0, 91)-

soit C € E(LQ(O, V), 7—[) Ou H est 'espace des observations.

Considérons la fonction cotit
J(v,9) = lly(v,9) — zall5, + Nullz (2.2)

ou zg donné dans Het N > 0

2.2 Controle sans regrets

On prend dans le reste du chapitre ug = 0 et donc si v (resp g) désigne le controle
(resp la perturbation ou la pollution) ” la fonction codt " dépend de v et de g.On cherche
, pour ces fonctions , les controles u ,dit contréle sans regrets verifiant (1.25 )

Lemme 2.1. Pour tout v € U nous avons

J(v,9) — J(0,9) = J(v,0) — J(0,0) + 2<<(U),Q>G,,G Vg € G. (2.3)
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ot ((v) € L*(0,T,V) est défini par v €U par

d2

a2 TAC) = C*AC(y(v,0) — y(0,0)). (2.4)
A* est l'adjoint de A et A l’isomorphisme canonique de H.dans H’

Preuve :
En effet nous avons

I (v, 9)=J (uo, 9) = J(v,0)=J(0,0)+2(C(y(v, 0)~4(0,0)),C(y(0, 9)~y(0,0))),, 5, Vg € G.
(2.5)
Introduisons maintenant ((v) € L?(0,7,V) défini par (2.4).Alors

2
(C(y(v,0) = y(0,0),C(y(0,9) = ¥(0,0)))5,,, = <%C + A*C(v), y(0,9) — y(0,0))

= <C(U)79>G’,G

on définit ainsi I'opérateur S tel que S(v) = ((v) , autrement dit

(S(v),9) = {C(v),9) VYge&

2.3 Controle a moindres regrets

Comme dans le numéro précédent , on relaxe le probléme (1.25), en introduisant pour
v > 0, le probléme devient

inf sup [J(v,g) — J(0,9) — 7|lg||&] (2.6)
veld geG

et donc La solution du probléme (2.6) , si elle existe ,est le controle & moindres regrets
, du probléme (2.1) (2.2) . Ainsi le probléme perturbé (1.25) est équivalent a

inf [J(v,g) — J(uo, g) +sup [(25(v — uo), g) — 7|lg|Z]

veU geCG
On trouve )
sup(S(v),g) —llglle: = =11SW)IIZ
geG Y
Cela revient a trouver
inf 77 (v) (2.7)
veU
ol
1
T (v) =J(v,0)—J(0,0)+;H5(v)llé (2.8)
[ |
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2.3.1 Existence et unicité du contréle & moindres regrets

Proposition 2.1. Le probléeme (2.7) - (2.8) admet une unique solution u~ appelé controle

G moindres regrets .

Preuve :
La démonstration est analogue a celle faite pour la Proposition 1.2.

2.4 Systéme d’optimalité du controle & moindres regrets
2.4.1 Observation : cas z(v) = Cy(v)

Le contréle moindre regrets est caractérisé par

J(0,9)=J(0,9) = J(v,0) = J(0,0)+2(C*A(Cly(v, 0) ~y(0,0)] ) y(0. 9) ~(0,0) ) (2.9)

avec C € L(L*(0,T,V),H)
On introduit 1’état adjoint ¢, solution de :

—FHAG = C A(C(y7 - y(0,0)>>
g'ly(T) = 0’
¢,(T) = 0

donc(2.9) devient

2

T(0,9) = J(0,9) = 7(0,0) = 10,0) +2( 556, + 4G, (0.9) ~ 5(0,0))

aprés intégration par parties on obtient

J(v,g) — J(0,9) = J(v,0) — J(0,0) +2({ = ¢'(0),90) + {¢(0), 1))

et d’aprés (1.25) on cherche le controle qui veérifie

inf sup [J(v, g) — J(0, g) — 2
Ueugeg[( g9) — J(0,9) —lglle]

donc la fonctionnelle J7 est défini par

J(v) = J(v,0) = J(0,0) + i [IC@)OIF* = lI¢" (w) ()1

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Soit u- la solution de (2.7)- (2.8) sur U.La condition nécessaire d’Euler-Lagrange

donne pour tout w € U

-51-



Chapitre 2. Contréle sans regrets , 8 moindres regrets pour les systémes hyperboliques

T w0 = T 277+ 60) — T ()] 2 0 (2.15)

Donc le contréle & moindre regrets est caractérisé par

<Cy<uw,o>—zd,c<y<w,0>—y<o,o>)>H+<Nuy,w>M—<ic%uw(m,<'<w><o>>+<ic<uw><o>,<<w><o>> >0

(2.16)
Puisque C € L(L*(0,T;V),H) alors C* € L(H',L*(0,T;V’)) , notons par Ay = A
Iisomorphisme canonique de H  sur H' donc (2.16) est équivaut a

[ {eaeun0-m)uwo-y00) @+ (Nnw) —(1cw0.cwo)

Y
1
n <V<<uy><o>,<:<w><o>> >0
(2.17)
| ]
On introduit p, = p(u,0) solution du probléme
2
%pﬁflm =0
p~(0) = %C’(O), (2.18)
Py (0) = 40
Alors
1 / / 1 = — w w
—<7< () (0). ¢ <w><0>>+<7<<uv><o>,<<w><o>> - <py<0>,<< ><o>>+<p7<o> ¢ ><o>>
(2.19)
et

[ (o v ac) = {0.c®) - (m0).cw10)
_ /OT <p,c*Acy w,0) (o,o)>
-/ ' <C*A6p, y<0,0)> (2.20)

et (2.17 ) devient

/OT <C*A(Cy(u% 0) — zq) + C*ACp,y(w,0) — (0, O)>dt + <Nu7, w> (2.21)

u
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| |
On introduit p, = p(u,,0) solution du probléme
d2
b + Apy, = C*A(Cy(uy,0) — z4) + C*ACp, )99
p;y(T) =0 (2.22)
p,(T) = 0

d’on

/OT <C*A<Cy(uw 0) — Zd> ,y(w,0) — (0, 0)> + <C*ACpV, y(w,0) — y(0, 0)>dt

= C*A(Cy(u,y, 0) — z4) + C*ACp,, y(w,0) — y(0, 0)>
2 (2.23)
ﬁp’y + Ap’y7 y(w7 O) - y(07 0)>

= B*p,w>
uu

puisque B € L(U, L*(0,T; H)) alors B* € L(L*(0,T; H),U') dans la derniére égalité le
produit scalaire est entre U’ et U donc on introduit I'isomorphisme canonique Az, de U
dans U’ et donc

A 'Bp, = c*A<cyV - zd) + C*ACp, (2.24)

d’otr
A'B*py + Nu, = 0. (2.25)
d’ou ]

Proposition 2.2. Le contréle ¢ moindres regrets u, solution de (2.7)- (2.8) avec l'0b-
servation z(v) = Cy(v)est caractérisé par la solution unique {y,(y, p, Dy} du systéme
d’optimalité

d*y
%T; + Ay, = f + Bu, yy(0) =10 y5(0) = w1
d " " !
N ) G(T) = GT) =0,
d?p 1. , 1
dt; +Ap, =0 p~(0) = —;CV(O) p,(0) = 5@(0)-
d? " " *
di’j + A, =C A(ny—zd> +C*ACpy,  py(T) =0 py(T) = 0.
A&lB*pv +Nuy =0 dans U
(2.26)
Yy = y(u'yao) z<’y = C(U'y’o) Py = p(uV,O) et py = p(uy,O)
|
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2.4.2 Systéme d’optimalité singulier du contréle sans regrets

Par passage a la limite dans le systéme ( 2.9) on obtient le systéme d’optimalité pour
le controle sans regrets , alors on a :

Théoréme 2.1. Le contrile sans regrets u est caractérisé par U'unique solution{y, Ao, A1, (, p, p}

du systéme d’optimalité

y:’ + Ay = f + Bu y(0) =y ¥'(0)=wu
(" + AC = C*"A(Cy(u,0) —y(0,0)) ((T)=0 ((T)=0
o+ Ap =0 p0)=do HO)=N  (227)
p'+ Ap=C"ACy—z4) +C*ACp p(T)=0 p'(T)=0
A,'B*p+ Nu = 0.
avec
1 o
Ao = lim0 =¢'(0) Xo € Gy le complété de Gy pour la norme de Gy.
R (2.28)
A= lin% ;{(O) A € G1 e complété de Gq pour la norme de G1.
Y—
[ |

2.4.3 Observation : cas z(v) = Cy’(v)

Proposition 2.3. Le contréle a moindres regrets u~ solution de (2.7) - (2.8) pour l’'ob-
servation z(v) = Cy'(v)est caractérisé par la solution unique {y,Cy, py, Dy }du systéme
d’optimalité

d2
—3 + Ay, = f + Bu, 5:(0) = o ,(0) = v
d2 T . ,
@CW + AG, +/ A'(5)¢(s)ds =C A(C[y'7 - y'(0,0)]) G(T) =0 G(T)=0
t
d? 1, , 1
o+ Ap, = P (0= ==C0) A (0)=~
d2 T
WPJA* Dy +/ A'(s)py(s)ds =C* (Cy'V - zd> +C*ACpy, py(T) =0 p(T) =0
t
B*py 4+ Nu, =0 dans U.
(2.29)
Yy = y(u'yv 0) ,¢y = C(UWO) Py = p(u% 0) et Py = p(u% 0)
|
Preuve La fonction colt est définie par
J(v) = |ICy (v, 9) = zallF + NI|VIIZ, (2.30)
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Le controéle & moindre regrets est caractérisé par

J(0,9) = J(0,9) = J(2,0) = J(0,0) +2(C*A(Cly (v,0) = /(0,0)] ). ¥'(0, ) =/ (0,0))

(2.31)
avec C € L(L*(0,T; H),H) et A un isomorphisme canonique de H dans H’
On introduit I’état adjoint ¢, solution de
dZC’Y 4 ! * / /
o + A, + A'(s)¢y(s)ds = C*A(C(y), —¥'(0,0))
t 2.32
G(T) -0 (232
En posant
T
alt) = [ A (2.33)
t

et

alt,o,1) = (At)e,v),  a'(s,0,9) = (A'(s)p,) et A's) € LV, H) (2.34)

]
Formellement (car les produits scalaires n’ont pas de sens pour Uinstant ) (2.31)
devient

T 2
H0.) = J0.9) = T(0.0) = 70.0)+2 [ [(56 + 46 +a(0)./(0.0) =y 0.0))a

(2.35)
|
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en utilisant (2.34) et intégrons par partie on obtient :
d2
/O (S3G+AG +a(0),/0,9) ~y/0,0))dt = { ~(0),01)
T
+ / _</7y” 079) _y//(070) dt
, (6 )

T

+ [ (= ¢aw0.0) - (0,0>>>dt
- /OT<<;,A(( 0,0)) )dt
+ /OT<A9, 0,9) — o/ 00>dt
+ /OT<q()7y’ >dt

I
S
|
X
—~
(=] ~~
~
N
—

S

a(t, ¢, y(0,9) — y(0,0))dt
a(t, ¢, y(0,9) — y(0,0))dt

a'(t, ¢y, 9(0,9) — y(0,0))dt
(0),91)
270616, 9(0, 9) = (0,0))]dt

(0),91) = {¢,(0),90 )

!

+
th\

i+ Il
S
S—
S S|
&5\;

2

-~

¢
(2.36)

d’ott
T(0.9) = J(0.9) = T(0.0) = (0.0 +2{ = ¢,0).1) . +2( = (0).00),  (237)
|

Remarque 2.1. le calcul formel est justifié de la méme facon que dans (4.36)-(4.37)-
(4.38)-(4.39) du chapitre 1.

Comme le controle & moindres regrets est solution de

inf sup [J( g)—J(0,9) — ’YHQH%‘]

’Ueuge
on aura pour v >0
nf sup [J(v,9) = J(0,9) = 7llgllc] = fnf |7(0,0) = 7(0 HC O)[* - HC(O)HQ]

(2.38)
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donc la fonctionnelle 77 est défini par

T(v) = J(0,0) - J(0,0) - ,lyuc/(v)(om? - iuav)(om? (2.39)

Soit u la solution de (2.7)- (2.8) sur U.La condition nécessaire d’Euler-Lagrange
donne pour tout w € U

w0 = Jimg 57y 4 0w) = ()| 20 (2.40)

Donc le contréle & moindre regret est caractérisé par
T
(e tw,0) = 20,0 =y 0.0)) e (M) = (20 w)0)
0 ) H u Y
(2606w 0)) 20

5
(2.41)

Puisque C € L(L*(0,T; H),H) alors C* € L(H',L*(0,T; H)) , notons par Ay = A
Iisomorphisme canonique de H  sur H' donc (2.41) est équivaut a

/OT <C*A(Cy'(u7, 0) = za), 4 (w,0) — y'(0, O)>H " <N(u7, w>uxu+ 2.42
(GC0.Cw0) - (0m0) >0 -

On introduit p, = p(u,0) solution du probléme

d2
dt )

py(0) = ;C’(O), (2.43)

p(0) = =2¢(0)

T
ot m(t) est défini par ((,m(t)) = (p,q(t)) et q(t) = /t A'(s)¢(s)ds
Alors de :

(0. ¢ 0))

_l’_

(26(0(0). ¢l w)))
— _gp;(()),g(w)(o)> + <p7(0)7C’(w)(0)>
= [ {nernct/ w0 - y0.0) )i

= /OT <C*ACp,y’(w,0) - y'(0,0)>dt
(2.44)
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/OT <Cy'(u,y, 0)—zd,C(y/(w, 0)—y/'(0, O))>Hdt+<Nu7,w>u+/0T <C*ACp, y'(w, 0)(—2y;(;)), 0)>dt >0

/OT <C*A<Cy’(u7,0) —zd> +C*ACp, ¢/ (w, 0) —y’(O,O))>Hdt+ <Nuvvw> 20 (246)

u
| |
On introduit p, = p(u,,0) solution du probléme
d2p"/ T / * / *
2 + Ap, + A (s)py(s)ds = C*A(Cy (uy,0) — zq) + C*Cpy
t 2.47
pw(T) =0 ( )

p,(T) =0

T

/OT g *A(Cy(uy, 0) — 24), y(w,0) — y(0, 0)>dt + /0 <C*Cp,y, y'(w,0) — 3/ (0, 0)>dt

= / <C*A(Cy’(uq,, 0) — z4) + C*Cpy, v/ (w,0) — ' (0, 0)>dt
0 2 . (2.48)
aby T APy + / A'(s)py(s)ds, y' (w,0) — ¥/ (0, 0)>
t
=( B'p,w ).

dans la derniére égalité le produit scalaire est entre U’ et U don on introduit "isomor-
phisme canonique Ay de U dans U’ et donc

A B p, = c*A<cy7 - zd> +C*ACp, (2.49)
d’ou
A'B*py + Nu, = 0. (2.50)
|

2.4.4 Observation : cas z(v) = Do(y(v,g)(T))

On considére 'observation e suivante

Dy € E(V, /H),
{ z(v) = Do(y(v, 9)(T))) (2.51)
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La fonction cofit est :

J(v) = ||[Do(y(v, 9)(T)) — za||3, + N|[v||y ot zq donné dans H. (2.52)
d’ott
J(0,9)=7(0. 9) = J(v,0)=J (0,0)+2( DA (Doly(v, 0)(T)—y(0,0)(T)] ) y(0, 9)(T) —y(0.0)(T))
(2.53)
|

On introduit formellement 1’état adjoint ¢, solution de

2

T+ AMG = o

¢, (T) = 0, (2.54)
&(T) = DA (Doly(v,0)(T) - y(0,0)(T)]).

(2.53) devient :

J(v,9) = 7(0,9) = J(v,0) = J(0,0) +2(¢,(T),y(0,g)(T) ~ y(0,0)(T))  (255)
et
(¢+ G, 9(0,9) =y(0,0)) = (CL(T),9(0,9)(T) =y(0,0)(T)) = (&4(0), 90 ) + (G (0), 1)
(2.53) est équivaut a :
J(v,9) = J(0.9) = J(v,0) = J(0,0) +2(¢,(0), 90 ) — 2(,(0), 91 ) (2:57)

d’ott pour v > 0 la fonctionnelle J7(v) sera défini par

T(w) = J(0,0) = J(0,0) +2(¢,(0), 90 ) +2(G,(0), 1) = lgl* (2.58)

J"(v) = J(v,0) = J(0,0) + i [HC’(U)(O)H2 - \C(v)(U)HQ} (2.59)

|
Soit u la solution de (2.7)- (2.8) sur U.La condition nécessaire d’Euler-Lagrange
donne pour tout w € U

L
T (uy) w = él_I)I(l) 5 [J’Y(u7 + 6w) — jw(u,y)] >0 (2.60)

Donc le contréle & moindres regrets est caractérisé par

<Doy<ufy, 0)(T") 24, Do (y(w, 0) — (0. 0))(T>>H n

+<N“ww>u (360, ¢ ) - ()0 cwo) =0 2o
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Puisque Dy € L(V,H) alors Df € L(H',V') , notons par Ay = A l'isomorphisme
canonique de H  sur H' donc (2.61) est équivaut a
T
/ <D§A(D0y(u7,0)(T) — z4),y(w,0) — y(0,0)(T)> + <Nu7,w>
0 N

) , v/, Uxu (2.62)
+<7< (u)(0). ¢ <w><o>> - <<<uw><o>,<<w><o>> >0

v
||
On introduit p, = p(u,0) solution du probléme
;fp; +Apy, = 0
p+(0) - ¢, (2.63)
/ 1
#,(0) 10
Alors de :
r * 1 / ’
/ 1<DOA(Doy<uwo><T> ~ ) 0(w.0) = 50,0+ (Nepw)+ (2000 Cw)0)
—<Vc<uw><o>,<<w><o>> >0
(2.64)

o1 a

<i€’(uv)(0)7é’(w)(0)> + <i<(uv)(0),C(w)(0)> = (Do Dop4(T), y(w,0) = y(0,0)) (2.65)

|
On introduit p, = p(u,,0) solution du probléme
d2
Wp; +Apy, = 0
T _ (2.66)
p;y( ) =0
po(T) = D{A(Doy(uy, 0) — 24) + DgDop(T)
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(DA Dants (1),0)  24), (,0) = 40.0)(D)
& (D5, () yt.0) = 0,001 )
= <DSA(DOy(u7, O)(T) — zd) +
& DiPup (). p(w.0) ~ 4(0.0)(T) )
d2
= (Gt + Apr a0 = 40,0/ )

- < - AulB*p(u),w> (2.67)
|

Proposition 2.4. Le contréle & moindres regrets u., solution de (2.7)-(2.8) est caractérisé
par la solution unique {yy, (y, py, D }du systéme d’optimalité

( d2y
%t; + Ayy = f+ Buy  yy(0) =yo ¥, (0) =y
d . ' *
S A =0 I =0 @)= DOA(DOL% — 400, 0)J<T>)
d?p 1. , 1
dT; + Apy =0 /0“/(0) = ;ny(o) p’y(o) = _§C7(0)
’py . \
dt;A py =0 py(T) =0 ph(T) = DSA(DOyv(T) - zd) + D5ADop (T
B*py+ Nu, =0 dans U.
(2.68)
Yy = y(u”w 0) Gy = C(UV,O) Py = p(u% 0) et py = p(uv, 0)
|
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2.4.5 Observation : cas z(v) = D(y'(v,g)(T))

On considére 'observation suivante

De L(H, H);
LS S B (269
La fonction cotut est :
J(v) = ||Dy (v, g)(T) — za||3; + (Nv,v)yy ot zg donné dans H. (2.70)
d’ou
J(0,9)=J(0.9) = J (v,0)=J (0,0)+2(D*A(Dly (v,0)(T)—y/(0,0)(T)]) (0, 9)(T)—y/(0,0)(T))
(2.71)
On introduit formellement I’état adjoint ¢, solution de
2
2% e, = o
G(T) = D*A(Dly(v,0)(T) ~ y(0,0)(T))). (2.72)
¢(T) =0

donc :

J(v,9) = 7(0.9) = J(v,0) = J(0,0) +2(¢,(T). ¥/ (0.9)(T) =¥/ (0.0)(T))  (2.73)

et
(/A6 5(0.9)=y(0,0) ) = =(&,(1). ¥/ (0,9)(T)=y/(0,0)(T)) (& (0,90 )+(G (0. 1)
(2.74)
(2.71) est équivaut a :
J(v,9) = J(0,9) = J(v,0) = J(0,0) = 2(¢,(0), 90 ) +2(,(0), g1 ) (2.75)

d’ott pour v > 0 la fonctionnelle J7(v) sera défini par

T () = J(v,0) = J(0,0) = 2(¢,(0), 90 ) +2(,(0), 91 ) = llgl* (2.76)

J(v) = J(v,0) = J(0,0) + i [}IC(U)(O)II2 - HC’(U)(O)IIQ} (2.77)

Soit u la solution de (2.7)- (2.8) sur U.La condition nécessaire d’Euler-Lagrange
donne pour tout w € U

T () o = éir%}y [jW(u,y + w) — m(u,y)] >0 (2.78)
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Donc le contréle & moindres regrets est caractérisé par

(P, 0)) = 20. D 10.0) =/ O.0)(T)) + (V) = ()0 (w)0)
+<i€'(u7)(0),g(w)(0)> -

Puisque D € L(H,H) alors D* € L(H',H) , notons par Ay, = A l'isomorphisme
canonique de H  sur H' donc (2.79) est équivaut a

T
/0 <D*A(D0y(u7, 0)(T) ~ 24). y(w, 0) — y(0,0)(T)

1 o) ()
#{( = 26O, @0)) + (2¢()0).6w)0)) >0
(2.80)
[
On introduit p, = p(u,0) solution du probléme
2
Wpy +Ap, = 0
p~(0) = —iC(OL (2.81)
, 1)
0,0) - 20
Alors de :
T
/0 <D*A(Dy’(uy, 0)(T) — z4),y'(w,0) — y/(0, 0)> + <N(u7, w>
#( = 200, Cw)0)) + (2 u)0.6w)0)) >0
(2.82)
(—==C(uy)(0), ¢ (w)(0)) + <}y€l(uv>(0)74(w)(0)> = (D*"ADp,(T),y'(w,0) —¥/(0,0))
(2.83)
|
On introduit p, = p(u, 0) solution du probléme
d;f; +Ap, = 0
py(T) = D*A(Dy(uy,0) — zq) + D*ADp,(T) (284)
p,(T) = 0

-63-



Chapitre 2. Contréle sans regrets , 8 moindres regrets pour les systémes hyperboliques

(DAY 0 (7),0) = 22), (4 (1,0) = Y O.0)(T) ) + (DD (), (w,0) = (0,0)(T))

= (DAY (1, 0(7) = 20) + DDy )./ w,0) ~  0.0)T)

2 , / (2.85)
= (Gt + Ap/ (0.0 = 0,0)(T))
={- A&IB*p(u),w>
|

Proposition 2.5. Le contréle a moindres regrets u~, solution de (2.7) - (2.8) est carac-
térisé par la solution unique {y~, Cy, py, Dy }du systeme d’optimalité

P dy — f B, g (0) = 1(0) =

Cétg Yy = v Yy =1%o Yy =Y

d . N /

TG =0 o =0A(Dly, 001 &) =0

d’p 1 , 1

Ths 4 Ao, =0 p(0) = =260 60) = 26(0)

PPy 4s . .

B g py =0 py(T) =D A(D%(T) - zd) +DADp,(T) p(T) =0

A&lB*pV +Nuy =0 dans U.

(2.86)

Yy = y(uvu 0) zC’Y = C(UV,O) Py = p(u% 0) et py = p(u% 0)
[ |
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Deuxiéme partie

Application de la théorie de la
Sentinelle au probléme hyperbolique
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Chapitre 3

Sentinelle distribuée pour les
systémes hyperboliques

1 Rappels sur la notion de Sentinelle

L’objectif est de trouver une méthode pour calculer les termes de pollution.Plusieurs
méthodes peuvent étre utilisées .La célébre est celle des moindres carrés.Cependant avec
cette méthode les termes de pollution et les termes manquants 7¢ |, )\é’ sont calculés
ensemble et nous ne pouvons pas vraiment les séparer (voir Lions [28] , et Ainseba et al.
[25] pour le cas parabolique.

La meéthode de la sentinelle de Lions que nous utilisons ici est une méthode de détec-
tion d’un paramétre indépendemment des autres.

A noter que dans le cas de I’équation de la chaleur , I'observatoir O peut étre choisi
arbitrairement petit ainsi que le temps final T

Cependant la situation est différente pour les équations des ondes.Nous devrions
prendre 1" dépendant de la géometrie de O .

Toutes les considérations ci-dessus sont intuitives et peuvent étre expliquées : la pol-
lution exercés sur une une partie de la frontiére I'g ne peut étre détectés par une observa-
tion dans O avant sa propagation.D’un autre coté , les termes de pollution exercés dans
I'intervalle de temps (7" — «, T') n’ ont pas d’influence sur I'observation pour « petit.

1.1 Données

Les systémes distribués considérés ici dans ce chapitre sont ceux qui sont décrits par
des équations aux dérivées partielles.
Soit alors €2 un ouvert de R™ de frontiére réguliére I' = 0f).
Considerons un systéme d’évolution dans 2 suivant de structure générale de la forme
dy

E+Ay+f(y):£+/\é dans Q x (0,T) (1.1)

ou
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A est un opérateur différentiel elleptique du 2eme ordre.
L’opérateur y — f(y) est non linéaire.
y étant est ’état du systéme , qui pourrait étre un scalaire ou un vecteur.

B Termes sources :

Les termes du deuxiéme membre de (1.1) sont appelés termes sources ou
¢ est connu dans un espace de Hilbert.

Le terme )\é n’est pas connu , on sait seulement qu’il demeure dans la boule unité
de centre l'origine et de rayon A
gl < 1 (1.2)

Le terme A est supposé " petit" dans R.

B Terme de pollution :

Le terme )\é est dit terme de pollution dont on cherche a obtenir des informations.

B Conditions intiales :

La condition initiale s’exprime par :
y(0) =y + 79" (1.3)

ot y° est donné dans un espace de Hilbert et §° demeure dans la boule unité d’un
espace de Hilbert .

Le terme 7 est supposé aussi " petit" dans R.
19°] <1 (1.4)

B systémes 4 données manquantes :

Les conditions initiales sont incomplétes .Il s’agit donc de systémes a données man-
quantes.

B Conditions aux limites :
On suppose que les conditions aux limites sont connues.
y=0 sur X =T x(0,T) (1.5)

B Equation d’état :

L’équation d’état est donc décrite par la donnée de (1.1) , (1.3) , (1.5). Pour A et 7
donnés , ainsi que ¢ et §° , ’équation admet une solution unique noté y(z,t, \, 7)
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1.2 Observation du systéme

On "observe " I’état du systéme sur un observatoir O , et pendant un temps (g, t1)
avec
0<ty<ty <T

L’observatoir O doit étre considéré "petit” et il peut étre soit :

B Observatoir distribué

O c . (1.6)

B Observatoir frontiére

O CT =0 (1.7)

B Observatoir dépendant du temps (cas d’'un bateau observatoir)

O=0)te (to,t1) (1.8)

Pour fixer les idées , on se place dans le cas (1.6) .
On observe y (I'état du systéme) sur O pendant l'intervalle de temps T'. Donc théo-
riquement , on va disposer de

Yz, t, N\, T) = Yobs = mo(x,t) sur O x (0,T). (1.9)

lorsque 'observation est entachée de bruit alors :

N
y(x, t, A\, T) = Yobs = Mo + Zﬂimi sur O x (0,7T). (1.10)
i=1

ot les fonctions m; sont connues mais otl les [3; ne sont pas connus.On sait seulement que
les B; sont"petits". Les coefficients (5; sont les termes de bruit.

[
1.3 Sentinelles
1.3.1 Définitions
Soit hg une fonction donnée avec
ho € L*(O x (0,7T) (1.11)
Soit par ailleurs une fonction w & déterminer avec
w € L*(0 x (0,7T) (1.12)
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On considére la fonctionnelle

// (ho + w)y(z,t, A\, 7)dzdt = S(\, T) (1.13)
0x(0,T)

pour yops = Mo et si w est connu on a

Supe(A,7) = / / (o + W)yops (s £, A, 7)dadt = / / (ho + w)mo(x, t)ddt
Ox(0,T) Ox(0,T)

(1.14)
On dira que la fonctionnelle S(\, 7) est une sentinelle définie par hg si les condtions
suivantes ont lieu :

08 )
—r=07=0=0 Vi’ (1.15)

or

lwl[z2(0x0,1)) = min (1.16)

Remarque 1.1.

1. hgy étant donné , les conditions (1.15) ,(1.16) définissent w de maniére unique.On
dira alors que S est la sentinelle définie par hy.

2. La condition(1.15) exprime que la sentinelle n’est pas affectée par l'absence d’in-
formations sur les termes manquants.

3. st hg vérifie

ho >0, // hodzdt = 1 alors// hoy(z,t,\, 7)dxdt  (1.17)
Ox(0,T) Ox(0,T)

est une moyenne .La condition (1.16) exprime que la sentinelle est aussi proche que
possible d’une moyenne.

|
Remarque 1.2. Désignons par yg solution du systéme suivant
Yo A _ 0
v + Ayo + f(yo) =& surQx(0,7) (1.18)
y0(0) =30 surQ (1.19)
Yo =0 surX. (1.20)

On suppose que l’on peut calculer yo.Alors si w est calculé
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S5(0,0) = // (ho + w)yodzdt (1.21)
Ox(0,T)
est connu.On a
0S
S(A, )~ S5(0,0) + /\5(0, 0). (1.22)
de sorte que st Yops €St connu , on dispose alors de linformation
a8
A—(0,0) = (ho + w)yepsdxdt — S(0,0). (1.23)
OA Ox(0,T)
|

Donc le but est de chercher & obtenir des informations sur )\é , sans chercher des
précisions sur les données manquantes 7¢° , (1.23) donnera une information sur ¢ et
cela justifie le recours a la construction de la sentinelle.

|
1.4 Etat adjoint
1.4.1 La condition d’"insensibilité"
oy .
On pose == =y, pour A = 7 = 0 solution
or
0y /
5 T Ay + )y =0 (1.24)
y-(0) =40 (1.25)
Yr =0 surX. (1.26)
Alors (1.15) est équivalente
// (ho + w)y,rdxdt0 (1.27)
Ox(0,T)
en supposant 3° , 9° € L?(Q)
|
1.4.2 L’état adjoint
Soient A* I'opérateur adjoint de A et ¢ = ¢(t, x) solution de
aq * !
g TA A e = (ho +w)xo (1.28)
q(T) =0 (1.29)
q =0 surX (1.30)
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Ou xo est la fonction caractéristique de O et f'(yo) désigne la dérivée de f au point
Yo-

Le systéme (1.28) , (1.30), (1.30) admet une solution unique sous des conditions
générales sur f/(yp).

q = q(w) est a déterminer.

On multiplie (1.28) par y, et aprés intégration par partie on obtient :

// (ho +w)y-dzdt = (q(0),9°) (1.31)
Ox(0,T)
et la condition (1.15) (ou (1.27) ) est équivaut a

q(0) =0 (1.32)

Le probléme donc est de trouver w dans L2(O x (0,T)) , telle que I'on ait (1.32) et

(1.16).
|

1.5 Construction de la sentinelle
1.5.1 Equivalence 4 un probléme de contrélabilité

On cherche donc w tel que si ¢ = g(x, t,w) est solution de (1.28) , (1.30), (1.30) , on
ait

q(0,w) =0 (1.33)
et

||w]|r2 = min (1.34)

Il faut vérifier que hg + w # 0 sinon S(A,7) = 0 sans avoir aucune information.
1l est assez naturel de séparer les deux composantes.

q=qo+= (1.35)
9 .
—S0 4 A+ f'(w)do = hoxo
t (1.36)
qo(T) =0 '
q0 = 0 surs
et
0z .
T4 24+ f'(yo)z = wxo
_ 1.37)
«(T) ~ 0 (
z =0 sur %
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La fonction qg est donnée.On cherche w de fagon que

vérifie

2(0,w) = —qo(0) (1.38)

et (1.34)
Si ’on considére que

{ w fonction de controle

z=z(w)= état du systeme (1.39)

Alors (1.38), (1.34) est un probléme de contrélabilité. On cherche w qui conduise
létat de 0 (& l'instant initial ¢ = T') jusqu’a l'état —qo & 'instant final t = 0 et ceci
avec une " dépense" minimum pour w au sens de (1.34).

1.5.2 Pénalisation

Pour € > 0 on introduit la fonctionnelle

1 1 N
Je(w, 2) = 5“w“%2(0x(oj)) + Q?H — 2+ A2+ f'(yo)z — wXOH%Q(Ox(QT)) (1.40)

tel que z vérifie

2+ A2+ f(yo)z € L*(Ox(0,T))

EEOT)) - (lqo (1.41)
z = 0 sur X
Le probléme (1.40) admet une solution unique notée
{we, ze } (1.42)
On pose
pe = L(~7+ A2 + y0)2 — wexo) (143)

Le couple {we, z: } est caractérisé par

// wEwdasdt+// pe(—2+A* 24 (yo) 2+ f (yo) 2 —xo)dzdt = 0 (1.44)
0x(0,T) Ox(0,T)
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V 1 € L3O x (0,T)) et pour tout 2 tel que

—Z+ A2+ ()2 + f'(yo)2 —xo € L*(Ox(0,T))

2(T) = 0
A 1.45
0) = (4
z =0 sur X
on en déduit
pe+ Ape + f'(yo)pe = 0 sur O x (0,7)
(1.46)
Pe = 0 sur X
sans aucune information sur p.(0) et p-(T') , et que
We = PXO (1.47)
On passe a la limite ( € — 0) formellement puis justification.
|
1.5.3 Le systéme d’optimalité
Supposons que lim p. = p on a alors
e—0
o+ Ap+ f(yo)p = 0 sur Ox(0,T)
p(0) = (1.48)
p = 0 surX
ot p” n’est pas connu pour I'instant. En utilisant (1.47)
—2' + A2+ f(w)z = pxo
2(T) = 0 (1.49)
z =0 sur X
On doit avoir (1.38) :
2(0) = —qo(0) (1.50)
qui est une équation en pg et si pg existe alors w cherché est donné par
w = pxo (1.51)
La sentinelle définie par hg est donnée par
// (ho + p)y(z, t, X, 7)dxdt. (1.52)
Ox(0,7)
Reste & résoudre (1.50) et examiner que S # 0.
|
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1.5.4 Le calcul de p°

On définit un opérateur linéaire sur L?(£2) par

Ap® = 2(0) (1.53)
donc
Ap® = —qo(0) (1.54)
k k k %k %k ok Kok

Si on multiplie (1.49) par p qui est une solution de (1.48) correspondant & p° on
obtient

(Ap°, ) = / / ppdxdt (1.55)
Ox(0,1)

<Ap0,p0>:// pPdzdt (1.56)
Ox(0,T)

1
0| = 2dudt ) 1.57
lp° |l = p-dxdt (1.57)
Ox(0,1)

On définit ainsi en général une norme sur L?(Q). En effet dans les conditions d’ap-
plication du théoréme de S.Mizohata : Alors , si |[p°||r = 0 alors p = 0 sur O x (0,7)
donc p° = 0 et on définit une norme préhilbertienne sur L?(€2).

On introduit

Composante horizontale

Soit O x (0,T") un ouvert inclus dans @ = Q x (0,7); on dit qu’ un point p de @
appartient a la composante horizontale de O x (0,T) 8’il existe une courbe horizontale
joignant p & Ox(0,T) c’est a dire & une ligne dont les points ont tous la méme coordonnée
en temps.

Théoréme de(S. Mizohata)

Soient un ouvert connexe de RP et A un opérateur elliptique du second ordre dont
les coefficients appartiennent & €°(Q) ou Q = 2 x (0,7) .

Soit y la solution de

Jy

T4 Ay =

ot + Ay 0

%(0) =0

Yy

ey = 0 sur X
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pour l'opérateur A et O x (0,7") un ouvert inclus dans @ . Toute solution du systéme
qui s’annule dans O x (0,7) s’annule dans la composante horizontale de O x (0,T)

On définit F' comme I’espace (grand espace) de Hilbert complété de L?(2) pour la norme
(1.57)
On introduit F” (espace trés petit) espace dual de F on a alors

A est un isomorphisme de F sur F'. (1.58)

On note

q(0) € F’ (1.59)
En effet si 'on multiplie (1.36) par p , on obtient

<qo(0),p0> ://(Mo,m ho p dadt (1.60)

[€a0(0), 1%)| < I1hollox(0,m)110°lF

donc

d’ott (1.60) avec
lgo ()7 < |[hollox(0,1) (1.61)

Remarque 1.3. Il en résulte de (1.56) que A est symétrique
A*=A dans L(F,F') (1.62)
On voit donc que (1.54) admet une solution unique
P’ = —A"1q(0) dans L(F,F') (1.63)
|

Théoréme 1.1. [28] On suppose que l'on est dans les conditions d’application du théo-
réme d’unicité de S.MIZOHATA pour l’équation (1.48).1l existe alors une sentinelle et
une seule définie par hg.FElle est donnée par

// (ho + p)ydxdt (1.64)
Ox(0,7)

ot p est la solution de (1.48) correspondant a p° donné par (1.63).Dans (1.63) qo est
donné par (1.86) & partir de hg

-75-



Chapitre 3. Sentinelle distribuée pour les systémes hyperboliques

1.5.5 Usage d’une sentinelle

On a calculé yo , p° , p sur O x (0,T) et on connait yeps = mo (sans bruit). On a

donc :

oS

A5+ (0,0) ~ // (ho + p)modzdt — // (3o + p)yodzdt
OA Ox(0,T) Ox(0,T)

Mais
oS

950,0) = / / (ho + p)yrdadt
OA Ox(0,T)

O y), est solution de :

v+ Ays + f'(yo)yn = €
yx(0) =0
Ux = 0 sur X

Multipliant (1.24) o‘u(w = pxe) par yy , on obtient alors :

65(0,0):// gédzdt
A Ox(0,T)

La sentinelle définie par hy donne donc de linformation :

/ / (qo + 2)Aédxdt ~ / / (ho + p)(mo — yo)dxdt
Ox(0,T) Ox(0,T)

o‘u z est donné par (1.37) avec w = p. Ceci donne une information si

q=q+2z#0

1.e. si

ho+p#0 sur O x(0,T)
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2 Sentinelles distribuées pour les systémes hyperboliques

2.1 Données

Soit alors €2 un ouvert de R™ de frontiére réguliére I' = 0€2. Cousidérons le systéme
d’évolution dans €2 suivant

82
52y~ Ay+ fly) =0 sur Qx(0,7T) (2.1)
ou

L’opérateur y — f(y) est non linéaire , et on suppose que la fonction f est de classe
¢

y étant est ’état du systéme .

Les condition initiales ont des données manquantes :

y(0) = y° + 109". (2.2)

y'(0)=y' + g’ (2.3)

ot y° est donné dans l'espace de Hilbert H () , y! est donné dans l'espace de Hilbert
L?(Q) et §° , 9! demeurent respectivement dans des boules unités des mémes espaces de
Hilbert respectifs tels que

111 < 1 et lg']l <1 (2.4)

Les termes 71 et 7o sont supposés aussi " petits" dans R

Les termes de pollution apparaissent dans les conditions aux limites :

{ y = &+Ao  surXo=I¢x(0,T)C¥ (2.5)
y = 0 sur X\ Yo
ou
&o est connu dans l'espace de Hilbert L2(X).
Le terme /\éo n’est pas connu tel que
1ol <1 (2.6)

Le terme X est supposé " petit" dans R.

La méthode de la sentinelle a pour objet d’obtenir des informations sur ce terme de
pollution /\§C

L’équation d’état est donc décrite par la donne de (2.1) , (2.2) , (2.3) et (2.5).

Pour A et 7 = (19, 71) donnés , ainsi que & 0% et 91, léquation admet une solution
unique noté y(z,t,\, 7).
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2.2 Observation du systéme

On "observe " 1’état du systéme sur un observatoir O C ). = observatoir distribué
on dispose de 'observation

y(x,t7)\,7') = Yobs = YXO = mO(mat) sur O X (OvT) (27)

2.3 Sentinelles
2.3.1 Définitions

Soit hg une fonction donnée avec

ho € L*(O x (0,T)) (2.8)

Soit par ailleurs une fonction w & déterminer avec

w e L3O x (0,T)) (2.9)

On considére la fonctionnelle

// (ho + w)y(z,t, A\, 7)dzdt = S(\, T) (2.10)
Ox(0,7)

pour yeps = Mo et si w est connu avec T = (79, 71) on a

Sobs( A, T) = // (ho + w)Yobs(, t, A\, T)dxdt = // (ho + w)mo(x, t)dzdt
Ox(0,T) 0x(0,T)

(2.11)
On dira que la fonctionnelle S(\, 7) est une sentinelle définie par hg si les conditions
suivantes ont lieu :

oS oS

—rxm07=0=0 S—|r=0,r=0 = 2.12

om0 Ix=0,7=0 =0 o |A=0,7=0 =0 (2.12)
[wl[L2(0x(0,1)) = min (2.13)

Remarque 2.1.

1. ho étant donné , les conditions (2.12) ,(2.13) définissent w de maniére unique.On
dira alors que S est la sentinelle définie par hg.

2. La condition(2.12) exprime que la sentinelle n’est pas affectée par l'absence d’in-
formations sur les termes manquants.
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3. st hg vérifie

ho > 0, // hodzdt =1 alors// hoy(z,t, \, 7)dxdt  (2.14)
Ox(0,T) Ox(0,T)

est une moyenne .La condition (2.13) exprime que la sentinelle est aussi proche que
possible d’une moyenne.

Remarque 2.2. Désignons par yo solution du systéme suivant

82

Pl Ayo+ f(yo) =0 surQx(0,7T) (2.15)
y0(0) =90 sur Q. (2.16)
y5(0) =yl surQ. (2.17)
Yo =&  surX. (2.18)

On suppose que l’on peut calculer yg.Alors si w est calculé

5(0,0) = / / (ho + w)yodadt (2.19)
Ox(0,T)
est connu.On a
a8
S(A, 1)~ S5(0,0) + )\a(o, 0). (2.20)
de sorte que si Yops €8t connu , on dispose alors de linformation
0S
222 (0,0) ~ / (ho + w)yopsdadt — S(0,0). (2.21)
OA Ox(0,T)

Donc le but est de chercher & obtenir des informations sur )\é , sans chercher des
précisions sur les données manquantes 719° , 729! ; (2.21) donnera une information sur
A et cela justifie le recours a la construction de la sentinelle.

|
2.4 Etat adjoint

2.4.1 La condition d’ " insensibilité "

0
On pose 9 _ Yr, POur A = 79 = 71 = 0 solution

019
2
52V~ AYn + ' (W0)yn =0 (2:22)
Yz (0) =79° sur Q. (2.23)
Yy, (0) =0 sur (. (2.24)
Yro =0 sur X. (2.25)
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Alors (2.12) est équivalente

// (ho + w)yrydxdt =0 (2.26)
0x(0,T)

en supposant y° 90 € HL(Q)

On pose aussi 9 _ Yr, pour A = 19 = 71 = 0 solution

0Ty
0? ,
@yn — Ayry + f(Y0)yn =0 (
Y7 (0) =0 sur Q. (
Y, (0) g sur Q. (
Yr =0 sur X. (
Alors (2.12) est équivalente
// (ho + w)yr dxdt =0 (2.31)
Ox(0,T)
en supposant ! , ' € L?(Q)
|
2.4.2 L’état adjoint
Soit I'état adjoint ¢ = q(t, x) solution de
82
24~ Aa+ fw)a = (ho+w)xo (
q(T) =0 sur Q. (
q(T) =0 sur Q. (
q =0 sur X. (
O xo est la fonction caractéristique de O.
le systeme (2.32) , (2.33), (2.34) (2.35)admet une solution unique.
q = q(w) est a déterminer.
On multiplie (2.32) par y,, et aprés intégration par partie on obtient :
oS / ~0
—(0,0) = (ho + w)yr,dxdt = <q (0),7 > (2.36)
0719 Ox(0,T)
De méme on multiplie (2.32) par y,, et aprés intégration par partie on obtient :
08 1
92 (0,0) = (ho + w)ys, dudt = —(q(0), 3") (2.37)
omy 0x(0.T)

et la condition (2.12) est équivaut a
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q(0)=0 , ¢'(0)=0 (2.38)

Le probléme donc est de trouver w dans L?(O x (0,7)) , telle que 1'on ait (2.38) et
(2.13).
|

2.5 Construction de la sentinelle

2.5.1 Equivalence a un probléme de controélabilité

On cherche donc w tel que si ¢ = g(x,t,w) est solution de (2.32) , (2.33), (2.34) ,
(2.35) on ait

q'(0,w) =0 (2.39)
q(0,w) =0 (2.40)

et
[|wl||r2 = min (2.41)

Il faut vérifier que hg + w # 0 sinon S(A,7) = 0 sans avoir aucune information.
1l est assez naturel de séparer les deux composantes.

q=qo+= (2.42)
0? ,
2%~ Ago + f'(yo)ao = hoxo
00(T) = 0 (2.43)
a0(T) =0
q0 =0 sur X
et
0? A ,
gt TR + f'(w)z = wxo
2(T) =0 (2.44)
2(T) =0
z =0 sur X
La fonction gy est donnée.On cherche z = z(w) qui vérifie
(0, w) = —qo(0) (2.45)
2(0,w) = ~gy(0) (2.46)
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et (2.41) si 'on considére que

{ w fonction de controle (2.47)

z=z(w)= état du systéeme
Alors (2.45) ,(2.46), (2.41) est un probléme de controlabilité. On cherche w qui
conduise 1'état de (0,0) (& linstant " initial" ¢ = T) jusqu'a l'état (—qo, —q() & l'ins-
tant "final" ¢ = 0 et ceci avec une " dépense" minimum pour w au sens (2.41).
]

2.5.2 Pénalisation

Pour € > 0 on introduit la fonctionnelle

1 1
Je(w, z) = §Hw‘|%2((’)x(0,T)) + 2*€HZ” — Az + f'(yo)z — ’LUXOH%%Ox(o,T)) (2.48)

tel que z vérifie

A(T) 0 20 = —gol0)
(1) 0 20) = —a(0) (2.49)
z 0 sur %

Le probléme (2.49) admet une solution unique notée
We, Ze (2.50)
On pose

1
Pe = g(zg — Aze + f(yo)ze — wexo) (2.51)

Le couple {we, z.} est caractérisé par

// wswdmdt+// pe(Z" = AZ+ f'(yo)2+ f(yo)2 —wxo)dzdt =0 (2.52)
0x(0,T) Ox(0,1)

V € L*(O x (0,T)) et pour tout 2 tel que

2= Az + f'(yo)2 —ixo € L*(Ox(0,T))
) =0

2(T) = 2'(0) =0

z = 0 surX

(2.53)
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on en déduit

plal - APs + f/(yO)pE =0 (2 54)
Pe = 0 sur X '

sans aucune information sur p.(0) et pL(0) , et que

We = PeXO (2.55)
On passe a la limite ( € — 0) formellement puis justification.
|
2.5.3 Le systéme d’optimalité
Supposons que lim p. = p on a alors
e—0
p"—=Dp+ f'(wo)p = 0
p(0) = p
2.56
0 (0) — (2.56)
p = 0 sur X
ot le couple {p°, p'} n’est pas connu pour l'instant. En utilisant (2.55)
2= Az + flyo)z = pxo
z(T) =0
2(T) _ 0 (2.57)
z = 0 sur X
On doit avoir (2.45) et (2.46) :
2(0) = —qo(0) (2.58)
2'(0) = —qo(0) (2.59)

qui est un systéme d’équations en p° et p' si pg , et ,p! existent alors w cherché
est donné par

w = pXo (2.60)

La sentinelle définie par hg est donnée par
// (ho + p)y(x, t, \, 7)dzdt. (2.61)
Ox(0,T)

Reste & résoudre (2.58) et (2.59) puis examiner que S # 0.
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2.5.4 Le calcul de {p°,p'}

La méthode de calcul des données initiales {p°, p'} repose sur
1. Pour des raisons techniques, on introduit 'opérateur A défini ci-dessous.

2. un théoréme d’unicité. C’est grace a un théoréme d’unicité que nous pouvons in-
troduire une (nouvelle) structure hilbertiennne F' .

3. un espace de Hilbert (F') introduit a partir de 'unicité. Tout est alors ramené a
I'inversion de A dont on verra qu’elle est automatique : ¢’est d’ailleurs ce qu’indique
la méthode de pénalisation précédente.

a) Etapel :Systéme d’optimalité : Soient les conditions initiales {p°, p'} du sys-
téme d’optimalité suivant :

"= Ap+ flyo)p =

T

—_
o=

N—
1l

0
p

2.62
) (262)
0

Il est bien connu que ce systéme admet une solution unique p.

b) Etape2 :Introduction de I'opérateur A :

Dans cette étape on considére le systéme suivant :

2= Azt flyo)z = pxo

z(T) =0

2(T) — 0 (2.63)
z = 0 sur ¥

qui admet aussi une solution unique.
On définit alors un opérateur linéaire A qui associe a {p°, p'} le vecteur donné par :

AP, 9"} = {=2(0), 2(0)} (2.64)

A est bien défini car z est suffisamment réguliére.
et un opérateur M par : Si on multiplie (2.43) par p on aura;

<_(I(,)(0)7P0> + (q0(0), p1> = //OX(O - hopdxdt

donc {—qb, p°) + {qo, p!) est en fonction de hy d’oil on pose

Mho = {~4}(0), 40(0)} (2.65)
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Alors
AMp, p'y = —Mhg (2.66)
L’opérateur M vérifie
M e L(L*(O x (0,T)), L*(Q) x L*(Q)) (2.67)
et son adjoint est donné par :
M*{p°, p'} = pxo (2.68)

Reste a résoudre (2.66) , ce qui suppose I'introduction de nouveaux espaces fonction-
nels F.

a) Etape3 :Nouveaux espaces fonctionnels/Théoréme d’unicité :

On considére maintenant des données initiales {go(0), ¢5(0)} € L?(£2) x L?(€2) solution
du probléme(2.43).

Si 'on multiplie (2.63) par p oil p est la solution de (2.62)correspondant & {pt, p°}
on a:

AP %0 = [ [ s (2.69)
Ox(0,T)

En particulier

<A{p°,p1},{p0,pl}> =//OX(07T) p*dzdt (2.70)

On introduit alors de maniér naturelle la norme :

1
1{0% 0" HIr = (// p2dxdt> (2.71)
0x(0,T)

Evidemment, le fait que ||.|| définisse une norme est équivalent a ce que le théoréme
d’unicité suivent soit vérifié.

C’est grace a un théoréme d’unicité que nous pourrons introduire une (nouvelle)
structure hilbertiennne F' donné par (2.71)

Donc I'expression (2.71) définit une norme dans les conditions d’application du Théo-
réme d'unicité de HOLMGREN | plus précisément le théoréme de L.HORMANDER
qui est valable dans un cadre trés général d’équations aux dérivées partielles pour des
opérateurs a coeflicients constants .1l s’agit en fait d’'un corollaire du théoréeme d’unicité
de Holmgren classique

Théoréme 2.1. ( LHORMANDER)

Soient O1 et Oy deuz convezes de R™ tels que O C Oq et soit P(D) un opérateur
différentiel o coefficients constants tel que tout plan I caractéristique par rapport o P(D)
et vérifiant 1N Oy # () satisfait ausi TN Oy # 0. Alors toute solution u € 9'(O2) de
l’équation P(D) = 0 telle que u = 0 dans Oy vérifie u =0 dans O
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Plus précisément :
Soit Q un ouvert borné , O C Q et T > 2 (diametre de ). Alors p solution de (2.62)
et p=0 sur O x (0,T) impliqgue p =0 On définit alors l'espace hilbertien F' complété
de H(Q) x L*(Q) pour la norme (2.70).
Les choses se simplifient (cf [28]) si O x (0,T) a la propriété de controle géométrique .

Définition 2.1. Propriété de controdle géométrique :
Tout rayon lumineuz réfléchi selon les lois de optique géométrique; issu d’un point
quelconque de Q a Uinstant t = 0 finit par rencontrer O & un instant t <T' On dit alors
que que O x (0,T) a la propriété de controle géométrique.

Dans ce cas (2.71) définit une norme , telle que
F=1L%Q)x HY(Q) (2.72)

avec équivalence des normes.
[
On a donc défini ainsi une (nouvelle) structure hilbertienne sur ’espace des données
initiales.
Donc supposons que O C Q et T' > 0 ( diameétre de ) ou bien O x (0,7 a la propriété
géométrique , on a donc
de (2.69) on a :

(A" 0" ) = (1% "1 40" 0" ) g (2.73)
ou (,.) 5 désigne le produit scalaire associé a la norme ||.||p et par conséquent
AR, o3, 4% 1] < IHA®, P 1P IR, A} P (2.74)

L’inégalité (2.74) nous permet de prolonger A(de maniére unique) en un opérateur linéaire
continu de F' dans l'espace dual F’ (F”’ est aussi un espace hilbertien qu’on n’identifie
pas a l'espace F)

A:F — F (2.75)

de (2.73) on déduit

A% o' 061 A0 = ({0 0 1 A% ') YA 0" 1 4% 01y € F (2.76)

ce qui implique
A=A" (2.77)

ot A* désigne 'opérateur adjoint de A. De tout cela résulte que A est un isomorphisme
de F sur F'.

Remarque 2.3. En fail on a construit 'espace F' et Uopérateur A de facon que A soit
un isomorphisme de F sur F' . Rappelons que le point de départ de cette construction
est le Théoréme (2.1)d unicité.
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a) Etape 4 : Conclusion

Comme A est un isomorphisme de F sur F’; I’équation

A{P%, '} = {~46(0). a0(0)} (2.78)

a une solution unique {p°, p'} € F pour tout couple de données initiales{g}(0), go(0)} tel
que

{~40(0),40(0)} € F (2.79)
en effet , on déduit de (2.43) que
(= a0 + a0 ) = [ [ hopdod (280
Ox(0,T)
[{=46(0), 40(0)} 7 < [[hol| L2(0x(0.17)) (2.81)

Par conséquent (2.65) admet une solution unique , donnée par
{p°, p'} = —A""Mhy (2.82)

Remarque 2.4. [a résolution de (2.76) équivaut a la recherche de :

inf {%<A{p0,pl}, {p07p1}> + <qo(0)’,p0> — <qo(0)7pl>} (2.83)

{p0pt}eF
On choisit le vecteur contréle w par
w = pxo (2.84)

Ot p désigne la solution de (2.62) qui correspond aux données {p°, p'} vérifiant (2.78).
Alors d’aprés l'unicité du probléme (2.63) et donc le controle w répond a la question :

2.6 Définition de la sentinelle

Par conséquent (2.65) admet une solution unique , donnée par
[0, '} = —A~ Mg (2.85)

La sentinelle correspondante est donnée par

S\, T) = / / (ho — M*A™ Mho)y(\, 7)dxdt (2.86)
Ox(0,T)
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Théoréme 2.2. [28] On suppose que l'on est dans les conditions d’application du théo-
reme d’unicité de HOLMGREN pour l’équation (2.56).11 existe alors une sentinelle et
une seule définie par hg.Elle est donnée par

o _ * A —1 Vdz .
saﬂ_/AMT% M*A~ Mho)y(\, 7)dadt (2.87)

ot p est la solution de(2.56) correspondant a {p°, p'} donné par (2.62) .Dans (2.63) qo
est donné par (2.48) a partir de hg

2.6.1 Usage d’une sentinelle

On a calculé yo , {p%,p'}, psur O x (0,T) et on connait yups = Mo (sans bruit). On
a donc :

a8
A—=—(0,0) ~ // (ho + p)modzdt — // (yo + p)yodzdt (2.88)
oA Ox(0,T) Ox(0,T)

Mais 95
(Qm://' (ho + p)yrdadt (2.89)
O\ Ox(0,T

O y), est solution de :

XA+ fyo)yn = 0
yx(0) =0
y4(0) - 0 (2.90)
Yx = & sur Xy
U = 0 sur X\

Multipliant (2.32) otl(w = pxo) par y, , on obtient alors :

0 0) // (ho + p)yrdxdt = // —éodxdt (2.91)
a)\ Ox OT Eo

. . 0 : o
ou v désigne le vecteur normal extérieur & € et ” a—” la dérivée dans cette direction.
v
Avec p = —M*A~1Mhy

La sentinelle définie par hy donne donc de linformation :

9a -
// —q/\f’oda:dt ~ // (ho + p)(mo — yo)dxdt
o v Ox(0,T)

(2.92)
o~ // (ho — M*A_tho)(mO — yo)dzdt
Oox(0,T
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avec w = p. Ceci donne une information si

g=qo+2z+#0 (2.93)
1.e. sl
ho+p#0 sur Ox(0,T) (2.94)
[ |

3 Sentinelle discriminante :

On considére ici I'observation bruité :
N
Yobs =m0 + Y _ Bimi, Bi #0 (3.1)
i=1
ou les fonctions :mg, mq,...my sont connues , mais les 3; appeles termes de bruits , ne
sont pas connus , ils sont seulement petits.
3.1 Notion de sentinelle discriminante

On dit que la fonctionnelle S(\, 7) est une sentinelle discriminante si les conditions
suivantes sont vérifiés :

B S(\, 79, 71) vérifie la condition d’insensibilité :

o8 oS
—(0,0,0) =0, —(0,0 = 3.2
87'0( y sy ) ) 87'1( ) 70) 0 ( )
[ |
wl| 20 % (0,1)) = min (3.3)

B S(\ 79, 71) vérifie la condition d’insensibilité au bruit :

// (ho + w)midzdt =0 1<i< N (3.4)
Ox(0,T)

Soit K, l'espace engendré dans L*(O x (0,T)) par les fonctions m;.
Il n’existe pas d'élément k € K telque (3.5)
E"— Ak + f'(yok =0 dans O x (0,T).

La construction de la sentinelle discriminante est anologue a section précédente. Donc
on commence par ’étape de pénalisation et on passe a la limite formelle.On obtient
ensuite le systém d’optimalité puis résoudre ’équation qui en découle.
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3.2 Pénalisation :

On considére la fonctionelle suivante :

1 1
Je(w, 2) = S llwllL20x(0,r)) + —||z" = Az + f'(yo0)z — wol[?

2e

Dans (3.6), on considére z tel que

(1) =0 2(0) = —q0(0)
Z(T) =0 2'(0) = —q(0)
z =0 sur X

Le probléme (3.7) admet une solution unique notée

{we, 2}

On pose

1
Pe = g(zg — Az + f/(yO)Za - waXO)

Le couple {we, z: } est caractérisé par

(3.6)

/ / webdzdt+ / / P2 — Aot f(yo) 5+ F(50)2 —tbxo)dadt = 0 (3.10)
Ox(0,T) Ox(0,T)

V € L*(O x (0,T)) et pour tout 2 tels que

// wmdxdt =0 1<i< N
Ox(0,T)

2 — A+ fl(yo)2 —xo € L*0O x(0,T))

2(T) = 2(0) = 0
2(T) = 2'(0) = 0
Z = 0 surX

on en déduit

pe — Ape + f'(yo)p: = 0
Pe = 0 sur X

sans aucune information sur {p:(0), pL(0)} et {p-(T), pL(T)}, et que

// (we — pe)idrdt =0 Vi € K-
Ox(0,7)
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d’ont
we —pe =ke €K (3.15)

d’ot avec k. € K , alors hg + w. € K+ on a :

ho+ps = ho+w: — ke

3.16
= ho+we + I (ho + pe) ( )

alors on a :

ke =TI(ho + p.) ot II = projection orthogonale de L*(O x (0,T)) — K (3.17)

donc
we = p: — (ho + pe) (3.18)
et que On passe a la limite ( ¢ — 0) formellement .
|
3.3 Le systéme d’optimalité :
Supposons que lim p. = p on a alors
e—0
p'=Ap+ fyo)p = 0
p(0) = p°
3.19
(0) - 7 319
p = 0 sur X
oil le couple {p°, p'} n’est pas connu pour l'instant. En utilisant (2.55)
=Dz fl(yo)z = (p—T(ho +p))xo
z(T) =0
2T — (3.20)
z = 0 sur X
On doit avoir :
{2(0),2(0)} = {—40(0), 40(0)} (3.21)

qui est un systéme d’équations en p? et p' si pg , et ,p! existent alors w cherché
est donné par (3.18)
La sentinelle définie par hg est donnée par

/ / (ho + p — T(ho + p))y(, t, \, 7)dzdt. (3.22)
Ox(0,1)

Reste & résoudre (3.21) puis examiner que S # 0.
Il est naturel de séparer les deux coposantes dans (3.20) :

z2=20+0 (3.23)
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ou

20— Azo+ f'(yo)2o = (= H(ho))xo
2o(T) =0
2 (T) 0 (3.24)
20 = 0 sur X
et /! /
0" — A0+ f'(yo)0 = (p—1(p))xo
o(T) =0
o(T) _ 0 (3.25)
0 = 0 sur X
Donc il s’agit de résoudre
0'(0) = —(2(0) +¢o(0))
|
3.3.1 Le calcul de {p° p'}
B Introduction de 'opérateur Ay :
Dans cette étape on considére le systéme suivant :
0" — A0+ f'(yo)0 = (p—T(p))xo
o(T) =0
0/(T) _ 0 (3.27)
0 = 0 sur X

qui admet aussi une solution unique.
On définit alors un opérateur linéaire Ay qui associe & {p°, p'} le vecteur donné par :

An{p’, p'} = {=0'(0),0(0)} = {(2(0) + 45(0)), —(20(0) + q0(0)} (3.28)

Aq est bien défini car 0 est suffisamment réguliére.
de (2.43)et(3.24) on a le systéme suivant :

(20 +q0)" — A(z0 + q0) + f'(y0) (20 + q0) = (ho — (ko)) x0

(20 + q0)(T) =0 (3.29)
(20 + q0)'(T) =0 '
(20 + q0) = 0 sur X

Multiplions (3.29)par p on aura;

< — (g6(0) + 26(0))7P0> + <(CI0(0) + 20(0)),p1> = //Ox(o - (ho — H(ho))pdxdt
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done ( — (gf + 2(), p°), (20(0) + 20(0)), p) est en fonction de hy d’ott on pose

Myho = {=(q0(0) + 20(0)), (90(0) + 20)} (3.30)

Alors
An{p®, p'} = —Mrho (3.31)

L’opérateur My vérifie
My € L(L*(O x (0,T)), L*(Q) x L*(Q)) (3.32)
et son adjoint est donné par :

My{p% p'} = (p—Tp)xo (3.33)

Reste a résoudre (3.31) , ce qui suppose I'introduction de nouveaux espaces fonction-
nels F.

B Nouveaux espaces fonctionnels/Théoréme d’unicité :

On considére maintenant des données initiales {qo(0)+20(0), g5(0)+24(0)} € L?(2) x
L?(9) solution du probléme(3.29).

Si 'on multiplie (3.27) par p oil p est la solution de (3.19)correspondant & {p', p°}
on a:

(AP, o1}, {2, 1)) = / / (p— TI(p)) (p — T1(p)) et (3.34)
Ox(0,T)

En particulier

(Mt )= [ o) s (3.3

On introduit alors de maniér naturelle la norme :

e = ( [ [ o (p—H<p>>2d:cdt)é (3.36)

Evidemment, le fait que ||.||, définisse une norme est équivalent a ce que le théoréme
d’unicité suivant soit vérifié.

C’est grace a un théoréme d’unicité que nous pourrons introduire une (nouvelle)
structure hilbertiennne Fi; donné par (3.36)

Donc Pexpression (3.36) définit une norme dans les conditions d’application du Théo-
réeme d’unicité de HOLMGREN , plus précisément :
[{p% p'}|Fy =0, alors p =TI(p).

Mais d’prés (3.5) , il en résulte que p = 0 sur O x (0,7) implique p = 0 donc (3.35)
est une norme.
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On définit alors l'espace hilbertien Fij complété de H(Q) x L2(2) pour la norme
(3.35).

Les choses se simplifient (cf [28]) si O x (0,T) a la propriété de controle géométrique

Dans ce cas (3.36) définit une norme , telle que
Fri = L*(Q) x HY(Q) (3.37)

avec équivalence des normes.
|
On a donc défini ainsi une (nouvelle) structure hilbertienne sur l'espace des donnés
initiales. de (3.34) on a :

({01} 4% 01) = (0%, 0} 40°. 0} ) (3.38)

o (.,.) F, désigne le produit scalaire associé a la norme ||-||F, et par conséquent

(A {e® o'} 8% D < 0%, "} 16”2} | (3.39)

L’inégalité (3.39) nous permet de prolonger Ap(de maniére unique) en un opérateur
linéaire continu de Fi; dans 'espace dual Fy| (Fj| est aussi un espace hilbertien qu’on
n’identifie pas a Pespace FTy)

AH P — Fll—[ (340)

de (3.39) on déduit

(Al 3 4% 1)) = (0% 0 1 A% ' )y, VA% 0 % 01 e Fn (341

ce qui implique
A = Af (3.42)

ol Af; désigne I'opérateur adjoint de Ag. De tout cela résulte que A est un isomorphisme
de F sur F’.
[ ]
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B Conclusion

Comme App est un isomorphisme de Fyy sur Fy;; ’équation

An{p®, p'} = {(26(0) + 5(0)), —(20(0) + qo(0)}

a une solution unique {p°, p'} € Fi1 pour tout couple de données initiales
{(26(0) + 5(0)), (20(0) + qo(0) } tel que

{(20(0) + 45(0)), (20(0) + q0(0)} € Fy
en effet , on déduit de (3.43) que

(gh(0) + 20(0), 2°) — (go(0) + 20(0 //omm ho — I (ho)] p dxdt.

1{(45(0) + 20(0)), —(g0(0) + 20(0)) }| 1, < [Iho — TL(ho) || L2 (0 (0.1)

Par conséquent (3.31) admet une solution unique , donnée par
{0°,p'} = = Ay Mirho

Remarque 3.1. la résolution de (3.47) équivaut & la recherche de :

inf
{0, pl e

On choisit le vecteur contréle w par

w = (p—T(ho + p)) xo

(AP 10000 ) = {0h(0) + 2(0), 2°) + a0(0) + 20(0). )}

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Ot p désigne la solution de (3.19) qui correspond aux données {p", p'} vérifiant (3.47).
Alors d’aprés 'unicité du probléme (2.63) et donc le controle w répond a la question

3.4 Définition de la sentinelle discriminante

Par conséquent (3.31) admet une solution unique , donnée par
{p°, 0"} = —Ay' Muhg

La sentinelle correspondante est donnée par

S\, T) = //(')x o (ho + p — (ho + p))y(x,t,\, 7)dzdt
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Théoréme 3.1. On se place dans les conditions du Théoréme _reftheo3.2.2 et suppose
que en outre que (8.5) a lieu .1l existe alors une sentinelle discriminante et une seule
définie par ho .Elle est construite comme suit .On résout d’abord (3.19) puis on résout

(8.20).0n définit ensuite {p°, p'} comme la solution ( dans un espace convenable) de
(3.21). La sentinelle est alors donnée par (3.51).
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Chapitre 4

Détection des termes de pollution
dans les systémes du second ordre
de I’équation d’ondes non linéaire

Introduction

Nous rappelons aussi dans ce chapitre que les termes de la pollution sont inconnus.Ils
se trouvent dans une partie de la frontiére du domaine. Les données initiales sont égale-
ment supposées inconnues, et nous ne cherchons & pas les trouver.

L’outil principal pour détecter les termes manquants est la méthode de la sentinelle
de J.L.Lions (1992), qui permet de distinguer entre tous les termes manquants(de bruits
et données initiales.

Nous voulons ici caractériser les termes de pollution indépendamment des données

initiales manquantes voir [1] . Dans ce chapitre on traitera la méthode de la sentinelle
d’une facon différente de celle du chapitre précédent , c’est & dire , on traitera le cas o la
théorie de la sentinelle est utilisée dans son cadre général puisque nous considérons deux
ensembles ouverts différents 'un pour le contréle et I’autre pour 'observation ,Alors que
le probléme de trouver la sentinelle est equivalent & un probléme de controlabilité (voir
chapitre précédent (|28]) ou le controle et I'observation ont leur support dans le méme
ensemble. C’est un nouveau probléme pour les systémes hyperboliques en général.
Le contréle optimal du paramétre distribué régi par un systéme d’équations hyperbo-
liques revét une importance particuliére pour les problémes de traitement d’image géné-
ralement exprimés par la résolution de I’équation des ondes ou, de maniére équivalente,
par ’équation de Helmoltz.

En tant qu’application immeédiate, ’existence d’une sentinelle discriminante pour
une équation d’onde non linéaire peut étre discutée, comme nous le voyons bien dans ce
chapitre .

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous donnons une application
& la théorie de la sentinelle de Lions pour les problémes d’ondes non linéaires avec des
données incomplétes et montrons ’existence d’une sentinelle pour ’équation d’onde, ot
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I'équation d'ondes non linéaire

le contréle et ’observation ont leurs supports dans des ensembles ouverts différents.
Dans la section 3, nous abordons le probléme de la contrélab ilité sous contraintes
qui corresponde & la recherche de sentinelles discriminantes.
[

1 Position du probléme de la sentinelle

Soit © un ouvert R” , n € N* avec une frontiére I' = 99 de classe €2. Pour T > 0
, nous posons @ = (0,7) x Q , ¥ = (0,7) x I et nous considérons ’équation des ondes

non linéaire. )
07y

Ou f est de classe €. Les conditions initiales ont des données manquantes.
y(0) = 3%+ 79" surQ
S S| (1.2)
y(0) = y +7ny" sur .

Ou y° € HY(Q) , y' € L2(Q) sont connus et 709" , 717! sont inconnus ( voir chapitr 3).
On suppose que

19° 9l gpxrz <1 et 1,71 petits.

Les termes de pollution apparaissent dans les conditions aux limites

y_{y = &+ A surXp=(0,T)xTyCX (1.3)

y = 0 sur X\ Xo.

Ou & € L?(Xg) est donné , et ou le terme Ao nest pas connu.
L’objectif est de trouver une méthode pour calculer le terme de pollution A& .
|

Remarque 1.1. Nous observons le systéme dans un ouvert O C §2 appelé observatoir
pendant un temps T que nous notons yeps , cette observation est formulée par

n
Yobs = Mo + Z Bimi (14)
i=1
les fonctions mg,my1, ..., my sont connus dans L*(O x (0,T)) , mais les B; qui sont des

nombres réels sont inconnus .Nous supposons seulement que les 3; sont " petits”. Ces
termes [; sont appelés termes d’interférence ( bruit) .De méme nous supposons que pour
1 <i<n, les fonctions m; sont linéairement indépendants.

Remarque 1.2. Dans le cas de l’équation de la chaleur on pouvait prendre "observatoir
O arbitrairement " petit " et on pouvait également prendre T arbitrairement petit.La
situation est ici différente. Il faudra ici prendre T assez grand et la longueur de T dépendra

de la " taille" de O .
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Ceci est tout a fait intuitif.Une pollution s’exercant sur I'g ne saurait étre déelée par
une observation faite sur O avant que son influence n’ait été propagée jusqu’a O .De
méme , & la fin de 'observation , les pollutions s’exercant sur un intervalle de temps
(T — o, T) n’ont plus d’influence sur I'observation , pour « assez petit. Autrement dit,
si T est "trop petit” & cause de la vitesse finie de propagation des ondes, aucune action
sur la frontiére latérale ¥ du systéme n’est percue dans "les points de € qui sont loin de

", [

1.1 La sentinelle

Nous allons maintenant introduire la notion de sentinelles suivant I'article d’Omrane
[2] (voir aussi [7]). Dans cette définition , 'observation et le controle peuvent avoir des
ensembles de support différents. En effet , on peut avoir 'observation dans une partie
d’un domaine , et le contrdle dans une autre partie de €2 .Cette définition conduit & un
probléme de contrélabilité non trivial.

Soit hg une fonction donnée sur (0,7") x O telle que

T
h() Z 0 / / hodxdt =1. (1.5)
0 @

Soit en outre w un ouvert non vide de Q . Pour la fonction de controle v € L*((0,T) x w)
, nous introduisons la fonctionnelle

T T
S(A, 70, 71) :/ /hoy(t,x,)\,m,ﬁ)dxdt—l—/ /vy(t,x,)\,m,ﬁ)dxdt (1.6)
0 @] 0 w

Nous dirons que S définit une sentinelle pour le systéme (1.1) - (1.3) et (1.5).

® S est insensible au premier ordre respectivement avec les termes manquants 793" ,
719" ce qui signifie
oS oS

® Et w est de norme minimale dans L?((0,7") x w) dans le sens

= inf 1.8
el z2((0,7) x @) = wera @iy ! (18)

Remarque 1.3. :

Le point de vue classique de Lions repose sur hg et w ayant leur support dans le
méme ensemble ouvert d’observation O = w . Dans ce cas la question de ezistence de
la sentinelle telle que (1.7) aura lieu , est évidente. En effet , ho = —w est une solution
de sorte que le vrai probléeme est de calculer controle optimal w(1.8) .
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Le point de vue considéré ici est la notion de sentinelle définie par la fonction hg |
lobservation yeps et le controle w , mais avec hg ayant son support dans O et w ayant
son support dans w avec w # O.

Dans ce cas , l'existence de la sentinelle n’est pas garantie.

Remarque 1.4. . Le cas de l'observation entachée de bruit (1.4) est discuté et étudié
dans la section 4.

[
1.2 L’état adjoint - Probléme de contrélabilité
0 0
Notons par y,, = —y(O, 0,0) et par y,, = —y(0,0,0) pour A=1=m7 = 0.
87‘0 87’1
Alors y;, satisfait le systéme suivant :
Oaoyro, = 0 sur Q.
Yro = 0 sur.
U (0) = 9% sur Q. (1.9)
Oy
gto (0) = 0 sur Q.
et par y, satisfait a
Oaoyrn = 0 sur Q.
Yr = 0 sur.
yrn (0) = ¢t sur Q. (1.10)
0
6ytﬁ (0) = 0 surQ.
On
Z o2 +a01 (1.11)
est le d’Alembertien avec potentiel
ao = f'(yo) € L=(Q); (1.12)

o ag est une valeur réel , et yo = y(t,z,0,0). Il est bien connu que ces problémes
linéaires admettent chacun une unique solution de € ([0, 7]; H}(Q) N €1([0, T); L*())
Nous déduisons immédiatement que ( 1.7) est équivalent a :

T T
/ / hoyz, (t, z, A, 10, 71 )dzdt + / / WY, (t, x, X, 70, 71 )dxdt = 0 (1.13)
0 @ 0 w

et
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T T
/ / hoyr, (t, z, A\, 71, 71 )dzdt + / / wyr, (t,x, N\, 70, 71)dxdt =0 (1.14)
0 @] 0 w

Nous démontererons alors le résultat suivant

Proposition 1.1. Soit q la solution du probléme rétrograde bien posé :

Uagg = hoxo +wxe sur Q.
q = 0 sur 2.
o7y =0 sur €. (1.15)
%(T) = 0 sur €.

Alors de la sentinelle pour (1.1)-(1.3) insensible auz données manquantes ( i.e (1.13)
et(1.14) auront lieu) est équivalent G un probléme de contrélabilité a zéro (1.15) avec

q(0) = g;](()) =0 sur . (1.16)

| ]
Preuve

Multiplions (1.15) par y,, et intégrons par partie nous trouvons :

/ (Oao@)yrpdadt =
Q

0
— [ Oyt + [ Dy (1)

- [ SO Ode~ [ a) s+ [ o) % )i

Y1
- /a y“’d”/ Jado

_ / (hoxo + wyw)ymdrdt
Q

Mais y, est une solution de (1.9).Donc

dq

- a(o)ﬁodm = / (hoxo + WXw)Yrydxdt.
0 Q

Si la sentinelle existe nous avons en particulier (1.13).Donc il reste :

Jq

AO _
8t() dr =0. Vi’
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et par conséquent

dq, .\
5(0) =0 dans €.

Maintenant multiplions (1.15) par y;, solution de (1.10) , et intégrons par partie ,
nous déduisons

0Yr,
| 4@ 0)ds = [ (hoxo + wxa)yn dat.
Q Q

et de (1.14) nous obtenons

/q(O)g)ldac:O pour tout .
Q

Ainsi ¢(0) =0 dans ; et finallement nous avons (1.16).L’inverse est évident.

2 Controlabilité a zéro

2.1 Résultat sur ’existence de la solution

Lemme 2.1 ([31]). Soit Q@ un domaine borné de R™ & frontiére lipschitzienne. Pour tout
f e LY0;T; L3(Q)) ,00 € HY() , 1 € L2(Q) Il existe une solution unique @ pour le
systéme suivant :

e = f  sur@.
%) = 0 surd.
©(0) = g sur .
%:(T) = 1 sur.

avec

p € €([0,T]; Hy(2)) N ¢ ([0, T]; L*(2))

* ok ok ok ok % %

2.2 Reésultat sur ’existence du controéle :

La méthode HUM permet d’obtenir la controlabilité interne ( ou distribuée) au temps
T lorsque la fonction contrdle v agit sur un sous-domaine w strictement inclus dans €2
.Dans ce cas le support w doit vérifier la condition d’optique géométrique de la définition
ci-dessous( voir chapitre 3) c’est a dire (w,T") € COG :
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Définition 2.1. On dit alors que que le couple (w,T) satisfait la condition de controle
géométrique , si et seulement si tout rayon lumineuz réfléchi selon les lois de 'optique
géométrique ; issu d’un point quelconque de Q & linstant t = 0 finit par rencontrer w a
un instant t < T.

Dans cette section on considére le systéme d’onde suivant :

Dt = 9 sur Q.

q = 0 surX.

qT) = qo sur Q. (2.1)
9q

E(T) = q sur .

Ou le d’Alembertien O,, avec le potentiel ag est donné par (1.11) tel que (1.12) . 11
est bien connu que (cf lemme2.1) g € L1([0, 7], L*(Q)) et (qo,q1) € HE(Q) x L*(Q) , le
probléme (2.1) admet une unique solution

g € €(0,T]; Hy () N ([0, T]; L*(2))

On étudie maintenant le probléme de la controlabilité exacte pour les solutions du
systeme (2.1). C’est-a-dire "étant donné un temps T > 0 et des conditions initiales
{q0, 1} € HL(Y) x L?() , existe-t-il un vecteur contréle v dans dans L2((0,7) x w)tel
que la solution ¢ = ¢(v) du systéme (2.1) satisfasse la condition :

dq

q(0;v) = E(

0;v) =0 dans (2.2)
Autrement dit, il s’agit d’étudier I’existence d’un controle v dans L?((0,T) X w) telle
que l'unique solution g de (2.1) avec g = x,,v rameéne le systéme a 1’état d’équilibre {0, 0}
au temps ¢t = 0, oul w est un ouvert de . ,ainsi que W = (0,7") x w désigne l'intérieur
d’un cylindre et y,, la fonction caractéristique .
A nouveau la méthode HUM rameéne ce probléme (2.1) de controlabilité & un probléme
de contréle optimal , introduisant la fonctionnelle J :

L2 xH Q) — R

(¢°,¢") — J(¢% ¢1) = // (t,x da:dt—/(ql,qﬁo) +(¢°, ¢")dudt
0,7) x Q
ol ¢ est solution du systéme
e = 0 sur Q.
[0} = 0 sur.
H(T) = ¢ sur Q.
9¢

——(T) = ¢ sur Q.
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La controlabilité repose alors sur 'existence d’'une constante C' positive telle que I'inéga-
lité d’observabilité suivante :

0 ot 22 -1 C(w, T 2 ,x)dxd
16, 61|22, 51 < Clw >//(07T)Xw¢<t 2)dadt

ait lieu pour toute donnée initiale (¢%,¢') € L2(Q), H~1(Q) de ¢..A nouveau cette in-
égalité s’obtient en utilisant la méthode des multiplicateurs.

Proposition 2.1. [8] Soit (w,T) satisfaisant la condition de contréle géométrique , pour
toute {qo,q1} dans HE(Q) x L%(Q) , il existe un controle v € L?(0,T x w) tel que la

solution de (2.1) satisfasse (2.2) :q(0;v) = gZ(O;U) =0 dans Q

Plusieurs auteurs ont étudié le probléme de contrélabilité pour 1’ équations des ondes
.Nous réferons & Dehman et al [16] , Gerard [30].Voir aussi les travaux de Ruiz [29] et
Tataru [20] ... Dans la prochaine section nous allons considérer la controlabilité pour
I’équation d’onde sous des contraintes.

3 Cas de la sentinelle discriminante

Définition 3.1. On dit que S est une sentinelle discriminante pour le systéme (1.1)-(1.4)
et (1.5) , s’il existe w tel que le couple (w,S) satisfait a (1.7)-(1.8) et si

® S est insensible au termes d’interférence Sym; ie :

T T
/ / hom;dzdt —l—/ / wm;dxdt = 0 0<i<n (3.1)
0 @ 0 w

Soit K un sous espace vectoriel fermé engendré dans L*((0,T) x w par n fonctions in-
dépendantes m;x,, 0 < i < n. Il est facile de voir qu’il existe 'unique kg € K tel

que
T T
/ / hom;dxdt +/ / kom;dxdt = 0 0<1<n
0 (@] 0 w

Remarque 3.1. L’espace vectoriel IC joue le méme réle que dans la section précédente. En
plus la condition (3.1) est équivalente a

w—ky=ve Kt (3.2)
Enfin et pour résumer , le probléme consiste & obtenir le contréle w telle que le

couple (w, S) satisfait (1.7) avec (3.1)( de méme que (1.7) avec (3.2) ) équivaut a trouver
le controle v telle que la paire (v, q) satisfait le systéme suivant :
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vekt.
Uaoq = h4wvyx, sur@Q.
q = O sur Z (33)
q(T) = 0 sur €.
dq
E(T) =0 sur 2.
et
dq
q(0) = Y (0) =0 dans Q. (3.4)

ol h = hox o+ koxw Donc nous avons considéré le probléme original avec la controélabilité
sous contraintes.
[

3.1 La controlabilité a zéro sous contraintes

Nous présentons ici un Théoréme fondamental de Dehman et Omrane [5] que nous
allons D’utiliser plus tard.

Nous avons besoin ici des hypothéses suivantes Al et A2 (Nous rappelons que K est
un sous espace de dimension finie de L2((0,T) x w) définissant des contraintes ).

(A1) Le couple (w,T) satisfait la Condition de Contréle Géometrique (C.C.G).

(A2) Le seul élément k € K qui satisfait O, k = 0 dans Q est I’élément trivial k£ = 0

D’ol nous avons le Théoréme :

Théoréme 3.1. Sous les hypotheses Al et A2 | pour chaque (qo,q1) € HE(Q) x L2((Q)
Jil existe une fonction controle de contrainte v € L2((0,T) x w) telle que l’état q solution
du probléme

Ueg = vXo sur Q.
q =0 sur 2.
q(T) = qo sur €. (3.5)
g?(T) = q  sur.

satisfait (2.2).

Preuve Pour la démonstration du Théoréme 3.1 ,c’est une version adaptée de la
méthode HUM de Lions [31] . (voir B.Dehman et A. Omrane [5].
[

-105-



Chapitre 4. Détection des termes de pollution dans les systémes du second ordre de
I'équation d'ondes non linéaire

3.2 Sentinelle discriminante

Nous terminons ce chapitre par la démonstration de ’existence de la sentinelle dis-
criminante.

Proposition 3.1. Sous les hypothéses Al et A2 du Théoréme 3.1 , il existe une unique et
non trivial sentinelle discriminante pour le probléme (1.1)-(1.4) insensible auz données
mangquantes 700° et Ty" et auz termes de bruit Bim;, 1 <i < n.

]
Preuve Du Théoréme ci-dessus , 'existence de la sentinelle insensible aux données
manquantes (ie ici tels que (1.7) et(3.2) ) est assurée si nous démontrons qu’il existe
v € Kt tel que nous avons (1.16). Le systéme ci-dessus (3.3) est équivalent au systéme
(2.1) sous contraintes. En effet en posant ¢ = z + ¢ nous résoudrons :

Uepz = h sur Q.
z = 0 sur.
2(T) = 0 sur .
0
8—;(T) = 0 sur Q.
~ - 0q¢(T) B 0q 0z
et nous posons § = ¢ — z , alors <q(T)7 o (T)) = (q(D), a(T) — | 2(T), E(T)
et donc contrélant q ou ¢ solution de
ve Kt
Uaoq = wvxw sur Q.
Cj = 0 sur X. (36)
q(T) =0 sur €.
%(T) =0 sur €.

est le méme.
Cependant le systéme (3.6) avec contraintes sur le controle est controlable & zéro
grace au Théoréme 3.1
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a) Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire de thése représentent une contribution a
I’étude des systémes hyperboliques oil la premére partie est consacréE & la carac-
térisation du contrdle optimal des systémes hyperboliques pour des conditions de
dirichlet homogenes.En ce qui nous concerne notre travail est articulé sur ’etude du
contréle optimal pour les équations pour les conditions de dirichlet non homogénes
ainsi que le controle optimal frontiére. Dans ce méme cadre nous avons développé le
cas du controle sans et & moindres regrets pour les systémes hyperboliques relatives
a plusieurs exemples de fonctions cotits tandis que nombreux travaux se sont focalisé
sur les systémes d’évolution du premier ordre. Quant & la deuxiéme partie , elle est
consacrée & ’étude de la méthode de la sentinelle pour les systémes hyperboliques
selon la conception de Lions.En ce qui nous concerne nous avons développer cette
méthode de la maniére quelle soit une extension ou une généralisation de celle initiée
par Lions ou 'observation et le contréle ont des supports d’ouverts disjoints , tout
en déterminant la sentinelle discriminante qu’elle est équivalente & un probléme de
controlabilité & zéro en se basant sur un Théoréme di & Dehmane et Omrane.

b) Perspectives

De nombreuse questions demeurent encore posés dans ce domaine .Comme futures
perspectives de recherche sur les résultats présentés dans ce mémoire , nous envisageons
développer et améliorer les points suivants :

B [’existence de la sentinelle pour les systémes hyperboliques est garntie si la pro-
priété d’unicité de HOLMOGREN est vérifiée. La question est de savoir si la pro-
priété d’unicité de HOLMOGREN demeure vraie pour les opérateurs hyperboliques
a coefficients non réguliers.

B Etudier 'existence de la sentinelle pour les systémes hyperboliques dans le cas ou la
fonction f n’est pas réguliére.

B illustrer le probléme d’identification de paramétres dans les problémes hyperboliques
type équations des ondes non linéaire & données incomplétes en éxaminant les deux
approches , la méthode des moindres carrés et la méthode de la sentinelle ot ’ob-
servation et le controle ont des suuports d’ouverts disjoints.

B FEtudier 'adaptation du contréle & moindres regrets pour le controle des des pro-
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blémes hyperboliques (equation des ondes) mal posés (le cas du probléme mal posé
de I’équation de la chaleur a été traité par Omrane et Nakoulima).

B Etudier la nulle controlabilité de ’équation des ondes avec deux contraintes sur le
contréle avec application de la sentinelle discriminante.
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Notations

L*(Q)
HUHLw(o,T;W)
Lr(0,7; X)
(o0x

LP(0,T; LP(92))
Il x
H™(Q
Hy (Q
H™(Q)
H

G

@

X0O

Domaine spatial , un ouvert borné régulier de R™
Frontiere €.

Q% (0,7).

I'x (0,T).

forme bilinéaire .

Espace des contéles

Sous-ensemble de U des controles admissibles.
ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dans Y.
Un opérateur de controle.

Un opérateur d’observation.

Un isomorphisme d’un espace dans son dual.

Espace duale de X.

I’adjoint de A.

Opérateur hermitien positif sur I'espace des controles A .
Un espace des fonctions carrés intégrables.

— supyco.r)(€53) ()] -

espace des fonctions intégrable f :]0,T[— X telquef(t) € LP(2) .
Produit scalaire dans l'espace X.

= LP(0,T;9Q)

Une norme définie dans X.

Espace de Sobolev d’ordre m.

k
Espace des fonctions f € H™(Q) telles que (;/J,:\BQ =0 0<k<m-—1.
Espace dual de HJ*(€2).
Espace des observations (Espace de Hilbert).
Espace des incertitudes (Espace de Hilbert).
Un observatoire sur €2 .
Fonction caractéristique de O.
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Résumé

Ce mémoire de thése comporte deux parties. La premiére est consacrée 1'étude du
contrble optimal des systémes hyperboliques du secons ordre de type équations des ondes
en milieu pollué.Dans le méme contexte on a traité le cas du contréle & moindres regrets
, une notion qui trouve son origine dans les travaux de J.L Lions o I'on détermine le
contrdle optimal relativement & plusieurs exemples de fonctions colts. Dans la deuxiéme
partie nous avons étudié la sentinelle pour les systémes hyperbolique type équations
des ondes dans un cadre plus général que celle initiée par J.L.Lions , ou le controéle
et I'observation n’ont pas le méme support mais deux ouverts différents.De méme nous
avons démontré 'existence de la fonctionnelle de sentinelle discriminante en résolvant un
probléme de la controlabilité 4 zéro avec des contraintes sur le controle.

Mbots clés :équation hyperbolique; contréle optimal ; contréle sans regrets; contréle
a moindres regrets , sentinelle; sentinelle discriminante

Abstract

This memory had two parts.The first comprises study the optimal control for
second-order hyperbolic system type wave equation in polluted environment. In the
same context , we have treated a low-regret control , a notion which has its origin and
appellation in Lions’ works , where we determine the optimal control relatively to to
several examples of cost functions. In the second part , we have stutied the sentinel
for the second-order hyperbolic equation of non-linear wave equation In a more general
context As the one initiated by J.L.Lions, where the control and the observation do
not have the same support but two open subsets differents.In the same way we proved
the existence of the discriminating sentinel function by solving a null-control problem
with constraints on the control.

Keywords : hyperbolic equation; optimal control; low-regret control; no-regret

controle ; sentinel ; descriminating sentinel
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Résumé
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