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Abstract

The works of this thesis have reached this level by producing for papers, three of them

are already published.

The first is entitled, "On some classes of linear codes over Z2Z4 and their covering

radii", Journal of Applied Mathematics and Computing, 2016. In this paper, we have

established a simples codes, and a MacDonald cdes of type α and β over Z2Z4. We have

also examined the covering radius of these codes. In addition, we have examined the binary

image of simplex codes of type β attained the Gilbert bound.

The second is entitled, "Simplex and MacDonald codes over Rq", Journal of Applied

Mathematics and Computing, 2016. In this paper, we have given a new homogeneous weight

as its Gray map of the ring Rq. We have created a simplex and MacDonald codes of type α

and β over this ring as well. We have studied many characteristics, as their binary images.

The third is entitled, "Codes over Z2 (Z2 + uZ2) and their covering radii". Journal of Al-

gebra, Number Theory : Advances and Applications. Volume 16, Number 1, pp. 25-39, 2016.

In this paper, we have created the first of order of Reed-Muller codes over Z2 (Z2 + uZ2)

starting from a simplex codes to type α over this ring, and calculated the exact value of

the covering radius of these codes.

In the fourth is entitled, "Secret Sharing Schemes Based on Gray Images of Linear

Codes over Rq,m, International Conference on Coding and Cryptography ICCC, USTHB,

Algiers, Algeria, 2015 (communiqué par K. Chatouh). In this paper, the secret sharing

schemes obtained from a class of linear codes are the Gray images of simplex and MacDo-

nald codes of type α and β over Rq,m = F2m [u1, u2 · · ·uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj − ujui〉, with q ≥ 2
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and m ≥ 1.

The motivations in studying such codes comes form the fact that these codes are with

few weights. They also find some other applications such as PSK modulation and some

cryptographic purposes.

Key words : Simplex codes, MacDonald codes, Gray map, Homogeneous weight, Ham-

ming weight, Lee weight, The covering radius.



Résumé

Les travaux de cette thèse résument le contenu de quatre papiers dont trois sont déjà

publiés.

Le premier, intitulé "On some classes of linear codes over Z2Z4 and their covering

radii", Journal of Applied Mathematics and Computing, 2016. Dans lequel, Nous avons

construits les codes simplexes et les codes de Macdonald de types α et β sur Z2Z4. Nous

avons examiné aussi le rayon de recouvrement de ces codes. De plus, nous avons étudié

leurs images binaires, et nous avons prouvé que l´image binaire des codes simplexes de

types β atteint la borne de Gilbert.

Le deuxième, intitulé "Simplex and MacDonald codes over Rq", Journal of Applied

Mathematics and Computing, 2016. Dans lequel, nous avons donné un nouveau poids

Homogène ainsi que son Gray map dans l´anneau Rq. Aussi, nous avons construit les

codes simplexes et les codes de MacDonald de types α et β sur cet anneau, ainsi que leurs

images binaires. En outre nous avons étudié plusieurs propriétés,

Le troisième, intitulé "Codes over Z2 (Z2 + uZ2) and their covering radii". Journal of

Algebra, Number Theory : Advances and Applications. Volume 16, Number 1, pp. 25-39,

2016. Dans lequel, nous avons construit Le premier ordre des codes de Reed-Müller sur

Z2 (Z2 + uZ2) à partir des codes simplexes de type α sur cet anneau également nous avons

calculé la valeur exacte de rayon de recouvrement de ces codes.

Le quatrième intitulé "Secret Sharing Schemes Based on Gray Images of Linear Codes

over Rq,m, International Conference on Coding and Cryptography ICCC, USTHB, Algiers,

Algeria, 2015 (communiqué par K. Chatouh). Dans lequel, Les schémas de partage d´ secret
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sont obtenus à partir d´une classe de codes linéaires qui sont les images Gray des simplexes

et des codes MacDonald de types α et β sur Rq,m = F2m [u1, u2 · · ·uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj − ujui〉,

avec q ≥ 2 et m ≥ 1.

Nos motivations dans l´étude de ces codes proviennent du fait que ces codes sont des

poids connus. Il existe aussi quelques autres applications comme la modulation PSK et

quelques fins cryptographiques.

Mots clés : Codes simplexes, Code de MacDonald, Gray map, Poids Homogène, Poids

de Hamming, Poids de Lee, L´image binaire, Le rayon de recouvrement.



Notations

Fq =: Un corps fini de q éléments.

r(C) =: Le rayon de recouvrement d´un code C de longueur n sur Fq.

Ĉ =: Le code étendu.

R =: Un anneau fini.

Sk (q) =: Le code simplexe sur un corps fini Fq.

Mk,u (q) =: Le code de Macdonald sur un corps fini Fq.

wtE =: Le poids Euclidien.

wtLee =: Le poids de Lee.

wtHam =: Le poids de Hamming.

wthom =: Le poids homogène.

C

7∑
j=1

nj
=: Le code de répétition en bloc sur Z2Z4.

Sαk =: Le code simplexe de type α sur Z2Z4.

Sβk =: Le code simplexe de type β sur Z2Z4.

Mα
k,u =: Le code de MacDonald de type α sur Z2Z4.

Mβ
k,u =: Le code de MacDonald de type β sur Z2Z4.

Sα(q,k) =: Le code simplexe de type α sur Rq.

Sβ(q,k) =: Le code simplexe de type β sur Rq.

Mα
(q,k,u) =: Le code de MacDonald de type α sur Rq.

Mβ
(q,k,u) =: Le code de MacDonald de type β sur Rq.

TorA (C) =: Le code de torsion.
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Introduction

La théorie des anneaux commutatifs finis est le type de théories qui à développé rapi-

dement. Elle à été appliquée dans plusieurs domaines théoriques comme la combinatoire,

la géométrie finie et l´analyse des algorithmes.

Dans les deux dernières décennies, l´intérêt vers le développement de cette théorie a

augmenté particulièrement dans la cryptographie algébrique et la théorie des codes. En

effet, plusieurs codes sur un corps fini, ont été investis comme des images des codes sur des

anneaux de Galois (en particulier sur l’anneau Z4). D´une part, la recherche mathématique

appliquée a motivé une analyse plus systématique de l´algèbre commutative finie. D´autre

part, les mathématiques pures ont offert des méthodes innovatrices dans la théorie du

codage.

Il existe plusieurs codes non linéaires binaires ayant le double mots-code comme n´importe

quel code linéaire de la même longueur et de même distance minimale, le code de Nad-

ler [51] est un exemple, c´est un [12, 5]-code non linéaire systématique avec un rayon de

recouvrement ρ = 4 et de distance minimale d = 5 [66]. Malgré que le code possède des

meilleurs propriétés, il est ni efficace de l´utiliser à cause d´être non linéaire. Cependant,

cela a été changé aprés la contribution de Nechaev [53] en 1989. Dans son ouvrage, certains

de ces codes non linéaires ont donné une structure algébrique comme des codes linéaires sur

l´anneau Z4 au moyen du nom de l´application Gray, ce qui fait la correspondance entre

les coordonées binaires et les coordonées quaternaires. Elle joue un rôle fondamental dans

l´étude des codes quaternaires. C´est une isométrie qui préserve la propriété de la distance

mais pas la linéarité. De cela, a commencé l´intérêt d´étudier les codes linéaires définis sur
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les anneaux finis. Le terme code linéaire sur Z4 a été utilisé tel un code non linéaire avec

une structure algébrique sur Z4, cependant, les codes définis comme des sous-ensembles de

Z4 ont été appelés codes linéaires quaternaires. Ce résultat ouvre une nouvelle direction de

la théorie des codes, plusieurs articles ont été publiés sur ce thème.

Une contribution très importante est celle de Hammons, Kummar, Calderbank, Sloane

et Solé [42] qui a défini plusieurs familles de codes quaternaires. Comme il y a des codes

binaires non linéaires qui peuvent être vu comme des codes linéaires quaternaires sous

le Gray map, il y a aussi quelques codes binaires non linéaires connus comme des codes

linéaires sur Z2Z4, on peut donner une structure algébrique comme les sous groupes de

Zγ2 × Zδ4. Cette structure est appelée codes additifs sur Z2Z4 [1], [6], [13], [14] et [64], qui

sont des codes binaires linéaires pour δ = 0 et des codes quaternaires linéaires pour γ = 0.

Les codes additifs ont été d´abord définis par Delsarte en 1973 en terme de schéma

d´association [26] et [29]. En général un code additif, d´après le schéma d´association

de la transmission, est défini comme un sous groupe du groupe sous-adjacent abélien.

D´autre part, la transmission invariante des codes de propelinear ont été définis pour la

première fois en 1997 [61], où il est prouvé que tous ces codes binaires sont des groupes

isomorphes aux sous-groupes de Zγ2 × Zδ4 × Qσ
8 , où Q8 est le groupe de quaternions non

commutatif de huit éléments. Dans le cas particulier où le schéma d´association est le

schéma de Hamming binaire, et quand le groupe sous-adjacent abélien est d´ordre 2n, les

codes additifs coïncident avec la transmission invariante des codes de propelinear. Alors,

comme il a été expliqué dans [29], les seules structures des codes abéliens sont celles de la

forme Zγ2 × Zδ4, avec n = γ + 2δ. Donc, les sous-groupes de Zγ2 × Zδ4 sont les seuls codes

additifs dans le schéma de Hamming binaire. Pour distinguer des codes additifs sur les

corps finis [7], désormais, on va les appeler codes additifs sur Z2Z4.

L´image binaire des codes additifs sur Z2Z4 sous le Gray map étendu, définie dans le

chapitre 2 est appelée les codes linéaires binaires sur Z2Z4.

La théorie des codes est un domaine de recherche vaste, identifie l´étude des codes

simplexes sur les corps et les anneaux. Il est indispensable de donner les propriétés de ces

codes sur les corps.
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En effet, soit Fq = GF(q) = {α0, α1 , · · · , αq−1}, pour k, q données, soit Gk(q) une matrice

de taille k×
(
qk − 1

)
(q − 1)

sur Fq dont les colonnes sont deux à deux linéairement indépendantes.

Le code Sk (q) généré par la matrice Gk (q) est appelé code simplexe.

Notons que Sk (q) est un

[(
qk − 1

)
(q − 1)

, k, qk−1

]
−code. Tout code linéaire ayant ces para-

mètres est équivalents à Sk (q) [34]. Gk(q) peut être défini par :

Gk (q) =

 00 · · · 0 1 11 · · · 1 α3 · · ·α3 · · · αq · · ·αq
Gk−1 (q) 0 Gk−1 (q) Gk−1 (q) · · · Gk−1 (q)

 , (1)

avec

G2 (q) =

 0 1 1 α3 · · · αq−1 αq

1 0 1 1 · · · 1 1

 .

Chaque mots-code non nul de Sk (q) a un poids égal à qk−1. Le code simplexe binaire

(généralement noté Sk) a été découvert par Ronald A. Fisher [32] en 1942.

La dualité du code simplexe est connue par le code de Hamming de paramètres[
qk − 1

q − 1
,
qk − 1

q − 1
− k, 3

]
.

Une méthode pour construire de nouveaux codes consiste à éliminer ou ajouter une ou

plusieurs coordonnées d´un code connu .

Soit 1 ≤ u ≤ k − 1 et soit Gk,u (q) la matrice obtenue de Gk (q) par l´élimination des

colonnes correspondantes aux colonnes de la matrice Gu (q). c´est-à-dire :

Gk,u (q) =

(
Gk (q)

∖
0

Gu (q)

)
(2)

où 0 est la matrice nulle de taille (k − u)× qu − 1

q − 1
et (A \B) est la matrice obtenue de

la matrice A par l´élimination des colonnes de la matrice B.

Le code Mk,u (q) généré par la matrice Gk,u (q) est le code poinçoné de Sk (q), appelé

un code de Macdonald. Mk,u (q) est un code de paramètres
[
qk − qu

q − 1
, k, qk−1 − qu−1

]
dont

chaque mots code non nul a un poids, soit qk−1 ou qk−1 − qu−1 [48].
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Les codes sur les anneaux étaient de grande importance comme un point d´intérêt pour

les recherches depuis le travail de Hammons et al. [42], sur les codes sur Z4. Un nombre

de ces résultats ont été étendu aux anneaux à chaîne finie comme l´anneau de Galois ou

les anneaux de la forme F2[u]/ 〈um〉. Récemment, comme une généralisation des études

précédentes [68] et [70], Dougherty et Yildiz dans [31] ont considéré les codes sur une

série d´anneaux, dénotés Rq. Ces anneaux sont finis et commutatifs, mais ne sont pas à

chaîne finies, l´importance des codes simplexes et des codes de MacDonald qui sont définis

sur quelques anneaux commutatifs finis est le motif principal de cette étude détaillé et

approfondie.

Les codes simplexes de type α et β sur l´anneau Z4 ont été introduits dans [16], ce sont

des généralisations des codes simplexes binaires. Ainsi dans [38], une généralisation de ces

codes aux codes sur Z2s a été donnée.

Il y a un intérêt grandissant des recherches sur les codes simplexes et les codes de

MacDonald de type α et β sur les anneaux finis, l´étude a été détaillée dans [2], [3], [16],

[25], [38], [40] et [41] au cours des dernières années.

Notre contribution dans la présente thèse est resumée dans les trois points suivants :

I On a dévloppé une nouvelle approche pour une présentation algébrique des codes

simplexes et des codes de MacDonald de type α et β sur certains anneaux à savoir l´anneau

Z2Z4, l´anneau Rq = F2[u1, u2, . . . , uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj = ujui〉 , avec q ≥ 2. et de plus

l´anneau Rq,m = F2m [u1, u2, . . . , uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj = ujui〉 , avec q ≥ 2 et m ≥ 1. Ce

travail est un sujet de recherche intéressant et important vu les domaines d´application,

en l´occurence, la cryptographie et les schémas de partage d´un secret basé sur les codes

linéaires, voir [18], [19] et [20]. Ces résultats sont utilisés pour étudier le décodage algé-

brique des codes correcteurs d´erreurs, ainsi que pour analyser des attaques algébriques en

cryptographie. Nous soulignons aussi à l´importance d´etudier les rayons de recouvrement

des codes simplexes et des codes de MacDonald pour la stéganographie.

Pour la première fois dans [20], nous avons montré comment construire un code sim-

plexe, et un code de MacDonald de type α et β sur Z2Z4 à partir de la concaténation d´un

code simplexe et d´un code de MacDonald de type α et β sur Z2, et sur Z4.
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I On a construit les codes simplexes et les codes de MacDonald de type α et β sur une

serie d´anneaux de Frobenius dans [18], où on a étudié :

� Les distributions de poids de Hamming, homogène et de Lee.

� Les images binaires de ces codes sur cette serie d´anneaux.

� En généralisant les rayons de recouvrement de ces codes.

I Une généralisation a été éffectuée de l´anneau Rq à l´anneau Rq,m, en construisant

les codes simplexes et les codes de MacDonald de type α et β sur Rq,m à partir de la

construction des codes simplexes et des codes de MacDonald de type α et β sur Rq, nous

avons ternminé par la construction des codes de torsion, des codes simplexes et des codes

de MacDonald, puis on a réalisé une application du partage de secret sur les images Gray

de ces codes (voir [19]).

Cette thèse est composée de cinq chapitres et un annexe consacré aux préliminaires

mathématiques, qui nous permettent une compréhension plus aisée des autres chapitres.

• Le premier chapitre est consacré aux rappels sur les codes correcteurs d´erreurs sur un

corps fini, nous donnons une introduction sur la théorie des codes, nous rappelons quelque

codes correcteurs d´erreurs linéaires et nous donnons quelques bornes sur ces paramètres.

• Le deuxième chapitre est consacré, aux codes linéaires de longueur n sur un anneau fini

R considérés comme sous-module du module Rn sur R, en particulier, les codes linéaires

sur l´anneau Z4, les codes linéaires sur l´anneau Z2Z4. Nous donnons la définition de la

matrice génératrice des codes linéaires sur l´anneau Z2Z4, on définit aussi la dualité, et le

type de ces codes.

• Dans le troisième chapitre , nous utilisons les résultats des deux chapitres précedents

pour construire les codes simplexes et les codes de MacDonald de type α et β sur Z2Z4. Les

codes simplexes et les codes de MacDonald sur un corps fini et sur des anneaux finis ont

été déja étudiés, Cela nous a donné la motivation de construire de nouveaux codes, c´est

la concaténation des codes simplexes et des codes de MacDonald binaires et quaternaires

de type α et β. Il résulte de ce qui précède la construction des codes simplexes et des

codes de MacDonald sur Z2Z4, qui contiennent les codes binaires et les codes quaternaires

correspondants comme des sous classes et nous donnons leur rayon de recouvrement, où ce
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rayon est imporant pour déterminer la capacité de corriger les erreurs. Nous construisons

aussi le code de répétition en blocs sur Z2Z4 en trouvant leurs rayons de recouvrements.

Finalement, nous prenons en considération les images Gray binaires de ces codes. nous

montrons que l´image binaire des codes simplexes de type β atteint la borne de Gilbert.

•Dans le quatrième chapitre, on construit les codes simplexes et les codes de MacDonald

de type α et β sur l´anneau de Frobenius

Rq = F2[u1, u2, . . . , uq]/
〈
u2
i = 0, uiuj = ujui

〉
, avec q ≥ 2.

Dans ce travail nous proposons un nouveau poids homogène sur Rq, ainsi que son Gray

map, nous construisons les codes simplexes et les codes de MacDonald de type α et β sur

cet anneau où les propriétés de ces codes sont étudiées, particulièrement les distributions

de poids et les rayons de recouvrement. En plus, les images binaires de ces codes sont

considérées en utilisant différents Gray map.

• Le but essentiel du cinqième chapitre est l´application du schéma de partage d´un

secret basé sur les images Gray des codes linéaires sur Rq,m. Nous appliquons le schéma

de partage d´un secret basé sur une classe des codes linéaires qui sont les images Gray des

codes simplexes et des codes de MacDonald de type α et β sur l´anneau

Rq,m = F2m [u1, u2, . . . , uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj = ujui〉 , avec q ≥ 2 et m ≥ 1.

Nous avons ainsi achevé cette thèse par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 1

Les codes linéaires sur les corps finis

1.1 Introduction

Le problème de la communication de l´information, en particulier le codage et le déco-

dage de l´information pour la transmission fiable sur un canal "bruyant", est d´une grande

importance aujourd´hui. En général, il faut transmettre un message qui est constitué en

une chaîne de symboles finis qui sont des éléments d´un alphabet fini. Par exemple, si cet

alphabet est constitué simplement de 0 et 1, le message peut être décrit comme un nombre

binaire. En général, l´alphabet est un corps fini. Maintenant, la transmission de chaînes

finies d´éléments de l´alphabet sur un canal de communication ne doit pas être parfaite

dans le sens où chaque bit d´information est transmis inchangé sur ce canal. Comme il

n´y a pas de canal idéal sans "bruit", le récepteur du message transmis peut obtenir de

l´information déformée et peut faire des erreurs dans l´interprétation du signal transmis.

L´un des problèmes principaux de la théorie du codage est connaitre les erreurs qui

se produisent par exemple en raison des canaux bruyants, très improbables. Les méthodes

pour améliorer la fiabilité de la transmission dépendent des propriétés des corps finis.

L´idée de base la plus importante de la théorie de codage algébrique est de transmettre

des informations redondantes avec le message que l´on veut communiquer, on étend la

chaîne de symboles de message pour une chaîne plus longue d´une manière systématique.
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Un modèle simple d´un système de communication, on suppose que les symboles de

message et du message codé sont des éléments du même corps fini Fq. Les moyens de

codage pour coder un bloc de messages de k symboles a1a2 · · · ak, ai ∈ Fq en un mots code

c1c2 · · · cn de n symboles cj ∈ Fq, où n > k. Nous considérons le mots code comme un

vecteur ligne c dans Fnq .

Un simple type de codage on suppose que chaque bloc a1a2 · · · ak des symboles d´où,

le message codé est un mots-code de la forme

a1a2 · · · akck+1ck+2 · · · cn

où les premiers k symboles sont les symboles du message original et n − k symboles qui

restent dans Fq sont des symboles de contrôle.

Dans ce chapitre nous présentons certains outils de la théorie du codage, nous donnons

quelques définitions de base, et, des notations qui seront utilisées dans la dissertation.

En plus de synthétiser les résultats classiques comme les codes linéaires, une synthèse sur

des techniques et des définitions récentes relatives à la contribution jointe à ce document

est inclue, ce qui va aider le lecteur à une bonne compréhension. Pour une introduction

profonde à la théorie du codage, le lecteur se référe à [5], [7], [44], [49] et [57].

1.2 Les codes linéaires

Si l’alphabet A est un corps fini, alors An est un espace vectoriel. Tel est le cas si

A = {0, 1}, il est naturel de chercher des codes àAn qui ont plus de structure, en particulier,

qui sont des sous-espaces vectoriel.

L’alphabet A = Fq, qui est un corps fini de q éléments. Tout sous ensemble C de Fnq
est appelé code de longueur n sur Fq.

Définition 1.2.1 (Les codes linéaires) Un sous espace vectoriel C de Fnq de dimension

k est appelé code linéaire [n, k]. Les vecteurs de C sont dits mots du code.

Un code linéaire est un sous-espace vectoriel de dimension k sur Fq contenant qn mots

code. La valeur R =
k

n
est appelée taux de transmission ou rendement. Les mots d´un
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code linéaire peuvent s´écrire de plusieurs manières selon le choix d´une base du code. On

représente une base d´un code linéaire sous forme matricielle.

1.2.1 Paramètres d´un code linéaire

Soit C un code linéaire de dimension k et de longueur n.

Définition 1.2.2 (Matrice génératrice) Une matrice génératrice de C est une matrice,

notée généralement G, de taille k× n et à coefficients dans Fq dont les lignes forment une

base de C.

Propriété 1.2.3 Soit G une matrice génératrice de C, alors la matrice MG, où M est

une matrice inversible de taille k×k à coefficients dans Fq est aussi une matrice génératrice

de C,

Définition 1.2.4 Une matrice génératrice G d´un code linéaire est dite sous forme sys-

tématique si et seulement si G = (Ik|A), où Ik est la matrice identité de taille k × k et A

une matrice de taille k × (n− k).

Proposition 1.2.5 Tout code linéaire C peut se mettre sous forme systématique à permu-

tation près.

Un code linéaire peut être défini par sa matrice génératrice ou sa matrice dite matrice

de contrôle de parité de C donné par :

C = {x ∈ Fnq , Hx⊥ = 0}.

Définition 1.2.6 (Distance de Hamming) La distance de Hamming de deux mots x et

y de longueur fixe est

d(x, y) = |{i|1 ≤ i ≤ n, xi 6= yi}|.

Définition 1.2.7 (Support d´un mot) Le support d´un mot code c = (c1, c2, · · · , cn) ∈

Fnq est défini comme suit :

supp(c) = {i|1 ≤ i ≤ n, ci 6= 0}.
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Définition 1.2.8 (Poids de Hamming) Le poids de Hamming d´un mot est le cardinal

de son support. On notera w(x) le poids de Hamming d´un mot x, alors on a :

pour tout x, y ∈ Fnq , d(x, y) = w(x− y).

Sur les codes définis sur les corps finis, nous utiliserons seulement la distance de Ham-

ming.

Définition 1.2.9 (Distance minimale) La distance minimale d d´un code est le plus

petit poids non nul de tous ces mots codes.

1.2.2 Bornes sur les codes

Plusieurs théorèmes d´existence et non-existence des bornes sont connus, mais la borne

exacte est en fait toujours un problème ouvert.

Nous avons introduit certains paramètres d´un code linéaire dans cette section. Dans

la théorie du codage, un des problèmes les plus fondamentaux est de trouver la meilleure

valeur d’un paramètre lorsque d´autres paramètres ont été donnés. Dans cette partie, nous

discutons certaines bornes sur les paramètres de code.

Dans la borne suivante nous donnons la distance minimale et maximale d´un code avec

une longueur et une dimension donnée. Cette borne est appelée borne de Singleton.

Théorème 1.2.10 (Borne de Singleton) [57] Soit C un [n, k, d]d code, alors

d ≤ n− k + 1.

Définition 1.2.11 (Borne de Griesmer ) [57] Si C est un [n, k, d]d code avec k > 0,

alors

n ≥
i=k−1∑
i=0

d d
qi
e. (1.1)

Dans les applications pratiques, compte tenu de la longueur et de la distance minimale,

les codes qui ont plus de mots code (en d´autres termes, les codes de plus grande taille)
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sont souvent préférés. Une question naturelle se pose, quelle est la taille maximale possible

d´un code, compte tenu de la longueur et de la distance minimale ?. Notons Aq(n, d) le

nombre maximal de mots code dans un code sur Fq (qui peut être linéaire ou non linéaire)

de longueur n et de distance minimale d. Le nombre maximal du mots-code d´un code

linéaire est notée Bq(n, d). Il est clair que Bq(n, d) ≤ Aq(n, d). Ce qui suit est bien connu

par la borne supérieure pour Aq(n, d).

Définition 1.2.12 (Borne de Hamming) Le nombre de vecteurs dans Bt(x) = {y ∈

Fnq , d(x, y) ≤ t} la boule de rayon t = bd− 1

2
c autour d´un vecteur donné x ∈ Fnq est égale

à Vq(n, t), où

Vq(n, t) =
t∑
i=0

 n

i

 (q − 1)i . (1.2)

Définition 1.2.13 (Borne de Gilbert)

logq(Aq(n, d)) ≥ n− logq(Vq(n, d− 1)). (1.3)

Définition 1.2.14 (Rayon de recouvrement) Le rayon de recouvrement r(C) d´un code

C de longueur n sur Fq est défini par :

r(C) = maxx∈Fnq {miny∈Cd(x, y)}. (1.4)

1.2.3 Propriétés d´un code

On note par [n,M, d]q un code C de longueur n, de cardinalM et de distance minimale

d. Un code linéaire [n, k, d]q est un code linéaire de longueur n, de dimension k et de

distance minimale d. On a l´égalité |M | = qk.

Définition 1.2.15 (Isométrie linéaire) Soit Fq un corps fini et d la distance de Ham-

ming définie sur Fnq . Une isométrie, est une application linéaire

f : Fnq −→ Fnq

qui est une isométrie pour d.
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Théorème 1.2.16 Soit f : Fnq −→ Fnq une application. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. f est une isométrie linéaire.

2. Il existe une permutation σ ∈ Sn et des scalaires non nuls α1, α2, · · · , αn tels que

pour tout x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Fnq , on a :

f(x1, x2, · · · , xn) = (α1xσ(1), α2xσ(2), · · · , αnxσ(n)) (1.5)

Une application de la forme 1.5 est dite monômiale, si P est la matrice dans la base

canonique d´une telle application, alors chaque ligne et chaque colonne de P contient un

seul coefficient non nul.

Définition 1.2.17 (Codes équivalents) Deux codes linéaires C et C ′ de longueur n sur

Fq sont dit équivalents, s´il existe une isométrie linéaire f de Fnq telle que f(C) = C
′.

Remarque 1.2.18 Deux codes linéaires équivalents ont les mêmes propriétés métriques et

les mêmes propriétés linéaires.

1.3 Codes dérivés

Dans cette partie, nous discutons certaines méthodes classiques de construction de

nouveaux codes en utilisant des codes connus. Il existe d´autres constructions, on pourrait

également combiner des codes entre eux (exp. les codes concaténés, les codes produits, les

turbo-codes).

Soit C un code linéaire de paramètres [n, k, d].

Définition 1.3.1 (Produit sur Fq) Par analogie avec le produit scalaire usuel ,on définit

un produit sur Fnq , pour x, y ∈ Fnq on a :

x · y =
i=n∑
i=1

xiyi.
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Définition 1.3.2 (Code dual) Le dual de C est l´orthogonal C⊥ de C dans Fnq .

Exemple 1.3.3 Sur F2 si :

C = {000, 111}

alors,

C⊥ = {000, 011, 110, 101}.

Remarque 1.3.4 C⊥ est un code linéaire de paramètres [n, n− k, d′ ], et on a l´égalité

dim(C) + dim(C⊥) = n.

Définition 1.3.5 (Auto-dual) Le code C est auto-dual si C = C⊥.

Définition 1.3.6 (Auto-orthogonal) Le code C est auto-orthogonal si C ⊂ C⊥.

Définition 1.3.7 (Matrice de parité) Une matrice de parité de C est une matrice, no-

tée généralement H, de type (n − k, n) dont les lignes forment une base de C⊥. Il s´agit

d´une matrice génératrice de C⊥.

Définition 1.3.8 (Code de répétition) Le code de répétition sur Fq de longueur n est

constitué de tous les mots sous forme c = (c, c, · · · , c) avec c ∈ Fq. Ceci est un code linéaire

de dimension 1 et distance minimale n.

Remarque 1.3.9 Le code de répétition de longueur n à une matrice génératrice

G =
[

1 1 · · · 1
]
.

1.3.1 Construction des nouveaux codes à partir des anciens

Définition 1.3.10 (Code étendu) Le code étendu Ĉ d´un code q-aire C défini est :

Ĉ = {(c1, · · · , cn, cn+1 = −
i=n∑
i=1

ci), (c1, · · · , cn) ∈ C}
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Remarque 1.3.11 Pour q = 2, la dernière coordonnée de C est celle du bit de parité. Le

code Ĉ est linéaire, et admet comme paramètres [n+ 1, k, d̂] avec d̂ = d ou d̂ = d+ 1, dans

le cas binaire, si d est impaire alors d̂ = d+ 1.

Il faut noter que si nous étendons un code puis éliminons la nouvelle coordonnée, nous

finissons d´obtenir le code originale.

Soit Θ un ensemble de cardinal n, nous indexons les coordonnées des mots de Fnq par

cet ensemble, par exemple, x = (xσ)σ∈Θ.

Définition 1.3.12 (Code poinçonné) Le code poinçonné de C en I est composé de tous

les mots code de C avec les coordonnées indexées par I remplaçées par zéros où I est un

sous-ensemble de Θ.

Définition 1.3.13 (Code de Hamming) Soit n =
qr − 1

q − 1
. Soit Hr(q) une matrice de

taille r×n sur Fq avec des colonnes non nulles, de sorte que deux colonnes sont dépendantes.

Le code Hr(q) admet Hr(q) comme matrice de contrôle de parité est appelé q-aire code

de Hamming. Le code qui admet Hr(q) comme matrice génératrice est appelé q-aire code

simplexe, et est désigné par Sr(q).

Remarque 1.3.14 Soit r ≥ 2. Alors le code de Hamming Hr(q) a des paramètres [n =
qr − 1

q − 1
, k =

qr − 1

q − 1
− r, d = 3].

Exemple 1.3.15 Considérons le code de Hamming ternaire H3(3) de dimension 3 et de

longueur 13 admet comme matrice de contrôle de parité :

H3(3) =


1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

2 2 2 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0

2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 1


Définition 1.3.16 (Code simplexe) Les duaux des codes de Hamming sont appelés codes

simplexes sur Fq des paramètres [
qr − 1

q − 1
, r], et tous les mots code non nuls ont un poids

constant égal à qr−1.
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Nous donnons maintenant une construction des codes simplexes binaires. SoitH2(2) donnée

par :

H2(2) =

 0 1 1

1 0 1


Pour r ≥ 3, on définit Hr(2) par récurrence :

Hr(2) =


0 · · · 0 1 1 · · · 1

Hr−1(2)

0
...

0

Hr−1(2)

 .

Définition 1.3.17 (Juxtaposition des Codes) Soient C1 est un [n1, k, d1] code et C2

un [n2, k, d2] code avec G1 et G2 sont des marices génératrices de C1 et C2, respectivements.

La juxtaposition des codes C1 et C2 est le code qui admet comme matrice génératrice

G =
[
G1 G2

]
(1.6)

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné des notions de base sur les codes correcteurs définis

sur les corps finis, cela sera util pour étudier un cas particulier de ces codes qui sont les

codes simplexes sur certains anneaux finis.



Chapitre 2

Les codes sur différents anneaux spéciaux, principalement commutatifs, ont été la cible

des chercheurs depuis deux décennies, l´intérêt grandissant de ces codes est mesuré par

la possibilité d´avoir le lien entre ces derniers et des codes sur les corps finis via une

application particulières généralement connus par le Gray map.

Dans ce qui suit, on donne quelques définitions nécessaires de certain type de code sur

les anneaux finis et leurs propriétés pour la meilleur compréhension du reste, pour plus de

détails (voir l´annexe).

Définition 2.0.1 Soit R un anneau fini, un code linéaire C de longueur n sur R est un

sous-module du R-module de Rn, Qui peut être libre ou pas. Les vecteurs de C sont appelés

les mots du code C.

On munit Rn du produit suivant : v.w =
∑
viwi. Le code dual C⊥ de C est défini par

C⊥ = {v ∈ Rn | v · w = 0; ∀w ∈ C}.

Si C ⊂ C⊥, on dit que le code C est auto-orthogonal, et si C = C⊥, on dit que le code C

est auto-dual.

2.1 Les poids et distances sur l´anneau de Galois Zq

Soit C un code linéaire sur l´anneau de Galois Zq de longueur n, où q est une puissance

d´un nombre premier p, alors on peut associer au vecteur x = (x1, x2, · · · , xn) différents
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poids et différentes distances autres que le poids et la distance de Hamming. On a déjà

défini le poids de Hamming wHam(x) comme étant le nombre de composantes non nulles

de x.

Le poids Euclidien :

wtE(x) =
n∑
i=1

min{x2
i , (q − x2

i )} (2.1)

Le poids de Lee :

wtLee(x) =
n∑
i=1

min{|xi|, |(q − xi)|} (2.2)

De même pour la distance, on définit ces trois distances

La distance de Hamming :

dHam(x, y) = wHam(x− y)

La distance de Lee :

dLee(x, y) = wLee(x− y)

La distance Euclidienne :

dE(x, y) = wE(x− y)

La distance homogène :

dhom(x, y) = whom(x− y)

Les définitions suivantes donnent les distributions de poids de Hamming, Lee, et ho-

mogène.

Définition 2.1.1 les distributions de poids d`un code C, est le nombre des mots code de

poids i dans C et noté par Awt(i).
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Définition 2.1.2 [38] Pour tous 1 ≤ i ≤ n, soient AHam(i), ALee(i) et Ahom(i), les dis-

tributions de poids de C de Hamming, Lee et homogène, respectivement, d`un code sur R.

Alors on a :
(AHam(0), AHam(1), · · · , AHam(n)),

(ALee(0), ALee(1), · · · , ALee(n)),

et

(Ahom(0), Ahom(1), · · · , Ahom(n)),

2.2 Codes linéaires sur l´anneau Z4

Un code linéaire sur Z4 de longueur n est un sous-groupe additif de Zn4 . Un tel sous

groupe est un sous-module de Z4, qui peut être libre ou pas.

Définition 2.2.1 Un Z4-module M est libre, s´il existe un sous ensemble B de M tel que

chaque élément de M peut être exprimé sous forme de Z4 combinaison linéaire d´éléments

de B.

Exemple 2.2.2 Si v est un vecteur de Zn4 de composantes égale à 0 ou 2, alors

2v = 0,

ce qui implique qu´un tel vecteur ne peut pas être un vecteur de base d´un module libre de

Z4.

On peut montrer que l´ensemble des mots suivants de Z4 est un code linéaire sur Z4 de

longueur 4 :
0000 1113 2222 3331 0202 1311 2020 3133

0022 1131 2200 3313 0220 1333 2002 3111.

C´est un sous groupe additif de Z4
4. Si c´est un Z4-module libre, alors, il existe une base de

deux vecteurs b1 et b2 ayant au moins une composante égale à 1 ou 3. Tous les mots avec

une composante égale à 1 ou 3 vérifient

2b1 = 2b2 = 2222.
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Alors {b1, b2} ne peuvent pas former une base ce qui implique que C n´est pas libre. Ce-

pendant on peut démontrer que tout mot de C peut s´écrire sous la forme

xc1 + yc2 + zc3

avec

c1 = 1113, c2 = 0202, c3 = 0022, x ∈ Z4, y et z ∈ Z2.

2.2.1 Matrice génératrice

Soit C le code de Z4 donné par l´exemple 1, on peut démontrer que

G =


1 1 1 3

0 2 0 2

0 0 2 2

 ,
est une matrice génératrice de C, dans le sens où tout mot de C peut s´écrire comme

étant (xyz)G pour certains x ∈ Z4, y et z ∈ Z2. Tout mot de C peut s´écrire sous la forme

k1∑
i=1

aici +

k1+k2∑
i=k1

bici

avec ai ∈ Z4 pour 1 ≤ i ≤ k1 et bi ∈ Z2 pour k1 + 1 ≤ i ≤ k1 + k2. En plus chaque ci

admet une composante égale à 1 ou 3 pour 1 ≤ i ≤ k1 et tout ci est égale à 0 ou 2 pour

k1 + 1 ≤ i ≤ k1 + k2. Si k2 = 0, le code C est un Z4-module libre.

Définition 2.2.3 La matrice qui admet pour ligne ci pour 1 ≤ i ≤ k1 + k1 est appelée

matrice génératrice de C. Le code C admet 4k12k2 mots et il est dit de type 4k12k2.

Toute matrice d´un code linéaire sur Z4 peut être s´exprimer sous la forme

G =

 Ik1 A B1 + 2B2

0k2×k1 2Ik2 2C


avec A, B1,B2 et C sont des matrice à coefficients dans Z2, et 0k2×k1 est une matrice nulle

de taille k2 × k1. Le code C est de type 4k12k2 .
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Théorème 2.2.4 Tout code linéaire sur Z4 est équivalent à un code avec une matrice

génératrice sous sa forme standard.

2.2.2 Dual d´un code sur Z4

Il existe un produit scalaire modulo 4 sur Z4 défini par

x.y =
i=n∑
i=1

xiyi (mod 4)

où x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn).

Définition 2.2.5 Le code dual de C est définie par

C⊥ = {x ∈ Zn4 | x.c = 0 pour tout c ∈ C}.

Définition 2.2.6 Un Z4-linéaire est un code auto-orthogonal s´il vérifie C ⊂ C⊥, il est

dit auto-dual s´il vérifie C = C⊥.

Si C est un code dans sa forme standard, alors C⊥ admet pour matrice génératrice

G⊥ =

 −(B1 + 2B2)t − CtAt Ct In−k1−k2

2At 2Ik2 0k2×(n−k1−k2)


où 0k2×(n−k1−k2) et la matrice nulle de taille k2 × (n − k1 − k2). En particulier, C⊥ est de

type 4n−k1−k22k2 .

2.2.3 Poids et distances d´un code sur Z4

Sur Z4, il existe différents poids pour un vecteur de Zn4 , donc différentes distances

minimales. Soit x ∈ Zn4 , supposons que na(x) le nombre de composantes de x égale à a

pour a ∈ Z4.

Le poids de Hamming, le poids de Lee et le poids Euclidien sont respectivement
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wtHam(x) = n1(x) + n2(x) + n3(x)

wtLee(x) = n1(x) + 2n2(x) + n3(x)

wtE(x) = n1(x) + 4n2(x) + n3(x)

La distance d désigne, la distance de Hamming, Lee et la distance Euclidienne respec-

tivement, alors la distance entre deux mots x et y est donnée par

dd(x, y) = wtd(x− y)

2.2.4 L´image Gray des codes sur Z4

Les codes quaternaires peuvent être donnés comme des codes binaires sous le Gray map.

On définít d´abord l´application :

φ : Z4 −→ Z2
2

0 7−→ φ(0) = (0, 0)

1 7−→ φ(1) = (0, 1)

2 7−→ φ(2) = (1, 1)

3 7−→ φ(3) = (1, 0),

puis étendue cette application à Zn4 dans Zn2 × Zn2 , on a :

Φ : Zn4 −→ Zn2 × Zn2
(a1, · · · , an) 7−→ ((u1, · · · , un), (v1, · · · , vn))

Si C est un code linéaire quaternaire, alors le code binaire C = φ(C) est donné comme

un code linéaire sur Z4. La notion du code dual quaternaire d´un code linéaire quaternaire

C, est notée par C⊥, ainsi la notion du code dual binaire sur Z4, est notée par C⊥ = φ(C⊥).

Ces derniers sont définis à la façon standard dans [42] et [49].
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2.3 Codes sur Z2Z4

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et concepts reliés aux codes

additifs sur Z2Z4. Nous décrivons également leurs paramètres fondamentaux. Les outils de

cette partie est un résumé des résultats présentés dans [12], [13] et [64].

Soient Z2 et Z4 l´anneau des entiers modulo 2 et 4 respectivement. Zn2 est l´ensemble

de tous les vecteurs binaires de longueur n, et Zn4 est l´ensemble de tous les n-uples sur Z4,

les éléments de Zn4 seront ainsi appelés des vecteurs quaternaires de longueur n. N´importe

quel sous ensemble non vide C de Zn2 est un code binaire, et un sous groupe de Zn2 est

appelé un code linéaire binaire ou un code linéaire sur Z2. De la même façon, toute partie

non vide C de Zn4 est un code quaternaire, et un sous groupe de Zn4 est appelé un code

linéaire quaternaire.

2.3.1 le poids de Lee et Euclidien sur Z2Z4

Soient u ∈ Zγ2 et v ∈ Zδ4. On note par wtHam(u) le poid de Hamming de u, wtLee(v) et

wtE(v) sont les poids de Lee et Euclidien de v, respectivement, où

wtE (vi) =


0 si vi = 0

1 si vi = 1 ou 3

4 si vi = 2

et

wtLee (vi) =


0 si vi = 0

1 si vi = 1 ou 3

2 si vi = 2.

Soit :

x = (u, v) ∈ Zγ2 × Zδ4, où u = (u1, · · · , uγ) ∈ Zγ2 et v = (v1, · · · , vδ) ∈ Zδ4.

Alors le poid de Lee de x est défini par :

wtLee(x) = wtHam(u) + wtLee(v)
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et le poid Euclidean de x est défini par :

wtE(x) = wtHam(u) + wtE(v).

2.3.2 Le Gray map sur Z2Z4

SoitC un code additif sur Z2Z4, qui est un sous groupe de groupe Zλ2×Z
µ
4 . L´application

défini par :

φ : Z2 × Z4 → Z3
2
, (2.3)

est le Gray map sur Z2Z4.

Nous allons prendre une extension de Gray map définie par l´équation (2.3).

Φ : Zγ2 × Zδ4 → Zn2 , avec n = γ + 2δ,

donné par :

Φ(u, v) = (u, φ(v1), . . . , φ(vδ)),∀ u ∈ Zγ2 ,∀ (v1, . . . , vδ) ∈ Zδ4.

Ce Gray map est une isométrie qui transforme la distante de Lee définie dans C un

code additif inclus dans Zγ2 × Zδ4 à la distance de Hamming définie dans le code binaire

C = φ(C).

Constatant que la longueur du code binaire C est n = γ + 2δ.

2.3.3 Le type d´un code sur Z2Z4

Soit C un sous-groupe de Zγ2 × Zδ4, il est aussi isomorphe à une structure abélienne

comme Zλ2 × Z
µ
4 , toutefois, C est de type 2λ4µ et on à :

|C| = 2λ+2µ (2.4)

le nombre des mots codes dans C d´ordre 2 est 2λ+µ.



38

Soient X et Y deux ensembles de Z2 et Z4 respectivement, où

|X| = γ et |Y | = δ

L´ensemble X correspondant à la première coordonnée γ et Y correspondant à la

dernière coordonnée δ.

Nous appelons CX (resp., CY ) le code poinçonné de C par l´élimination des coordonées

en dehors deX (resp., Y ). SoitCb le sous code deC qui contient tous les mots-code d´ordre

deux, et soit k la dimension de (Cb)X qui est un code linéaire binaire pour γ = 0, et dans

ce cas nous allons écrire k = 0.

Prenant en considération tous ces paramètres, nous dirons que C (ou de manière équi-

valente C = Φ(C)) est de type (γ, δ;λ, µ; k).

On constate que :

(1) CY est un code linéaire quaternaire de type (0, δ;λY , µ; 0), où 0 ≤ λY ≤ λ

(2) CX est un code linéaire binaire de type (γ, 0;λX , 0;λX), où k ≤ λX ≤ k + λ.

Définition 2.3.1 Soit C un code additif sur Z2Z4, est un sous groupe de Zγ2 × Zδ4. Nous

disons que l´image binaire C = Φ(C) est un code linéaire sur Z2Z4 de longueur n = λ+2µ

et de type (γ, δ;λ, µ; k), où λ, µ et k sont définis comme ci-dessus.

Remarque 2.3.2 Un code linéaire sur Z2Z4 est une généralisation de code linéaire binaire

et le code linéaire sur Z4.

1. Si δ = 0,

le code binaire C = C correspond à un code linéaires binaire.

2. Si, γ = 0,

le code linéaire sur Z2Z4 est un code linéaire quaternaire et son code binaire corres-

pondant C = Φ(C) est un code linéaire sur Z4.
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2.3.4 L´équivalence monômiale des codes additifs

Deux codes additifs C1 et C2 sur Z2Z4 de type (γ, δ;λ, µ; k) sont considérés équivalents

monômialement, si l´un peut être obtenu à partir de l´autre par une permutation des

coordonnées, et (si nécessairement) en changeant les signes de certaines coordonnées de

Z4.

Définition 2.3.3 Deux codes additives sur Z2Z4 sont des équivalents de permutations,

s´ils se diffèrent seulement par une permutation des coordonnées

Proposition 2.3.4 Si deux codes additifs C1 et C2 sur Z2Z4 de type (γ, δ;λ, µ; k) sont

équivalents monômialement donc, d´aprés le Gray map les codes additifs linéaires sur Z2Z4

correspondant C1 = Φ(C1) et C2 = Φ(C2), sont isomorphes comme des codes binaires.

Remarque 2.3.5 l´inverse n´est pas toujours vrai.

2.3.5 Matrice génératrice d´un code sur Z2Z4

SoitC un code additif sur Z2Z4. Le codeC n´est pas un module libre, chaque mots-code

expremé uniquement sous la forme :

λ∑
i=1

ζiu
(i) +

λ+µ∑
j=λ+1

ηjv
(j), (2.5)

où ζi ∈ Z2 pour 1 ≤ i ≤ λ, η ∈ Z4, λ + 1 ≤ j ≤ λ + µ, et u(i), v(j) sont des vecteurs

dans Zγ2 × Zδ4 d´ordre deux et d´ordre quatre, respectivement.

Pour les vecteurs u(i) et v(j) on obtient une matrice génératrice G de taille (λ+µ)×(γ+δ)

de code C. En plus nous pouvons écrire G comme :

G =

 B1 2B3

B2 Q

 , (2.6)

où B1 et B2 sont des matrices sur Z2 de taille λ× γ et µ× δ, respectivement, B3 est une

matrice sur Z4 de taille λ × δ avec toutes les entrées dans Z2 ⊂ Z4, et Q est une matrice

sur Z4 de taille µ× δ avec des vecteurs lignes d´ordre quatre.



40

Exemple 2.3.6 Soit C un code additif sur Z2Z4 de type (1, 3; 1, 2; 1), de matrice généra-

trice :

G =


1 2 2 2

0 1 1 0

1 1 2 3

 ,
le code C peut être aussi généré par la matrice :

1 2 2 2

0 1 1 0

0 1 0 3

 .

2.3.6 Dualité des codes sur Z2Z4

Pour les codes linéaires sur les corps finis, et les anneaux finis, il éxiste un concept de

dualité.

Dans cette partie, on va étudier la dualité des codes additifs sur Z2Z4 en utilisant leur

structure de groupe abélien.

Nous définissons le produit scalaire des vecteurs u, v ∈ Zγ2Zδ4 par :

〈u, v〉Z2Z4
= 2

(
γ∑
i=1

uivi

)
+

γ+δ∑
j=γ+1

ujvj ∈ Z4. (2.7)

Soit C un code additif sur Z2Z4 de type (γ, δ;λ, µ; k) et soit C = Φ(C) le code linéaire sur

Z2Z4 correspondant. Le code additif orthogonal de C, noté par C⊥ est défini d´une façon

standard :

C⊥ =
{
v ∈ Zγ2 × Zδ4

∣∣〈u, v〉Z2Z4
= 0; por tout u ∈ C

}
. (2.8)

Nous allons appeler C⊥ le code additif dual de C. Le code binaire correspondant Φ(C⊥)

est noté par C⊥, il s´appelle code dual de C sur Z2Z4.

Lemme 2.3.7 Soient C un code additif sur Z2Z4 de type (γ, δ;λ, µ; k), et C⊥ son code

additif dual. Alors, |C||C⊥| = 2n, où n = γ + 2δ.
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2.4 Les rayons de recouvrement des codes sur l´anneau

R

Dans cette partie, le rayon de recouvrement d´un code C sur R est introduit. D´abord,

nous rappelons la définition du rayon de recouvrement d´un code binaire .

Pour un code binaire C, son rayon de recouvrement r(C) est donné par :

r(C) = max
u∈Z2

{
min
c∈C

dHam(u, c)

}
(2.9)

Cette définition est l´équivalent de dire que le rayon de recouvrement est le plus petit

des nombres r telle que les sphères de rayon r autour des mots codes recouvrent F2.

L´extension de cette définition aux codes sur R est que le rayon de recouvrement d’un

code C est le plus petit des nombres r telles que les sphères de rayon r autour les mots

codes recouvrent R. Par conséquent, en respectant les distances de Lee et euclidiennes, les

rayons de recouvrement d´un code C sur R, sont donnés par :

rLee(C) = max
u∈Rn

{
min
c∈C

dLee(u, c)

}
et rE(C) = max

u∈Rn

{
min
c∈C

dE(u, c)

}
, (2.10)

respectivement.

Il est clair que rLee(C) et rE(C) sont les valeurs minimales rLee et rE telles que :

Rn = ∪c∈CSrLee(c),

et

Rn = ∪c∈CSrE(c),

respectivement, où

SrLee(u) = {v ∈ Rn; dLee(u, v) ≤ rLee} ,

et

SrE(u) = {v ∈ Rn; dE(u, v) ≤ rE} ,

pour u ∈ Rn.
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les résultats suivants sont utiles pour déterminer le rayon de recouvrement des codes

sur les anneaux finis. C´est une généralisation du résultat dans [23] pour les codes sur un

corps fini.

Proposition 2.4.1 Si C0 et C1 sont des codes sur R de longueur n0 et n1, de distance

minimale d0 et d1, générés par G0 et G1, respectivement, et si C est le code généré par :

G =

 0 G1

G0 A

 ,
donc

rd(C) ≤ rd(C0) + rd(C1),

est le rayon de recouvrement de la concaténation de C0 et C1, noté par Cc, satisfait

l´inégalité suivante :

rd(Cc) ≥ rd(C0) + rd(C1)

pour toutes les distances d sur R.

Preuve 2.4.2 Nous définissons la matrice génératrice de Cc comme[
G
′
0 G1

]
,

alors Cc est un code de longueur n0 + n1 et de distance minimale d, où

d ≥ min{d0, d1}.

D´où le rayon de recouvrement satisfait :

rd(Cc) ≥ rd(C0) + rd(C1).

Proposition 2.4.3 Soient C est un code sur R, et Φ(C) est l´image de C sous le Gray

map, alors :

rLee (C) = r (Φ(C)) .
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Dans la cas où R = Z2Z4

Nous examinons le rayon de recouvrement du code dual de code sur Z2Z4.

Les résultats suivants, donnés par Aoki et al. dans [4, Proposition 3.2] pour les codes

sur Z4 sont encore valides pour les codes sur Z2Z4. Cela est vérifié, en utilisant la définition

du rayon de recouvrement, et par le fait que le Gray map Φ est une application préservant

le poids [20].

Soit C un code sur Z2Z4 et

s
(
C⊥
)

= |
{
i; Ai

(
C⊥
)
6= 0, i 6= 0

}
|,

où Ai
(
C⊥
)
est le nombre du mots code de poids i dans C⊥.

Lemme 2.4.4 Pour tout code C sur Z2Z4, on a :

rLee (C) ≤ rE (C) ≤ 2rLee (C) .

Preuve 2.4.5 Le résultat est vrai du fait que dLee(x, y) ≤ dE(x, y) ≤ 2dLee(x, y) pour tous

deux vecteurs x et y.

Delsarte [27] montre que le rayon de recouvrement r(B) d´un code binaire B et le

nombre de poids non nuls distincts de la distribution des distances du dualité de B noté

par s(B⊥),vérifie l´inégalité suivante, connue par la borne de Delsarte

r(B) ≤ s(B⊥). (2.11)

Maintenant, nous étendons la borne de Delsarte aux codes sur Z2Z4 [20].

Théorème 2.4.6 Soit C un code sur Z2Z4, alors :

rLee (C) ≤
(
C⊥
)
et rE (C) ≤ 2s

(
C⊥
)
. (2.12)

Preuve 2.4.7 Les distributions de poids de Φ(C) et Φ(C⊥) sont liées par la transformation

de MacWilliams binaire. C´etait prouvé pour les codes sur Z4. Pour les codes sur Z2Z4, il

est possible de voir [26]. Et aprés le résultat est obtenu de la transformation de MacWilliams

, lemme 2.4.4, et du fait que n´importe quel code sur Z2Z4 est une distance-invariante.
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2.5 Conclusion

L´objectif de ce chapitre est l´étude générale des codes additifs sur Z2Z4 et des codes

additifs linéaires sur Z2Z4 correspondants. Nous avons définis les matrices génératrices des

codes additifs sur Z2Z4, ainsi que le concept de la dualité des codes additifs sur Z2Z4 qui

définissent le produit scalaire approprié.



Chapitre 3

Codes simplexes et code de MacDonald

de type α et β sur Z2Z4

Dans ce chapitre, nous définissons les codes simplexes et les codes de MacDonald de

type α et β sur Z2Z4. Ce-ci sont des généralisations des codes simplexes binaires. De plus,

nous étudions l´image binaire de ces codes et nous prouvons que l´image binaire des codes

simplexes de type β atteint la borne de Gilbert [20].

3.1 Le rayon de recouvrement d´un code de répétition

en bloc sur Z2Z4

Pour déterminer les rayons de recouvrements des codes simplexes et des codes de Mac-

Donald de type α et β sur Z2Z4, nous construisons d´abord certaines classes de code en

blocs sur Z2Z4 et la méthode utilisée dans [63] pour obtenir leur rayon de recouvrement.
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Le code de répétition en bloc sur Z2Z4

Le code de répétition en bloc Cn sur Z2Z4 est un code additif sur Z2Z4 de longueur

n =
7∑
j=1

nj et de matrice génératrice :

G =

[ n1︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n2︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n3︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n4︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n5︷ ︸︸ ︷
11 · · · 11

n6︷ ︸︸ ︷
12 · · · 12

n7︷ ︸︸ ︷
13 · · · 13

]
.

Si pour i fixé avec 1 ≤ i ≤ 7 nous avons pour tout 1 ≤ j 6= i ≤ 7, nj = 0, le code Cn = Cni

noté par Ci.

Exemple 3.1.1 Pour i = 1, nous avons :

C1 = {(00 · · · 00), (01 · · · 01), (02 · · · 02), (03 · · · 03)},

un code additif de longueur n = n1 généré par :

G1 = [0101 · · · 01] .

Les théorèmes suivants donnent les rayons de recouvrement des codes de répétition en

blocs Cj, 1 ≤ j ≤ 7.

Théorème 3.1.2 le rayon de recouvrement de Cj, 1 ≤ j ≤ 7, par rapport au poids eucli-

dien est donné par :

(i) rE (C1) = rE (C3) ≤ 5n

2
,

(ii) rE (C2) ≤ 3n

2
,

(iii) rE (C4) ≤ 9n

2
,

(iv) n ≤ rE (C5) = rE (C7) ≤ 2n,

(v) rE (C6) ≤ 5n

2
.

Preuve 3.1.3 Pour c ∈ Cj, 1 ≤ j ≤ 7, soit ti(c), 0 ≤ i ≤ 7 le nombre d´occurrences de

symbole i dans le mots-code c. Pour démontrer ce théorème il suffit de démontrer (iv), on

à :

rE (Cj) = max
x∈(Z2Z4)n

{dE (x,Cj; 1 ≤ j ≤ 7)} .
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Soit x ∈ (Z2Z4)n, si x est donné par (t0, t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7), où
7∑
j=0

ti = n, alors

dE
(
x, 00

)
= n− t0 + 3t2 + t5 + 4t6 + t7,

dE
(
x, 03

)
= n− t1 + 3t3 + t4 + t6 + 4t7,

dE
(
x, 02

)
= n− t2 + 3t0 + 4t4 + t5 + t7,

dE
(
x, 01

)
= n− t3 + 3t1 + t4 + 4t5 + t6,

dE
(
x, 10

)
= n− t4 + t1 + 4t2 + t3 + 3t6,

dE
(
x, 13

)
= n− t5 + t0 + t2 + 4t3 + 3t7,

dE
(
x, 12

)
= n− t6 + 4t0 + t1 + t3 + 3t4,

dE
(
x, 11

)
= n− t7 + t0 + 4t1 + t2 + 3t5.

Par conséquent, dE (x,C5) = min{(n−t0 +3t2 +t5 +4t6 +t7), (n−t1 +3t3 +t4 +t6 +4t7),

(n− t2 + 3t0 + 4t4 + 3t5 + t7), (n− t3 + 3t1 + t4 + 4t5 + t6),(n− t4 + t1 + 4t2 + t3 + 3t6),n−

t5 + 3t0 + t2 + 4t3 + 3t7,(n − t6 + 4t0 + t1 + t3 + 3t4),(n − t7 + t0 + 4t1 + t2 + 3t5)}

≤ 8n+ 8(t0 + t1 + t2 + t3 + t4 + t5 + t6 + t7)

8
.

Donc,

rE (C5) ≤ 2n.

Si

x =

n
8︷ ︸︸ ︷

00 · · · 00

n
8︷ ︸︸ ︷

01 · · · 01

n
8︷ ︸︸ ︷

02 · · · 02

n
8︷ ︸︸ ︷

03 · · · 03

n
8︷ ︸︸ ︷

10 · · · 10

n
8︷ ︸︸ ︷

11 · · · 11

n
8︷ ︸︸ ︷

12 · · · 12

n
8︷ ︸︸ ︷

13 · · · 13 ∈ (Z2Z4)n ,

alors,

dE
(
x, 00

)
= dE

(
x, 01

)
= dE

(
x, 02

)
= dE

(
x, 03

)
= dE

(
x, 10

)
= dE

(
x, 11

)
= dE

(
x, 12

)
=

dE
(
x, 13

)
=

n

16
+ 4

( n
16

)
+

n

16
+

n

16
+
n

8
+

n

16
+ 4

( n
16

)
+
n

8
= n. Ainsi

rE (C5) ≥ n,

et alors,

n ≤ rE (C5) ≤ 2n.

Les preuves pour les équations (i), (ii), (iii) et (iv) sont obtenues en utilisant une

procédure similaire.
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Théorème 3.1.4 Le rayon de recouvrement de Cj, 1 ≤ j ≤ 7, par rapport au poids de Lee

est donné par :

(i) rLee (C1) = rLee (C3) =
n

2
,

(ii) rLee (C2) = n,

(iii) rLee (C4) =
n

2
,

(iv) rLee (C5) = rLee (C7) =
n

2
,

(v) rLee (C6) =
n

2
.

Preuve 3.1.5 Pour démontrer ce théorème il suffit de démontrer (iv), l´image Gay du

code C5 est

Φ(C5) =
{000 · · · 000, 001 · · · 001, 011 · · · 011, 010 · · · 010,

100 · · · 100, 101 · · · 101, 110 · · · 110, 111 · · · 111}
,

Par la proposition 2.4.3, on a :

rLee (C5) = r(Φ(C5)) =
n

2
.

Les preuves pour les équations (i), (ii), (iii) et (v) sont obtenues en utilisant une pro-

cédure similaire.

Les résultats ci-dessus sont utilisés pour déterminer le rayon de recouvrement de code

Cn avec les paramètres

(n = n1+n2+n3+n4+n5+n6+n7, 2
3, dL = 2n, dE = min{(n1+4n2+n3+n4+2n5+5n6+

2n7), (n1 + 4n2 + n3 + n5 + 4n6 + n7) , (4n1 + n2 + 4n3 + 4n5 + n6 + 4n7) , (n4 + n5 + n6 + n7) ,

(4n1 + 4n3 + n4 + 5n5 + n6 + 5n7)}.

Théorème 3.1.6 le rayon de recouvrement du code de répétition en bloc Cn a les propriétés

suivantes ;

rE

C 7∑
j=1

nj

 ≤ 1

2
[5(n1 + n3 + n6) + 3n2 + 9n4] + 2(n5 + n7),
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et si n1 = · · · = n7 = n

rLee
(
C7n

)
= 2n.

Preuve 3.1.7 Par la proposition 2.4.1, le théorème 3.1.2 et le théorème 3.1.4, on a pour

x = x1x2x3x4x5x6x7 ∈ (Z2Z4)

7∑
j=1

nj
avec x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 donné par

(a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7) , (b0, b1, b2, b3, b4, b5, b6, b7) , (c0, c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7) ,

(d0, d1, d2, d3, d4, d5, d6, d7) , (e0, e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7) , (f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7) ,

(g0, g1, g2, g3, g4, g5, g6, g7) ,

respectivement, tel que

n1 =
7∑
j=0

aj, n2 =
7∑
j=0

bj, n3 =
7∑
j=0

cj, n4 =
7∑
j=0

dj, n5 =
7∑
j=0

ej, n6 =
7∑
j=0

fj, n7 =
7∑
j=0

gj.

Alors

dE
(
x, 00

)
= n1 − a0 + 3a2 + a5 + 4a6 + a7 + n2 − b0 + 3b2 + b5 + 4b6 + b7 + n3 − c0 +

3c2 + c5 + 4c6 + c7 + n4 − d0 + 3d2 + d5 + 4d6 + d7 + n5 − e0 + 3e2 + e5 + 4e6 + e7 + n6 −

f0 + 3f2 + f5 + 4f6 + f7 + n7 − g0 + 3g2 + g5 + 4g6 + g7, où

00 =

n1︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n2︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n3︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n4︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n5︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n6︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n7︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00,

est le premier vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y1) = n1 − a3 + 3a1 + a4 + 4a5 + a6 + n2 − b2 + 3b0 + 4b4 + b5 + b7 + n3 − c1 +

3c3 + c4 + c6 + 4c7 + n4 − d4 + d1 + 4d2 + d3 + 3d6 + n5 − e7 + e0 + 4e1 + e2 + 3e5 + n6 −

f6 + 4f0 + f1 + f3 + 3f4 + n7 − g5 + g0 + g2 + 4g3 + 3g7, où

y1 =

n1︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n2︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n3︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n4︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n5︷ ︸︸ ︷
11 · · · 11

n6︷ ︸︸ ︷
12 · · · 12

n7︷ ︸︸ ︷
13 · · · 13,

est le deuxième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y2) = n1 − a3 + 3a1 + a4 + 4a5 + a6 + n2 − b2 + 3b0 + 4b4 + b5 + b7 + n3 − c1 +

3c3 + c4 + c6 + 4c7 + n4 − d0 + 3d2 + d5 + 4d6 + d7 + n5 − e3 + 3e1 + e4 + 4e5 + e6 + n6 −

f2 + 3f0 + 4f4 + f5 + f7 + n7 − g1 + 3g3 + g4 + g6 + 4g7, où

y2 =

n1︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n2︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n3︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n4︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n5︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n6︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n7︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03,
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est le troisième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y3) = n1 − a2 + 3a0 + 4a4 + a5 + a7 + n2 − b0 + 3b2 + b5 + 4b6 + b7 + n3 − c2 +

3c0 + 4c4 + c5 + c7 + n4 − d0 + 3d2 + d5 + 4d6 + d7 + n5 − e2 + 3e0 + 4e4 + e5 + e7 + n6 −

f0 + 3f2 + f5 + 4f6 + f7 + n7 − g2 + 3g0 + 4g4 + g5 + g7, où

y3 =

n1︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n2︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n3︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n4︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n5︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n6︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n7︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02,

est le quatrième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y4) = n1 − a1 + 3a3 + a4 + a6 + 4a7 + n2 − b2 + 3b0 + 4b4 + b5 + b7 + n3 − c3 +

3c1 + c4 + 4c5 + c6 + n4 − d0 + 3d2 + d5 + 4d6 + d7 + n5 − e1 + 3e3 + e4 + e6 + 4e7 + n6 −

f2 + 3f0 + 4f4 + f5 + f7 + n7 − g3 + 3g1 + g4 + 4g5 + g6, où

y4 =

n1︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n2︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n3︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n4︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n5︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n6︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n7︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01,

est le cinquième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y5) = n1 − a0 + 3a2 + a5 + 4a6 + a7 + n2 − b0 + 3b2 + b5 + 4b6 + b7 + n3 − c0 +

3c2 + c5 + 4c6 + c7 + n4 − d4 + d1 + 4d2 + d3 + 3d6 + n5 − e4 + e1 + 4e2 + e3 + 3e6 + n6 −

f4 + f1 + 4f2 + f3 + 3f6 + n4 − g4 + g1 + 4g2 + g3 + 3g6, où

y5 =

n1︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n2︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n3︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n4︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n5︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n6︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n7︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10,

est le sixième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y6) = n1 − a2 + 3a0 + 4a4 + a5 + a7 + n2 − b0 + 3b2 + b5 + 4b6 + b7 + n3 − c2 +

3c0 + 4c4 + c5 + c7 + n4 − d4 + d1 + 4d2 + d3 + 3d6 + n6 − e6 + 4e0 + e1 + e3 + 3e4 + n6 −

f4 + f1 + 4f2 + f3 + 3f6 + n7 − g6 + 4g0 + g1 + g3 + 3g4, où

y6 =

n1︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n2︷ ︸︸ ︷
00 · · · 00

n3︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n4︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n5︷ ︸︸ ︷
12 · · · 12

n6︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n7︷ ︸︸ ︷
12 · · · 12,

est le septième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

dE (x, y7) = n1 − a1 + 3a3 + a4 + a6 + 4a7 + n2 − b2 + 3b0 + 4b4 + b5 + b7 + n3 − c3 +

3c1 + c4 + 4c5 + c6 + n4 − d4 + d1 + 4d2 + d3 + 3d6 + n7 − e5 + 3e0 + e2 + 4e3 + 3e7 + n2 −
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f6 + 4f0 + f1 + f3 + 3f4 + n5 − g7 + g0 + 4g1 + g2 + 3g5, où

y7 =

n1︷ ︸︸ ︷
03 · · · 03

n2︷ ︸︸ ︷
02 · · · 02

n3︷ ︸︸ ︷
01 · · · 01

n4︷ ︸︸ ︷
10 · · · 10

n5︷ ︸︸ ︷
13 · · · 13

n6︷ ︸︸ ︷
12 · · · 12

n7︷ ︸︸ ︷
11 · · · 11,

est le huitième vecteur de C
7∑
j=1

nj
.

Ainsi :

rE

C 7∑
j=1

nj

 ≤ 8n1 + 4(a0 + a1 + a2 + a3) + 12(a4 + a5 + a6 + a7)

8

+
8n3 + 4(c0 + c1 + c2 + c3) + 12(c4 + c5 + c6 + c7)

8

+
8n6 + 4(f0 + f1 + f2 + f3) + 12(f4 + f5 + f6 + f7)

8

+
8n2 + 8(b0 + b2 + b5 + b7) + 16(b4 + b6)

8

+
8n4 − 4(d0 + d4) + 4(d1 + d3 + d5 + d7) + 28(d1 + d6)

8

+
8n5 + 8(e0 + e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 + e7)

8

+
8n5 + 8(g0 + g1 + g2 + g3 + g4 + g5 + g6 + g7)

8
.

rE

C 7∑
j=1

nj

 ≤ 8n1 + 12(a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + a7)

8

+
8n3 + 12(c0 + c1 + c2 + c3 + c4 + c5 + c6 + c7)

8

+
8n6 + 12(f0 + f1 + f2 + f3 + f4 + f5 + f6 + f7)

8

+
8n2 + 4(b0 + b1 + b2 + b3 + b4 + b5 + b6 + b7)

8

+
8n4 + 28(d0 + d1 + d2 + d3 + d4 + d5 + d6 + d7)

8

+
8n5 + 8(e0 + e1 + e2 + e3 + e4 + e5 + e6 + e7)

8

+
8n5 + 8(g0 + g1 + g2 + g3 + g4 + g5 + g6 + g7)

8
.

Par conséquent :

rE

C 7∑
j=1

nj

 ≤ 1

2
[5(n1 + n3 + n6) + 3n2 + 9n4] + 2(n5 + n7).
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Pour la deuxième partie, nous avons Φ(C7n), l´ensemble donné par :

{000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000,

001 · · · 001011 · · · 011010 · · · 010100 · · · 100101 · · · 101111 · · · 111110 · · · 110,

001 · · · 001011 · · · 011010 · · · 010000 · · · 000001 · · · 001011 · · · 011010 · · · 010,

011 · · · 011001 · · · 001011 · · · 011000 · · · 000011 · · · 011001 · · · 001011 · · · 011,

010 · · · 010011 · · · 011001 · · · 001000 · · · 000010 · · · 010100 · · · 100001 · · · 001,

000 · · · 000000 · · · 000000 · · · 000100 · · · 100100 · · · 100100 · · · 100100 · · · 100,

011 · · · 011000 · · · 000011 · · · 011100 · · · 100111 · · · 111100 · · · 100111 · · · 111,

010 · · · 010011 · · · 011001 · · · 001100 · · · 100110 · · · 110111 · · · 111101 · · · 101}.

Alors :

rLee(C
7n) = r(Φ(C7n)) = 2n.

3.2 Les codes simplexes de type α et β sur Z2Z4

Dans cette partie, nous prenons en considération la construction des codes simplexes

de type α et β sur Z2Z4.

3.2.1 Les codes simplexes de type α

Soit mα
2,k la matrice génératrice de Sα2,k, le code simplexe binaire de type α, est défini

par :

mα
2,k =

 00 · · · 0 11 · · · 1

mα
2,k−1 mα

2,k−1

 , pour k ≥ 2,

où

mα
2,1 =

[
0 1

]
.

Dans [16], les codes simplexes Sα4,k de type α sur Z4 étaient définis. la matrice génératrice

Gα
4,k de Sα4,k est

Gα
4,k =

 00 · · · 0 11 · · · 1 22 · · · 2 33 · · · 3

Gα
4,k−1 Gα

4,k−1 Gα
4,k−1 Gα

4,k−1

 , pour k ≥ 2,
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où

Gα
4,1 =

[
0 1 2 3

]
.

En utilisant les deux matrices précédentes, on a pu construire un nouveau code, et

établir une étude complète sur les propriétés algébriques nécéssaires.

Construisons Sαk le code simplexe de type α sur Z2Z4, à partir de la concaténation de

22k copies de la matrice génératrice de Sα2,k et 2k copies de la matrice génératrice de Sα4,k
donnée par :

Θα
k =

[
mα

2,k mα
2,k · · · mα

2,k Gα
4,k Gα

4,k · · · Gα
4,k

]
, pour k ≥ 1. (3.1)

où la forme standard de Θα
k , la matrice génératrice de Sαk , est

Θα
k =

 00 00 · · · 00 01 01 · · · 01 · · · 13 13 · · · 13

Θα
k−1 Θα

k−1 · · · Θα
k−1

 , fork ≥ 2,

avec

Θα
1 =

[
00 01 02 03 10 11 12 13

]
.

Propriétés algébrique du nouveau code

• La longueur du code simplexe de type α sur Z2Z4 est égal à 23k+1.

• Le nombre de mots-code est égal à 2k04k1 pour certains k0 et k1.

Exemple 3.2.1 Dans le cas où k = 1 avec k0 = 0 et k1 = 1, on a tous les mots- code du

code simplexe Sα1 générés par Θα
1 , qui sont :

00 00 00 00 00 00 00 00,

00 01 02 03 10 11 12 13,

00 02 00 02 00 02 00 02,

00 03 02 01 10 13 12 11.



54

3.2.2 Les codes simplexes de type β

Construisons le code simplxe Sβk de type β, à partir de la concaténation de 2k copies de

la matrice génératrice de Sβ2,k et 2k−1 copies de la matrice génératrice de Sβ4,k définie par :

Θβ
k =

[
mβ

2,k mβ
2,k · · · mβ

2,k Gβ
4,k · · · Gβ

k

]
, pour k ≥ 2, (3.2)

où mβ
2,k est une matrice génératrice du code simplexe binaire de type β définie par : 11 · · · 1 00 · · · 0

mα
2,k−1 mβ

2,k−1

 , pour k ≥ 3,

avec

mβ
2,2 =

 11 0

01 1

 ,
et Gβ

4,k est une matrice génératrice du code simplexe sur Z4 de type β définie par : 11 · · · 1 00 · · · 0 22 · · · 2

Gα
4,k−1 Gβ

4,k−1 Gβ
4,k−1

 , pour k ≥ 3,

avec

Gβ
4,2 =

 1111 0 2

0123 1 1

 .
Propriétés algébrique du nouveau code

• Le code simplexe Sβk de type β est le code poinçonné de Sαk .

• Le nombre de mots code est 2k04k1 pour certains k0 et k1.

• La longueur de ces codes est 2k(2k−2 + 1)(2k − 1).

3.2.3 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type α

et β sur Z2Z4

Les théorèmes suivants fournissent les bornes supérieures sur le rayon de recouvrement

des codes simplexes sur Z2Z4 par rapport aux poids de Lee et euclidien.
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Théorème 3.2.2 Les bornes supérieurs des rayons de recouvrement des codes simplexes

sur Z2Z4 de type α sont donnés par :

rLee(S
α
k ) ≤ 3.23k−1 et rE(Sαk ) ≤ 2k

(
7 · 22k − 1

3

)
.

Preuve 3.2.3 Les codes simplexes sur Z2Z4 de type α a un poids de Lee égal à 23k ou

3 ·23k−1. Ainsi à partir de l´équation (2.9), la proposition 2.4.1 et le théorème 3.1.6, on a :

rLee(S
α
k ) ≤ rLee(2

2kSα2,k) + rLee(2
kSα4,k)

≤ 22krLee(S
α
2,k) + 2krLee(S

α
4,k)

≤ 22krHam(Sα2,k) + 2krLee(S
α
4,k)

≤ 22k
(
2k−1

)
+ 2k

[(
3 · 22(k−1) + 3 · 22(k−2) + · · ·+ 3 · 22·1)+ rL(Sα4,1)

]
≤ 23k−1 + 2k

[(
22k − 1

)
+ 1
]

≤ 23k−1 + 2k · 22k

≤ 23k−1 + 23k

6 3 · 23k−1.

D´où, rLee(Sαk ) ≤ 3 · 23k−1. Des arguments similaires, en utilisant l´équation (2.9), la

proposition 2.4.1 et le théorème 3.1.6 on obtient le résultat suivant :

rE(Sαk ) ≤ rE(22kSα2,k) + rE(2kSα4,k)

≤ 22krE(Sα2,k) + 2krE(Sα4,k)

≤ 22krHam(Sα2,k) + 2krE(Sα4,k)

≤ 22k · 2k−1 + 2k
(

11(22k−1)+9

6

)
≤ 2k

[
22k−1 +

(
11(22k−1)+9

6

)]
≤ 2k

(
7·22k−1

3

)
.

Les rayons de recouvrement des codes simplexes sur Z2Z4 de type β sont donnés dans

le théorème suivant :

Théorème 3.2.4 Les rayons de recouvrements des codes simplexes sur Z2Z4 de type β

sont donnés par :
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(i) rLee(Sβk ) ≤ 2k−1
[
(2k−1 + 1)(2k − 1)− 2

]
,

(ii) rE(Sβk ) ≤ 2k−1
(

14·22k−449
6

)
.

Preuve 3.2.5 D´aprés les équations (3.2), (2.9), la proposition 2.4.1 et le théorème 3.1.6,

on a :
rLee(S

β
k ) ≤ rLee(2

kSβ2,k) + rLee(2
k−1Sβ4,k)

≤ 2krLee(S
β
2,k) + 2k−1rLee(S

β
4,k)

≤ 2krHam(Sβ2,k) + 2k−1rLee(S
β
4,k)

≤ 2k
(

2k−1
2

)
+ 2k−1

[
2k−1

(
2k − 1

)
− 2
]

≤ 2k−1(2k − 1) + 2k−1
[
2k−1

(
2k − 1

)
− 2
]

≤ 2k−1
[
(2k−1 + 1)(2k − 1)− 2

]
.

Des arguments analogues, en utilisant l´équation (2.9), la proposition 2.4.1 et le théorème

3.1.6, donnent ce résultat

rE(Sβk ) ≤ rE(2kSβ2,k) + rE(2k−1Sβ4,k)

≤ 2krE(Sβ2,k) + 2k−1rE(Sβ4,k)

≤ 2krHam(Sβ2,k) + 2k−1rE(Sβ4,k)

≤ 2k
(

2k−1
2

)
+ 2k−1

[
2k
(
2k+1 − 1

)
+ 1

3

(
22k − 1

)
− 147

2

]
(since rE(Sβ2 ) ≤ 25)

≤ 2k−1
(
2k − 1

)
+ 2k−1

[
2k
(
2k+1 − 1

)
+ 1

3

(
22k − 1

)
− 147

2

]
≤ 2k−1

[
2k
(
2k+1 − 1

)
+ 1

3

(
22k − 1

)
+
(
2k − 1

)
− 147

2

]
≤ 2k−1

(
14·22k−449

6

)
.

Théorème 3.2.6 Le rayon de recouvrement du code dual de code simplexe de type α et β

est donné par :

rLee(S
α⊥

k ) = rLee(S
β⊥

k ) = 1, rE(Sα
⊥

k ) ≤ 2 et rLee(Sβ
⊥

k ) ≤ 2.

Preuve 3.2.7 La borne de Delsarte donne rLee(Sα
⊥

k ) ≤ 1 et rLee(Sβ
⊥

k ) ≤ 1, de sorte que

l´égalité est satisfaite. Les autres inégalités se définissent du lemme 2.4.4.
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Exemple 3.2.8 Pour k = 2, k0 = 1 et k1 = 1, le code simplexe Sβ2 a 2141 = 8 mots-code

et de longueur 24. La matrice génératrice de Sβ2 est donné par :

Θβ
2 =

 110 110 110 110 111102 111102

011 011 011 011 012311 012311

 .
Les mots-code de Sβ2 sont :

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00,

00 01 02 03 10 11 12 13 11 11 11 11,

00 02 00 02 00 02 00 02 02 02 02 02,

00 03 02 01 10 13 12 11 13 13 13 13,

11 11 11 11 11 11 11 11 00 00 02 02,

11 12 13 10 01 02 03 00 11 11 13 13,

11 13 11 13 11 13 11 13 02 02 00 00,

11 10 13 12 01 00 03 02 13 13 11 11.

Le rayon de recouvrement du code simplexe Sβ2 satisfait :

rLee(S
β
2 ) ≤ 14 et rE(Sβ2 ) ≤ 25.

3.3 Les Codes de MacDonald de type α et β sur Z2Z4

Le code de MacDonaldMk,u(q) sur un corps fini Fq est le
[
qk−qu
q−1

, k, qk−1 − qu−1
]
−code

dont n´importe quel mots-code non nul a un poids soit qk−1 ou qk−1 − qu−1.

Soit mα
2,k (resp., mβ

2,k) la matrice génératrice de Sα2,k (resp., Sβ2,k), pour 1 ≤ u ≤ k − 1,

on définit mα
2,k,u (resp. ; mβ

2,k,u) comme une matrice obtenue à partir de mα
2,k (resp., mβ

2,k),

par l´élimination des colonnes correspondantes aux colonnes de mα
2,u et 02u×(k−u) (resp.,

mβ
2,u et 0(2u−1)×(k−u)), qui est la matrice génératrice de Mα

2,k,u (resp., Mβ
2,k,u), le code de

MacDonald binaire de type α (resp., β), donné par :

mα
2,k,u =

[
mα

2,k \
02u×(k−u)
mα2,u

]
, pour k ≥ 2, (3.3)
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(resp. mβ
2,k,u =

[
mβ

2,k \
0(2u−1)×(k−u)

mβ2,u

]
, pour k ≥ 3). (3.4)

Dans [25], les codes de MacDonald de type α et β sur Z4 ont été définis en utilisant les

matrices génératrices des codes simplexes des types α et β sur Z4. Pour 1 ≤ u ≤ k−1, soit

Gα
4,k,u (resp., G

β
4,k,u) la matrice génératrice deMα

4,k,u (resp.,M
β
4,k,u), le code de MacDonald

de type α (resp., β) sur Z4 est obtenu de Gα
4,k (resp., Gβ

4,k) par l´élimination des colonnes

correspondantes aux colonnes de Gα
4,u et 022u×(k−u) (resp., Gβ

4,u
et 02(u−1)(2u−1)×(k−u)) est le

suivant :

Gα
4,k,u =

[
Gα

4,k \
022u×(k−u)

Gα4,u

]
, pour k ≥ 2, (3.5)

(resp. Gβ
4,k,u =

[
Gβ

4,k \
0
2(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ4,u

]
, pour k ≥ 3). (3.6)

Maintenant nous construisonsMα
k,u etMβ

k,u, les codes de MacDonald de type α et β

sur Z2Z4. Soit Θα
k,u, 1 ≤ u ≤ k−1, la matrice génératrice du code de MacDonald de type α

sur Z2Z4 obtenu par la concaténation de 22k des copies de la matrice génératrice deMα
2,k,u

et 2k des copies de la matrice génératrice deMα
4,k,u. on a, alors :

Θα
k,u =

[
mα

2,k,u
· · · mα

2,k,u Gα
4,k,u

· · · Gα
4,k,u

]
, pour k ≥ 2, (3.7)

Pour k ≥ 2 la matrice Θα
k,u prend la forme : 22k︷ ︸︸ ︷

mα
2,k\

02u×(k−u)

mα
2,u

· · ·mα
2,k\

02u×(k−u)

mα
2,u

2k︷ ︸︸ ︷
Gα

4,k\
022u×(k−u)

Gα
4,u

· · ·Gα
4,k\

022u×(k−u)

Gα
4,u

 ,
et avec un réarrangement nous obtenons : 22k︷ ︸︸ ︷

mα
2,k · · ·mα

2,k

2k︷ ︸︸ ︷
Gα

4,k · · ·Gα
4,k

22k︷ ︸︸ ︷
\

02u×(k−u)

mα
2,u

· · · \
02u×(k−u)

mα
2,u

2k︷ ︸︸ ︷
\

022u×(k−u)

Gα
4,u

· · · \
022u×(k−u)

Gα
4,u

 ,
de sorte que

Θα
k,u =


Θα
k

22k︷ ︸︸ ︷
\

02u×(k−u)

mα
2,u

· · · \
02u×(k−u)

mα
2,u

2k︷ ︸︸ ︷
\

022u×(k−u)

Gα
4,u

· · · \
022u×(k−u)

Gα
4,u

 , pour k ≥ 2.
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Soit Θβ
k,u, 1 < u ≤ k − 1, la matrice génératrice de code de MacDonal de type β sur

Z2Z4 obtenue par la concaténation des 2k copies de matrice génératrice deMβ
2,k,u et 2k−1

des copies de matrice génératrice deMβ
4,k,u. On a :

Θβ
k,u =

[
mβ

2,k,u
· · · mβ

2,k,u Gβ
4,k,u

· · · Gβ
4,k,u

]
, pour k ≥ 3, (3.8)

Pour k ≥ 3, la matrice Θβ
k,u prend la forme : 2k︷ ︸︸ ︷

mβ
2,k\

0(2u−1)×(k−u)

mβ
2,u

· · ·mβ
2,k\

0(2u−1)×(k−u)

mβ
2,u

2k−1︷ ︸︸ ︷
Gβ

4,k\
02(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ
4,u

· · ·Gβ
4,k\

02(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ
4,u

 ,
et avec un réarrangement nous obtenons :

Θβ
k,u =


Θβ
k

2k︷ ︸︸ ︷
\

0(2u−1)×(k−u)

mβ
2,u

\ · · ·
0(2u−1)×(k−u)

mβ
2,u

2k−1︷ ︸︸ ︷
\

02(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ
4,u

· · · \
02(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ
4,u

 .
Propriétés algébrique du nouveau code

• Le code de MacDonaldMα
k,u (resp.,Mβ

k,u), de type α (resp., β) sur Z2Z4 a des pa-

ramètres
[
23k+1 − 2k+u

(
2k + 2u

)]
(resp., [2k

(
2k−2 + 1

) (
2k − 1

)
− 2k (2u−2 + 1) (2u − 1)]),

• Il y a 2k04k1 mots-code pour chaque k0 et k1.

• D´après la définition de Gray map, le poids de Lee minimal du code de MacDonald

Mα
k,u (resp., Mβ

k,u), de type α (resp., β) sur Z2Z4 est dLee = 3 · 23k−1 + 2k+u(2k−1 − 2u)

(resp., dLee = 2k−1[(2k−1 + 1)(2k − 1)− (2k+u−1 + 1)(2u − 1)]).

3.3.1 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type α et β sur Z2Z4

Les bornes suivantes donnent les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type α et β sur Z2Z4.

Théorème 3.3.1 Pour u ≤ r ≤ k, les rayons de recouvrement des codes de MacDonald
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de type α sur Z2Z4 sont donnés par :

rLee(Mα
k,u) ≤

[
3 · 23k−1 − 2k+r−1

(
2r+1 + 2k

)]
+
[
22krHam(Mα

2,r,u) + 2krLee(Mα
4,r,u)

]
rE(Mα

k,u) ≤ 1
3

[
7 · 23k − 2k+r−1

(
3 · 2k + 11 · 2r

)]
+
[
22krHam(Mα

2,r,u) + 2krE(Mα
4,r,u)

]
Preuve 3.3.2 Pour u ≤ r ≤ k

rLee(Mα
k,u) ≤ rLee(2

2kMα
2,k,u) + rLee(2

kMα
4,k,u)

≤ 22krLee(Mα
2,k,u) + 2krLee(Mα

4,k,u)

≤ 22krHam(Mα
2,k,u) + 2krLee(Mα

4,k,u)

≤
[
22k
(
2k−1 − 2r−1

)
+ 22krHam(Mα

2,r,u)
]

+
[
2k
(
22·k − 22r

)
+ 2krLee(Mα

2,r,u)
]

≤
[
3 · 23k−1 − 2k+r−1

(
2r+1 + 2k

)]
+
[
22krHam(Mα

2,r,u) + 2krLee(Mα
4,r,u)

]
.

Les mêmes arguments pour rE(Mα
k,u).

En utilisant les équations (3.8), (2.9), la proposition 2.4.1 et le théorème 3.1.6, les bornes

suivantes sont obtenues par les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type

β.

Théorème 3.3.3 Pour u ≤ r ≤ k, les rayons de recouvrement des codes de MacDonald

de type β sont donnés par :

rLee(Mβ
k,u) ≤

[
22k−2

(
2k + 1

)
− 2k+r−2 (2r + 1)

]
+
[
22krHam(Mβ

2,r,u) + 2krLee(Mβ
4,r,u)

]
,

et

rE(Mβ
k,u) ≤

[
1
3
· 22k−3(3 + 11 · 2k)− 2k+r−3(5

3
· 2r + 1)

]
+
[
2krHam(Mβ

2,r,u) + 2k−1rE(Mβ
4,r,u)

]
.

Preuve 3.3.4

rLee(Mβ
k,u) ≤ rLee(2

kMβ
2,k,u) + rLee(2

k−1Mβ
4,k,u)

≤ 2krLee(Mβ
2,k,u) + 2k−1rLee(Mβ

4,k,u)

≤ 2krHam(Mβ
2,k,u) + 2k−1rLee(Mβ

4,k,u)

≤
2k
(
2k−1 − 2r−1

)
+ 2krHam(Mβ

2,r,u)

+2k−1
[
2k−1

(
2k − 1

)
− 2r−1 (2r − 1)

]
+ 2k−1rLee(Mβ

4,r,u)

≤
[
22k−2

(
2k + 1

)
− 2k+r−2 (2r + 1)

]
+
[
2krHam(Mβ

2,r,u) + 2k−1rLee(Mβ
4,r,u)

]
.

Les mêmes arguments pour rE(Mβ
k,u).
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Exemple 3.3.5 Pour k = 2, k0 = 1, k1 = 1 et u = 1, le code de MacDonald Mα
2,1 a

2141 = 8 mots-code, de longueur 80, et de matrice génératrice :

Θα
2,1 =

 11

01
· · ·

11

01

1111 2222 3333

0123 0123 0123
· · ·

1111 2222 3333

0123 0123 0123

 ,

où la matrice

 11

01

 est répété 24 fois dans Θα
2,1 et la matrice :

 1111 2222 3333

0123 0123 0123


est répétée 22 fois dans Θα

2,1. Le rayon de recouvroument de code de MacDonald Mα
2,1 est

égal à :

rLee(Mα
2,1) ≤

[
3 · 23×2−1 − 22+r−1

(
2r+1 + 22

)]
+
[
24rHam(Mα

2,r,1) + 22rLee(Mα
4,r,1)

]
.

Pour r = 2 on a

rLee(Mα
2,1) ≤

[
24rHam(Mα

2,2,1) + 22rLee(Mα
4,2,1)

]
,

de sorte que

rLee(Mα
2,1) ≤ 64,

et

rE(Mα
2,1) ≤ 88.

Théorème 3.3.6 Pour u ≤ r ≤ k, Le rayon de recouvrement du code dual de code de

MacDonald sur Z2Z4 de type α et β est donné par :

rLee(Mα⊥

k,u) = rLee(Mβ⊥

k,u) = 2, rE(Mα⊥

k,u) ≤ 4 et rE(Mβ⊥

k,u) ≤ 4.

Preuve 3.3.7 La preuve est semblable à celle du Théorème 3.2.6.
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3.4 Les images binaires par le Gray map des codes sim-

plexes et MacDonald de type α et β sur Z2Z4

3.4.1 Les images binaires des codes simplexes de type α et β sur

Z2Z4

L´image binaire par le Gray map de Sαk est une concaténation du code simplexe binaire

Sα2,k qui est donnée par le théorème suivant :

Théorème 3.4.1 Soit Sαk le code simplexe sur Z2Z4 de type α avec un poids de Lee mini-

mal dLee alors Φ(Sαk ) est une concaténation des 3 · 22k copies de code simplexe binaire de

paramètres [3 · 23k; k; dH = 3 · 23k−1].

Preuve 3.4.2 Si Θα
k est la matrice génératrice de code simplexe Sαk de type α sur Z2Z4,

alors Φ(Θα
k ) possède la forme suivante :

Φ(Θα
k ) =


3·22k︷ ︸︸ ︷

mα
2,k mα

2,k · · · mα
2,k

 ,
où mα

2,k est la matrice génératrice du code simplexe binaire Sα2,k. Le résultat alors s´en suit

par l´induction sur k.

L´image binaire par le Gray map de Sβk est une concaténation du code simplexe binaire

Sβ2,k est donnée par le théorème suivant.

Théorème 3.4.3 Soit Sβk un code simplexe sur Z2Z4 de type β avec un poids de Lee

minimale dLee, alors Φ(Sβk ) est une concaténation des 2k
(
2k−1 + 1

)
copies de code simplexe

binaire de paramètres [2k(2k−1 + 1)(2k − 1); k; dHam = 2k−1(2k−1 + 1)(2k − 1)].

Preuve 3.4.4 La même que celui du théorème 3.4.1.

Le lemme suivant sera utile pour prouver que l´image binaire des codes simplexes de

type β atteint la borne de Gilbert.
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Lemme 3.4.5 Soit C un code de longueur n et de type 2k04k1 sur Z2Z4, et soit dLee la

distance minimale de C, alors le rayon de recouvrement rLee(C) satisfait :⌊
dHam

2

⌋
≤ rLee(C) ≤ 2(n− k1)− k0, (3.9)

et par conséquent : ⌊
dLee

2

⌋
≤ rLee(C) ≤ dLee − 1. (3.10)

Preuve 3.4.6 Soient x et y deux mots-code de C avec x = x1x2 et y = y1y2, alors on a :

dLee(x, y) = dHam(x1, y1) + dLee(x2, y2).

La borne de rayon d´emballage du code sur Z4 voir [[4], Théorème 4.3], est donnée par :

dLee(x, y) ≥ dHam(x1, y1) +

⌊
dLee

2

⌋
,

qui implique

dLee(x, y) ≥
⌊
dLee

2

⌋
,

on obtient

rLee(C) ≥
⌊
dLee

2

⌋
.

Le reste de l´équation (3.9) est obtenu par la borne de redondance voir [[4], Théorème 4.6].

Théorème 3.4.7 Soit Sβk un code simplexe de type β sur Z2Z4. Alors le code binaire Φ(Sβk )

obtenu de Sβk par l´image de Gay map atteint la borne de Gilbert.

Preuve 3.4.8 Supposons que Φ(Sβk ) le code binaire de distance minimale dHam, qui est

la même distance minimale de Sβk , lorsque le Gray map est une application préservant le

poids, et par la proposition 2.4.3 on a :

r(Φ(Sβk )) = rLee(S
β
k ),

donc, d´aprés la borne de rayon d´emballage, le lemme 3.4.5, le théorème 3.2.2 et le

théorème 3.4.1, on a :

2k−1
[
(2k−1 + 1)(2k − 1)− 2

]
≤ 2k−1(2k−1 + 1)(2k − 1)− 1, pour k ≥ 2.
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Alors, on peut conclure que :

rLee(S
β
k ) ≤ dHam − 1 for k ≥ 2,

lorsque Φ(Sβk ) a un rayon de recouvrement moins de dLee − 1. Il est dans [[44], p. 87],

qu´un code sur Fq avec une distance minimale dHam et rayon de recouvrement dHam − 1

atteint la borne de Gilbert .

3.4.2 Les images binaires des codes de MacDonald de type α et β

sur Z2Z4

Les images binaires par le Gray map deMα
k,u etM

β
k,u sont des concaténations des codes

de MacDonald binaires de type α et β, respectivement, donnés par les théorèmes suivants.

Théorème 3.4.9 Soit Mα
k,u un code de MacoDonald sur Z2Z4 de type α et un poids de

Lee minimal dLee, alors Φ(Mα
k,u) est une concaténation de 3 · 22k + 2k+u+1 copies du code

de MacDonald binaire de paramètres

[3 · 23k − 2k+u(2k + 2u+1); k; dHam = 3 · 23k−1 + 2k+u(2k−1 − 2u)].

Preuve 3.4.10 La même que celle du théorème 3.4.1.

Théorème 3.4.11 Soit Mβ
k,u un code de MacDonald sur Z2Z4 de type β et un poids de

Lee minimal dLee, alors Φ(Mβ
k,u) est une concaténation des

2k[(2k−1+1)(2k−1)−(2k+u−1+1)(2u−1)]
2k−2u

copies du code de MacDonald binaire de paramètres

[2k[(2k−1+1)(2k−1)−(2k+u−1+1)(2u−1)]; k; dHam = 2k−1[(2k−1+1)(2k−1)−(2k+u−1+1)(2u−1)]].

Preuve 3.4.12 La même preuve que celle du théorème 3.4.1.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les bornes de rayon de recouvrement des codes simplexes et des codes

de MacDonald de type α et β sur Z2Z4 ont été calculées. Les valeurs exactes ont été
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obtenues dans certains cas. Les images binaires sous le Gray map de ces codes ont été

présentées.



Chapitre 4

Les codes simplexes et les codes de

MacDonald de type α et β sur Rq

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires concernant l´anneau de

Frobenius Rq et les codes sur cet anneau. En plus, nous définissons le poids homogène et son

Gray map, nous présentons les propriétés des codes simplexes et des codes de MacDonald

de type α et de type β, et spécialement les images binaires et les rayons de recouvrement

[18].

4.1 Préliminaires

Soit q ≥ 2 un entier positif, alors l´anneau Rq = F2[u1, u2, . . . , uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj = ujui〉

est donné d´une façon récurrente par :

Rq = F2[u1, u2, · · · , uq]/
〈
u2
i = 0, uiuj = ujui

〉
= Rq−1 + uqRq−1.

Pour chaque sous-ensemble A ⊆ {1, 2, · · · , q} on a :

uA =
∏
i∈A

ui,

accord que u∅ = 1, alors tous les éléments de Rq peuvent s´exprimer par :∑
A⊆{1,2,...,q}

cAuA, avec cA ∈ F2.
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Les lemmes suivants prouvés dans [31] et [69] donnent quelques propriétés importantes de

Rq.

Lemme 4.1.1 L´anneau Rq est un anneau commutatif local avec |Rq| = 22q . L´unique

idéal maximal mq se constitué de tous les diviseurs de zéro et

|mq| =
|Rq|

2
.

Lemme 4.1.2

(i) Pour tout a ∈ Rq, on a :

a · (u1u2 · · ·uq) =

 0 si a et un diviseur de zéro ,

u1u2 · · ·uq si a est une unité.

(ii) Pour toute unité a ∈ Rq et x ∈ Rq, on a :

a · x = u1u2 · · ·uq ⇔ x = u1u2 · · ·uq.

On note l’ensemble des unités de Rq par U(Rq), et les diviseurs de zéro par D(Rq).

Il est clair que :

|U(Rq)| = |D(Rq)| = 22q−1 et U(Rq) = D(Rq) + 1.

Un code linéaire de longueur n sur Rq est défini comme un Rq-sous module de Rn
q .

4.1.1 Le poids de Lee, homogène sur Rq et le Gray Map

Le poids de Lee sur Rq et le Gray Map

Soit l´ordre des sous-ensembles de l´ensembles {1, 2, . . . , q} est donné par :

{1, 2, . . . , q} = {1, 2, . . . , q − 1} ∪ {q} .

Avec cet ordre, Le Gray map est défini par :

ΨLee : Rq → F2
q

2 ,
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avec

ΨLee (uA) = (cB)B⊂{1,2,...,q} ,

et

cB =

 1 si B ⊂ A,

0 d´autre part.

On peut étendre ΨLee à tous les éléments de Rq et on peut définir le poids de Lee d´un

élément dans Rq comme le poids de Hamming de son image. C´est une distance linéaire

préservant le Gray map Rn
q à F2qn

2 . II s´ensuit immédiatement que :

wLee(uA) = 2|A|.

Nous avons donc le lemme suivant.

Lemme 4.1.3 Si C est un code linéaire sur Rq de longueur n, de cardinal 2k et de poids de

Lee minimal dLee, alors ΨLee(C) est un code linéaire binaire de paramètres [22qn, k, dLee].

Le poids homogène sur Rq et le Gray Map

Plusieurs poids peuvent être définis sur les anneaux. Un poids sur un code C sur

l´anneau Rq est appelé homogène s´il satisfait la définition suivante.

Définition 4.1.4 [37, p. 19] Une fonction réelle w sur l´anneau fini Rq s´appelle un poids

homogène à gauche si w(0) = 0 et vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tous x, y ∈ Rq, Rqx = Rqy ⇒ w(x) = w(y).

(ii) Il existe un nombre réel η tel que :∑
y∈Rqx

w(y) = η|Rqx| pour tout x ∈ Rq − {0}.

Le nombre η est la valeur moyenne de w dans Rq, et par la condition (i) on peut déduire

que η est constante sur tout idéal principal non nul de Rq.

Honold [43] décrit le poids homogène sur Rq concernant le caractére générateur.
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Proposition 4.1.5 [43] Soit Rq un anneau fini de caractère générateur χ, donc tous les

poids homogènes sur Rq sont de la forme :

w : Rq → R

x 7→ γ

[
1− 1

|R×q |
∑

u∈R×q χ(xu)

]
Le poids homogène sur Rq est obtenu en utilisant la proposition 4.1.5. Basé sur le

résultat de [31] et [69] ce qui suit est un caractère générateur de l´anneau Rq

χ

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 = (−1)wt(c),

où wt(c), est le poids de Hamming du vecteur de coordonnées dans F2 d´un élément dans

la base {uA;A ⊆ {1, 2, · · · , q}}. On a

χ(0) = 1

χ(1) = χ(u1) = · · · = χ(uq) = χ(u1u2) = · · · = χ(u1u2 · · ·uq) = −1

χ(1 + u1) = χ(u1 + u2) = · · · = χ(uq + u1u2 · · ·uq) = 1

χ(1 + u1 + u2) = χ(u1 + u2 + u3) = · · · = χ(uq−1 + uq + u1u2 · · ·uq) = −1
...

χ

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 = 1.

Le théorème suivant est un résultat principale pour les poids homogènes dans Rq.

Théorème 4.1.6 le poids homogène dans Rq est

whom(x) =


0 si x = 0,

2γ si x = u1u2 · · ·uq,

γ autrement .

Le lemme suivant dans [43, Théorème 2] sera la clé pour prouver le théorème principale

concernant le poids homogène dans Rq.
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Lemme 4.1.7 Soit x un élément dans Rq tel que x 6= 0 et x 6= u1u2 · · ·uq, alors∑
a∈Rq

χ(a · x) = 0.

Preuve 4.1.8 Soit x = u1u2 · · ·uq. Alors par le lemme 4.1.2 on a :

1) a · x = x pour tout a ∈ U(Rq)

2) χ(a · x) = −1 pour tout a ∈ U(Rq).

Par conséquent, par la proposition 4.1.5 on a :

whom(x) = γ

1− 1

|U(Rq|
∑

a∈U(Rq

(−1)

 = 2γ.

Si x 6= 0 et x 6= u1u2 · · ·uq, par le lemme 4.1.7 on a :∑
a∈Rq

χ(a · x) = 0.

nous obtenons ainsi :

whom(x) = γ

[
1− 1

|U(Rq|
0

]
= γ.

On propose une définition pour le poids homogène pour un mots-code x = (x1, x2, · · · , xn) ∈

Rn
q comme suit :

whom (xi) =


0 si xi = 0,

2q+1 si xi = u1u2 · · ·uq,

2q autrement.

On obtient le Gray map correspondant suivant :

Ψhom : Rq → F2
q+1

2

où
Ψhom (0) = 0000 · · · 00

Ψhom (1) = 0101 · · · 01
...

...
...

Ψhom

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 = 1111 · · · 11



71

D´où le lemme suivant.

Lemme 4.1.9 Si C est un code linéaire sur Rq de longueur n, de cardinale 2k et de

poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(C) est un code linéaire binaire de paramètres

[22q+1
n, k, dhom].

En utilisant les informations de [30], le code de torsion de C sur Rq est défini par :

TorA (C) = {v ∈ Fn2 ; uAv ∈ C,A ⊂ {1, · · · , 2q}} . (4.1)

l´ensemble :

Tor∅ (C) = {v ∈ Fn2 ; u∅v ∈ C,A = ∅}

est appelé le code de résidus, il est souvent désigné par :

Res(C) = {u ∈ Fn2 ;∃v ∈ Fn2 ;u+ uAv ∈ C}.

En général, nous avons l´inclusion suivante du codes de torsion

Tor∅ (C) ⊆ Tor{i}⊂{1,··· ,2q} (C) ⊆ · · · ⊆ Tor{1,··· ,2q} (C) . (4.2)

Ainsi, pour un code C sur Rq

|C| = |Tor∅ (C) ||Tor{i}⊂{1,··· ,2q} (C) | · · · |Tor{1,··· ,2q} (C) |.

4.2 Codes simplexes de type α sur Rq

Soient q et k des entiers positifs avec q ≥ 1, et soit Gα
(q,k) la matrice de taille k × 22q ·k

défini par :

Gα
(q,k) =


Gα

(q,k−1) . . . Gα
(q,k−1)

022
q ·(k−1) . . .

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

× 1
22
q ·(k−1)

 , (4.3)
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pour k ≥ 2, où

Gα
(q,1) =

0 1 u1 · · ·

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA


 ,

est une matrice avec une ligne et 22q colonnes contient tous les éléments de Rq. Les colonnes

de Gα
(q,k) constitués des tous les k-uples distinctes sur Rq. Le code Sα(q,k) généré par Gα

(q,k)

s´appelle code simplexe de type α sur Rq. Ce code a la longueur 22qk.

Remarque 4.2.1 Si Ak−1 est la matrice de taille 22q ·(k−1) × 22q ·(k−1) constitué de tous les

mots-code dans Sα(q,k−1), et J est la matrice dont toutes les composantes égal à 1, alors le

tableau de tous les mots-code de Sα(q,k) est donné par la matrice de taille 22q ·k × 22q ·k



Ak−1 Ak−1 · · · Ak−1

Ak−1 J + Ak−1 · · ·

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 J + Ak−1

...
... . . . ...

Ak−1

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 J + Ak−1 · · · J + Ak−1


,

(4.4)

où A1 est le tableau des opérations de multiplication dans Rq, qui sont donnés par :

· 0 1 u1 · · ·

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA


0 0 0 0 · · · 0

1 0 1 u1 · · ·

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA


...

...
...

... · · · ...

· 0

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA


 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 · · · 1
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Remarque 4.2.2 Si l1, l2, . . . , lk sont les lignes de Gα
(q,k), alors :

1. wHam (li) = (22q − 1)22q ·k−2q , wHam (u1li) = wHam (u2li) = . . . = wHam (uqli) =

(22q − 1)22q ·k−2q , wHam (u1u2 . . . uqli) = 22q ·k−1.

2. wLee (li) = wLee (u1li) = wLee (u2li) = . . . = wLee (u1u2 . . . uqli) = 22q ·k+(q−1).

3. whom (li) = whom (u1li) = whom (u2li) = . . . = whom (u1u2 . . . uqli) = 22qk.

Dans la matrice Gα
(q,k), il est clair que chaque élément de Rq, est répété 22q ·(k−1) fois

dans chaque ligne. Ainsi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 4.2.3 Soit c ∈ Sα(q,k) non nul. Si une coordonnée de c est une unité, alors chaque

élément de Rq est répété 22q ·(k−1) fois dans c.

Preuve 4.2.4 Par la remarque 4.2.1, pour chaque x ∈ Sα(q,k−1) nous avons les mots-code

suivants :

c1 = (x|x|x| · · · |x)

c2 =

x|1 + x|u1 + x| · · · |

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

+ x


...

c
22
q =

x|
1 +

∑
A⊆{1,2,··· ,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

+ x| · · · |x

 .

Le résultat est obtenu par récurrence sur k et la remarque 4.2.1.

Pour obtenir les codes de torsion sur Rq, il est nécessaire d´introduire les codes binaires

simplexes de type α et β.

Le code simplexe binaire de type α, noté par Sk, a des paramètres [2k; k; dHam = 2k−1]

et une matrice génératrice :

Gk =

 00 · · · 0 11 · · · 1

Gk−1 Gk−1

 , (4.5)
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pour k > 2, où G1 = [0|1].

Le code simplexe binaire de type β, noté par Ŝk, a des paramètres [2k−1; k; dHam = 2k−1]

et une matrice génératrice :

Ĝk =

 11 · · · 1 00 · · · 0

Gk−1 Ĝk−1

 , (4.6)

pour k > 3, où

Ĝ2 =

 11 0

01 1

 . (4.7)

Lemme 4.2.5 Le code de torsion de Sα(q,k) est la concaténation 2(2q−1)k de code Sk.

Preuve 4.2.6 Le code de torsion de Sα(q,k) est l´ensemble des mots-code obtenu en rem-

plaçant u1u2 · · ·uq avec 1 dans tout u1u2 . . . uq- des combinaisons linéaires des lignes de

u1 · · ·uqGα
(q,k) (où Gα

(q,k) est la matrice génératrice de Sα(q,k) définie dans l´équation (4.3)).

La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k = 2, le résultat est vrai. Si u1u2 · · ·uqGα
(q,k−1)

est la matrice obtenue par la concaténation des 2(2q−1)(k−1) de la matrice u1u2 · · ·uqGk−1 ,

de sorte que u1u2 · · ·uqGα
(q,k) prend la forme :

 u1u2 · · ·uqGk−1 · · ·u1u2 · · ·uqGk−1 · · · u1u2 · · ·uqGk−1 · · ·u1u2 · · ·uqGk−1

0
22
q ·(k−1)

· · · (u1u2 . . . uq)× 1
22
q ·(k−1)

 . (4.8)

On regroupe les colonnes basées sur l´quation (4.5), on obtient le résultat.

Pour q ≥ 2, nous définissons l´homomorphisme linéaire suivant :

Γq : Rq → Rq−1

1 +
∑

A⊆{1,2,··· ,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA 7−→ Γq

1 +
∑

A⊆{1,2,··· ,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 ,

où

Γq

1 +
∑

A⊆{1,2,··· ,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 = 1 +
∑

A⊆{1,2,··· ,q−1}.
c∅=0∨A 6=∅

cAuA.
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on a

Im(Γq) = Rq−1,

et pour n un entier positif cet homomorphisme peut être étendu à Rn
q

Γq : Rn
q −→ Rn

q−1.

Théorème 4.2.7 Soit Sα(q,k) le code simplexe de type α sur Rq, alors Γq(S
α
(q,k)) est la conca-

ténation des 22q−1k codes simplexes de type α sur Rq−1.

Preuve 4.2.8 Si Gα
(q,k) est la matrice génératrice de code simplexe Sα(q,k) de type α sur Rq,

alors Γq(G
α
(q,k)) est de la forme :

Γq(G
α
(q,k)) =


22
q−1k︷ ︸︸ ︷

Gα
(q−1,k) Gα

(q−1,k) · · · Gα
(q−1,k)

 ,
où

Gα
(q−1,k) =


Gα

(q−1,k−1) Gα
(q−1,k−1) · · · Gα

(q−1,k−1)

0
22
q−1(k−1)

122
q−1(k−1) · · ·

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A6=∅

cAuA

× 1
22
q−1(k−1)

 ,
est la matrice génératrice du code simplexe de type α sur Rq−1.

Théorème 4.2.9 Si Sα(q,k) est le code simplexe de type α sur Rq, alors :

Γq
(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Sα(2,k)

)))
=

22
q( q−1

q )
k︷ ︸︸ ︷

Sα(1,k)S
α
(1,k) · · ·Sα(1,k),

est la concaténation des 22
q( q−1

q )k codes Sα(1,k), où S
α
(1,k) est le code simplexe de type α sur

R1.

Preuve 4.2.10 La preuve est par récurrence sur q, et en utilisant le Théorème 4.2.9.
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Pour q = 2, si Gα
(2,k) est la matrice génératrice de code simplexe sur R2, alors :

Γ2

(
Gα

(2,k)

)
=


22k︷ ︸︸ ︷

Gα
(1,k) Gα

(1,k) · · · Gα
(1,k)

 ,
où Gα

(1,k) est la matrice génératrice de code simplexe sur R1. Si

Γq−1

(
Γq−2 · · ·

(
Γ2

(
Gα

(2,k)

)))
=
(

22q−1k · · ·
(

222kGα
(1,k)

))
,

est la matrice génératrice obtenue par la concaténation des 22
(q−2)( q+1

2 )k codes simplexes de

type α sur R1, alors :

Γq
(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Gα

(2,k)

)))
=
(

22qk · · ·
(

222kGα
(1,k)

))
=


22
q( q−1

2 )
k︷ ︸︸ ︷

Gα
(1,k) Gα

(1,k) · · · Gα
(1,k)

 .

Soient S0 = {0}, S1 = {0, u1u2 · · ·uq},· · · , Sq−1 = {0, u1, u2, · · · , u1u2 · · ·uq}, et Sq =

Rq. Notons que Sq−1 est l´ensemble de tous les diviseurs de zéro de Rq. Un mots-code

c = (c1, c2, · · · , cn) ∈ Sα(q,k) est concidéré de type m, 0 ≤ m ≤ q, si tous ses composantes

appartiennent à l´ensemble Sm. Pour Gα
(q,k), on a chaque élément de Rq se trouve également

dans chaque ligne de Gα
(q,k).
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Pour déterminer le nombre de mots-code de type m dans Sα(q,k), 0 ≤ m ≤ q, nous

définissons la matrice Dm, tel que :

D0 =


u1u2 . . . uql1

u1u2 . . . uql2
...

u1u2 . . . uqlk

 , D1 =



u1 . . . uq−1l1

u1 . . . uql1

u1 . . . uq−1l2

u1 . . . uql2
...

u1 . . . uq−1lk

u1 . . . uqlk


, · · · , Dq =



l1

u1l1
...

u1 . . . uqR1

l2

u1l2
...

u1 . . . uql2
...

lk

u1lk
...

u1 . . . uqlk



,

où li la ith ligne de Gα
(q,k). Notons que les mots-code générés par D0 ont des éléments qui

sont, soit 0 ou u1u2 . . . uq, et Dq génère Sα(q,k), soit C
(m) le sous-code de C généré par les

lignes de Dm, alors on a :

C(0) ⊂ C(2) ⊂ · · · ⊂ C(q),

et C(m) a 2mk mots-code. Pour 0 ≤ m ≤ q, les mots-code de type m sont répétés 2mk −

2(m−1)k fois dans Sα(q,k). Cela prouve le lemme suivant.

Lemme 4.2.11 Pour 0 ≤ m ≤ q, le nombre de mots-code de type m dans Sα(q,k) est

2(m−1)k(2k − 1).

Théorème 4.2.12 Les distributions de poids de Hamming, Lee et homogène de Sα(q,k) sont :

(i) AHam(0) = 1, AHam((2
(2qk−m)

)(22m − 1)) = 2(m−1)k(22m − 1), pour 0 ≤ m ≤ q.

(ii) ALee(0) = 1, ALee(2
2qk+(q−1)) = 22qk − 1.
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(iii) Ahom(0) = 1, Ahom(22qk) = 22qk − 1.

Preuve 4.2.13 Soit c ∈ Sα(q,k) un mots-code de type m (6= 0), alors par le lemme 4.2.11

on a :

AHam(22q−m(22m − 1)) = 2(m−1)k(22m − 1),

pour m = 0, et AHam(0) = 1. De plus, d´après le lemme 4.2.3 on a :

ALee(c) = 22q ·k − 1,

qui est indépendant de m, de sorte que tous les mots-code de type m (6= 0) ont les mêmes

poids de Lee et homogènes.

4.2.1 Les images Gray binaires des codes simplexes de type α

Les images Gray Binaires des codes simplexes Sα(q,k) sur Rq sont données dans les deux

théorèmes suivants :

Théorème 4.2.14 Soit Sα(q,k) un code simplexe sur Rq de longueur 22qk et de poids de Lee

minimale dLee, alors ΨLee(S
α
(q,k)) est la concaténation de 2(2q−1)k+q codes simplexes binaires

a des paramètres [22qk+q; k; dHam = 22qk+q−1].

Preuve 4.2.15 Soit Gα
(q,k) une matrice génératrice de code simplexe Sα(q,k) sur Rq, alors

ΨLee(G
α
(q,k)) est de la forme :

ΨLee(G
α
(q,k)) =


2(2

q−1)k+q︷ ︸︸ ︷
Gk Gk · · · Gk

 ,
où Gk est une matrice génératrice du code simplexe binaire Sk. La démonstration est par

récurrence sur k.

Théorème 4.2.16 Soit Sα(q,k) un code simplexe sur Rq de longueur 22qk et un poids homo-

gène minimale dhom, alors Ψhom(Sα(q,k)) est la concaténation des 2(2q−1)k+q+1 codes simplexes

binares a de paramètres [22qk+q+1; k; dHam = 22qk+q].

Preuve 4.2.17 La preuve est analogue au Théorème 4.2.14.
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4.3 Codes simplexes de type β sur Rq

Soit Gβ
(q,k) la matrice de taille k × 2(2q−1)(k−1)(2k − 1) définie par :

Gβ
(q,k) =

 1
22
q ·(k−1) 0

22
q
(k−2)(2k−1−1) . . .

(∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

)
22
q
(k−2)(2k−1−1)

Gα
(q,k−1) Gβ

(q,k−1) . . . Gβ
(q,k−1)

 ,
pour k > 2, et

Gβ
(q,2) =

 1
22
q ·(k−1)

0 . . .
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

0 1 . . .

(
1 +

∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

)
1 . . . 1

 ,
où Gα

(q,k−1) est une matrice génératrice de Sα(q,k−1).

Le code simplexe Sβq,k de type β est le code poinçonné de Sαq,k. Ce code est de longueur

2(2q−1)(k−1)(2k − 1).

Remarque 4.3.1 (i) Ak−1 (Bk−1) désigne l´ensemble des mots-code dans Sα(q,k−1) (resp.

Sβ(q,k−1)), et J la matrice dont tous les éléments égaux à 1.

(ii) L´ensemble de tout les mots-code de Sβ(q,k) est donné par la matrice suivante :



Ak−1 Bk−1 · · · Bk−1

J + Ak−1 Bk−1 · · ·

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 J +Bk−1

...
... . . . ...1 +

∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 J + Ak−1 Bk−1 · · ·

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 J +Bk−1


.

U(Rq) et D(Rq) deux ensembles, l´ensemble des unités et l´ensemble des diviseurs de

zéro de Rq, respectivement. La proposition suivante donne les distributions de poids de

Sβ(q,k).

Proposition 4.3.2 Pour 2 ≤ j ≤ k, Soit lj la jth ligne de Gβ
(q,k). Alors on a :
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(i)
∑

i∈U(Rq)

wi = 22
q ·(k−1), et chaque diviseur de zéro dans Rq se trouve 2(2q−1)·(k−2)(2k−1−1)

fois dans lj.

(ii) wHam(lj) = 2(2q−1)(k−1)−2q((22q − 1)(2k − 1) + 1).

1. wLee(l1) = 22q(k−1) + 22q ·k−(2q−1) − 24k−(2q−2).

(iii) whom(lj) = 2(2q−1)k−1(2k − 1).

Preuve 4.3.3 La démonstration résulte en utilisant la définition de lj.

La proposition suivante donne la structure des mots-code de Sβ(q,k).

Proposition 4.3.4 Considérons un mots-code c ∈ Sβ(q,k). Si une coordonnée de c est une

unité alors
∑

i∈U(Rq) wi = 22
q ·(k−1), et chaque diviseur de zéro de Rq se trouve 2(2

q−1)·(k−2)(2k−1−

1) fois dans c.

Preuve 4.3.5 Par la remarque 4.3.1, il existe x1 ∈ Sα(q,k−1), et x2 ∈ Sβ(q,k−1) tel que c prend

des 22q formes suivantes :

c1 = (x1|x2|x2| · · · |x2)

c2 =

1 + x1|x2|u1 + x2| · · · |

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

+ x2


...

c
22
q =


1 +

∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A6=∅

cAuA

+ x1| · · · |

 ∑
A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

+ x2

 .

Le résultat alors par induction sur k.

Lemme 4.3.6 Le code de torsion de Sβ(q,k) est la concaténation des 2(2q−1)·(k−2) codes

simplexes binaires de type β notée par Ŝk.

Preuve 4.3.7 La même démonstration que dans le lemme 4.2.5.

Théorème 4.3.8 Les distributions de poids de Hamming et homogéne Sβ(q,k) sont :
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(i) AHam(0) = 1, AHam(2(2q−1)(k−1)[(2k−m(22m − 1) + (21−m − 1)]) = 2(m−1)k(22m − 1),

0 ≤ m ≤ q.

(ii) Ahom(0) = 1, Ahom(2(2q−1)k−1(2k − 1) = 2k(2(2q−1)k − 1).

Preuve 4.3.9 La preuve est semblable à celle du Théorème 4.2.12.

Théorème 4.3.10 Soit Sβ(q,k) le code simplexe de type β sur Rq, alors Γq(S
β
(q,k)) est la

concaténation des 22q−1k codes simplexes de type β sur Rq−1.

Preuve 4.3.11 Si Gβ
(q,k) est la matrice génératrice de code simplexe de type β sur Rq,

alors Γq(G
β
(q,k)) est sous forme :

Γq(G
β
(q,k)) =


22k︷ ︸︸ ︷

Gβ
(q−1,k) Gβ

(q−1,k) · · · Gβ
(q−1,k)

 ,
où Gβ

(q−1,k) est la matrice génératrice de code simplexe Sβ(q,k−1) de type β sur Rq−1.

Théorème 4.3.12 Si Sβ(q,k) est le code simplexe de type β sur Rq, alors

Γq

(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Sβ(2,k)

)))
=

22
q( q−1

2 )
k︷ ︸︸ ︷

Sβ(1,k)S
β
(1,k) · · ·S

β
(1,k),

est la concaténation des 22
q( q−1

2 )k codes simplexes de type β sur R1, notée par Sβ(1,k).

Preuve 4.3.13 La preuve est par récurrence sur q et le Théorème 4.3.10.

Pour q = 2, Gβ
(2,k) est une matrice génératrice pour le code simplexe de type β sur R2,

alors

Γ2

[
Gβ

(2,k)

)
=


22k︷ ︸︸ ︷

Gβ
(1,k) Gβ

(1,k) · · · Gβ
(1,k)

 ,
où Gβ

(1,k) est une matrice génératrice du code simplexe de type β sur R1. Si

Γq−1

(
Γq−2 · · ·

(
Γ2

(
Gβ

(2,k)

)))
=
(

22q−1k · · ·
(

222kGβ
(1,k)

))
,
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alors cette dernière est la matrice génératrice obtenue par la concaténation 22
q( q−1

2 )k de

Sβ(1,k), où S
β
(1,k) est le code simplexe de type β sur R1, alors :

Γq

(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Sβ(2,k)

)))
=

22
(q−2)( q+1

2 )
k︷ ︸︸ ︷

Sβ(1,k) Sβ(1,k) · · · Sβ(1,k)
.

4.3.1 Les images Gray binaires des codes simplexes de type β

Les images Gray binaires des codes simplexes de type β sur Rq sont données dans les

théorèmes suivants :

Théorème 4.3.14 Soit Sβ(q,k) le code simplexe sur Rq de longueur 2(2q−1)(k−1)(2k − 1) et

de poids de Lee minimal dLee, alors ΨLee(S
β
(q,k)) est la concaténation de 2(2q−1)(k−1)+q codes

simplexes binaires a de paramètres [2(2q−1)(k−1)+q(2k − 1); k; dHam = 2(2q−1−2)k+q].

Preuve 4.3.15 Si Gβ
(q,k) est la matrice génératrice de code simplexe Sβ(q,k) sur Rq, alors

ΨLee(G
α
(q,k)) est de la forme :

ΨLee(G
α
(q,k)) =


2(2

q−1)(k−1)+q︷ ︸︸ ︷
Gk Gk · · · Gk

 ,
où Gk est la matrice génératrice du code simplexe binaire Sk. en utilisant la récurrence sur

k, on obtient le résultat.

Théorème 4.3.16 Soit Sβ(q,k) le code simplexe sur Rq de longueur 2(2q−1)(k−1)(2k−1), et de

poids homogenène dhom, alors Ψhom(Sβ(q,k)) est la concaténation de 2(2q−1)(k−1)+(q+1) codes

simplexes binaires a de paramètres [2(2q−1)(k−1)+(q+1)(2k − 1); k; dHam = 2(2q−2)(k−1)+(q+1)].

Preuve 4.3.17 Le même raisennement que celui du théorème 4.3.14.
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4.4 Codes de MacDonald de type α et β sur Rq

Dans [56], l´auteur a défini le code binaire de MacDonald sur un corps fini F2, et le

code de MacDonaldMk,u(q) sur un corps fini Fq, est de paramètres
[
qk−qu
q−1

, k, qk−1 − qu−1
]
,

dans lequel chaque mots-code non nul a un poids soit qk−1 ou qk−1 − qu−1.

Soit Gα
(q,k) ( resp., Gβ

(q,k)), des matrices génératrices des codes simplexes de type α et

β sur Rq, respectivement. Pour 1 ≤ u ≤ k − 1, nous construisons Gα
(q,k,u) (resp., Gβ

(q,k,u)),

la matrice génératrice de code de MacDonald Mα
(q,k,u) (resp., Mβ

(q,k,u)), obtenue de Gα
(q,k)

( resp., Gβ
(q,k)), par l´élémination des colonnes correspondantes aux colonnes de Gα

(q,u) et

022
qu×(k−u) (resp., G

β
(q,u) et 02(2

q−1)(u−1)(2u−1)×(k−u)), comme suit :

Gα
(q,k,u) =

[
Gα

(q,k) \
022

qu×(k−u)

Gα
(q,u)

]
, (4.9)

(resp. Gβ
(q,k,u) =

[
Gβ

(q,k) \
02(2

q−1)(u−1)(2u−1)×(k−u)

Gβ
(q,u)

]
). (4.10)

Le codeMα
(q,k,u) (resp.,M

β
(q,k,u)), généré par G

α
(q,k,u) (resp., G

β
(q,k,u)), est un code poinçonné

de Sα(q,k) (resp., Sβ(q,k)), et est un code de MacDonald de type α (resp., β). Le code de

MacDonaldMα
(q,k,u) est un code sur Rq de longueur 22qk − 22qu.

Le code de MacDonald Mβ
(q,k,u) est un code sur Rq de longueur 2(2q−1)(k−1)(2k − 1) −

2(2q−1)(u−1)(2u − 1).

Exemple 4.4.1 Dans le cas où q = 2, k = 3 et 1 ≤ u ≤ 2. Il y a deux codes de MacDonald

de type α et deux codes de MacDonald de type β, Mα
(2,3,1) et Mα

(2,3,2) (resp., Mβ
(2,3,1) et

Mβ
(2,3,2)). Les matrices génératrices de ces codes est données par :

Gα
(2,3,1) =


256︷ ︸︸ ︷

1 · · · 1
256︷ ︸︸ ︷

u1 · · ·u1 · · ·
256︷ ︸︸ ︷

U{1,2} · · · U{1,2}
Gα

(2,2) Gα
(2,2) · · · Gα

(2,2)

 ,
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Gα
(2,3,2) =



240︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0

256︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 · · ·

256︷ ︸︸ ︷
U{1,2} · · · U{1,2}

16︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 · · ·

16︷ ︸︸ ︷
U{1,2} · · · U{1,2}

16︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 · · ·

16︷ ︸︸ ︷
U{1,2} · · · U{1,2} · · ·

16︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 · · ·

16︷ ︸︸ ︷
U{1,2} · · · U{1,2}

Gα
(2,1) \

16︷ ︸︸ ︷
01 · · · U{1,2} Gα

(2,1) · · · Gα
(2,1)



Gβ
(2,3,1) =



256︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1

23︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 · · ·

24︷ ︸︸ ︷
V{1,2} · · · V{1,2}

16︷ ︸︸ ︷
0 · · · 0 · · ·

16︷ ︸︸ ︷
U{1,2} · · · U{1,2}

16︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1

7︷ ︸︸ ︷
u1 · · · V{1,2} · · ·

16︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1

8︷ ︸︸ ︷
0u1 · · · V{1,2}

16︷ ︸︸ ︷
Gα

(2,1) · · ·
16︷ ︸︸ ︷

Gα
(2,1)

16︷ ︸︸ ︷
Gα

(2,1)

7︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 · · ·

16︷ ︸︸ ︷
Gα

(2,1)

8︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1



Gβ
(2,3,2) =


256︷ ︸︸ ︷

1 · · · 1
24︷ ︸︸ ︷

u1 · · ·u1 · · ·
24︷ ︸︸ ︷

V{1,2} · · · V{1,2}
Gα

(2,2) Gβ
(2,2) · · · Gβ

(2,2)


avec, U{1,2} = 1 + u1 + u2 + u1u2 et V{1,2} = u1 + u2 + u1u2

Sous les notations précédentes, nous avons les résultats suivants :

Théorème 4.4.2 SoitMα
(q,k,u) etM

β
(q,k,u) les codes de MacDonald de type α et β, respec-

tivement, sur Rq, alors Γq(Mα
(q,k,u)) et Γq(Mβ

(q,k,u)) sont la concaténation de 22q−1k codes

de MacDonald de type α et β, respectivement, sur Rq−1.

Preuve 4.4.3 La preuve est similaire à celles des théorèmes 4.2.7 et 4.3.10.

Théorème 4.4.4 SiMα
(q,k,u) est le code de MacDonald de type α sur Rq, alors :

Γq
(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Mα

(2,k,u)

)))
=
(
Mα

(1,k,u)Mα
(1,k,u) · · ·Mα

(1,k,u)

)
est la concaténation des 22

q( q−1
2 )k
Mα

(1,k,u)( où Mα
(1,k,u) est le code de MacDonald de type

α sur R1).

SiMβ
(q,k,u) est le code de MacDonald de type β sur Rq, alors :(

Γq

(
Γq−1 · · ·

(
Γ2

(
Mβ

(2,k,u)

)))
=
(
Mβ

(1,k,u)M
β
(1,k,u) · · ·M

β
(1,k,u)

))
,

est la concaténation des 22
q( q−1

2 )k
Mβ

(1,k,u)( où Mβ
(1,k,u) est le code de MacDonald de type

β sur R1).
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Preuve 4.4.5 La preuve est semblable à celles des théorèmes 4.2.9 et 4.3.12.

Dans le reste du chapitre, on note MT,α et MT,β les codes de torsion de Mα
(q,k,u) et

Mβ
(q,k,u), respectivement. D´aprés, les distributions de poids de Hamming des codes de

torsion MT,α etMT,β on a les résultats suivants.

Théorème 4.4.6 Le code de torsionMT,α est un code linéaire avec les paramètres [22qk−

22qu; k; 22qk−1 − 22qu−1]. Le nombre de mots-code a un poids de Hamming 22qk−1 − 22qu−1

est égal à 2k − 2k−u, Le nombre de mots-code a un poids de Hamming 22qk−1 est égal à

2k−u − 1, et il est un seul mots-code de poids zéro.

Preuve 4.4.7 La matrice génératrice du code de torsion MT,α obtenu en remplaçant

u1u2 · · ·uq dans la matrice u1u2 · · ·uqGα
(q,k,u) par 1. similaire à la preuve de [3, Lemma

3.1], la preuve est achevé par récurrence sur k et u.

• Il est clair que le résultat est vrai pour k = 2 et u = 1.

• Supposons que le résultat est vrai pour k − 1 et 1 ≤ u ≤ k − 2.

Alors :

pour k et 1 ≤ u ≤ k − 1, la matrice u1u2 · · ·uqGα
(q,k,u) prend la forme :

u1u2 · · ·uqGα
(q,k,u) =

[
u1u2 · · ·uqGα

(q,k) \
0
22
u×(k−u)

u1u2···uqGα(q,u)

]
. (4.11)

D´où, chaque mots-code non nul de u1u2 · · ·uqGα
(q,k,u) a un poids de Hamming 22qk−1−22qu−1

ou 22qk−1, et la dimension du code de torsionMT,α est égal k. Par conséquent, le nombre

de mots-code ayant un poids de Hamming 22qk−1 − 22qu−1 est 2k − 2k−u, et le nombre de

mots-code ayant un poids de Hamming 22qk−1 est 2k−u − 1.

Théorème 4.4.8 Les distributions de poids de Hamming, Lee et homogenène deMα
(q,k,u)

sont :

(i) AHam(0) = 1, AHam(22qk−1 − 22qu−1) = 2k − 2k−u, et AHam(22qk−1) = 2k−u − 1.

(ii) ALee(0) = 1, ALee(22qk+1) = 22q(k−u)−1, et ALee(22qk+1−22qu+1) = 22q(k−u)(22qu−1).

(iii) Ahom(0) = 1, Ahom(22qk+1) = 22q(k−u)−1, et Ahom(22qk+1−22qu+1) = 22q(k−u)(22qu−1).
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Preuve 4.4.9 Par le lemme 4.2.3 et l´équation (4.9), il y a des mots-codes deMα
(q,k,u) a

un poids de Hamming 22qk−1 − 22qu−1 ou 22qk−1, les poids de Lee et homogenène est 22qk+1

ou 22qk+1 − 22qu+1. De plus par le théorème 4.4.6 , la dimension du code de torsion MT,α

est k. Ainsi, nous avons 2k−u − 1 mots-code de poids de Hamming 22qk−1.

Alors, le nombre de mots -code ayant un poids de Hamming 22qk−1−22qu−1 est 2k−2k−u.

Théorème 4.4.10 Le code de torsionMT,β est un code linéaire de paramètres

[2(2q−1)(k−1)(2k − 1)− 2(2q−1)(u−1)(2u − 1); k; 22qk−2q − 22qu−2q ].

Le nombre de mots-code a un poids de Hamming 22qk−2q − 22qu−2q est 2k− 2k−u, le nombre

de mots-code a un poids de Hamming 22qk−2q est 2k−u − 1, et il y a un seul mots code de

poids 0.

Preuve 4.4.11 Résultat de la preuve du théorème 4.4.6.

4.4.1 Les images binaires sous le Gray map des codes de Macdo-

nald de type α et β sur Rq

Les images binaires sous le Gray map des codes de Macdonald de type α et β sont pris

en considération dans ce qui suit :

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de type α

Dans cette partie nous déterminons les images binaires du code de MacDonald de type α

sur Rq, dans le premier théorème nous pouvons utiliser le poids de Lee et dans le deuxième

théorème nous pouvons utiliser le poids homogène.

Théorème 4.4.12 Soit Mα
(q,k,u), le code de MacDonald de type α sur Rq de longueur

22qk − 22qu, et de poids de Lee minimal dLee, alors ΨLee(S
α
(q,k)) est la concaténation de

22qk+q − 22qu+q

2k − 2u
codes de MacDonald binaires de paramètres.

[22qk+q − 22qu+q; k; dHam = 22qk+q−1 − 22qu+q−1].
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Preuve 4.4.13 La preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.14.

Théorème 4.4.14 Soit Mα
(q,k,u), le code de MacDonald de type α sur Rq de longueur

22qk − 22qu, et de poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(Sα(q,k)) est la concaténation de
22qk+q+1 − 22qu+q+1

2k − 2u
codes de MacDonald binaires de paramètres.

[22qk+q+1 − 22qu+q+1; k; dHam = 22qk+q − 22qu+q].

Preuve 4.4.15 La preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.14.

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de type β

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de Type β, sont données

par :

Théorème 4.4.16 Soit Mβ
(q,k,u), le code de MacDonald de type β, sur Rq de longueur

2(2q−1)(k−1)(2k−1)−2(2q−1)(u−1)(2u−1) et de poids de Lee minimal dLee, alors ΨLee(S
β
(q,k)) est

la concaténation de
2(2q−1)(k−1)+q(2k − 1)− 2(2q−1)(u−1)+q(2u − 1)

2k − 2u
codes de MacDonald bi-

naires de paramètres. [2(2q−1)(k−1)+q(2k−1)−2(2q−1)(u−1)+q(2u−1); k; dHam = 2(2q−1)(k−1)+q−1(2k−

1)− 2(2q−1)(u−1)+q−1(2u − 1)].

Preuve 4.4.17 La preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.14.

Théorème 4.4.18 Soit Mβ
(q,k,u), le code de MacDonald de type β, sur Rq de longueur

2(2q−1)(k−1)(2k−1)−2(2q−1)(u−1)(2u−1)) et de poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(Sβ(q,k)))

est la concaténation des
2(2q−1)(k−1)+(q+1)(2k − 1)− 2(2q−1)(u−1)+(q+1)(2u − 1)

2k − 2u
codes de Mac-

Donald binaires de paramètres. [2(2q−1)(k−1)+(q+1)(2k−1)−2(2q−1)(u−1)+(q+1)(2u−1); k; dHam =

2(2q−1)(k−1)+q(2k − 1)− 2(2q−1)(u−1)+q(2u − 1)].

Preuve 4.4.19 La preuve est similaire à celle du Théorème 4.2.16 et 4.3.16.



88

4.5 Les rayons de recouvrement des codes Simplexes et

MacDonald de type α et β

4.5.1 Les rayons de recouvrement des codes de répétitions sur Rq

Le code de répétition C sur un corps fini Fq est un [n; 1;n]-code linéaire. Le rayon de

recouvrement de C est bn(q−1)
q
c [40]. Soit

UA =

1 +
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA

 ,

et

VA =
∑

A⊆{1,2,...,q}
c∅=0∨A 6=∅

cAuA.

Il éxiste deux types de code de répétition qui sont définis sur Rq.

Type 1 Le code de répétition Cc généré par :

Gc =

[
n︷ ︸︸ ︷

cc · · · c

]
où c est un élément de Rq − {0, u1u2 · · ·uq}.

Type 2 Le code de répétition Cu1u2···uq généré par :

Gu1u2···uq =

[
n︷ ︸︸ ︷

u1u2 · · ·uqu1u2 · · ·uq · · ·u1u2 · · ·uq

]
.

Théorème 4.5.1 Les rayons de recouvrement des codes de répétition sur Rq sont donnés

par :

(i) rhom(Cc) = 2qn et rLee(Cc) = 2qn.

(ii) rhom(Cu1u2···uq) = 2q+1n et rLee(Cu1u2···uq) = 2qn.

Preuve 4.5.2 pour la partie (i), par la définition de rhom(Cc)=maxx∈(Rq)n d{x,Cc}. Soit

x ∈ (Rq − {0, u1u2 · · ·uq})n.
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Alors, comme une conséquence directe, pour tout y ∈ Cc on a d{x, y} = 2qn, de sorte que

rhom(Cc) = 2qn. Par la proposition 2.4.3, on obtient rLee(Cc) = rHam(ΨLee(Cc)) = 2qn.

Même preuve de la partie (ii).

Soit C le code linéaire sur Rq généré par la matrice

G =

[ n︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1

n︷ ︸︸ ︷
u1u1 · · ·u1 · · ·

n︷ ︸︸ ︷
UAUA · · · UA

]
.

Alors C est le code de répétition de longueur (22q − 1)n.

Théorème 4.5.3 Un code linéaire C généré par la matrice

G =

[ n︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1

n︷ ︸︸ ︷
u1u1 · · ·u1 · · ·

n︷ ︸︸ ︷
UAUA · · · UA

]
,

a un rayon de recouvrement donné par :

rhom(C) = 22q+qn et rLee(C) = (22q − 1)2q−1n.

Preuve 4.5.4 Les vecteurs de C générés par G peuvent être divisés en trois classes.

Classe 1 Les vecteurs de C avec des composantes de tous les éléments de Rq

xa = (x1x2 · · ·xn) ∈ C, xi ∈ Rq pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Classe 2 Les vecteurs de C avec des composantes qui sont des diviseurs de zéro de Rq

xb = (x1x2 · · ·xn) ∈ C, xi ∈ D(Rq) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Classe 3 Les composantes des vecteurs de C sont 0 ou u1u2 · · ·uq

xc = (x1x2 · · ·xn) ∈ C, xi ∈ {0, u1u2 · · ·uq} pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Pour x ∈ (Rq)
n, nous avons :

d(x, xa) = d(x, xb) = d(x, xc) = 22q+qn,

ainsi

rhom(C) > 22q+qn.
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Pour le premier cas si x = (11 · · · 1) ∈ (Rq)
n et xa = (1u1 · · · UA) ∈ (Rq)

n, on a

x+ xa = (0(1 + u1) · · · VA),

est une permutation équivalente à xa c´est-à-dire

x+ xa = σ(xa),

alors :

d(x, xa) ≤ 22q+qn,

par conséquent

rhom(C) ≤ 22q+qn.

Pour le deuxième cas si x = (11 · · · 1) ∈ (Rq)
n et xb = (u1u2 · · · VA) ∈ (D(Rq))

n, on

a :

x+ xb = ((1 + u1)(1 + u2) · · · UA) ∈ (U(Rq))
n,

alors :

d(x, xb) ≤ 22q+qn,

ainsi

rhom(C) ≤ 22q+qn.

Pour le troisième cas si x = (11 · · · 1) ∈ (Rq)
n et xc = (0(u1u2 · · ·uq) · · · (u1u2 · · ·uq)) ∈

(D(Rq))
n, on a :

x+ xc = (1(1 + u1u2 · · ·uq) · · · (1 + u1u2 · · ·uq)) ∈ (U(Rq))
n,

alors :

d(x, xc) ≤ 22q+qn,

d´où :

rhom(C) ≤ 22q+qn.

Par la Proposition 2.4.3 on a :

rLee(C) = rHam(ΨLee(C)) = (22q − 1)2q−1n.
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4.5.2 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type α

et β

Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type α et β sur Rq sont donnés par

les théorèmes suivants.

Théorème 4.5.5 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type α sur Rq, par

rapport aux poids homogène et le poids de Lee sont :

(i) rhom(Sα(q,k)) = k · 22qk+q.

(ii) rLee(Sα(q,k)) = 2(2q+1)k+1.

Preuve 4.5.6 Pour la partie (i), si x ∈ (Rq)
n, on a :

dhom(x, Sα(q,k)) = k · 22qk+q.

Par la définition de rayon de recouvrement l´inégalité suivante est vraie

rhom(Sα(q,k)) > k · 22qk+q.

D´autre part, en appliquant la proposition 2.4.1, et le théorème 4.5.3 on obtient :

rhom(Sα(q,k)) ≤ rhom


22

q
(k−1)︷ ︸︸ ︷

11 · · · 1
22
q
(k−1)︷ ︸︸ ︷

u1u1 · · ·u1 · · ·
22
q
(k−1)︷ ︸︸ ︷

UAUA · · · UA


+ 22q · rhom(Sα(q,k−1))

≤ 22qk+q + 22q(k−1)+q · 22q + · · ·+ 2q·2
q · rhom(Sα(q,1))

≤ 22qk+q + 22q(k−1)+q · 22q + · · ·+ 22q(k−q)+q · 2q·2q

≤ k · 22qk+q.

Pour la partie (ii), Par la proposition 2.4.3 on a

rLee(S
α
(q,k)) = rHam(ΨLee(S

α
(q,k))) = 2(2q+1)k+1.

Théorème 4.5.7 Le rayon de recouvrement des codes simplexes de type β sur Rq, par

rapport aux poids homogène et au poids de Lee sont :

(i) rhom(Sβ(q,k)) = 22q(k−2)+q
[
22q(k − 2−q)) + 4− 2−q+1

]
.
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(ii) rLee(Sβ(q,k)) = 2(2q−1)(k−1)+(q−1)(2k − 1).

Preuve 4.5.8 Pour la partie (i), si x ∈ (Rq)
n, on a :

dhom(x, Sβ(q,k)) = 22q(k−2)+q
[
22q(k − 2−q)) + 4− 2−q+1

]
,

par la définition de rayon de recouvrement, on a :

rhom(S
β)
(q,k) > 22q(k−2)+q

[
22q(k − 2−q)) + 4− 2−q+1

]
.

D´autre part, en appliquant la proposition 2.4.1 et le Théorème 4.5.3 on obtient :

rhom(Sβ(q,k)) ≤ rhom


22

q
(k−1)︷ ︸︸ ︷

1 · · · 1 · · ·
2(2

q−1)(k−1)(2k−1)︷ ︸︸ ︷
VA · · · VA


+ rhom(Sα(q,k−1)) + 22q−1 · rhom(Sβ(q,k−1))

≤ 22q(k−2)+q
(
22q−1 + 2

)
+ · · ·+ 22q(k−2)+q(k − 1) + 2q·2

q−q · rhom(Sβ(q,2))

≤ 22q(k−2)+q(22q−1 + 2)(2− 2−q) + · · ·+ 22q(k−2)+q(k − 1)

≤ 22q(k−2)+q
[
22q(k − 2−q)) + 4− 2−q+1

]
,

et le reste, à partir d´une approche similaire à la preuve de la partie (ii) du théorème 4.5.5.

4.5.3 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type α et β

Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type α et β sur Rq sont donnés

par les théorèmes suivants.

Théorème 4.5.9 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type α sur Rq

par rapport aux poids homogène et poids de Lee sont :

(i) Pour u ≤ e ≤ k, rhom(Mα
(q,k,u)) ≤ 22qk − 22qu + rhom(Mα

(q,e,u)).

(ii) rLee(Mα
(q,k,u)) = 22qk+(q−1) − 22qu+(q−1).
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Preuve 4.5.10 Pour la première partie, on applique la proposition 2.4.1, et le théorème

4.5.3, si u ≤ e ≤ k, on a :

rhom(Mα
(q,k,u)) ≤ (22q − 1)(22qk−2q) + rhom(Mα

(q,k−1,u))

≤ (22q − 1)(22qk−2q) + (22q − 1)(22qk−(2q−2)) + · · ·+ (22q − 1)22qe

+rhom(Mα
(q,e,u))

≤ 22qk − 22qe + rhom(Mα
(q,e,u)).

Pour la deuxième partie, par la proposition 2.4.3, on obtient :

rLee(Mα
(q,k,u)) = rHam(ΨLee(Mα

(q,k,u))) = 22qk+(q−1) − 22qu+(q−1).

Théorème 4.5.11 Les rayons de recouvrements des codes de MacDonald de type β sur

Rq par rapport aux poids homogènes, et poids de Lee sont :

(i) Pour u ≤ e ≤ k, rhom(Mβ
(q,k,u)) ≤ 2(2q−1)(k−1)(2k − 1) − 2(2q−1)(u−1)(2u − 1) +

rhom(Mβ
(q,e,u)).

(ii) rLee(Mβ
(q,k,u)) = 2(2q−1)(k−1)+(q−1)(2k − 1)− 2(2q−1)(u−1)+(q−1)(2u − 1).

Preuve 4.5.12 Pour la première partie, on applique la proposition 2.4.1, et le théorème

4.5.3, si u ≤ e ≤ k, on a :

rhom(Mβ
(q,k,u)) ≤ (22q − 1)2(2q−1)(k−1)−(2q−1)(2k − 1) + rhom(Mβ

(q,k−1,u))

≤ (22q − 1)2(2q−1)(k−1)−(2q−1)(2k − 1) + (22q − 1)2(2q−1)(k−1)−((2q−1)−2)(2k − 1)

+ · · ·+ (22q − 1)2(2q−1)(k−1)−(2e−1)(2k − 1) + rhom(Mβ
(q,e,u))

≤ 2(2q−1)(k−1)(2k − 1)− 2(2q−1)(e−1)(2e − 1) + rhom(Mβ
(q,e,u)).

Pour la deuxième partie, par la proposition 2.4.3, on obtient que

rLee(Mβ
(q,k,u)) = rHam(ΨLee(Mβ

(q,k,u))) = 2(2q−1)(k−1)+(q−1)(2k−1)−2(2q−1)(u−1)+(q−1)(2u−1).



Chapitre 5

Schémas de partage d´un secret basé

sur les codes linéaires

5.1 Introduction

L´étude des schémas du partage d´un secret a été crée pour la premiére fois par Shamir

et Blakely en 1979. Depuis ce moment là, les auteurs ont commencé à construire les schémas

du partage d´un secret en utilisant les codes correcteurs d´erreurs linéaires. En plus, Massey

a utilisé les codes linéaires pour découvrir les schémas du partage d´un secret, puis il

construit la relation entre l´accès structure, et les mots-code minimal du code dual des

codes sous-adjacents [50].

Les schémas de partage d´un secret sont des outils utilisés dans plusieur protocoles

cryptographiques. Ils contiennentt un dealer qui a un secret, un ensemble de n−1 parties,

et une collection A de sous-ensembles des partis qui s´appellent la structure d´accès.

Plusieurs auteurs ont examiné certains codes linéaires et ont caractérisé d´accès structure

des schémas de partage d´un secret à partir de leurs codes duals [46] et [50].

Dans ce chapitre, nous construisons les codes de torsion des codes de MacDonald de

type α et β sur l´anneau Rq,m et aussi les images Gray des codes simplexes sur cet anneau

et nous donnons la construction des schémas de partage d´un secret à partir de ces codes
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linéaires [19].

5.2 L´anneau Rq,m

Soit Rq,m l´anneau F2m [u1, u2 · · ·uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj − ujui〉, avec R0,m = F2m , et Rq,1 =

Rq = F2[u1, u2 · · ·uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj − ujui〉. Nous rappelons certaines propriétés de base,

l´anneau Rq,m est un anneau commutatif de Frobenius local avec |Rq,m| = 2m2q .

Pour tout sous-ensemble A ⊆ {1, 2, · · · , q}, on a :

uA =
∏
i∈A

ui,

avec la convention u∅ = 1, alors tous les éléments de Rq,m peu veut exprimés par :

UA =
∑

A⊆{1,2,...,q}

cAuA, avec cA ∈ F2m .

On note l´ensemble des unités de Rq,m par U(Rq,m) et les non-unités par D(Rq,m). Il

apparaît clairement que |U(Rq,m)| = |D(Rq,m)| = 2m2q−1.

Si UA⊂{1,2,··· ,q} ∈ U(Rq,m) et VA⊂{1,2,··· ,q} ∈ V(Rq,m), alors VA = UA + 1.

Un code linéaire de longueur n sur Rq,m est défini comme un Rq,m-sous module de Rn
q,m.

Le code de torsion de code C sur Rq,m est défini par :

TorA (C) = {v ∈ Fn2m ; uAv ∈ C,A ⊂ {1, · · · , q}} .

5.3 Lien entre les schémas du partage de secret et les

codes linéaires

Soit [n; k; d; q]-code C un sous espace linéaire de Fnq de dimension k, et un poids de

Hamming non nul minimal d. Si

G = [g0, g1, · · · , gn−1]
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est une matrice génératrice d´un [n, k, d; q]-code, c´est-à-dire, les vecteurs lignes de G

génèrent le sous-espace linéaire C.

Pour tous les codes linéaires mentionnés dans ce chapitre, nous supposons toujours que

tout les vecteurs colonnes de toutes les matrices génératrice sont non nuls.

• le schéma de partage de secret construit à partir de C, est un élément de Fq, le dealer

P0 est inclus dans les n− 1 parties P1, P2, · · · , Pn−1.

• Pour calculer les actions concernant un secret s, le dealer choisit aléatoirement un

vecteur

u = (u0, u1, · · · , uk−1) ∈ Fkq ,

comme s = ug0. Il y a qk−1 vecteur u ∈ Fkq .

• Le dealer donc traite u comme un vecteur d´information et calcule le mot code

correspondant

v = uG = (v0, v1, · · · , vn−1).

Donc, il donne vi une partie de Pi comme action pour chaque i > 1.

• Tant que s = v0 = ug0, alors l´ensemble des actions (vi1 , vi2 , · · · , vim) détermine le

secret s si et seulement si la colonne g0 de la matrice génératrice G est une combinaison

linéaire des colonnes gi1 , gi2 , · · · , gim de G. C´est pour ça nous avons la proposition suivante

[46].

Proposition 5.3.1 Soit G une matrice génératrice d´un [n; k; d; q]-code C. Dans le schéma

de partage du secret basé sur C, l´ensemble des actions (vi1 , vi2 , · · · , vim) détermine le secret

si et seulement s´il existe un mots-code

(1, 0, · · · , 0, ci1 , 0, · · · , cim , 0, · · · , 0).

dans C⊥ avec cij 6= 0 pour au moins un j, 1 6 i1 6 · · · 6 im 6 n− 1 et 1 6 m 6 n− 1

S´il y a un mots-code qui vérifie les hypothèses de la proposition ci-dessus, donc

g0 =
m∑
j=1

ajgij ,
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le secret s est récupéré par calcule de :

s =
m∑
j=1

ajvij

.

Si un groupe des participants peut récupérer le secret en combinant leurs actions, donc

chaque groupe des participants qui contient ce groupe peut aussi récupérer le secret. Un

groupe des participants est appelé un ensemble d´accès minimal s´ils peuvent récupérer

le secret avec leurs actions. Pour déterminer l´ensemble des ensembles d´accès minimal,

nous avons le concept de mots code minimal.

Définition 5.3.2 • Le support d´un mots-code c = (c0, c1, · · · , cn−1) ∈ Fnq est défini

comme suit :

supp(c) = {i|0 6 i 6 n− 1; ci 6= 0}.

• Soit c et c′ deux mots-code du code C. On dit que c est un recouvrement de c′ si et

seulement si wt(c⊗c′) = wt(c
′
), où, c⊗c′ = (c0c

′
0, c1c

′
1, · · · , cn−1c

′
n−1), c = (c0, c1, · · · , cn−1)

et c′ = (c
′
0, c

′
1, · · · , c

′
n−1). Un mots-code non nul c ∈ C est dit minimal si les seuls mots-code

de recouvrement sont les scalaires multiples.

Moyennant la proposition 5.3.1, et le définition 5.3.2, il est clair qu’il n’y a un-à-un

correspondance entre l´ensemble des ensembles d´accès minimale et l´ensemble des mots-

code minimaux du code dual C⊥.

5.4 Codes simplexes et les codes de MacDonald de type

α et β sur Rq,m

Dans cette partie, nous allons construire les codes simplexes et Macdonald sur Rq,m de

type α et β, et nous donnons les distributions de poids de Hamming des codes de torsion,

des codes simplexes et des codes de MacDonald.
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Les codes simplexes sur Rq de type α et β ont été construit dans [18]. Même dans [18]

un code simplexe Sα(q,m,k) de type α sur Rq,m à une longueur 2m2qk est un code linéaire sur

Rq,m admet la matrice génératrice suivante :

Gα
(q,m,k) =

 1
2m2q ·(k−1)

⊗Gα
(q,m,k−1)

(012 · · · U{1,2,··· ,q})⊗ 1
2m2q ·(k−1)

 , pour k ≥ 2 (5.1)

où,

Gα
(q,m,1) =

[
0 1 u1 · · · U{1,2,··· ,q}

]
.

Les codes simplexes Sβ(q,m,k) de type β sur Rq,m sont construit en omettant certaines

colonnes de Gα
(q,m,k). Soit G

β
(q,m,k) une matrice de taille k × 2m(2q−1)(k−1)(2mk−1)

2m−1
défini par :

Gβ
(q,m,k) =


1

2m2
q ·(k−1) (024 · · · V{1,2,··· ,q})⊗ 1

2m2
q
(k−2)(2m(k−1)−1)

2m−1

Gα
(q,m,k−1) 1

2m2
q
(k−2)(2m(k−1)−1)

2m−1

⊗Gβ
(q,m,k−1)

 , (5.2)

pour k > 2, et

Gβ
(q,m,2) =

 1
2m2

q 024 · · · V{1,2,··· ,q}

0 1 . . .U{1,2,··· ,q} 1
2m2

q−1

 ,
Les codes de MacDonald de type α et β sur Rq sont définis dans [17]. Nous obtenons les

codes de MacDonald de type α et β sur Rq,m, après les mêmes étapes dans [18]. Pour 1 ≤

u ≤ k−1, le code de MacDonaldMα
(q,m,k,u) est un code sur Rq,m de longueur 2m2qk−2m2qu,

il est généré par :

Gα
(q,m,k,u) =

[
Gα

(q,m,k) \
02m2qu×(k−u)

Gα
(q,m,u)

]
, (5.3)

et le code de MacDonaldMβ
(q,m,k,u) est un code sur Rq,m de longueur

2m(2q−1)(k−1)(2mk − 1)− 2m(2q−1)(u−1)(2mu − 1)

2m − 1
,

il est généré par :

Gβ
(q,m,k,u) =

[
Gβ

(q,m,k) \
0
2m(2q−1)(u−1)(2mu−1)×(k−u)

2m−1

Gβ
(q,m,u)

]
. (5.4)



99

où, (A \ B) désigne la matrice obtenue à partir de la matrice A par l´élimination de la

matrice B.

Cette construction nous permet de définir de nouveaux codes linéaires sur F2m qui sont

les codes de torsion.

Maintenant, soient S(T,α) et S(T,β) les codes de torsion de Sα(q,m,k) et S
β
(q,m,k), respective-

ment, et soientM(T,α) etM(T,β) les codes de torsion deMα
(q,m,k,u) etM

β
(q,m,k,u), respecti-

vement.

Les distributions de poids de Hamming de ces codes de torsion sont données dans les

théorèmes suivants.

Théorème 5.4.1 La distribution des poids de Hamming des codes de torsion ST,α et ST,β

à des paramètres [2m2qk; k; 2m2q(k−1)] et [2m(2q−1)(k−1)(2mk−1)
2m−1

; k; 2m2q(k−1)] sont donnés par :

(i) Pour ST,α on a, AH((2
(m2qk−t)

)(2t − 1)) = 2(t−1)k(2t − 1), pour 0 ≤ t ≤ q.

(ii) Pour ST,β on a, AHam(2(2q−1)(k−1)[(2k−t(2t − 1) + (21−t − 1)]) = 2(t−1)k(2t − 1), pour

0 ≤ t ≤ q.

Preuve 5.4.2 Pour la première partie, la matrice génératrice du code de torsion ST,α

est obtenue par le remplacement de u{1,2,··· ,q} dans la matrice c{1,2,··· ,q}u{1,2,··· ,q}Gα
(q,m,k), où

c{1,2,··· ,q} ∈ F∗2m par 1.

La matrice c{1,2,··· ,q}u{1,2,··· ,q}Gα
(q,m,k) est de la forme :

c{1,2,··· ,q}u{1,2,··· ,q}G
α
(q,m,k) =

 (0 c{1,2,··· ,q}u{1,2,··· ,q})⊗ 1
2m2q−1

1
2m2q
⊗ c{1,2,··· ,q}u{1,2,··· ,q}Gα

(q,m,k−1)

 . (5.5)

On remplace maintenant u{1,2,··· ,q} par 1, on a :

Ĝq,mk =

 (0 c{1,2,··· ,q})⊗ 1
2m2q−1

1
2m2q
⊗ c{1,2,··· ,q}Ĝk−1

 . (5.6)

Le code de torsion ST,α est un code linéaire F2m de dimension k généré par Ĝq,m,k. Chaque

mots-code non nul de ST,α a un poids de Hamming (2
(m2qk−t)

)(2t − 1), pour 0 ≤ t ≤ q.

Même démonstration pour la deuxièmes partie.
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Théorème 5.4.3 Les distributions de poids de Hamming des codes de torsion MT,α et

MT,β a des paramètres

[2m2qk − 2m2qu; k; 2m2qk−1 − 2m2qu−1]

et

[
2(m2q−1)(k−1)(2k − 1)− 2(m2q−1)(u−1)(2u − 1)

2m − 1
; k; 2m2qk−2q − 2m2qu−2q ]

sont donnés par :

1. PourMT,α on a, AH(2m2qk−1−2m2qu−1) = 2mk−2m(k−u) et AH(2m2qk−1) = 2m(k−u)−1

2. PourMT,β on a,AH(2m2qk−2q−2m2qu−2q) = 2mk−2m(k−u) et AH(2m2qk−2q) = 2m(k−u)−

1

Preuve 5.4.4 Similaire à la démonstration du théorème 5.4.1.

5.5 Accès structure des schémas de partage de secret

basé sur les codes de torsion

Dans cette partie, en se basant sur le résultat [46], qui montre les ensembles d´accès

minimales du schéma de partage de secret basé sur C⊥, nous allons étudier les schémas

de partage de secrets obtenus à partir des codes duaux des codes de torsion des codes

simplexes, et des codes de MacDonald de types α et β sur Rq,m.

Théorème 5.5.1 Soit C un [n; k; d]-code linéaire sur Fq a une matrice génératrice

G = [g0, g1, · · · , gn−1]

et soit C⊥ son code dual de distance minimale d⊥. Si chaque mots-code non nul de C est

minimal, alors dans le schéma de partage de secret basé sur C⊥ il y a qk−1 ensembles

d´accès minimales est :
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1. Si d⊥ = 2,

a) Si gi est un multiple de g0, 1 6 i 6 n − 1, alors le participant Pi doit être dans

chaque ensemble d´accès minimal.

b) Si gi n´est pas un multiple de g0, 1 6 i 6 n− 1, Alors le participant Pi doit être

dans (q − 1)qk−2 ensemble d´accès minimal.

2. Si d⊥ > 2,

1 6 t 6 min{k − 1, d⊥ − 1}

chaque groupe de t participants est impliqué dans

(q − 1)tqk−(t+1)

ensemble d´accès minimal.

La condition suffisante de poids, est décrite par le lemme suivant.

Lemme 5.5.2 Soit C un [n; k; d; q]-code linéaire sur un corps fini Fq. Soient wmin et wmax

les poids minimaux et maximaux non nulles de C, respectivement. Si

wmin
wmax

>
q − 1

q
,

alors tous les mots-code non nuls de C sont minimaux.

Nous allons appliquer les schémas de partage de secret sur les codes de torsion des codes

simplexes de type β et les codes de MacDonald de type α et β, nous avons les résultats

suivants :

Théorème 5.5.3 Soit ST,β un code de torsion sur F2m de Sβ(q,m,k), alors dans le schéma

de partage du secret basé sur S⊥T,β, Il y a en tout 2m(k−1) ensembles d´accès minimal et
2m(2q−1)(k−1)(2mk−1)

2m−1
− 1 participants. De plus, chaque participant Pi est impliqué dans (2m−

1)2mk−2 ensembles d´accès minimal.

Preuve 5.5.4 D´après le théorème 5.4.1 on a, wmin = wmax, alors le lemme 5.5.2, est

vérifié et tous les mots-code non nuls de ST,β sont minimaux.
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Théorème 5.5.5 SoitMT,α (resp.,MT,β) un code de torsion sur F2m deMα
(q,m,k,u) (resp.,

Mβ
(q,m,k,u)), alors dans le schéma de partage du secret basé surM⊥

T,α (resp.,M⊥
T,β), Il y a en

tout 2m(k−1) ensembles d´accès minimal et 2m2qk−2m2qu−1 (resp.,
2m(22−1)(k−1)(2mk − 1)

2m − 1
−

2m(22−1)(u−1)(2mu − 1)

2m − 1
− 1) participants. De plus, chaque participant Pi est impliqué dans

(2m − 1)2mk−2 ensembles d´accès minimal.

Preuve 5.5.6 Soient wmin et wmax le poids minimal et maximal non nuls du code de

torsionMT,α. Alors, par le théorème 5.4.3, pour tout 1 6 u 6 k − 1 :

wmin
wmax

=
2m2qk−1 − 2m2qu−1

2m2qk−1
= 1− 2m2qu−1

2m2qk−1

>
2m − 1

2m

≥ 1

2
.

Par conséquent, nous pouvons obtenir le minimal de tous les mots-codes non nuls de code

de torsionMT,α par le Lemme 5.5.2. La même preuve pourMT,β.

Exemple 5.5.7 Soient m = 2 et q = 1, nous considérons l´anneau R1,2 = F4 + u1F4 avec

u2
1 = 0. Nous étudions le code de torsion ST,β, pour k = 2. Dans ce cas, nous avons

Ĝ1,2,2 =

 1111111111111111 02020202

0123012301230123 11111111

 ,
la matrice génératrice du code de torsion ST,β sur F4.

Le code de torsion ST,β est un 2-ary [24; 2; 20]-code. Ces distributions de poids de Ham-

ming sont AH(0) = 1, AH(20) = 15.

Alors nous construisons le SSS basé sur S⊥T,β. Le résultat suivant représente sa structure

d´accès correspondante. On a 23 participants et 4 ensembles qualifiés minimaux. Les 4

ensembles qualifiés minimaux sont

c1 = 111111111111111102020202,

c2 = 123012301230123013131313,
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c3 = 131313131313131320202020,

c4 = 103210321032103231313131.

L´ensemble des participants contiennent les sous-ensembles suivants

{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 9}, {1, 2}, {2, 4}, {3, 6}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4, 5, 7}, {1, 3, 4, 5, 7, 10},

{1, 2, 3, 4, 5}, {2, 4, 6, 8}, {2, 3, 5, 8, 7, 11}, {1, 3, 4, 5, 6, 7}, {2, 3, 5, 7, 8, 9}, {3, 6, 9, 12}.

5.6 Les schémas de partage de secret basés sur les images

Gray des codes simplexes et MacDonald

Cette partie étudie le schéma de partage de secret basé sur les images Gray des codes

simplex et Macdonald de type α et β sur Rq,m. Ces images sont des concaténations de

quelque codes simplexes et des codes de MacDonald de type α et β sur F2m .

5.6.1 Les images Gray des codes simplexes et des codes de Mac-

donald

Tout d´abord, nous présentons le Gray map en utilisant le poids homogène sur Rq,m,

où le poids homogène sur Rq,m est défini comme suit :

whom(x) =


0 si x = 0,

22q−1 si x = c{1,2,··· ,q}V{1,2,··· ,q}, c{1,2,··· ,q} ∈ F2m ,

22q−2 autrement.

Soit

Ψhom : Rq,m → F22
q−1

2m .

L´application Ψhom vérifie la propriété suivante.

Théorème 5.6.1 L´application Ψhom défini ci-dessus est une isométrie préservant la dis-

tance (Rq,m, la distance homogène) à (F22
q−1

2m , la distance de Hamming).
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Les théorèmes suivants, qui sont déjà indiqués dans [18], donnent la caractérisation des

images Gray des codes simplexes et MacDonald de type α and β sur Rq,m.

Théorème 5.6.2 Soit Sα(q,m,k) un code simplexe de type α sur Rq,m de longueur 2m2qk et

de poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(Sα(q,m,k)) est la concaténation des 22mk(2q−1)

codes simplexes Ŝα(q,m,k) de type α sur F2m de paramètres [22q(mk+1)−1; k].

Preuve 5.6.3 Soit Gα
(q,m,k) la matrice génératrice de Sα(q,m,k), et Ψhom(Gα

(q,m,k)) est une

matrice d´un code linéaire sur F2m. La matrice Ψhom(Gα
(q,m,k)) est la concaténation des

22mk(2q−1) matrices G(q,m,k), et on a :

Ψhom(Gα
(q,m,k)) =

[
122mk(2

q−1) ⊗ Gα(q,m,k−1)

]
, (5.7)

où

Gα(q,m,k) =

 (0123 · · · (2m − 1))⊗ 1

1⊗ Gα(q,m,k−1)

 , pour k > 2, (5.8)

avec

Gα1 = [0123 · · · (2m − 1)] .

Gα(q,m,k) est la matrice génératrice de code simplexe Ŝα(q,m,k) de type α sur F2m.

Théorème 5.6.4 Soit Sβ(q,m,k) un code simplexe de type β sur Rq,m de longueur
2m(2q−1)(k−1)(2mk − 1)

2m − 1
et de poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(Sβ(q,m,k)) est la conca-

ténation des
2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)

(2m − 1)2(m−1)(k−1)(2k − 1)
codes simplexes Ŝβ(q,m,k) de type β sur F2m de pa-

ramètres [
2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)

2m − 1
; k].

Preuve 5.6.5 La preuve est la même du théorème 5.6.2.

Théorème 5.6.6 Soit Mα
(q,m,k) un code de MacDonald de type α sur Rq,m de longueur

2m2qk−2m2qu et de poids homogène minimal dhom, alors Ψhom(Mα
(q,m,k)) est la concaténation

des 22
q(mk+1)−1−22

q(mu+1)−1

2mk−2mu
codes de MacDonald M̂α

(q,m,k) de type α sur F2m de paramètres

[22q(mk+1)−1 − 22q(mu+1)−1; k].
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Preuve 5.6.7 La preuve est la même du théorème 5.6.2.

Théorème 5.6.8 SoitMβ
(q,m,k) un code de MacDonald de type β sur Rq,m de longueur

2m(2q−1)(k−1)(2mk − 1)− 2m(2q−1)(u−1)(2mu − 1)

2m − 1
et de poids homogène minimal dhom, alors

Ψhom(Mβ
(q,m,k)) est la concaténation des

2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)− 2(2q−1)(m(u−1)+1)(2mu − 1)

(2m − 1)2(m−1)(k−1)(2k − 1)

codes de MacDonald M̂β
(q,m,k) de type β sur F2m de paramèters

[
2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)− 2(2q−1)(m(u−1)+1)(2mu − 1)

2m − 1
; k]

.

Preuve 5.6.9 La preuve est la même que celle du théorème 5.6.2.

Les schémas de partage de secret basés sur les images Gray des

codes simplexes et MacDonald sur Rq,m

Nous appliquons le schéma de partage de secret basé sur les images Gray des codes

simplexes et des codes de Mcdonald sur Rq,m, nous avons les résultats suivants :

Théorème 5.6.10 Soit Ψhom(Sβ(q,m,k)) un code linéaire sur F2m, alors dans le schéma de

partage du secret basé sur Ψhom(Sβ(q,m,k))
⊥, il y a en tout 2m(k−1) ensembles d´accès minimal

et (
2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)

2m − 1
− 1) participants. De plus, chaque participant Pi est impliqué

dans (2m − 1)2mk−2 ensembles d´accès minimal.

Preuve 5.6.11 La preuve est la même du théorème 5.5.3 et du théorème 5.5.5.

Théorème 5.6.12 Soit Ψhom(Mα
(q,m,k)) (resp., Ψhom(Mβ

(q,m,k))) un code linéaire sur F2m,

alors dans le schéma de partage du secret basé sur Ψhom(Mα
(q,m,k))

⊥ (resp., Ψhom(Mβ
(q,m,k))

⊥),

il y a 2m(k−1) ensembles d´accès minimal et 22q(mk+1)−1 − 22q(mu+1)−1 − 1

(resp.,
2(2q−1)(m(k−1)+1)(2mk − 1)− 2(2q−1)(m(u−1)+1)(2mu − 1)

2m − 1
− 1) participants.

De plus, chaque participant Pi est impliqué dans (2m − 1)2mk−2 ensembles d´accès mi-

nimal.
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Preuve 5.6.13 La preuve est la même du théorème 5.5.3 et du théorème 5.5.5.

Quelques propriétés des codes Ŝβ(q,m,k) et Ψhom(Sβ(q,m,k)) ont la même structure d´accès

minimal. L´explication serait incluse dans le théorème suivant.

Théorème 5.6.14 Soient Γ1 et Γ2 les ensembles d´accès minimal des codes Ŝβ(q,m,k) et

Ψhom(Sβ(q,m,k)), alors Γ1 = Γ2

Preuve 5.6.15 Si Γ1 et Γ2 sont les ensembles d´accès minimal des codes Ŝβ(q,m,k) et Ψhom(Sβ(q,m,k))

respectivement, soit P(2
2mk−1

) l´ensemble de toutes les parties dans {1, 2, · · · , 2mk−1}, pour

prouver que,

∀ X ∈ P(2
2mk−1

), X ⊂ Γ1 ⇔ X ⊂ Γ2.

Il suffit de prouver que

X ⊂ Γ2 ⇒ X ⊂ Γ1.

Si X = {Pi}i∈{1,2,··· ,22q(mk+1)−1−1} ⊂ Γ2, par l´équation (5.7) nous avons tous les vecteurs

colonnes de la matrice Ψhom(Gβ
(q,m,k)) sont des vecteurs colonnes de la matrice Gβ(q,m,k), alors

X = {Pi}i∈{1,2,··· ,2mk−1} ⊂ Γ1.

Remarque 5.6.16 Le dernier résultat est appliqué sur les codes Ψhom(Mα
(q,m,k)) et Ψhom(Mβ

(q,m,k)).

5.7 Conclusions

Les avantages d´un partage de secret basé sur les codes linéaires est le vecteur aléatoire

u = (u0, u1, · · · , uk−1) qui appartient à un espace fini d´un cardinal grand, car il y a

exactement 2m(k−1) vecteurs u ∈ Fk2m tel que s = ug0, qui évite l´attaque par la force brute.

L´ensemble des structures d´accès minimal est vraiment plus grande pour [n, k]−code, nous

avons 2m(k−1) ensemble d´accès minimal. La structure d´accès basée sur les codes linéaires

sont meilleures que le schéma de Shamir car la méthode de Shamir a une structure d´accès

très simple, c´est pour que n´importe quelle partition de n est capable de récupérer le

secret.
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Dans ce chapitre, nous avons construit les codes simplexes et les codes de McDonald

de type α et β sur Rq,m et leurs images Gray, nous avons donné les distributions de poids

des codes de torsion, des codes simplexes et des codes de MacDonald. Puis nous avons

déterminé l´accès structure du schéma de partage du secret basés sur leurs dual.



Conclusion et Perspectives

Ce travail a permis de résoudre certains problèmes dans la théorie des codes correcteurs,

spécialement la construction de certains type des codes sur quelques anneaux finis. Au cours

de cette étude, nous avons effectué plusieurs constructions des codes simplexes et des codes

de MacDonald de type α et β sur des anneaux finis (commutatif et non commutatif).

Dans la première partie de cette thèse nous avons découvert que la construction de

ces codes sur l´anneau Z2Z4 c´est la juxtaposition des codes simplexes et des codes de

MacDonald de types α et β sur Z2, et les codes simplexes et les codes de MacDonald de

types α et β sur Z4. Nous avons vu aussi que l´image Gray binaire des codes simplexes de

type β sur Z2Z4 atteint la borne de Gilbert.

Puis dans la deuxième partie, nous avons étudié les codes simplexes et les codes de

MacDonald de types α et β sur certains anneaux de Frobenius comme l´anneau :

� Rq = F2[u1, u2, . . . , uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj = ujui〉 , avec q ≥ 2

� Rq,m = F2m [u1, u2 · · ·uq]/ 〈u2
i = 0, uiuj − ujui〉 , avec q ≥ 2 et m ≥ 1.

Enfin, nous avons décrit dans la troisième partie, les applications de schéma de partage

d´un secret sur ces nouveaux codes en utilisant les codes de torsion et les images Gray de

ces codes.

Ces thèmes de recherche, a travers lesquels s´inscrit ma thèse offrent des questions et

des perspectives de nombreuses recherches variées.

. Il serait intéressant de voir les domaines d´applications de ces codes spécialement

dans la cryptographie et la stéganographie.

. Pour les codes définis sur les anneaux, nous avons travaillé dans le cas où ces anneaux
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sont locaux, il serait intéressant de voir l´autre cas.

. On a appliqué les schémas de partage d´un secret basé sur les images Gray des codes

linéaires sur Rq,m, il serait intéressant de voir cette application basée sur les codes linéaires

sur certains anneaux finis.



Annexe

Dans cette annexe, on présentera quelques structures algébriques. Nous donnerons un

certain nombre de propriétés que nous utilisons dans cette thèse. Nous allons définir les

anneaux, les idéaux et les modules qui sont des outils de base pour effectuer la définition

des codes sur les anneaux. Nous nous intéresserons essentiellement aux familles des codes

sur les anneaux de Frobenius

5.8 Généralités sur les anneaux finis, les idéaux et les

Modules

5.8.1 Anneaux et corps

Définition 5.8.1 Un anneau R est un ensemble non vide muni de deux lois, + (addition)

et · (multiplication), telles que :

1. (R,+) est un groupe abélien, c.-à-d.,

(i) + est associative, c.-à-d., a+ (b+ c) = (a+ b) + c, pour tout a, b, c ∈ R.

(ii) + est commutative, c.-à-d., a+ b = b+ a, pour tout a, b ∈ R.

(iii) R possède un élément 0 tel que 0 + a = a pour tout a ∈ R.

(iv) Tout a ∈ R admet un opposé noté (−a), tel que a+ (−a) = 0.

2. La loi · est associative (c.-à-d., a · (b · c) = (a · b) · c pour tout a, b, c ∈ R, et R admet

un élément neutre 1 tel que 1 · a = a = a · 1, pour tout a.
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3. La loi · est distributive (à gauche et à droite) sur l´addition, c.-à-d., pour tout a, b, c ∈

R, on a : a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a.

Enfin, on dit que R est un anneau commutatif si, de plus, la loi · est commutative.

Définition 5.8.2 Un élément inversible de R est un élément a 6= 0 de R qui divise 1

c.-à-d., a · b = 1 pour un certain b 6= 0 dans R.

On note R× l´ensemble des éléments inversibles de R.

Définition 5.8.3 Un élément a d´un anneau R est un diviseur de zéro si et seulement

s´il est non nul et s´il existe b ∈ R non nul tel que a · b = 0.

Définition 5.8.4 Si k 6= 0, alors un corps est un anneau commutatif dans lequel tout

élément non nul est inversible.

Homomorphisme d´anneaux

Soient R et R′ deux anneaux. Une application f : R → R′ est un homomor-

phisme d´anneaux si et seulement si :

1. f(a+ b) = f(a) + f(b) pour tous a, b ∈ R,

2. f(a · b) = f(a) · f(b) pour tous a, b ∈ R,

3. f(1R) = 1R′ .

5.8.2 Anneaux et idéaux

Soit R un anneau, toujours supposé commutatif.

Idéaux

Définition 5.8.5 Un idéal I de R est un sous ensemble non vide qui est un sous groupe

pour l´addition (c.-à-d., x, y ∈ I ⇒ x− y ∈ I) et qui est stable par la multiplication pour

tout élément de R, c.-à-d., x ∈ I, a ∈ R, a · x ∈ I.
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Définition 5.8.6 (Idéal premier) Soit R un anneau et I un idéal de R. L´ideal I est

un idéal premier de R si et seulement si :

∀(a, b) ∈ R×R, a · b ∈ I ⇒ a ∈ Iou b ∈ I.

Théorème 5.8.7 Soit R un anneau commutatif unitaire, un idéal I de R est dit maximal

si et seulement si R�I est un corps.

Corollaire 5.8.8 Tout élément non inversible de R est contenu dans un idéal maximal.

Définition 5.8.9 (Idéal principal) Un idéal I d´un anneau R est dit principal s´il existe

un élément a ∈ I tel que I = 〈a〉, où 〈a〉 = a · x, x ∈ R.

Définition 5.8.10 (Anneau local) Un anneau R est dit anneau local si et seulement s´il

admet un seul idéal maximal.

5.8.3 Modules

Définition 5.8.11 Soit (M,+) un groupe commutatif , on dit que M est un R-module

s´il existe une application R×M : → M , où on note a · x l´image de (a, x), telle

que :

1. a · (x+ y) = a · x+ a · y pour a ∈ R et x, y ∈M,

2. (a+ b) · x = a · x+ b · x pour a, b ∈ R et x ∈M,

3. 1 · x = x et a · (b · x) = (ab) · x pour a, b ∈ Retx ∈M.

Si l´anneau R est un corps K, on dit queM est un K-espace vectoriel.

Définition 5.8.12 SoitM un R-module. Un sous groupe N deM tel que a ·x ∈ N pour

a ∈ R et x ∈ N est un sous-module deM.

Il est claire qu´un sous ensemble N deM est un sous module deM si et seulement si

x, y ∈ N et a, b ∈ R ⇒ a · x+ b · y ∈ N .
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Définition 5.8.13 Soit M un R-module et soit B un sous ensemble de M. On dit que

B est une partie libre de M si les éléments de B sont linéairement indépendants sur R

c.-à-d., si la propriété suivante est vérifiée, pour tout n ≥ 1 si a1, · · · , an ∈ B sont deux à

deux distincts et si, α1a1 + · · ·+ αnan = 0, alors αi = 0 pour tout i = 1, · · · , n.

5.9 Les anneaux de Frobenius

Aprés leur première apparition dans le travail de T. Nakayama [52], l´anneau de Fro-

benius et quasi-Frobenius ont fait l´objet d´études approfondies par des mathématiciens.

Dans cette partie, nous allons revoir la définition de l´anneau Frobenius.

Définition 5.9.1 Si R et S sont deux anneaux, alors un R-S-bimodule est un groupe

abélienM tel que :

1. M est un R-module à gauche et un S-module à droite.

2. Pour tout r ∈ R, s ∈ S et m ∈M on a, (rm)s = r(ms).

Soit R un anneau fini unitaire. Le groupe des caractères du groupe additif R est noté

par R̂ = HomZ(R,C×). Ce groupe a une structure d´un R-R-bimodule en définissant

χr(x) = χ(rx) et rχ(x) = χ(xr) pour tout r, x ∈ R, et pour tout χ ∈ R̂. Après tous ces

concepts nous arrivons à la définition suivante.

Définition 5.9.2 Un anneau fini R est appelé un anneau de Frobenius si RR̂ =R R.

On peut voir que si R est un anneau de Frobenius fini, donc R et R̂ sont isomorphes aussi

comme R-modules à droite. Par conséquent, il existe des caractères χ et ψ telle que :

R̂ = {rχ|r ∈ R} = {ψr|r ∈ R}.

Ces caractères sont appelés des générateurs à gauche ou générateurs à droite, respecti-

vement.

On constate deux cas :
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• Caractère générateur à gauche est à droite à la fois.

• Caractère générateur ou bien à gauche ou bien à droite et cela si et seulement si son

noyau ne contient aucun idéal non nul à gauche ou à droite de R.

La classe des anneaux de Frobenius finie est assez grande, d´après la proposition sui-

vante.

Proposition 5.9.3 1. Tout anneau principal fini est un anneau de Frobenius.

2. Si R et S sont des anneaux de Frobenius, alors R× S est un anneau de Frobenius.

3. Si R est un anneau de Frobenius, alors Mn(R), l´anneau de toutes les matrices de

taille n× n sur R, est un anneau de Frobenius.

4. Si R est un anneau de Frobenius, et G un groupe fini, alors l´anneau de groupe R[G]

est un anneau de Frobenius.
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