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Abstract

The works of this thesis have reached this level by producing for papers, three of them
are already published.

The first is entitled, "On some classes of linear codes over ZsZ, and their covering
radit", Journal of Applied Mathematics and Computing, 2016. In this paper, we have
established a simples codes, and a MacDonald cdes of type o and § over ZyZ,. We have
also examined the covering radius of these codes. In addition, we have examined the binary
image of simplex codes of type 8 attained the Gilbert bound.

The second is entitled, "Simplex and MacDonald codes over R,", Journal of Applied
Mathematics and Computing, 2016. In this paper, we have given a new homogeneous weight
as its Gray map of the ring R,. We have created a simplex and MacDonald codes of type a
and 3 over this ring as well. We have studied many characteristics, as their binary images.

The third is entitled, "Codes over Z (Zy + uZs) and their covering radii". Journal of Al-
gebra, Number Theory : Advances and Applications. Volume 16, Number 1, pp. 25-39, 2016.
In this paper, we have created the first of order of Reed-Muller codes over Zs (Zs + uZs)
starting from a simplex codes to type « over this ring, and calculated the exact value of
the covering radius of these codes.

In the fourth is entitled, "Secret Sharing Schemes Based on Gray Images of Linear
Codes over Ry ,,, International Conference on Coding and Cryptography ICCC, USTHB,
Algiers, Algeria, 2015 (communiqué par K. Chatouh). In this paper, the secret sharing
schemes obtained from a class of linear codes are the Gray images of simplex and MacDo-

nald codes of type a and 8 over Ry, = Fom[ug, us - - - ug]/ (u? = 0, uu; — uju;), with ¢ > 2



and m > 1.

The motivations in studying such codes comes form the fact that these codes are with
few weights. They also find some other applications such as PSK modulation and some
cryptographic purposes.

Key words : Simplex codes, MacDonald codes, Gray map, Homogeneous weight, Ham-

ming weight, Lee weight, The covering radius.



Résumé

Les travaux de cette thése résument le contenu de quatre papiers dont trois sont déja
publiés.

Le premier, intitulé "On some classes of linear codes over ZoZ4 and their covering
radit", Journal of Applied Mathematics and Computing, 2016. Dans lequel, Nous avons
construits les codes simplexes et les codes de Macdonald de types a et § sur ZyZ,4. Nous
avons examiné aussi le rayon de recouvrement de ces codes. De plus, nous avons étudié
leurs images binaires, et nous avons prouvé que l’image binaire des codes simplexes de
types [ atteint la borne de Gilbert.

Le deuxiéme, intitulé "Simplex and MacDonald codes over R,", Journal of Applied
Mathematics and Computing, 2016. Dans lequel, nous avons donné un nouveau poids
Homogeéne ainsi que son Gray map dans 1’anneau R,. Aussi, nous avons construit les
codes simplexes et les codes de MacDonald de types « et 5 sur cet anneau, ainsi que leurs
images binaires. En outre nous avons étudié plusieurs propriétés,

Le troisiéme, intitulé "Codes over Zs (Zs 4+ uZsy) and their covering radii". Journal of
Algebra, Number Theory : Advances and Applications. Volume 16, Number 1, pp. 25-39,
2016. Dans lequel, nous avons construit Le premier ordre des codes de Reed-Miiller sur
Zs (Zo + uZs) & partir des codes simplexes de type « sur cet anneau également nous avons
calculé la valeur exacte de rayon de recouvrement de ces codes.

Le quatriéme intitulé "Secret Sharing Schemes Based on Gray Images of Linear Codes
over R, ., International Conference on Coding and Cryptography ICCC, USTHB, Algiers,
Algeria, 2015 (communiqué par K. Chatouh). Dans lequel, Les schémas de partage d “ secret



sont obtenus a partir d “une classe de codes linéaires qui sont les images Gray des simplexes
et des codes MacDonald de types a et 8 sur Ry, = Fom[ug, ug - - - uy]/ (u? = 0, uu; — uju;),
avec q > 2 et m > 1.

Nos motivations dans 1"étude de ces codes proviennent du fait que ces codes sont des
poids connus. Il existe aussi quelques autres applications comme la modulation PSK et
quelques fins cryptographiques.

Mots clés : Codes simplexes, Code de MacDonald, Gray map, Poids Homogéne, Poids

de Hamming, Poids de Lee, L “image binaire, Le rayon de recouvrement.



Notations

=

¢ =: Un corps fini de ¢ éléments.
r(C) =: Le rayon de recouvrement d ‘un code C' de longueur n sur F,.
code étendu.

=: Le
=: Un anneau fini.

Ja

Sk (¢) =: Le code simplexe sur un corps fini [F,.

My, (q) =: Le code de Macdonald sur un corps fini F,.
wtp =: Le poids Euclidien.

wtree =: Le poids de Lee.

Wt gam =: Le poids de Hamming.

Wtpom =: Le poids homogéne.
7

2y
Ci=

=: Le code de répétition en bloc sur Zs,Z,.
Sy =: Le code simplexe de type a sur ZyZy.
S,f =: Le code simplexe de type § sur ZyZ,.
M, =: Le code de MacDonald de type a sur ZyZ,.
Mfu =: Le code de MacDonald de type [ sur ZyZ,.
S(Of;,k) =: Le code simplexe de type o sur R,.
Sévk) =: Le code simplexe de type 8 sur R,.

(ak) = Le code de MacDonald de type o sur R,,.
M?q,k,u) =: Le code de MacDonald de type 8 sur R,.

Tor (C) =: Le code de torsion.
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Introduction

La théorie des anneaux commutatifs finis est le type de théories qui a développé rapi-
dement. Elle & été appliquée dans plusieurs domaines théoriques comme la combinatoire,
la géométrie finie et 1 analyse des algorithmes.

Dans les deux derniéres décennies, 1 intérét vers le développement de cette théorie a
augmenté particulierement dans la cryptographie algébrique et la théorie des codes. En
effet, plusieurs codes sur un corps fini, ont été investis comme des images des codes sur des
anneaux de Galois (en particulier sur 'anneau Z,). D “une part, la recherche mathématique
appliquée a motivé une analyse plus systématique de 1 algébre commutative finie. D “autre
part, les mathématiques pures ont offert des méthodes innovatrices dans la théorie du
codage.

Il existe plusieurs codes non linéaires binaires ayant le double mots-code comme n “importe
quel code linéaire de la méme longueur et de méme distance minimale, le code de Nad-
ler [51] est un exemple, ¢ est un [12,5]-code non linéaire systématique avec un rayon de
recouvrement p = 4 et de distance minimale d = 5 [66]. Malgré que le code posséde des
meilleurs propriétés, il est ni efficace de 1 utiliser a cause d “étre non linéaire. Cependant,
cela a été changé aprés la contribution de Nechaev [53] en 1989. Dans son ouvrage, certains
de ces codes non linéaires ont donné une structure algébrique comme des codes linéaires sur
l“anneau Z4 au moyen du nom de 1 application Gray, ce qui fait la correspondance entre
les coordonées binaires et les coordonées quaternaires. Elle joue un role fondamental dans
1"étude des codes quaternaires. C“est une isométrie qui préserve la propriété de la distance

mais pas la linéarité. De cela, a commencé 1 intérét d “étudier les codes linéaires définis sur
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les anneaux finis. Le terme code linéaire sur Z, a été utilisé tel un code non linéaire avec
une structure algébrique sur Z,, cependant, les codes définis comme des sous-ensembles de
Z4 ont été appelés codes linéaires quaternaires. Ce résultat ouvre une nouvelle direction de
la théorie des codes, plusieurs articles ont été publiés sur ce théme.

Une contribution trés importante est celle de Hammons, Kummar, Calderbank, Sloane
et Solé [42] qui a défini plusieurs familles de codes quaternaires. Comme il y a des codes
binaires non linéaires qui peuvent étre vu comme des codes linéaires quaternaires sous
le Gray map, il y a aussi quelques codes binaires non linéaires connus comme des codes
linéaires sur ZsZ,4, on peut donner une structure algébrique comme les sous groupes de
Z3 x 75. Cette structure est appelée codes additifs sur ZyZy [1], [6], [13], [14] et [64], qui
sont des codes binaires linéaires pour 6 = 0 et des codes quaternaires linéaires pour v = 0.

Les codes additifs ont été d “abord définis par Delsarte en 1973 en terme de schéma
d “association [26] et [29]. En général un code additif, d “aprés le schéma d association
de la transmission, est défini comme un sous groupe du groupe sous-adjacent abélien.
D “autre part, la transmission invariante des codes de propelinear ont été définis pour la
premiére fois en 1997 [61], ou il est prouvé que tous ces codes binaires sont des groupes
isomorphes aux sous-groupes de Zj x Z3 x QF, ot Qg est le groupe de quaternions non
commutatif de huit éléments. Dans le cas particulier ot le schéma d association est le
schéma de Hamming binaire, et quand le groupe sous-adjacent abélien est d ordre 27, les
codes additifs coincident avec la transmission invariante des codes de propelinear. Alors,
comme il a été expliqué dans [29], les seules structures des codes abéliens sont celles de la
forme Z3 x Z3, avec n = v + 26. Donc, les sous-groupes de Zj x Z3 sont les seuls codes
additifs dans le schéma de Hamming binaire. Pour distinguer des codes additifs sur les
corps finis [7], désormais, on va les appeler codes additifs sur Z,Z,.

L “image binaire des codes additifs sur Z,Z, sous le Gray map étendu, définie dans le
chapitre 2 est appelée les codes linéaires binaires sur ZsZj,.

La théorie des codes est un domaine de recherche vaste, identifie 1"étude des codes
simplexes sur les corps et les anneaux. Il est indispensable de donner les propriétés de ces

codes sur les corps.
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En effet, soit F, = GFg) = {0, o, -+, a4-1}, pour k, ¢ données, soit G(¢) une matrice

k _

de taille k£ x % sur [, dont les colonnes sont deux a deux linéairement indépendantes.
q —

Le code S (¢) généré par la matrice Gy, (¢) est appelé code simplexe.

k
(q _ 1) k k—1
) ) q
(¢—1)

meétres est équivalents & Sy (¢) [34]. Gr(q) peut étre défini par :

Notons que S (¢) est un —code. Tout code linéaire ayant ces para-

Gr () = 00 0‘1‘ 11 -1‘043 043‘ ‘aq oy 1)
Gr-1(q) ‘ 0 ‘ Gr-1(q) ‘ Gr-1(q) ‘ ‘ Gr-1(q) 7
avec
B 0‘1‘1‘0@, cee g1 @
@@= Lo - 1 :

Chaque mots-code non nul de S (¢) a un poids égal a ¢*~!. Le code simplexe binaire
(généralement noté Sy) a été découvert par Ronald A. Fisher [32] en 1942.
La dualité du code simplexe est connue par le code de Hamming de paramétres

¢F—-14¢" -1
g—1"¢g—1

-3

Une méthode pour construire de nouveaux codes consiste a éliminer ou ajouter une ou
plusieurs coordonnées d “un code connu .
Soit 1 <wu <k —1 et soit Gi, (q) la matrice obtenue de Gy, (¢) par 1 élimination des

colonnes correspondantes aux colonnes de la matrice G, (q). ¢ est-a-dire :

Gra) = (610 \ 5 ) ®)

u

. et (A\ B) est la matrice obtenue de

ot 0 est la matrice nulle de taille (K — u) x
la matrice A par 17élimination des colonnes de la matrice B.
Le code My, (q) généré par la matrice Gy, (¢) est le code poingoné de Sy (¢), appelé

k_ u
¢4 kgt — q“l} dont

un code de Macdonald. My, (¢) est un code de parameétres

chaque mots code non nul a un poids, soit ¢*~* ou ¢"~! — ¢*~* [48].



18

Les codes sur les anneaux étaient de grande importance comme un point d “intérét pour
les recherches depuis le travail de Hammons et al. [42], sur les codes sur Z4. Un nombre
de ces résultats ont été étendu aux anneaux a chaine finie comme 1 anneau de Galois ou
les anneaux de la forme Fylu]/ (u™). Récemment, comme une généralisation des études
précédentes [68] et [70], Dougherty et Yildiz dans [31] ont considéré les codes sur une
série d “anneaux, dénotés R,. Ces anneaux sont finis et commutatifs, mais ne sont pas a
chaine finies, | “importance des codes simplexes et des codes de MacDonald qui sont définis
sur quelques anneaux commutatifs finis est le motif principal de cette étude détaillé et
approfondie.

Les codes simplexes de type « et 5 sur 1 “anneau Z, ont été introduits dans [16], ce sont
des généralisations des codes simplexes binaires. Ainsi dans [38], une généralisation de ces
codes aux codes sur Zys a été donnée.

Il y a un intérét grandissant des recherches sur les codes simplexes et les codes de
MacDonald de type « et /5 sur les anneaux finis, 1’étude a été détaillée dans [2], [3], [16],
[25], [38], [40] et [41] au cours des derniéres années.

Notre contribution dans la présente thése est resumée dans les trois points suivants :

» On a dévloppé une nouvelle approche pour une présentation algébrique des codes
simplexes et des codes de MacDonald de type « et § sur certains anneaux a savoir 1 “anneau
ZoZs, 1"anneau R, = Foluy, ua, ..., uyl/ (u? = 0,uu; = uju;), avec g > 2. et de plus
l'anneau R, = Fom|ug, us, ..., uy]/ (ui = 0,wu; = uju;), avec ¢ > 2et m > 1. Ce
travail est un sujet de recherche intéressant et important vu les domaines d “application,
en | occurence, la cryptographie et les schémas de partage d “un secret basé sur les codes
linéaires, voir [18], [19] et [20]|. Ces résultats sont utilisés pour étudier le décodage algé-
brique des codes correcteurs d “erreurs, ainsi que pour analyser des attaques algébriques en
cryptographie. Nous soulignons aussi a 1 “importance d “etudier les rayons de recouvrement
des codes simplexes et des codes de MacDonald pour la stéganographie.

Pour la premiére fois dans [20], nous avons montré comment construire un code sim-
plexe, et un code de MacDonald de type « et 3 sur ZyZ,4 a partir de la concaténation d “un

code simplexe et d “un code de MacDonald de type « et § sur Zs, et sur Zy.
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» On a construit les codes simplexes et les codes de MacDonald de type « et 8 sur une
serie d “anneaux de Frobenius dans [18], ou on a étudié :

¢ Les distributions de poids de Hamming, homogene et de Lee.

¢ Les images binaires de ces codes sur cette serie d “anneaux.

o En généralisant les rayons de recouvrement de ces codes.

» Une généralisation a été éffectuée de 1’anneau R, a 1’anneau R,,,, en construisant
les codes simplexes et les codes de MacDonald de type a et 8 sur R,,, a partir de la
construction des codes simplexes et des codes de MacDonald de type « et 5 sur R, nous
avons ternminé par la construction des codes de torsion, des codes simplexes et des codes
de MacDonald, puis on a réalisé une application du partage de secret sur les images Gray
de ces codes (voir [19]).

Cette theése est composée de cing chapitres et un annexe consacré aux préliminaires
mathématiques, qui nous permettent une compréhension plus aisée des autres chapitres.

e Le premier chapitre est consacré aux rappels sur les codes correcteurs d “erreurs sur un
corps fini, nous donnons une introduction sur la théorie des codes, nous rappelons quelque
codes correcteurs d “erreurs linéaires et nous donnons quelques bornes sur ces parameétres.

e Le deuxieme chapitre est consacré, aux codes linéaires de longueur n sur un anneau fini
R considérés comme sous-module du module R™ sur R, en particulier, les codes linéaires
sur 1’anneau Z,, les codes linéaires sur 1 anneau Z,Z,4. Nous donnons la définition de la
matrice génératrice des codes linéaires sur 1 “anneau ZyZ,4, on définit aussi la dualité, et le
type de ces codes.

e Dans le troisiéme chapitre , nous utilisons les résultats des deux chapitres précedents
pour construire les codes simplexes et les codes de MacDonald de type « et 5 sur ZsZ,4. Les
codes simplexes et les codes de MacDonald sur un corps fini et sur des anneaux finis ont
été déja étudiés, Cela nous a donné la motivation de construire de nouveaux codes, ¢ “est
la concaténation des codes simplexes et des codes de MacDonald binaires et quaternaires
de type a et (5. Il résulte de ce qui précede la construction des codes simplexes et des
codes de MacDonald sur ZsZ,, qui contiennent les codes binaires et les codes quaternaires

correspondants comme des sous classes et nous donnons leur rayon de recouvrement, ou ce



20

rayon est imporant pour déterminer la capacité de corriger les erreurs. Nous construisons
aussi le code de répétition en blocs sur ZyZ,4 en trouvant leurs rayons de recouvrements.
Finalement, nous prenons en considération les images Gray binaires de ces codes. nous
montrons que 1 image binaire des codes simplexes de type [ atteint la borne de Gilbert.
e Dans le quatriéme chapitre, on construit les codes simplexes et les codes de MacDonald

de type a et 8 sur 1 "anneau de Frobenius
R, = Faluy, us, ..., u,l/ <u12 =0, wu; = ujui>, avec ¢ > 2.

Dans ce travail nous proposons un nouveau poids homogéne sur R,, ainsi que son Gray
map, nous construisons les codes simplexes et les codes de MacDonald de type «a et 3 sur
cet anneau oul les propriétés de ces codes sont étudiées, particulierement les distributions
de poids et les rayons de recouvrement. En plus, les images binaires de ces codes sont
considérées en utilisant différents Gray map.

e Le but essentiel du cingiéme chapitre est 1 application du schéma de partage d un
secret basé sur les images Gray des codes linéaires sur R,,,. Nous appliquons le schéma
de partage d “un secret basé sur une classe des codes linéaires qui sont les images Gray des
codes simplexes et des codes de MacDonald de type « et § sur 1“anneau

Rym = Fom[ug, ug, . .., ug)/ (u? = 0, uu; = uju;), avec g >2et m > 1.

Nous avons ainsi achevé cette thése par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 1

Les codes linéaires sur les corps finis

1.1 Introduction

Le probléme de la communication de 1 information, en particulier le codage et le déco-
dage de | “information pour la transmission fiable sur un canal "bruyant", est d “une grande
importance aujourd “hui. En général, il faut transmettre un message qui est constitué en
une chaine de symboles finis qui sont des éléments d “un alphabet fini. Par exemple, si cet
alphabet est constitué simplement de 0 et 1, le message peut étre décrit comme un nombre
binaire. En général, 1 alphabet est un corps fini. Maintenant, la transmission de chaines
finies d “éléments de 17alphabet sur un canal de communication ne doit pas étre parfaite
dans le sens ot chaque bit d “information est transmis inchangé sur ce canal. Comme il
n’y a pas de canal idéal sans "bruit", le récepteur du message transmis peut obtenir de
l“information déformée et peut faire des erreurs dans | “interprétation du signal transmis.

L un des problémes principaux de la théorie du codage est connaitre les erreurs qui
se produisent par exemple en raison des canaux bruyants, trés improbables. Les méthodes
pour améliorer la fiabilité de la transmission dépendent des propriétés des corps finis.

L idée de base la plus importante de la théorie de codage algébrique est de transmettre
des informations redondantes avec le message que 17on veut communiquer, on étend la

chaine de symboles de message pour une chaine plus longue d “une maniére systématique.
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Un modéle simple d “un systéme de communication, on suppose que les symboles de
message et du message codé sont des éléments du méme corps fini F,. Les moyens de
codage pour coder un bloc de messages de k£ symboles ajasy - - - ai, a; € F, en un mots code
cicy -+ - ¢, de n symboles ¢; € Fy, ot n > k. Nous considérons le mots code comme un
vecteur ligne ¢ dans Fy.

Un simple type de codage on suppose que chaque bloc ajas - - - a; des symboles d "o,

le message codé est un mots-code de la forme
a1a3 ** QgCE41C42 * * - Cp

ou les premiers k£ symboles sont les symboles du message original et n — k symboles qui
restent dans [F, sont des symboles de controle.

Dans ce chapitre nous présentons certains outils de la théorie du codage, nous donnons
quelques définitions de base, et, des notations qui seront utilisées dans la dissertation.
En plus de synthétiser les résultats classiques comme les codes linéaires, une synthése sur
des techniques et des définitions récentes relatives a la contribution jointe & ce document
est inclue, ce qui va aider le lecteur & une bonne compréhension. Pour une introduction

profonde a la théorie du codage, le lecteur se référe a [5], |7, [44], [49] et [57].

1.2 Les codes linéaires

Si I'alphabet A est un corps fini, alors A™ est un espace vectoriel. Tel est le cas si
A = {0, 1}, il est naturel de chercher des codes a A™ qui ont plus de structure, en particulier,
qui sont des sous-espaces vectoriel.

L’alphabet A = F;, qui est un corps fini de ¢ ¢léments. Tout sous ensemble C' de Fy

est appelé code de longueur n sur F,.

Définition 1.2.1 (Les codes linéaires) Un sous espace vectoriel C' de T} de dimension

k est appelé code linéaire [n,k]. Les vecteurs de C sont dits mots du code.

Un code linéaire est un sous-espace vectoriel de dimension k sur [F, contenant ¢" mots

k
code. La valeur R = — est appelée taux de transmission ou rendement. Les mots d "un
n
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code linéaire peuvent s écrire de plusieurs maniéres selon le choix d “une base du code. On

représente une base d “un code linéaire sous forme matricielle.

1.2.1 Paramétres d “un code linéaire

Soit C' un code linéaire de dimension k et de longueur n.

Définition 1.2.2 (Matrice génératrice) Une matrice génératrice de C' est une matrice,
notée généralement G, de taille k x n et a coefficients dans F, dont les lignes forment une

base de C'.

Propriété 1.2.3 Soit G une matrice génératrice de C, alors la matrice MG, ou M est

une matrice mnversible de taille k x k a coefficients dans F, est aussi une matrice génératrice

de C,

Définition 1.2.4 Une matrice génératrice G d “un code linéaire est dite sous forme sys-
tématique si et seulement si G = (Ix|A), ot I}, est la matrice identité de taille k x k et A

une matrice de taille k x (n — k).

Proposition 1.2.5 Tout code linéaire C peut se mettre sous forme systématique a permu-

tation pres.

Un code linéaire peut étre défini par sa matrice génératrice ou sa matrice dite matrice

de contrdle de parité de C' donné par :

C ={z e€F}, Hx" =0}.

Définition 1.2.6 (Distance de Hamming) La distance de Hamming de deux mots x et

y de longueur fize est
d(z,y) = {ill <i<n,x # i}l

Définition 1.2.7 (Support d “un mot) Le support d “un mot code ¢ = (c1,¢2, -+ ,¢,) €

[y est défini comme suit :

supp(c) = {i|]1l <i<n,¢ #0}.
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Définition 1.2.8 (Poids de Hamming) Le poids de Hamming d “un mot est le cardinal

de son support. On notera w(z) le poids de Hamming d “un mot x, alors on a :

pour tout x,y € B, d(x,y) = w(z — y).

Sur les codes définis sur les corps finis, nous utiliserons seulement la distance de Ham-

ming.

Définition 1.2.9 (Distance minimale) La distance minimale d d “un code est le plus

petit poids non nul de tous ces mots codes.

1.2.2 Bornes sur les codes

Plusieurs théoremes d “existence et non-existence des bornes sont connus, mais la borne
exacte est en fait toujours un probléme ouvert.

Nous avons introduit certains parameétres d “un code linéaire dans cette section. Dans
la théorie du codage, un des problémes les plus fondamentaux est de trouver la meilleure
valeur d’un parameétre lorsque d “autres parameétres ont été donnés. Dans cette partie, nous
discutons certaines bornes sur les paramétres de code.

Dans la borne suivante nous donnons la distance minimale et maximale d “un code avec

une longueur et une dimension donnée. Cette borne est appelée borne de Singleton.
Théoréme 1.2.10 (Borne de Singleton) [57/ Soit C' un [n,k,d]; code, alors
d<n-—k+1.

Définition 1.2.11 (Borne de Griesmer ) [57] Si C est un [n,k,d]y code avec k > 0,
alors
i=h 1
ne S (1.1)
im0 4

Dans les applications pratiques, compte tenu de la longueur et de la distance minimale,

les codes qui ont plus de mots code (en d“autres termes, les codes de plus grande taille)
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sont souvent préférés. Une question naturelle se pose, quelle est la taille maximale possible
d"un code, compte tenu de la longueur et de la distance minimale?. Notons A,(n,d) le
nombre maximal de mots code dans un code sur I, (qui peut étre linéaire ou non linéaire)
de longueur n et de distance minimale d. Le nombre maximal du mots-code d “un code
linéaire est notée B,(n,d). Il est clair que B,(n,d) < A,(n,d). Ce qui suit est bien connu

par la borne supérieure pour A,(n,d).

Définition 1.2.12 (Borne de Hamming) Le nombre de vecteurs dans Bi(x) = {y €

Fr,d(z,y) <t} la boule de rayon t = LTJ autour d “un vecteur donné x € Fy est égale

a Vy(n,t), ou

~+

V) =S [ " @1y (1.2)
i=0 v
Définition 1.2.13 (Borne de Gilbert)
log,(Ay(n,d)) > n —log,(Vy(n,d — 1)). (1.3)

Définition 1.2.14 (Rayon de recouvrement) Le rayon de recouvrementr(C') d “un code

C de longueur n sur IF, est défini par :

r(C) = mazeps {minyecd(z,y)}. (1.4)

1.2.3 Propriétés d “un code

On note par [n, M, d], un code C' de longueur n, de cardinal M et de distance minimale
d. Un code linéaire [n,k,d], est un code linéaire de longueur n, de dimension k et de

distance minimale d. On a 1égalité |[M| = ¢".

Définition 1.2.15 (Isométrie linéaire) Soit F, un corps fini et d la distance de Ham-
ming définie sur Fy. Une isométrie, est une application linéaire

oo Fy o — Fy

qui est une isométrie pour d.
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Théoréme 1.2.16 Soit f Fr — Ty une application. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. f est une isométrie linéaire.

2. 1l existe une permutation o € S, et des scalaires non nuls ay,as, -+ ,, tels que
pour tout v = (x1, T, ,x,) €Fy, on a
f(x17 Loy~ 7xn) = (alxa(l)a W2Xy(2), " " 704nx0(n)) (15)

Une application de la forme 1.5 est dite monomiale, si P est la matrice dans la base
canonique d “une telle application, alors chaque ligne et chaque colonne de P contient un

seul coefficient non nul.

Définition 1.2.17 (Codes équivalents) Deux codes linéaires C et C' de longueur n sur

F, sont dit équivalents, s il existe une isométrie lincaire f de Fy telle que f(C) = o

Remarque 1.2.18 Deux codes linéaires équivalents ont les mémes propriétés métriques et

les mémes propriétés lincaires.

1.3 Codes dérivés

Dans cette partie, nous discutons certaines méthodes classiques de construction de
nouveaux codes en utilisant des codes connus. Il existe d “autres constructions, on pourrait
également combiner des codes entre eux (exp. les codes concaténés, les codes produits, les
turbo-codes).

Soit C' un code linéaire de paramétres [n, k, dJ.

Définition 1.3.1 (Produit sur F,) Par analogie avec le produit scalaire usuel ,on définit

un produit sur ¥y, pour x,y € Fj on a :

-y = i%yz
i=1
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Définition 1.3.2 (Code dual) Le dual de C' est [ “orthogonal C*- de C dans F.

Exemple 1.3.3 Sur Fy si :
C' = {000,111}
alors,
C*+ = {000,011,110, 101}.
Remarque 1.3.4 C* est un code linéaire de parameétres [n,n — k, d'], et on a [ égalité
dim(C) + dim(C*+) = n.
Définition 1.3.5 (Auto-dual) Le code C' est auto-dual si C = C+.

Définition 1.3.6 (Auto-orthogonal) Le code C' est auto-orthogonal si C C C*.

Définition 1.3.7 (Matrice de parité) Une matrice de parité de C' est une matrice, no-
tée généralement H, de type (n — k,n) dont les lignes forment une base de C*. Il s agit

d “une matrice génératrice de C*.

Définition 1.3.8 (Code de répétition) Le code de répétition sur IF, de longueur n est
constitué de tous les mots sous forme ¢ = (c,c, -+, c) avec ¢ € F,. Ceci est un code linéaire

de dimension 1 et distance minimale n.

Remarque 1.3.9 Le code de répétition de longueur n a une matrice génératrice

G:[1 1 - 1

1.3.1 Construction des nouveaux codes & partir des anciens

Définition 1.3.10 (Code étendu) Le code étendu C d “un code q-aire C défini est :

i=n

~

C={(c1, - ,nyCnia Z—ZCi),(le" ,cn) € CY}

i=1
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Remarque 1.3.11 Pour q = 2, la derniére coordonnée de C est celle du bit de parité. Le
code C est linéaire, et admet comme paramétres [n+ 1, k, cﬂ avecd=d oud = d+ 1, dans

le cas binaire, si d est impaire alors d=d+1.

Il faut noter que si nous étendons un code puis éliminons la nouvelle coordonnée, nous
finissons d “obtenir le code originale.
Soit © un ensemble de cardinal n, nous indexons les coordonnées des mots de [y par

cet ensemble, par exemple, z = (z,)qco-

Définition 1.3.12 (Code poingonné) Le code poingonné de C' en I est composé de tous
les mots code de C' avec les coordonnées indexées par I remplacées par zéros ou I est un
sous-ensemble de ©.

T

Définition 1.3.13 (Code de Hamming) Soit n = a
q

-1
taille rxn surF, avec des colonnes non nulles, de sorte que deux colonnes sont dépendantes.

Soit H,.(q) une matrice de

Le code H,.(q) admet H,.(q) comme matrice de contrdle de parité est appelé q-aire code
de Hamming. Le code qui admet H,(q) comme matrice génératrice est appelé g-aire code

simplezxe, et est désigné par S,(q).

Remarque 1.3.14 Soit r > 2. Alors le code de Hamming H,(q) a des paramétres [n =
T—1 "T—1

a k= a —r,d=3|.

q—1 qg—1

Exemple 1.3.15 Considérons le code de Hamming ternaire H3(3) de dimension 3 et de

longueur 13 admet comme matrice de contrdle de parité :

1111111110000
Hi3)=]1222111000111°0
2102102102101

Définition 1.3.16 (Code simplexe) Les duauz des codes de Hamming sont appelés codes

r

simplexes sur F, des parametres [q—_l,r], et tous les mots code non nuls ont un poids
q R
constant égal & q" 1.
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Nous donnons maintenant une construction des codes simplexes binaires. Soit Hy(2) donnée

par :

Hy(2) =

Pour r > 3, on définit H,(2) par récurrence :

[ 0---0 1 1 1
H,(2) - X
H,1(2) | ¢+ | H-1(2)
L 0 .

Définition 1.3.17 (Juxtaposition des Codes) Soient Cy est un [ny,k,d;] code et Cy
un [ng, k, ds] code avec Gy et Gy sont des marices génératrices de Cy et Cy, respectivements.

La juxtaposition des codes Cy et Cy est le code qui admet comme matrice génératrice

G = [ Gy Gs } (1.6)

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné des notions de base sur les codes correcteurs définis

sur les corps finis, cela sera util pour étudier un cas particulier de ces codes qui sont les

codes simplexes sur certains anneaux finis.



Chapitre 2

Les codes sur différents anneaux spéciaux, principalement commutatifs, ont été la cible
des chercheurs depuis deux décennies, 1 intérét grandissant de ces codes est mesuré par
la possibilité d avoir le lien entre ces derniers et des codes sur les corps finis via une
application particuliéres généralement connus par le Gray map.

Dans ce qui suit, on donne quelques définitions nécessaires de certain type de code sur
les anneaux finis et leurs propriétés pour la meilleur compréhension du reste, pour plus de

détails (voir 1 annexe).

Définition 2.0.1 Soit R un anneau fini, un code linéaire C' de longueur n sur R est un
sous-module du R-module de R™, Qui peut étre libre ou pas. Les vecteurs de C' sont appelés

les mots du code C'.

On munit R™ du produit suivant : v.w = > v;w;. Le code dual C* de C est défini par
Ct={veR"|v-w=0; Ywe C}.

Si C c C*, on dit que le code C est auto-orthogonal, et si C = C*, on dit que le code C

est auto-dual.

2.1 Les poids et distances sur 1’anneau de Galois Z,

Soit C' un code linéaire sur 1 anneau de Galois Z, de longueur n, ol ¢ est une puissance

d“un nombre premier p, alors on peut associer au vecteur x = (x1,2s,- - ,x,) différents
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poids et différentes distances autres que le poids et la distance de Hamming. On a déja
défini le poids de Hamming wgg,, () comme étant le nombre de composantes non nulles
de z.

Le poids Euclidien :

wtg(r) =Y min{e}, (g — )} (2.1)
Le poids de Lee :

wtpee(w) =Y min{lz],|(q — )]} (2.2)

i=1

De méme pour la distance, on définit ces trois distances

La distance de Hamming :

Aiam(T,Y) = Wham (T — Y)
La distance de Lee :
dLee(w7 y) = wLee(x - y)
La distance Euclidienne :
dg(z,y) = wp(r —y)
La distance homogéne :
dhom (T, Y) = Whom (T — )

Les définitions suivantes donnent les distributions de poids de Hamming, Lee, et ho-

mogene.

Définition 2.1.1 les distributions de poids d un code C', est le nombre des mots code de

poids i dans C' et noté par Au(i).
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Définition 2.1.2 [38] Pour tous 1 < i < n, soient Agam(i), Apee(i) et Apom(i), les dis-
tributions de poids de C' de Hamming, Lee et homogene, respectivement, d un code sur R.

Alors on a :
(AHam(O)7 AHam(1)7 e 7AHam(n))7
(ALee(0)7 ALee<]-)7 e 7ALee(n))7
et

(Ahom(0>7 Ahom(1)7 e 7Ahom(n))7
2.2 Codes linéaires sur 1 “anneau 7,

Un code linéaire sur Z4 de longueur n est un sous-groupe additif de Z}. Un tel sous

groupe est un sous-module de Z,4, qui peut étre libre ou pas.

Définition 2.2.1 Un Zs-module M est libre, s il existe un sous ensemble B de M tel que

chaque élément de M peut étre exprimé sous forme de Z, combinaison linéaire d “éléments

de B.
Exemple 2.2.2 Si v est un vecteur de Z} de composantes égale a 0 ou 2, alors
2v =10,

ce qui implique qu “un tel vecteur ne peut pas étre un vecteur de base d “un module libre de
ZLy.
On peut montrer que [ "ensemble des mots suivants de Z,4 est un code linéaire sur Z4 de

longueur 4 :
0000 1113 2222 3331 0202 1311 2020 3133

0022 1131 2200 3313 0220 1333 2002 3111.
C “est un sous groupe additif de Z3. Si ¢ “est un Zy-module libre, alors, il existe une base de
deuz vecteurs by et by ayant au moins une composante égale a 1 ou 3. Tous les mots avec

une composante égale a 1 ou 3 vérifient

2by = 2by = 2222.
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Alors {by,by} ne peuvent pas former une base ce qui implique que C' nest pas libre. Ce-

pendant on peut démontrer que tout mot de C' peut s “écrire sous la forme
xrey + Yycy + 2c3

avec

C1 = 1113, Co = 0202, C3 = 0022, T € Z4, Yy et z € ZQ.

2.2.1 Matrice génératrice

Soit C' le code de Z, donné par 1 exemple 1, on peut démontrer que

1 113
G=1020 2]/,
00 2 2

est une matrice génératrice de C', dans le sens ou tout mot de C' peut s’ écrire comme

étant (zyz)G pour certains © € Zy, y et z € Zs. Tout mot de C' peut s écrire sous la forme

k1 k1+ko
E a;c; + E biCi
i=1 i=ky

avec a; € Zy pour 1 < i < ky et b; € Zsy pour k1 +1 < i < k; + ko. En plus chaque ¢;
admet une composante égale & 1 ou 3 pour 1 < i < ky et tout ¢; est égale & 0 ou 2 pour

ki1+1<i<ki+ky Siky=0,]lecode C est un Zs-module libre.

Définition 2.2.3 La matrice qui admet pour ligne ¢; pour 1 < i < ki + ki est appelée
matrice génératrice de C. Le code C' admet 41252 mots et il est dit de type 4*12k2,

Toute matrice d “un code linéaire sur Z, peut étre s exprimer sous la forme

I, A B, +2B,
Ok2><k1 2[k2 2C

G:

avec A, B1,Bs et C sont des matrice & coeflicients dans Zs, et O, xx, est une matrice nulle

de taille ks x k1. Le code C est de type 4F122,



34

Théoréme 2.2.4 Tout code linéaire sur Z, est équivalent a un code avec une matrice

génératrice sous sa forme standard.

2.2.2 Dual d “un code sur Z,

Il existe un produit scalaire modulo 4 sur Z, défini par

i=n

Ty = Z x;y; (mod 4)

i=1
ouxr = (xla"' 7xn) et Y= (yh"' 7y7l)
Définition 2.2.5 Le code dual de C' est définie par

C*+ = {x € Z}| x.c = 0 pour tout ¢ € C}.

Définition 2.2.6 Un Zs-linéaire est un code auto-orthogonal s ‘il vérifie C C C*, il est

dit auto-dual s il vérifie C = C+.
Si O est un code dans sa forme standard, alors C* admet pour matrice génératrice

_(Bl -+ 2B2>t — CtAt Ct Infklsz
2A! 2@k Okyxc(n—ki—ko)

Gt =

ol Opy x (n—ki—ky) €t la matrice nulle de taille ky X (n — k1 — ko). En particulier, C* est de

type 4nFi—k2gkz

2.2.3 Poids et distances d “un code sur 7,

Sur Zy, il existe différents poids pour un vecteur de Zj , donc différentes distances
minimales. Soit x € ZJ, supposons que n,(x) le nombre de composantes de = égale a a
pour a € Zy.

Le poids de Hamming, le poids de Lee et le poids Euclidien sont respectivement
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Wtgam(z) = ni(x) + ne(z) + ns(x)
Wtree(z) = nyi(x) + 2n9(x) + n3(z)
wtg(x) = ny(x) + 4no(z) + ng(z)

La distance d désigne, la distance de Hamming, Lee et la distance Euclidienne respec-

tivement, alors la distance entre deux mots x et y est donnée par

dg(z,y) = wig(z —y)

2.2.4 L’image Gray des codes sur Z4

Les codes quaternaires peuvent étre donnés comme des codes binaires sous le Gray map.

On définit d “abord 1 application :

¢ Ly —> 73
0 +— ¢(0)=(0,0)
1 — ¢(1)=(0,1)
2 — 0(2)=(11)
3 — ¢0(3)=(1,0),

puis étendue cette application & Z} dans Z5 x Z%, on a :

o 7y — 7y x 7.3
(al’ R 7an) — ((uh R 7un)7 (Ula R 7Un))
Si C est un code linéaire quaternaire, alors le code binaire C' = ¢(C) est donné comme
un code linéaire sur Z,. La notion du code dual quaternaire d “un code linéaire quaternaire
C, est notée par C*, ainsi la notion du code dual binaire sur Zj4, est notée par C; = ¢(C1).

Ces derniers sont définis a la fagon standard dans [42] et [49].
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2.3 Codes sur Z»Z,

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et concepts reliés aux codes
additifs sur Z,7Z,. Nous décrivons également leurs parameétres fondamentaux. Les outils de
cette partie est un résumé des résultats présentés dans [12], [13] et [64].

Soient Zs, et Z4 1 "anneau des entiers modulo 2 et 4 respectivement. Z7 est 1 ensemble
de tous les vecteurs binaires de longueur n, et Zj est 1 “ensemble de tous les n-uples sur Zy,,
les éléments de Z) seront ainsi appelés des vecteurs quaternaires de longueur n. N “importe
quel sous ensemble non vide C' de Z7 est un code binaire, et un sous groupe de Zj est
appelé un code linéaire binaire ou un code linéaire sur Zs. De la méme facon, toute partie
non vide C de Z} est un code quaternaire, et un sous groupe de Z} est appelé un code

linéaire quaternaire.

2.3.1 le poids de Lee et Euclidien sur Z,Z,

Soient u € Zj et v € Z3. On note par wt ., (u) le poid de Hamming de u, wtp..(v) et

wtp(v) sont les poids de Lee et Euclidien de v, respectivement, ou

0 si v,=0
wtp (v;) = 1 si v,=10u3
4 81 v; =2
et
0 si v,=0
Whiee (V;) = 1 si v;=10u3
2 si v, =2.
Soit :
r = (u,v) € ZY x Z3, otvu = (uy, - ,u,) €Z3 et v=(vy, - ,v5) € Z.

Alors le poid de Lee de z est défini par :

thee(x> = tham<u) + thee(U)
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et le poid Euclidean de x est défini par :

wtp(r) = wtgem(u) + wte(v).

2.3.2 Le Gray map sur ZsZy

Soit C un code additif sur Z,Z,4, qui est un sous groupe de groupe Zy x Z}. L “application
défini par :
¢ : LyxZy — 73, (2.3)

est le Gray map sur ZoZy.

Nous allons prendre une extension de Gray map définie par 1”équation (2.3).

O : ZyxZy, — I, avecn =1+ 20,

donné par :

®(u,v) = (u,d(v1),...,0(vs),¥Y u € ZIV (vy,...,vs5) € Z3.

Ce Gray map est une isométrie qui transforme la distante de Lee définie dans C un

code additif inclus dans Zj x Z§ & la distance de Hamming définie dans le code binaire
C = ¢(C).

Constatant que la longueur du code binaire C' est n =~ + 24.

2.3.3 Le type d “un code sur ZsZ,

Soit C un sous-groupe de ZJ x Z9. il est aussi isomorphe & une structure abélienne
2 45

comme Zj x 7!, toutefois, C est de type 2*4# et on & :
|C| = 22+~ (2.4)

le nombre des mots codes dans C dordre 2 est 2M#.
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Soient X et Y deux ensembles de Z, et Z, respectivement, ot
[ X[=vet|Y]|=0

L “ensemble X correspondant & la premiére coordonnée v et Y correspondant a la
derniére coordonnée 4.

Nous appelons Cx (resp., Cy) le code poingonné de C par 1”élimination des coordonées
en dehors de X (resp., V). Soit C; le sous code de C qui contient tous les mots-code d “ordre
deux, et soit k la dimension de (C,)x qui est un code linéaire binaire pour v = 0, et dans
ce cas nous allons écrire k = 0.

Prenant en considération tous ces paramétres, nous dirons que C (ou de maniére équi-
valente C' = ®(C)) est de type (7, 0; A, ; k).

On constate que :
(1) Cy est un code linéaire quaternaire de type (0,0; Ay, 1£;0), ot 0 < Ay < A

(2) Cx est un code linéaire binaire de type (7,0; Ax,0; Ax), ot k < Ay < k + A\

Définition 2.3.1 Soit C un code additif sur ZyZs, est un sous groupe de Zj x Z3. Nous
disons que | “image binaire C = ®(C) est un code linéaire sur ZsZ, de longueur n = A+ 2u

et de type (7y,0; N\, us k), ou A, p et k sont définis comme ci-dessus.

Remarque 2.3.2 Un code linéaire sur ZsZ, est une généralisation de code linéaire binaire
et le code linéaire sur Zy.
1. Si6=0,
le code binaire C' = C correspond a un code linéaires binaire.
2. Si,v=0,
le code linéaire sur ZoZy est un code linéaire quaternaire et son code binaire corres-

pondant C' = ®(C) est un code linéaire sur Zy.
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2.3.4 L~ équivalence monomiale des codes additifs

Deux codes additifs C; et Cy sur ZyZy de type (7, d; A, p; k) sont considérés équivalents
monomialement, si 1’un peut étre obtenu a partir de 1 autre par une permutation des

coordonnées, et (si nécessairement) en changeant les signes de certaines coordonnées de

ZLy.

Définition 2.3.3 Deuzx codes additives sur ZoZ, sont des équivalents de permutations,

s ils se different seulement par une permutation des coordonnées

Proposition 2.3.4 Si deuz codes additifs Cy et Co sur ZoZy4 de type (v,9; N\, p; k) sont
équivalents monomialement donc, d “aprés le Gray map les codes additifs linéaires sur ZioZ.,

correspondant C; = ®(Cy) et Cy = ®(Cy), sont isomorphes comme des codes binaires.

Remarque 2.3.5 [ “inverse n “est pas toujours vrai.

2.3.5 Matrice génératrice d “un code sur Zs7Z,

Soit C un code additif sur ZsZ,. Le code C n “est pas un module libre, chaque mots-code

expremé uniquement sous la forme :

A Ap
SRS SRR 25)
i=1 J=A+1

ot G € Zoypour 1 <i <A\ n€Zy AN+1<75 <A+ p, et u® 09 sont des vecteurs
dans Zj x 73 d ordre deux et d “ordre quatre, respectivement.
Pour les vecteurs u() et v\) on obtient une matrice génératrice G de taille (A1) x (y49)

de code C. En plus nous pouvons écrire G comme :

By | 2B3
By | @Q

ou Bj et By sont des matrices sur Zsy de taille A X v et p X §, respectivement, B3 est une
matrice sur Z, de taille A X § avec toutes les entrées dans Zs C Z4, et () est une matrice

sur Z, de taille y x 6 avec des vecteurs lignes d “ordre quatre.
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Exemple 2.3.6 Soit C un code additif sur ZsZ,4 de type (1,3;1,2;1), de matrice généra-

trice :
112 2 2
G=10/11 0],
111 2 3

le code C peut étre aussi généré par la matrice :

112 2 2
01 10
01 0 3

2.3.6 Dualité des codes sur 7,7,

Pour les codes linéaires sur les corps finis, et les anneaux finis, il éxiste un concept de
dualité.

Dans cette partie, on va étudier la dualité des codes additifs sur Z,Z, en utilisant leur
structure de groupe abélien.

Nous définissons le produit scalaire des vecteurs u,v € Z3Z par :

Y 7+6
(U, v)5.7, =2 (Z uivi> + Z ujv; € ZLy. (2.7)
i=1 j=+1

Soit C un code additif sur ZyZ,4 de type (v, 0; A, p; k) et soit C' = ®(C) le code linéaire sur
Zo7,4 correspondant. Le code additif orthogonal de C, noté par C* est défini d “une facon

standard :

Ct={veZ]xZ |(u, v)7,7, = 0; por tout u € C'}. (2.8)

Nous allons appeler C* le code additif dual de C. Le code binaire correspondant ®(C*)
est noté par C', il s appelle code dual de C sur ZyZ,.

Lemme 2.3.7 Soient C un code additif sur ZoZy de type (v,8; N\, u; k), et Ct son code
additif dual. Alors, |C||C*| =27, otvn =y + 20.
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2.4 Les rayons de recouvrement des codes sur 1 “anneau

R

Dans cette partie, le rayon de recouvrement d “un code C' sur R est introduit. D “abord,
nous rappelons la définition du rayon de recouvrement d “un code binaire .

Pour un code binaire C, son rayon de recouvrement r(C') est donné par :

uEZo ceC

r(C') = max {min pram (u, c)} (2.9)

Cette définition est 17équivalent de dire que le rayon de recouvrement est le plus petit
des nombres r telle que les sphéres de rayon r autour des mots codes recouvrent Fs.
L “extension de cette définition aux codes sur R est que le rayon de recouvrement d’un
code C' est le plus petit des nombres r telles que les sphéres de rayon r autour les mots
codes recouvrent R. Par conséquent, en respectant les distances de Lee et euclidiennes, les

rayons de recouvrement d ‘un code C' sur R, sont donnés par :

ueR™ | ceC UERM ceC

TLee(C) = max {min dree(u, c)} et 75(C) = max {min de(u, c)} , (2.10)

respectivement.

Il est clair que 77..(C) et rg(C) sont les valeurs minimales r7.. et 7z telles que :
R" = UCGCST‘Lee (C)a

et
R" = UCECSTE (C)a

respectivement, ou

STLee (U) = {U € Rna dLee(u7v) S TLee}a

et
Spp(u) = {v € R dp(u,v) < rp},

pour u € R"™.
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les résultats suivants sont utiles pour déterminer le rayon de recouvrement des codes
sur les anneaux finis. C est une généralisation du résultat dans [23| pour les codes sur un

corps fini.

Proposition 2.4.1 §i Cy et C) sont des codes sur R de longueur ng et ny, de distance

minimale dy et dy, générés par Gy et Gy, respectivement, et si C' est le code généré par :

0 |Gy
Go| A

donc

Td(C> S Td(C()) + ’f’d<Cl>,

est le rayon de recouvrement de la concaténation de Cy et Cy, noté par C., satisfait
[ “inégalité suivante :

ra(Ce) > 14(Co) +1r4(Ch)

pour toutes les distances d sur R.
Preuve 2.4.2 Nous définissons la matrice génératrice de C. comme
@ o
alors C, est un code de longueur ng + ny et de distance minimale d, ot
d > min{dy, d; }.
D “ou le rayon de recouvrement satisfait :
r4(Ce) > 1a(Co) + 14(Ch).

Proposition 2.4.3 Soient C' est un code sur R, et ®(C) est | “image de C sous le Gray

map, alors :

rLee (C) = (®(C)).
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Dans la cas ot R = Zy7Z,4

Nous examinons le rayon de recouvrement du code dual de code sur Z,Z,.

Les résultats suivants, donnés par Aoki et al. dans |4, Proposition 3.2| pour les codes
sur Z,4 sont encore valides pour les codes sur ZyZ,. Cela est vérifié, en utilisant la définition
du rayon de recouvrement, et par le fait que le Gray map ® est une application préservant
le poids [20].

Soit C' un code sur ZyZ, et

s(CF) = {4 (C7) # 0, # 0} |,
ou A; (Ci) est le nombre du mots code de poids ¢ dans C*.
Lemme 2.4.4 Pour tout code C sur Zoly, on a :
TLee (C) <1 (C) < 2. (C).

Preuve 2.4.5 Le résultat est vrai du fait que dre.(z,y) < dg(x,y) < 2dre.(x,y) pour tous

deuz vecteurs x et y.

Delsarte [27] montre que le rayon de recouvrement r(B) d un code binaire B et le
nombre de poids non nuls distincts de la distribution des distances du dualité de B noté

par s(B%),vérifie 1 “inégalité suivante, connue par la borne de Delsarte
r(B) < s(Bh). (2.11)
Maintenant, nous étendons la borne de Delsarte aux codes sur ZyZ4 [20].
Théoréme 2.4.6 Soit C' un code sur ZoZy, alors :
Tree (C) < (C) et rp(C) < 2s(CH). (2.12)

Preuve 2.4.7 Les distributions de poids de ®(C) et ®(C*) sont lies par la transformation
de MacWilliams binaire. Cetait prouvé pour les codes sur Zy. Pour les codes sur ZioZ.y, il
est possible de voir [26]. Et aprés le résultat est obtenu de la transformation de Mac Williams

, lemme 2.4.4, et du fait que n “importe quel code sur ZsZy4 est une distance-invariante.
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2.5 Conclusion

L~ objectif de ce chapitre est 1"étude générale des codes additifs sur Z,Z,4 et des codes
additifs linéaires sur Z,7Z, correspondants. Nous avons définis les matrices génératrices des
codes additifs sur ZsZ,, ainsi que le concept de la dualité des codes additifs sur Zs,Z, qui

définissent le produit scalaire approprié.



Chapitre 3

Codes simplexes et code de MacDonald

de type a et [ sur ZoZy

Dans ce chapitre, nous définissons les codes simplexes et les codes de MacDonald de
type a et [ sur ZsZ,. Ce-ci sont des généralisations des codes simplexes binaires. De plus,
nous étudions 1 “image binaire de ces codes et nous prouvons que 1 “image binaire des codes

simplexes de type [ atteint la borne de Gilbert [20].

3.1 Le rayon de recouvrement d “un code de répétition
en bloc sur 7,7,

Pour déterminer les rayons de recouvrements des codes simplexes et des codes de Mac-
Donald de type « et § sur ZsZ,, nous construisons d “abord certaines classes de code en

blocs sur ZyZ4 et la méthode utilisée dans [63] pour obtenir leur rayon de recouvrement.
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Le code de répétition en bloc sur 7Z,7Z,

Le code de répétition en bloc C™ sur ZyZ,4 est un code additif sur Zs,Z, de longueur
7

n = Y n; et de matrice génératrice :
i=1

ni ng ns nq ns ne nr

—_—— N NN N N
G = |01---0102---0203---0310---1011--- 1112---1213---13] .

Si pour ¢ fixé avec 1 < ¢ < 7 nous avons pour tout 1 < j #1¢ <7, n; =0, le code C" = C™

noté par C.
Exemple 3.1.1 Pour i =1, nous avons :
C; = {(00---00),(01---01),(02---02),(03---03)},
un code additif de longueur n = nq généré par :
G, = [0101---01].

Les théorémes suivants donnent les rayons de recouvrement des codes de répétition en

blocs C;, 1 <j < 7.

Théoréme 3.1.2 le rayon de recouvrement de C;, 1 < j <7, par rapport au poids eucli-

dien est donné par :

(i) 76 (C1) =718 (C3) < 5771’
. 3n

(ii) rg (C) < >

(id) 75 (C2) < 5,

(iv) n <rg(Cs) =rg(Cr) < 2n,

on
(’U) TE (Cﬁ) S 7

Preuve 3.1.3 Pour c € C;, 1 < j <7, soit t;(c), 0 < i <7 le nombre d occurrences de
symbole i dans le mots-code c¢. Pour démontrer ce théoréme il suffit de démontrer (iv), on
a:

TE (C]) = meI(TZlQaZ)i)” {dE (SL’, Cj; 1< ] < 7)} .
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7

:n—t1+3t3+t4+t6—|—4t7,
JI,O_2 :n—t2+3t0+4t4—|—t5+t7,

(
)
(w,03)
(w,02)
dp (2,01) =n — t5+ 3t; + ts + 4t5 + g,
(2,10) = n — ty + t1 + 4ty + t3 + 3tg,
(2,13) =n —t5 + to + to + 4t + 3t7,
( ) =n—t+ 4o + t1 + t3 + 3y,
di (2,11) = n — t7 + to + 4t; + to + 3t5.
Par conséquent, dg (z,C5) = min{(n—to+3ta+t5+4ts+t7), (n—t1+3t3+ts+1ts+4t7),
(n—tg+3tg + 4ty + 3ts +t7), (n —t3+ 3ty +t4+4ts + tg),(n — t4 + 1 + 4ts + t5+ 3tg),n —

t5 + Sto —|—t2 +4t3 + 3t7,(7’L - t6 +4t0 + tl + tg + 3t4),(n - t7 +t0 + 4t1 —f-tg + 3t5)}
< 8n+8(t0—|—t1+t2+t3—|—t4+t5+t6—|—t7)

8
Donc,
re (C5) < 2n.
Si
n n n n n n n n
8 8 8 8 8 8 8 8

—_— NN N N N N
z=00---0001---0102---0203---0310---1011---1112---1213--- 13 € (Z2Z4)",

alors,
dp, (2,13) :%+4(%) +%+%+g+%+4<%) +g:n. Ainsi

re (Cs) > n,

et alors,

n <rg(Cs) < 2n.

Les preuves pour les équations (i), (ii), (iii) et (iv) sont obtenues en wutilisant une

procédure similaire.
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Théoréme 3.1.4 Le rayon de recouvvrement de C;, 1 < j <7, par rapport au poids de Lee

est donné par :

(1) Tree (C1) = 1 (Co) = 5,
(ii) Tree (Co) = n,
(i) Tree (Co) = 5.,
(V) 710 (C5) = 710 (Cr) = T
() T1ee (Co) = 3.

Preuve 3.1.5 Pour démontrer ce théoréme il suffit de démontrer (iv), [ “image Gay du

code Cs est

{000 ---000,001---001,011---011,010--- 010,
(I)<C5) - )
100---100,101---101,110---110,111--- 111}

Par la proposition 2.4.3, on a :

n

T'Lee (CE)) = T((I)(C5)) = 5

Les preuves pour les équations (i), (ii), (iii) et (v) sont obtenues en utilisant une pro-

cédure stmilaire.

Les résultats ci-dessus sont utilisés pour déterminer le rayon de recouvrement de code
C™ avec les parameétres

(n = ni+ng+nz+ng+ns+ng+nq, 23, dp = 2n, dg = min{(n,+4ns+nz+ns+2n5+5n6+
2n7), (nq + 4ng + n3 + ns + 4ng + n7) , (4ng + ng + 4ns + 4ns + ng + 4nz) , (ng + ns + ng + n7)
(4ny + 4ng + ng + dns + ng + 5nr) }.

Théoréme 3.1.6 le rayon de recouvrement du code de répétition en bloc C™ a les propriétés

sutvantes;

7
>y 1
TR Ci=1 < 5 [5(711 +n3 + n6) + 3712 + 977,4] + 2(n5 + n7),
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T'Lee (07") = 2n.

Preuve 3.1.7 Par la proposition 2.4.1, le théoréme 3.1.2 et le théoréeme 3.1.4, on a pour
7

2 ,
T = T ToT3T4T5TeT7 € (LoZy)'="  avec Ty, xs, T3, T4, Ts, Te, Tr donné par
(CL(), ay, a2, as, a4, as, ag, Cl7) ) (b07 b17 627 b37 b47 b57 bﬁ'? b7) ) (CO7 ¢, Co, C3, C4, C5, Cg, C7) )
<d07 d17 d27 d37 d47 d57 d6a d7) ) (607 €1, €2, €3, €4, €5, €6, 67) ) (f07 f17 f27 f37 f4a f57 f67 f7) )
(QOagla927937.g47.g57g67g7)7

respectivement, tel que

7 7 7 7 7 7

7
ny = E aja”ZZE bja”SZE Cj7n4:E dj7n5=§ ej,ne’:E fle?:E gj-
J=0

=0 =0 =0 =0 =0 =0
Alors
dg (2,00) = ny — ag + 3as + as + 4ag + ay + ny — by + 3by + bs + 4bg + by + ng — co +
3ca + 5+ 4dcg + 7 +ny — do + 3dy + ds + 4dg + d7 + ns — e + 3ea + e5 + deg + e7 + ng —
fo+3fa+ fs +4fs + fr+n7— g0+ 392 + g5 + 496 + g7, 0t

ni no ns N4 ns ne nr
. e e e e e e e e e e e e, e e
00 =00---0000---0000---0000---0000---0000---0000---00,

7
. 2. ™
est le premier vecteur de C7=!

dE(as,gE):n1—a3+3a1+a4+4a5+a6+n2—bg+3bo+4b4+b5+b7+n3—cl+
363+C4+CG+4C7—|—7L4—d4+d1+4d2+d3+3d6+n5—€7+€0+461+€2+365—|—n6—
Jo +4fo+ f1+ f3+3fs+n7— g5+ go+ g2+ 4gs + 397, ot

ni n2 n3 na ns e nr

—_—— N — NN N N
v =01---0102---0203---0310---1011---1112---1213--- 13,

7
. 2 ny
est le deuxieme vecteur de CI=!

dE(:E,%):n1—a3+3a1+a4+4a5+a6+n2—b2+3b0+4b4+b5+b7—|—n3—01+
3C3+C4+Cﬁ+407+n4—d0+3d2+d5—|—4d6+d7+n5—€3+361+€4+465+66+n6—
Jo+3fo+4fs+ f5s+ fr+n7— g1+ 393+ ga + g6 + 4gr, oU

ni n2 n3 T4 ns ne nr

—_—— N NN N N
Yz = 01---0102---0203---0300---0001---0102---0203---03,
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7
. 2y
est le troisieme vecteur de Ci=!

dE(a:,%):n1—a2+3a0+4a4+a5+a7+n2—b0+3b2+b5+4b6+b7+n3—02+
300+4C4+C5+C7+n4—d0+3d2+d5+4d6+d7+715—62+360+4€4+€5+67+n6—
fo+3fa+ fs +4fe + fr+n7— g2+ 390 + 492 + g5 + g7, 0
1 n9 n3 n4 ns5 ne nr
e e e — e — e — A — A
Y3 = 02---0200---0002---0200---0002---0200---0002---02,

7

est le quatrieme vecteur de C’f;nj.

dg (x,71) = n1 — a1 + 3az + a4 + ag + day + ny — by + 3bg + 4bg + bs + by + ng — c3 +
3c1 +cy+4es 4+ cg+nyg —do+ 3dy + ds + 4dg + d7 + ns — e + 3es + eq + eg + der + ng —
fo+3fo+4fa+ fs+ fr+n7— g5+ 301 + 94+ 495 + g6, 00

ni n2 n3 ng ns ne nr

S, T T
ys = 03---0302---0201---0100---0003---0302---0201---01,
7
o 2y
est le cinquieme vecteur de C7=" .
dE(ZL',%) :n1—a0+3a2—|—a5+4a6+a7+n2—bo+362+b5+4b6+b7+n3—co+
3CQ+C5+4CG+C7+TL4—d4+d1+4d2+d3+3d6+n5—€4+61—|—4€2—|—63—|—366+n6—
fa+ fi+4fa+ f3+3f6 +ns— g4+ g1 + 492 + g3 + 36, 0U
ni no ns3 n4 ns ne ny
—_——N NN NN
75 =00---0000- - - 0000 --0010- - - 1010 - - - 1010 - - - 1010 - - - 10,

7
. 2y
est le sixieme vecteur de Ci=1

dg (z,Ys) = n1 — ag + 3ag + 4as + as + a7 + ng — by + 3by + bs + 4bg + by + ng — c2 +
3Co—|—4C4+C5+C7—|—n4—d4+d1+4d2+d3+3d6+n6—€6+4€0+€1+€3+364+n6—
Ji+ fi+4fs+ f3+3fs + 17— gs + 490 + g1 + g3 + 394, ot

ni no ns N4 ns ne nr
e e e e e e e e e e, e e, e
Y = 02---0200---0002---0210---1012---1210---1012--- 12,
7

) >
est le septieme vecteur de C7=

dE(l',E) :nl—a1+3a3+a4+a6+4a7+n2—bg—|—3b0—|—4b4—|—b5+b7+n3—03+
361+C4+4C5+C6+7’L4—d4+d1+4d2+d3+3d6+n7—€5+3€0+€2+463+3€7+n2—



fo +4fo+ fi + f3+3fs+n5 — g7+ go + 491 + g2 + 395, ot
ni no ns3 n4 ns ne nr

—_—— N — NN N N
y7 =03---0302---0201---0110---1013---1312--- 1211 --- 11,

7

2 nj
est le huitieme vecteur de Ci=!
Ainsi :
7
Z: nj 8711 + 4(0,0 +a; +ag+ a3) + 12(&4 + a5+ ag + CL7)
TE Ci=1 <
8
+8n3 + 4(00 +c1+co+ 63) + 12(04 + 5+ cg + 07)
8
+8n6 +4(fo+ it fot f3) H12(fa+ f5+ fo + [7)
8
+87’L2 + 8(b0 + bg -+ b5 + b7) -+ 16(b4 + bﬁ)
8
+8n4 — 4(d0 + d4) + 4(d1 + d3 + d5 + d7) + 28(d1 + d6)
8
+8n5+8<60+61+€2+63+64+65+66+67)
8
_§%+&m+m+w+%+w+%+%+m)
S .
7
- C’j;nj < 8ny + 12(ag + a1 + as + asz + ag + a5 + ag + ay)

8
+8n3+12(00+01+CQ+03+C4+C5+66+C7)

8
+8n6—|—12(f0+f1+f2—|—f3+f4—|—f5+f6+f7)

8
+8n2+4(bo+b1+b2+b3+b4+b5—|—bﬁ+b7)

8
+87L4+28 do+d1+d2+d3+d4+d5+d6+d7)

(
8
+8n5+8(60+€1+€2+€3+€4+65+€6+67)

8
+%ﬁ@%+m+m+%+m+%+%+m

8
Par conséquent :

[5(”1 + nsg + TLG) + 3’/12 + 9714] + 2(n5 + TZ7).

o1



Pour la deuziéeme partie, nous avons ®(C™), [ “ensemble donné par :

{000 - - - 000000 - - - 000000 - - - 000000 - - - 000000 - - - 000000 - - - 000000 - - - 000,
001011 ---
001011 ---
011001 ---
010011 - --
000000 - - -
011000 - - -
010---010011---011001 ---001100---100110---110111--- 111101 - - - 101}.

Alors :

011010---
011010---
001011 ---
011001 - --
000000 - - -
000011 - - -

010100 - - -
010000 - - -
011000 - - -
001000 - - -
000100 - - -
011100 - --

100101 - - -
000001 - - -
000011 - --
000010 - - -
100100 - - -
100111 - - -

TLee(C™) = r(®(C™)) = 2n.

101111 - - -
001011 - --
011001 - --
010100 - - -
100100 - - -
111100 - -

111110 - - -
011010---
001011 ---
100001 - - -
100100 - - -
100111 - --

110,
010,
011,
001,
100,
111

)

3.2 Les codes simplexes de type « et [ sur Zs,Z,

92

Dans cette partie, nous prenons en considération la construction des codes simplexes

de type a et (8 sur ZoZy.

3.2.1 Les codes simplexes de type «

Soit my ), la matrice génératrice de S3;, le code simplexe binaire de type «, est défini

par :

ou

[0
Mok =

)

pour k > 2,

Dans [16], les codes simplexes S, de type a sur Z, étaient définis. la matrice génératrice

G, de SF), est

a
4k =

00-.-0\11---1\22.--2\33.--3

(03 (6% « (0%
(;&k—l ‘(;&k—l ‘(;&k—l ‘(;&k—l

?

pour k > 2,
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ou
11 = [ 0123 } .
En utilisant les deux matrices précédentes, on a pu construire un nouveau code, et
établir une étude compléte sur les propriétés algébriques nécéssaires.
Construisons Sj' le code simplexe de type a sur ZyZ,, a partir de la concaténation de

22F copies de la matrice génératrice de Sg, et 2% copies de la matrice génératrice de S,

donnée par :
o = [ mg, ‘ ms, ‘ ‘ ms, ‘ G5y ‘ G%y ‘ ‘ G ] , pour k > 1. (3.1)
ot la forme standard de Of, la matrice génératrice de Sy, est

0000~--00\0101.~o1\--. \13 13...13

k=

, fork > 2,
(0% (0% e (0%
k—1 ‘ k—1 ‘ ‘ k—1

avec

?=[0001020310111213]

Propriétés algébrique du nouveau code

e La longueur du code simplexe de type o sur Z,Z, est égal a 23++1,

e Le nombre de mots-code est égal a 2¥04% pour certains ko et k.

Exemple 3.2.1 Dans le cas ot k =1 avec kg = 0 et ky = 1, on a tous les mots- code du

code simplexe S générés par OF, qui sont :

00 00 00 00 00 00 00 00,
00 01 02 03 10 11 12 13,
00 02 00 02 00 02 00 02,
00 03 02 01 10 13 12 11.
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3.2.2 Les codes simplexes de type [

Construisons le code simplxe S,f de type 3, a partir de la concaténation de 2% copies de

la matrice génératrice de 5'26’ . et 2871 copies de la matrice génératrice de S;i . définie par :

@fg:[mgk‘mgk‘ ‘mgk‘(}fk‘ ‘Gf}, pour k > 2, (3.2)

ou mg , est une matrice génératrice du code simplexe binaire de type 3 définie par :
11---1 ‘ 00---0
5 , pour k > 3,
[0
ms k-1 ‘m2,k71
avec
1110
mfy = ,
01]1

et Gf’k est une matrice génératrice du code simplexe sur Z, de type [ définie par :

11---1 ‘00...0 ‘22...2

, pour k > 3,
T |Gl | Gh
avec
o _ 11110 |2
’ 0123 (1|1

Propriétés algébrique du nouveau code

e Le code simplexe S,f de type [ est le code poinconné de Sy.
e Le nombre de mots code est 2¥04%1 pour certains kg et k.

e La longueur de ces codes est 2F(2F72 4 1)(2% — 1).

3.2.3 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type «

et 0 sur ZoZy,

Les théorémes suivants fournissent les bornes supérieures sur le rayon de recouvrement

des codes simplexes sur ZsZ, par rapport aux poids de Lee et euclidien.
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Théoréme 3.2.2 Les bornes supérieurs des rayons de recouvrement des codes simplexes

sur ZoZy de type o sont donnés par :
7.2 -1
Tree(SE) < 32371 et ryp(S) < 2k (T) ‘

Preuve 3.2.3 Les codes simplexes sur ZsZy de type o a un poids de Lee égal ¢ 23 ou

32381 Ainsi a partir de | “équation (2.9), la proposition 2.4.1 et le théoréme 3.1.6, on a :

rLee(S]?) S TL6€(22kSQOik) + rLee(QkSZk)
S 22eree(S§ik) + ZkTLee(SZk)
S 22eram(S§ik) + 2kTLee<Sg,k>
< 92k (2k—1) 4+ 9k [(3 c92(k=1) 4 3.92(k=2) 4 ... 4 3. 22-1) + TL(SZLJ)}
S 23k—1 + 2k [(22k _ 1) + 1:|
< 23k—1 + 2k . 22k
< 23k—1 + 23k
< 3. 23k71.

D ot, Tre(SE) < 3 - 2%7L Des arguments similaires, en utilisant | équation (2.9), la

proposition 2.4.1 et le théoreme 3.1.6 on obtient le résultat suivant :

re(Sg) < re(2%S9:) +re(2855,)
< 2% %) + 257 ( )
< 22kTHam(82a,k) + 2% fk)
< 92 . gk-l 4 ok 11(22k6_1)+9
< ok [2%1 n (11(22k61)+9>
<

k(722k—1
2 (—3 )

Les rayons de recouvrement des codes simplexes sur Z,Z,4 de type [ sont donnés dans

le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 Les rayons de recouvrements des codes simplexes sur ZsZ, de type [

sont donnés par :
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(i) Tree(SP) < 2871 [(2M + 1)(2F —1) - 2],

(ii) rp(SP) < 2k (WT_“Q)

Preuve 3.2.5 D “aprés les équations (3.2), (2.9), la proposition 2.4.1 et le théoréme 3.1.6,

on a :
Tree(Sy) < TLee(kagk) + TLee(Qkilsf’k)
< 25 e (Sy i) + 28 ree(Sy 1)
< QkTHam(Szﬁk) + 2k_17“L66<Sf,k)
< 2k<2k 1)+2k 2kt (2k — 1) — 2]
< 2h-1(2k _ 1) 4 k-1 [zk—l (Qk _ 1) _ 2]
< 2L [(2F + 1) (28 — 1) — 2]

Des arguments analogues, en utilisant | “équation (2.9), la proposition 2.4.1 et le théoréme

3.1.6, donnent ce résultat

TE(SI/?) < TE(2kS§,k) + TE(Qk_ISf,k)
< 2krE(SQﬁk) +28 g (ka)
< 257 b ( Qk) + 20 17”E(ka)
< 2k <2k 1) + 2871 [2F (2K — 1) + 4 (2% — 1) — BT (since re(S5) < 25)
< et e
< o[22 — 1) 4 1 (1) + (26— 1) - 4]
<

ok—1 (1422’“_—449>
- .

Théoréme 3.2.6 Le rayon de recouvrement du code dual de code simplexe de type o et

est donné par :
PLee(SET) = rree(SP) = 1,rp(S87) < 2 et 1o (SP) < 2.

Preuve 3.2.7 La borne de Delsarte donne rpe.(S¢ ) < 1 et rLee(SlfL) < 1, de sorte que

[ “égalité est satisfaite. Les autres inégalités se définissent du lemme 2.4.4.
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Exemple 3.2.8 Pourk =2, ko =1 et ky = 1, le code simplexe S5 a 2'41 = 8 mots-code

et de longueur 24. La matrice génératrice de Sg est donné par :

110 110 110 110 | 111102 111102
011 011 011 011 | 012311 012311

05 =

Les mots-code de Sg sont :

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00,
00 01 02 03 10 11 12 13 11 11 11 11,
00 02 00 02 00 02 00 02 02 02 02 02,
00 03 02 01 10 13 12 11 13 13 13 13,
11 11 11 11 11 11 11 11 00 00 02 02,
11 12 13 10 01 02 03 00 11 11 13 13,
11 13 11 13 11 13 11 13 02 02 00 00,
11 10 13 12 01 00 03 02 13 13 11 11.

Le rayon de recouvrement du code simplexe 525 satisfait :

rLee(Sg) <14 et TE(Sg) < 25.

3.3 Les Codes de MacDonald de type a et § sur Z,Z,

Le code de MacDonald My, ,(¢) sur un corps fini F, est le [qZ:‘fu ke gt — q“_l} —code
dont n “importe quel mots-code non nul a un poids soit ¢! ou ¢"~t — g% L.

Soit mg,, (resp., m’gk) la matrice génératrice de S3, (resp., S;k), pour 1 <u<k-—1,
on définit mg, , (resp.; mgku) comme une matrice obtenue & partir de mg, (resp., mgvk),
par 1“élimination des colonnes correspondantes aux colonnes de mg, et Oy k—v) (resp.,

mgu et O(u_1)x(k—u)), qui est la matrice génératrice de Mg, , (resp., MS,M), le code de

MacDonald binaire de type « (resp., ), donné par :

a _ Ogu x (k—u)
My pu = | Mok \ s> |, pour k> 2, (3.3)
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(resp. mgk’u: mgk \ detoixtew | pour k> 3). (3.4)

LY
Dans [25], les codes de MacDonald de type a et 8 sur Z, ont été définis en utilisant les
matrices génératrices des codes simplexes des types o et 5 sur Zy. Pour 1 < u < k—1, soit
G g (Tesp., Gik’u) la matrice génératrice de Mg, , (resp., Mf’k’u), le code de MacDonald
de type a (resp., 3) sur Z, est obtenu de G, (resp., Gik) par 1“élimination des colonnes

correspondantes aux colonnes de G, et Ox2uy(k—y) (resp., Gfu et Og(u=1)(2u_1)x (k—u)) €St le

suivant :
Tha= | G\ | powr k22, (3.5)
0, a1y on
(resp. G ., = { Gl = 1)(206_1’”’“_“) } , pour k > 3). (3.6)
vy K 47u

Maintenant nous construisons My, et /\/lfvu, les codes de MacDonald de type « et (3
sur ZeZ.,4. Soit @ﬁu, 1 <wu < k—1, la matrice génératrice du code de MacDonald de type «
sur ZyZy obtenu par la concaténation de 22* des copies de la matrice génératrice de M3,

et 2% des copies de la matrice génératrice de M$, . on a, alors :

— o a « ey >
kau |: Mok m?,k,u G4,k,u 4.k u }’ pOllI'k’_2, <37)

Pour k > 2 la matrice Of, prend la forme :

22k' 2k
0 T O | 0 T 0
o 2ux (k—u) a 2u x (k—u) o 22u x (k—u) o 22u x (k—u) ,
mQ,k\—a " 'mQ,k\—a G4,k\—a T G4,k\—a
m
2.u 2,u 4u 4u

et avec un réarrangement nous obtenons :

22k 2k
22k 2k ~ A\ -~ A
e e |\ Q2w D2y Oy D22y
Mo Mo plryp - byy \ . e\ P \ o e\ o
2,u m2,u 4u 4,u
de sorte que
22k 2k
g}u = oo Ogux(k,u) Ozux(k,u) ngux(k,u) OQQuX(k,U) , pour k > 2.

a a a «a
m2,u m2,u G4,u 4,u
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Soit @f’u, 1 <u < k —1, la matrice génératrice de code de MacDonal de type (3 sur
77, obtenue par la concaténation des 2* copies de matrice génératrice de M5, et 2¥1

des copies de matrice génératrice de ./\/lf pye ON 2

@f}u:[ B B Gf,k,u el ],pourkZ?), (3.8)

mQ,k,u mQ,k,u 4.ku

Pour k > 3, la matrice @f’u prend la forme :

2k ok—1

A\ 7\

- ~N | 7~

™~

O2e—1)x (k—u Oe—1)x(k—u Oatu—1) (20 1) x (k—u Oau—1) (20 1) x (k—u
S i LI RO ) | g8\ k) o\ (28— 1) x (k=)

] 3 ] STk ]
m2,u m27u 4,u G4,u
et avec un réarrangement nous obtenons :
2k 2k71
8 ~ ™ ~ N
Oru= | o \0(2”—1)><(k:—u)\ o 0(2“—1)><(k—u)\02(“*1)(2“—1)><(k:—u) ...\02(“71)(2“—1)X(k—u)
b m? m’ G? €A
2,u 2,u 4,u 4,u

Propriétés algébrique du nouveau code

e Le code de MacDonald My, (resp., M',fu), de type «a (resp., ) sur ZyZ4 a des pa-
rameétres [23F1 — 2kFu (2 4 9u)] (resp., [2F (2872 4+ 1) (2F — 1) — 2F (2v72 + 1) (2* — 1)]),

o Il v a 2F04*1 mots-code pour chaque ko et k.

e D aprés la définition de Gray map, le poids de Lee minimal du code de MacDonald

o (resp., ./\/lfu), de type a (resp., B) sur ZyZy est dpe, = 3 - 23F~1 4 2ktu(Qh=1 _ 9u)
(resp., diee = 251251 4 1)(2° — 1) — (2001 4 1)(20 — 1)),

3.3.1 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type a et (8 sur ZsZ,

Les bornes suivantes donnent les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type a et 3 sur ZoZy.

Théoréme 3.3.1 Pour u < r < k, les rayons de recouvrement des codes de MacDonald

)
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de type o sur ZoZy sont donnés par :
T‘Lee(/\/l?,u) < [3 . 93k=1 _ ok+r—1 (27‘+1 + 2k)} + [22eram( gmu) + Qk?"Lee(Mir,u)}
re(Mg,) < 3 [7-2% =2k (328 111 27)] + [2%rgam(MS,.,) + 2brp(MS,,)]

Preuve 3.3.2 Pouru<r <k

Tree(Mi,) < TLee(2%MS ) + TLee(28 MG L)
< 22k7’Lee(Mg,k,u) + riLee(Mik,u)
< 22eram(M§,k,u) + QkTLee(M?f,k,u)
<[22 =27 2% (M, )] (28 (228 = 27) + 257 e (MS, )]
< [ 2%t okl (0 4 9R) ] 4 (2% g (M) + 25T e (ML)

Les mémes arguments pour rg(M¢,).

En utilisant les équations (3.8), (2.9), la proposition 2.4.1 et le théoréme 3.1.6, les bornes

suivantes sont obtenues par les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type
B.
Théoréme 3.3.3 Pour u < r < k, les rayons de recouvrement des codes de MacDonald

de type B sont donnés par :
TL@E(MIg,u> S [22k_2 (2k + 1) - 2k+7“—2 (2T + 1)j| + [22eram(Mg,r,u) + 2kTL€€(Mf,T,u)] )
et

TE(Mg,u) S [% : 22]{73(3 +11- Qk) - 2k+r73<§ 2"+ 1)} + [ZkTHaTVL(Mg,T,u) + QkilrE(MZr,uﬂ .

Preuve 3.3.4
PLee(My,) < Tree(2PMG ) ) + Tree (25 IMY L)
< 2k7"Lee(M§,k,u) + QkflrLee(Mf,k,J
< riHam(Mg,k,u) + Qk_lrLee(Mf,k,u)
g 2k (201 — 2r1) 4 2k (M)
- 2R [2R1 (28 — 1) — 2771 (27 — 1)] 4+ 25 g (MY, L)

< [22]672 (Qk + ]-) - 2k+T72 (2T + ]-)] + [2kTHam(M§,r,u) + 2k71TL€€(Mir,u) :

Les mémes arguments pour TE(M',SU)
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Exemple 3.3.5 Pour k = 2, kg = 1, ky = 1 et u = 1, le code de MacDonald M%, a
2141 = 8 mots-code, de longueur 80, et de matrice génératrice :

11 11 | 1111 2222 3333 1111 2222 3333

931:
’ 01 01 0123 0123 0123 0123 0123 0123

11
ot la matrice est répété 2* fois dans O3, et la matrice :

01

1111 2222 3333
0123 0123 0123

est répétée 2% fois dans ©3,. Le rayon de recouvroument de code de MacDonald Mg, est

égal a :
rree(MS,) < [3 L 93x2=1 _ g247—1 (27‘+1 + 22)} i [24THam(Mg’f,«71) 4 QQTLee(MZM)} .
Pourr=2ona
TL@E(MS,I) < [247“1{@7,1(/\/15‘7271) + 22TL€€(MZ,2,1)} )

de sorte que

T'Lee (Mg,l) < 64,

et

Théoréme 3.3.6 Pour u < r < k, Le rayon de recouvrement du code dual de code de

MacDonald sur ZoZy4 de type o et B est donné par :
PLee( M) = rree(ME) = 2,r5(MG,) < 4 et rp(ML,) < 4.

Preuve 3.3.7 La preuve est semblable a celle du Théoreme 3.2.6.
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3.4 Les images binaires par le Gray map des codes sim-

plexes et MacDonald de type o et § sur ZsZ,

3.4.1 Les images binaires des codes simplexes de type a et [ sur

Loy

L “image binaire par le Gray map de S’ est une concaténation du code simplexe binaire

S$. qui est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1 Soit S} le code simplexe sur ZyZ,y de type a avec un poids de Lee mini-
mal dre. alors ®(SY) est une concaténation des 3 - 2% copies de code simplexe binaire de

parameétres [3 - 23k; kidg =3- 2314:—1].

Preuve 3.4.2 Si ©f est la matrice génératrice de code simplexe Sy de type o sur ZsZy,

alors ®(OF) posséde la forme suivante :

ot mg,, est la matrice génératrice du code simplexe binaire S$;.. Le résultat alors s “en suit

par | induction sur k.

L “image binaire par le Gray map de S,f est une concaténation du code simplexe binaire

Sg  est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.3 Soit S,f un code simplexe sur ZoZy de type B avec un poids de Lee
manimale dpe., alors (ID(S,f) est une concaténation des 2F (2’“*1 + 1) copies de code simplexe

binaire de parameétres [28(2F 1 4+ 1) (28 — 1); ks dgam = 2871251 + 1) (28 — 1)).
Preuve 3.4.4 La méme que celui du théoreme 3.4.1.

Le lemme suivant sera utile pour prouver que 1“image binaire des codes simplexes de

type [ atteint la borne de Gilbert.
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Lemme 3.4.5 Soit C' un code de longueur n et de type 2F04* sur ZyZ,, et soit dre. la

distance minimale de C, alors le rayon de recouvrement rp..(C) satisfait :

d am
{ i J <1 ree(C) < 2(n — ky) — ko, (3.9)
et par conséquent :
d ee
{ - J < rpeelC) < dpee — 1. (3.10)

Preuve 3.4.6 Soient x et y deux mots-code de C' avec x = x129 et y = y1ya, alors on a :

dLee(‘ra 3/) = dHam(xlayl) + dLee(x%yQ)-

La borne de rayon d emballage du code sur Z, voir [[4], Théoreme 4.3], est donnée par :

d ee
dLee(xay) Z dHam(xlayl) + \‘ ; J )

qui tmplique

d ee
dLee(x>y) Z \\ ; Ja

on obtient

r1al€) 2 | 2.

Le reste de | “équation (3.9) est obtenu par la borne de redondance voir [[4], Théoréeme 4.6].

Théoréme 3.4.7 Soit Sf un code simplexe de type B sur ZoZy. Alors le code binaire CID(S,f)

obtenu de S,f par [ image de Gay map atteint la borne de Gilbert.

Preuve 3.4.8 Supposons que @(S,f) le code binaire de distance minimale dpqpm, qui est
la méme distance minimale de S,f, lorsque le Gray map est une application préservant le

poids, et par la proposition 2.4.3 on a :
r(®(S5))) = rree(Sy),

donc, d aprés la borne de rayon d emballage, le lemme 3.4.5, le théoréeme 3.2.2 et le

théoréeme 3.4.1, on a :

P [(2M )2k — 1) — 2] < 2FF Tt 1)(2F — 1) — 1, pourk > 2.
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Alors, on peut conclure que :
Tree(Sy) < dpam — 1 for k > 2,

lorsque ®(SP) a un rayon de recouvrement moins de dpe. — 1. Il est dans [[44], p. 87],
qu “un code sur I, avec une distance minimale dgqm €t rayon de recouvvrement dpgm — 1

atteint la borne de Gilbert .

3.4.2 Les images binaires des codes de MacDonald de type a et

sur ZoZ.y

Les images binaires par le Gray map de My, et Mﬁu sont des concaténations des codes

de MacDonald binaires de type « et 3, respectivement, donnés par les théorémes suivants.

Théoréme 3.4.9 Soit My, un code de MacoDonald sur ZoZy de type o et un poids de
Lee minimal dpee, alors ®( ‘,ju) est une concaténation de 3 - 22F + 2k copies du code

de MacDonald binaire de paramétres
[3 . 23k o 2k+u(2k + 2u+1); k, dHam =3. 23/?*1 4 2k+u(2k71 . 2u>]
Preuve 3.4.10 La méme que celle du théoréme 3.4.1.

Théoréme 3.4.11 Soit M',fu un code de MacDonald sur ZoZy4 de type [ et un poids de
2k [(2k—141)(2k—1)— (2F+u—141) (2 —1)]
2k _9u

Lee minimal dp., alors @(Mfu) est une concaténation des

copies du code de MacDonald binaire de paramétres

2512+ D@D =@ T D)2 =D ks daram = 257 (24 1) (2 -1) - (27T 1) (20 - 1))

Preuve 3.4.12 La méme preuve que celle du théoréeme 3.4.1.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les bornes de rayon de recouvrement des codes simplexes et des codes

de MacDonald de type « et [ sur ZoZ4 ont été calculées. Les valeurs exactes ont été
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obtenues dans certains cas. Les images binaires sous le Gray map de ces codes ont été

présentées.



Chapitre 4

Les codes simplexes et les codes de

MacDonald de type a et § sur R,

Dans ce chapitre, nous donnons quelques résultats préliminaires concernant 1 “anneau de
Frobenius R, et les codes sur cet anneau. En plus, nous définissons le poids homogeéne et son
Gray map, nous présentons les propriétés des codes simplexes et des codes de MacDonald
de type a et de type [3, et spécialement les images binaires et les rayons de recouvrement

18].

4.1 Préliminaires

Soit ¢ > 2 un entier positif, alors 1 “anneau R, = Faluy, us, . .., u,]/ (uf = 0, wju; = uju;)

est donné d “une facon récurrente par :

Ry =Folug, ug, -+ ,ug)/ {uf = 0, uu; = wju;) = Ry1 + ugRg1.
Pour chaque sous-ensemble A C {1,2,--- ¢} on a:
Upg = H Ui,
icA

accord que up = 1, alors tous les éléments de I, peuvent s exprimer par :

E caly, avec cy € Fo.
Ag{172"“)q}
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Les lemmes suivants prouvés dans [31] et [69] donnent quelques propriétés importantes de

R,.

Lemme 4.1.1 L ‘anneau R, est un anneau commutatif local avec |R,| = 2*. L “unique

idéal maximal my se constitué de tous les diviseurs de zéro et

_ 1R
‘mtJ| - 2 :

Lemme 4.1.2

(i) Pour touta € R,, on a :

0 si a et un diwviseur de zéro ,
a.(u1u2...uq) frd .
UrUg -+~ Ug ST a est une unite.

(ii) Pour toute unité a € Ry et x € Ry, on a :
QT ="UUg " Ug <= T = UgUg " * * Uq.

On note l’ensemble des unités de R, par M(R,), et les diviseurs de zéro par D(R,).

1l est clair que :
|L[(Rq)| = |©(Rq)| = 2% et i’[(Rq) = CD(Rq) + 1L

Un code linéaire de longueur n sur Ry est défini comme un Ry-sous module de Ry

4.1.1 Le poids de Lee, homogéne sur R, et le Gray Map
Le poids de Lee sur R, et le Gray Map

Soit 1“ordre des sous-ensembles de 1 ensembles {1,2,...,¢} est donné par :

{1,2,...,q} ={1,2,...,g— 1} U{q}.

Avec cet ordre, Le Gray map est défini par :

. 2!
\IJLGB . Rq _) Fz 9
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avec

-----

1 si BC A,
cp =
0 d “autre part.

On peut étendre ¥y, a tous les éléments de IR, et on peut définir le poids de Lee d "un
élément dans R, comme le poids de Hamming de son image. C“est une distance linéaire

préservant le Gray map R a F3"". II s ensuit immédiatement que :
A
Wree(Ua) = 2lAl,
Nous avons donc le lemme suivant.

Lemme 4.1.3 Si C est un code linéaire sur R, de longueur n, de cardinal 2¥ et de poids de

Lee minimal dpee, alors Wi (C) est un code linéaire binaire de parametres [2%'n, k, dpee).

Le poids homogéne sur R, et le Gray Map

Plusieurs poids peuvent étre définis sur les anneaux. Un poids sur un code C' sur

I"anneau Rz, est appelé homogene s “il satisfait la définition suivante.

Définition 4.1.4 /37, p. 19] Une fonction réelle w sur | “anneau fini R, s “appelle un poids
homogéne a gauche si w(0) = 0 et vérifie les propriétés suivantes :
(i) Pour tous x,y € R,, R,x = Ryy = w(z) = w(y).
(i) 1l existe un nombre réel n tel que :
Z w(y) = n|R,x| pour tout x € R, — {0}.
yERqx

Le nombre 7 est la valeur moyenne de w dans R, et par la condition (i) on peut déduire
que 7 est constante sur tout idéal principal non nul de R,.

Honold [43] décrit le poids homogéne sur R, concernant le caractére générateur.



69

Proposition 4.1.5 [43] Soit R, un anneau fini de caractére générateur x, donc tous les

poids homogenes sur R, sont de la forme :

w : Ry, — R

1
Ty {1 TR > uery X(Tu)

Le poids homogene sur R, est obtenu en utilisant la proposition 4.1.5. Basé sur le

résultat de [31] et [69] ce qui suit est un caractére générateur de 1 anneau R,

x| D eawa| = (1M
AC{1,2,...,q}
co=0VA#Y

ot wt(c), est le poids de Hamming du vecteur de coordonnées dans Fy d “un élément dans

la base {ua; A C {1,2,--- ¢q}}. On a

x(0) =1

x(1) = x(w) = - = x(ug) = x(urug) = - = x(wrug - - - uy) = —1
X(T4ur) = x(ur +uz) = = X(ug + uruz -+ ug) =1

X(1 4w +ug) = x(ur +us +us) =+ = x(ug—1 + ug + wrus - -~ ug) = —1

X 1+ Z CAUA =1.
AC{1,2,...,q}
cag=0VA#QZ

Le théoréme suivant est un résultat principale pour les poids homogenes dans R,.
Théoréme 4.1.6 le poids homogéne dans R, est

0 st x =0,
Whom (T) = 2y st T = ugug - Uy,

ol autrement .

Le lemme suivant dans [43, Théoréme 2| sera la clé pour prouver le théoréme principale

concernant le poids homogene dans R,.



70

Lemme 4.1.7 Soit x un élément dans R, tel que x # 0 et x # wyug - - - uy, alors

Zx(a-a:):().

a€Ry

Preuve 4.1.8 Soit v = ujus - - - u,. Alors par le lemme 4.1.2 on a :
1) a-x =x pour tout a € U(R,)
2) x(a-x) = —1 pour tout a € U(R,).

Par conséquent, par la proposition 4.1.5 on a :

Wiom(@) =7 |1~ 1 32 ()| =23,

w2,
Six#0 et v # ugug - - uq, par le lemme 4.1.7 on a :
Z x(a-z)=0.
a€Ry

nous obtenons ainsi :

1
Whom () =7 [1 — O} =.
|U( Ry
On propose une définition pour le poids homogéne pour un mots-code x = (x1, 29, -+ ,x,) €

Rg comme suit :

0 six; =0,
Whom (T:) = ¢ 2971 siay = wqug - - - uy,
24 autrement.

On obtient le Gray map correspondant suivant :

Qi+
Yiom - Rq — FQ

ou
Uhom (0) = 0000---00
Whom (1) — 0101---01
\I/hom Z cAUuA = 1111---11
Ag{1727"'7q}

co=0VA#D
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D ot le lemme suivant.

Lemme 4.1.9 Si C est un code linéaire sur R, de longueur n, de cardinale 2% et de

poids homogéne minimal dpom, alors Ve, (C) est un code linéaire binaire de paramétres

22" 0, e, dpom).-
En utilisant les informations de [30], le code de torsion de C' sur R, est défini par :
Tora (C)={velFy;usveC,AC{L,---,29}}. (4.1)

1 “ensemble :

Tory (C) ={v e Fy; ugv € C, A =@}

est appelé le code de résidus, il est souvent désigné par :
Res(C) ={u € Fy;3v € F5;u +uqv € C}.
En général, nous avons 1 inclusion suivante du codes de torsion
Torg (C) C Torgycq, 20 (C) € -+ CTorp... 20y (C) . (4.2)
Ainsi, pour un code C sur R,

|C| = |Torg (C) ||Torpycq, 20y (C) |-+ |Torp.... 20y (C) |

4.2  Codes simplexes de type a sur R,

Soient ¢ et k des entiers positifs avec ¢ > 1, et soit G?‘q k) la matrice de taille k x 22"*

défini par :
G((Xq,k—l) T G(anﬁ—l)
o 7 (4.3)
(¢:k) Ogpace-y | oo | [ 1+ D0 caua | X1 0,
AC{1,.2,...,q} ’
CQZO\/A§£®
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pour k > 2, ou

G?qyl): 0lwu; --- |1+ E CAUA ,
Ag{1727’q}
CQZOVA#Q

est une matrice avec une ligne et 22" colonnes contient tous les éléments de R,. Les colonnes
de G?q’k) constitués des tous les k-uples distinctes sur R,. Le code S(‘f]’k) généré par G‘(lq’k)

s “appelle code simplexe de type a sur R,. Ce code a la longueur 22°F.

Remarque 4.2.1 Si A;_; est la matrice de taille 22" %=1 x 22* =1 constitué de tous les
mots-code dans S(O;’k_l), et J est la matrice dont toutes les composantes égal a 1, alors le

tableau de tous les mots-code de S(‘; gy €st donné par la matrice de taille 2*% x 22"+

A1 A R Ag
Ak—l J+ Ak—l cee 1+ Z CAUA J+ Ak—l
AC{1,2,....q}
co=0VA£D
Ay 1+ Z caug | J+ A1 - J+ Ap_q
Ag{1727"'7q}
L co=0VA#D |
(4.4)
ot Ay est le tableau des opérations de multiplication dans R,, qui sont donnés par :
0 1 Uy e 1+ > caug
AC{1,2,....¢}
CQZOVA#@
0]0 0 0 0
110 1 Uy e 1+ > caua
Ag{172="'7q}
co=0VA£D
0 1+ Z CAUA Z CAUA . e 1
AC{1,2,....q} AC{1,2,....q}
co=0VA#QD co=0VA#QD
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Remarque 4.2.2 Sily,ls, ..., 1; sont les lignes de G‘(D‘q’k), alors :
1. WHam (lz) = (22q — 1)22q'k72q, WHam (Ullz) = WHam (Uglz) = ... = WHam (U,qll) =

(22" — 1)2%F 2 wpam (uug . . ugly) = 227F1
2. Wree (li) = Wree (W1li) = Wiee (U2l;) = ... = Wiee (Wrug . ..y l;) = 22%k+(g—1),

3. Whom (i) = Whom (U1l;) = Whom (U2ly) = . .. = Whom (urug . .. ugl;) = 2%'F.

Dans la matrice G?‘q k) il est clair que chaque élément de R, est répété 227 (k=1) foig

dans chaque ligne. Ainsi, nous avons le lemme suivant.

Lemme 4.2.3 Soit c € S(‘; gy on nul. Si une coordonnée de ¢ est une unité, alors chaque

élément de R, est répété 22" =Y fois dans c.

Preuve 4.2.4 Par la remarque 4.2.1, pour chaque x € S(O:],k:—l) nous avons les mots-code

sutvants :
a = (zflz]--|2)
o = |xl4+zlug+zx|---| |1+ > caua| +x
AC{1,2,...q}
cog=0VA#£Y
Cot = ||| 1+ >  caua| +z|--|x
Ag{1727'“7q}
co=0VA#Y

Le résultat est obtenu par récurrence sur k et la remarque 4.2.1.

Pour obtenir les codes de torsion sur Ry, il est nécessaire d “introduire les codes binaires
simplexes de type «a et .
Le code simplexe binaire de type a, noté par Sy, a des paramétres [2%; k; dgam = 2871]

et une matrice génératrice :

00---0‘11-.-1
it | Gios

Gy =
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pour k > 2, ou G = [0[1].
Le code simplexe binaire de type 3, noté par Sy, a des paramétres [28—1; k; dpyam = 28]

et une matrice génératrice :

~ 11---1 ‘ 00---0
Gy = — , (4.6)
Gr-1 ‘ Gr-1
pour k > 3, ou
~ 1110
Gy = . (4.7)
011

Lemme 4.2.5 Le code de torsion de S(Of] g €st la concaténation 22~V de code S,..

Preuve 4.2.6 Le code de torsion de S¢, , est [“ensemble des mots-code obtenu en rem-
plagant uyug - - -u, avec 1 dans tout ujus...u,- des combinaisons linéaires des lignes de
u - ugG gy (0t GOy est la matrice génératrice de S¢, y, définie dans 1 équation (4.3)).
La preuve se fait par récurrence sur k. Pour k = 2, le résultat est vrai. St ujus - - - uq (ash—1)

241 (k—

est la matrice obtenue par la concaténation des 2 D de la matrice uyus - - UG-t

de sorte que ujus - - ~qu‘()‘q 5 prend la forme :

u1u2 o e quk—l ... u1u2 . .. quk—l ‘ DY ‘ u1u2 ... quk‘—l .. .u1u2 . .. quk‘—l

(4.8)

] (wug . uy) X 1

527 (k—1) 527 (k—1)

On regroupe les colonnes basées sur | quation (4.5), on obtient le résultat.

Pour ¢ > 2, nous définissons 1 "homomorphisme linéaire suivant :

Fq : Rq — Rq_l

1+ Z CAUp H—— Pq 1+ Z catg |,
AC{1,2, ,q} AC{1,2,,q}
cog=0VA#D co=0VA£D

ou

Fq 1+ Z cauga | =1+ Z CAUA-

AC{L,2,,q} AC{1,2, ,q—1}.
CgiO\/A;ﬁg Cgio\/A#@
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on a
]m(Fq) == Rq_l,

et pour n un entier positif cet homomorphisme peut étre étendu a Ry

r, : R* — R,

Théoréme 4.2.7 Soit S(Cf]’k) le code simplexe de type o sur Ry, alors Fq(S(‘;’k)) est la conca-

ténation des 22'F codes simplexes de type o sur Rq_;.

Preuve 4.2.8 S; G?‘q k) €st la matrice génératrice de code simplexe Sf‘q k) de type o sur Ry,

alors T'q(G{, 1)) est de la forme :

22q_1k
o _
Fq(G(q’k)) o G((Xq_lvk) ‘ G((Xq_lzk) ‘ Y ‘ G((Xq_lﬂk) ’
ot
Glo—re-1) | Gla—ri-1) | 7 | Glamrp-1)
G iy =
(q_l)k) ’

,20-1(k-1) 122q—1(k_1) ... 1+ Z caluzg | X 1224_1@71)
Ag{17277q}
co=0VA#QD

est la matrice génératrice du code simplexe de type o sur R,_;.

Théoréme 4.2.9 S S(";’k) est le code simplexe de type o sur Ry, alors :

Lo (Cg-r+ (T2 (Stny))) = SawyStim =+ Sty
g1
est la concaténation des 22q( )

R;.

k codes S("‘Lk), ot S(“Lk) est le code simplexe de type o sur

Preuve 4.2.10 La preuve est par récurrence sur q, et en utilisant le Théoreme 4.2.9.
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Pour g =2, si G(2 gy est la matrice génératrice de code simplexe sur Rs, alors :

22k
Ly (Glow) = Gy ‘ Gy ‘ ‘ ‘ G(1 K |

ot G(1 g €st la matrice génératrice de code simplexe sur Ry. Si

Dot (Tya o+ (T2 (Gy))) = (2275 (26 ) ).
(@=2 (%),

est la matrice génératrice obtenue par la concaténation des 2* codes simplezes de

type o sur Ry, alors :

(1),
I (Fq—l o (F2( ?Qk)))) - (22% o (22%(;?1#))) - G‘()i,k) ‘ G?l,k) ‘ ‘ G?l,k)

Soient Sy = {0}, S1 = {0, uqug---ugt, -+, Sgm1 = {0, u, ug, -+ ,ugug -~ -u,}, et Sy =
R,. Notons que S;_; est 1’ensemble de tous les diviseurs de zéro de R,. Un mots-code
c=(c1,09, -+ ,cn) € S(‘;’k) est concidéré de type m, 0 < m < ¢, si tous ses composantes
appartiennent a 1 “ensemble S,,,. Pour G‘()‘q’ k> on a chaque élément de R, se trouve également

dans chaque ligne de G?q’k).
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Pour déterminer le nombre de mots-code de type m dans S(O; k) 0 < m < ¢, nous

définissons la matrice D,,, tel que :

h
Ulll
uy ... Uq,1l1 uy ... UqR1
B 7 U1l Uqll lg
Uiusg . .. Uqll
] Uuy ... Uq_llg U1l2
UrUg - . . Ugl2
DOZ 7D1: u1 Uqlz 9 7-Dq: )
Uy ... Uqlg
Uy . . . Ugly,
- B Ut ... uq_llk
uy ... Uqlk lk
ullk
Uy ... uqlk

ou [; la it" ligne de G?q k- Notons que les mots-code générés par Dy ont des éléments qui
sont, soit 0 ou wjus...u,, et D, génere SE’(‘] k) soit C(™) le sous-code de C' généré par les
lignes de D,,, alors on a :

COcc®c...cc@,

et C™ a 2™ mots-code. Pour 0 < m < ¢, les mots-code de type m sont répétés 2mF —

2m=Dk fois dans S(Oj} k- Cela prouve le lemme suivant.

Lemme 4.2.11 Pour 0 < m < q, le nombre de mots-code de type m dans S(‘; g €st

Théoréme 4.2.12 Les distributions de poids de Hamming, Lee et homogéne de S&k) sont :
(i) Agam(0) =1, AHam((Q(zqkfm))(sz — 1)) = 2m=DR(22™ _ 1) pour 0 < m < q.

(1) ALee(0) = 1, Apeo(22"FHa=1)) = 22k _ 1,
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(i1i) Apom(0) = 1, Apop (22°F) = 22'% — 1.

Preuve 4.2.13 Soit ¢ € S@‘Lk) un mots-code de type m (# 0), alors par le lemme 4.2.11
on a :

AHam(QQq_m(QQM - 1)) = Q(m_l)k(22m - 1)a
pour m =0, et Apam(0) = 1. De plus, d aprés le lemme 4.2.3 on a :

Apee(c) = 22"F — 1,

qui est indépendant de m, de sorte que tous les mots-code de type m (# 0) ont les mémes

poids de Lee et homogénes.

4.2.1 Les images Gray binaires des codes simplexes de type «

Les images Gray Binaires des codes simplexes S(Oj] k) Sur Ity sont données dans les deux

théorémes suivants :

22"F et de poids de Lee

Théoréme 4.2.14 Soit S&k) un code simplexe sur R, de longueur
minimale dp.., alors \IlLee(S(Oka)) est la concaténation de 23'~VE+4 codes simplexes binaires

a des parameétres [22'F49 k; dpg o, = 2% R4,

Preuve 4.2.15 Soit G‘(Xq gy une matrice génératrice de code simplexe S(O; gy Sur Ry, alors
Uree(Gl 1)) est de la forme :

2(2q —1)k+gq

A\

Vel Gl) = | Gu| G| |G |

ot Gy est une matrice génératrice du code simplexe binaire Sy. La démonstration est par

récurrence sur k.

Théoréme 4.2.16 Soit S(‘;’k) un code simpleze sur R, de longueur 2*'% et un poids homo-
gene minimale dpom, alors Wi (SE, 1)) est la concaténation des 2@21=Dk+atl codes simplezes

. . . \
binares a de paramétres [2* ket e dpam = 22 k+q]'

Preuve 4.2.17 La preuve est analogue au Théoreme 4.2.14.
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4.3 Codes simplexes de type 3 sur R,

Soit G?q ) 1a matrice de taille & x 2(2'=1(k=1)(2k _ 1) définie par :

122‘1-0@71) 022‘1(/972>(2k71_1> e (ZAQ{LQ ..... q} CAUA>
G’(Bq K = co=0VA#D 22q(k—2)(2k—1_1) ,
a B B
Glak-1) ‘ G la-1) ‘ ‘ G o)
pour k£ > 2, et
o 427 (b= 1) 0]... Zéfz{ée’fi;%} cAuA
(Q72) o )
01 ... (1 + ZAQ{l,Q,...,q} CAUA) 1]...11
co=0VA£D

ol G?q,k—l) est une matrice génératrice de S&k—n-
Le code simplexe Si . de type 0 est le code poingonné de 57, Ce code est de longueur

2(2q—1)(k—1) (Qk _ 1)

Remarque 4.3.1 (i) Ay_1 (By_1) désigne | ensemble des mots-code dans S¢, ,_, (resp.

55] k_l)), et J la matrice dont tous les éléments égauz a 1.

(11) L “ensemble de tout les mots-code de S(i k) €st donné par la matrice suivante :

Agr B - B
J+ Ak B - Y. caua | J+ Bi
Ag{1727'“7q}
co—OVALD
1+ > caua | J+ Ak Bror - Y. caua | J+ Bi
A§{1,27...,q} Ag{1727'“7q}
L CgiOVA#@ Cz:()\/A#@ i

U(R,) et D(R,) deux ensembles, 1 ensemble des unités et 1“ensemble des diviseurs de
zéro de R,, respectivement. La proposition suivante donne les distributions de poids de

B
S(qyk)'

Proposition 4.3.2 Pour 2 < j <k, Soit l; la j™ ligne de G(ﬁq B Alors on a :
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(i) > wi= 22(,.(]?_1)’ et chaque diviseur de zéro dans R, se trouve 2(2'~1-(k=2)(9k=1_1)
iet(Rg)
fois dans ;.
(“’) wHam(lj) = 2(2q_1)(k—1)—2q((22q _ 1)(2k o 1) + 1)
1. wLee(h) = 22q(k_1) —+ 22q'k_(2q—1) _ 24143—(2‘7—2).

(i1) Whom (1;) = 23 ~DE=L(2k — 1),
Preuve 4.3.3 La démonstration résulte en utilisant la définition de [;.

La proposition suivante donne la structure des mots-code de S(Bq k)

Proposition 4.3.4 Considérons un mots-code ¢ € S@ k- St une coordonnée de c est une
undté alors Yo,y Wi = 22"(:=1) et chaque diviseur de zéro de R, se trouve 22 ~1-(h=2)(2k=1_

1) fois dans c.

Preuve 4.3.5 Par la remarque 4.3.1, il existe x1 € S(C:kal), et xo € Sé f—1) tel que ¢ prend

des 22" formes suivantes :

a = (m]vafrs] - [22)
Cy = 1+ zq|zo|uy + 29| - - - | Y caua | + o
Ag{1727"'7q}
co=0VA£D
Cont = 1+ > caua | a1 Yo caua | + 12
AQ{LQ,...,q} Ag{1727"'7Q}
co=0VA#QD cog=0VA#Q

Le résultat alors par induction sur k.

(20-1)-(k—2

Lemme 4.3.6 Le code de torsion de Sé 5 est la concaténation des 2 ) codes

simplexes binaires de type 3 notée par §k
Preuve 4.3.7 La méme démonstration que dans le lemme 4.2.5.

Théoréme 4.3.8 Les distributions de poids de Hamming et homogéne Sé gy sont :
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(i) Aptan(0) = 1, Aprars 2 DED[(257 (22" — 1) 4 (2177 — 1)]) = 200D 1),
0<m<gq.

(11) Apom(0) =1, Ahom(2(2q_l)k—l<2k — 1) = 2k(2@7-Dk _ 1),
Preuve 4.3.9 La preuve est semblable a celle du Théoreme 4.2.12.

Théoréme 4.3.10 Soit Sé}k) le code simplexe de type B sur R,, alors F‘I(Sé,k)> est la

concaténation des 22 'F codes simplexes de type B sur Ry_;.

Preuve 4.3.11 5i qu Ky €st la matrice génératrice de code simplexe de type B sur R,

alors Fq(G(ﬁq py) €st sous forme :

22k

A\
~ Y

s v _ | s 8
Lo(Glomy) = G(q—w‘G(q—lk ‘ ‘Gq Lk |

ot G(Bq_uc) est la matrice génératrice de code simplexe ngk_l) de type B sur Ry_;.

Théoréme 4.3.12 Si Sg Ky €st le code simpleze de type B sur Ry, alors
22(1(%%
8 w8 B 8
Fa (Fq‘l o (FQ (S@Jf)))) = Sk Sm Sy

(1)

est la concaténation des 2° k codes simplexes de type 3 sur Ry, notée par S(Bl k-

Preuve 4.3.13 La preuve est par récurrence sur q et le Théoréme 4.3.10.

Pour q = 2, G’(B2 py €st une matrice génératrice pour le code simplexe de type 5 sur Ro,

alors
22k
Jai) =1 e e, ] |e
(2,k) (1,k) (1,k) (LE) |

ot Gék) est une matrice génératrice du code simplexe de type B sur Ry. Si

o (1 (1 (00)) - (7 (700
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-1
. o o oer()
alors cette derniere est la matrice génératrice obtenue par la concaténation 22 ko de

S8 ou SP

(1,k)? (1K) est le code simplexe de type B sur Ry, alors :

22“’*2’(#);@

A

8 _ g 8 N
Ty (Fq—l (FQ <S<27k>>>> = S ‘ S ‘ ‘ St -

4.3.1 Les images Gray binaires des codes simplexes de type [

Les images Gray binaires des codes simplexes de type 3 sur R, sont données dans les

théorémes suivants :

Théoréme 4.3.14 Soit S(Bq ) le code simpleze sur R, de longueur 22*~Dk=D(9k _ 1) ¢¢
de poids de Lee minimal dy.., alors \I/Lee(Sé k)) est la concaténation de 23'~Dk=1+a codes

simplexes binaires a de parametres [22"~DEDTa(2F _ 1) k: d gy, = 23 =Dh+a],

Preuve 4.3.15 Si G'?q Ry €st la matrice génératrice de code simplexe S(i gy SUT Ry, alors

U ree(Gl 1)) est de la forme :

2(29-1)(k—1)+q

N

~

lIJLee(G((Xng)) = Gk ‘ Gk ‘ s ‘ Gk )
ot Gy, est la matrice génératrice du code simplexe binaire Sy.. en utilisant la récurrence sur
k, on obtient le résultat.

Théoréme 4.3.16 Soit S(Bq p) le code simpleze sur Ry de longueur 2R1=1(k=1)(2k _1) et de
poids homogenéne dpom, alors \Ifhom(S(ﬁq k)) est la concaténation de 22'~DE=D+@tD) cpdes

simplexes binaires a de paramétres [22'~DE=D+a+1) (k1) kb dpy, = 2@ =2 k=DHa+1)],

Preuve 4.3.17 Le méme raisennement que celui du théoréme 4.5.14.
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4.4 Codes de MacDonald de type o et § sur R,

Dans [56], 1"auteur a défini le code binaire de MacDonald sur un corps fini Fy, et le

code de MacDonald My ,,(¢) sur un corps fini F,, est de parameétres [QZ:‘{M kgt — q“_l] ,
dans lequel chaque mots-code non nul a un poids soit ¢! ou ¢*~* — g%~ L.

Soit Go‘q k) ( resp., G’8 k)), des matrices génératrices des codes simplexes de type a et
B sur Ry, respectivement. Pour 1 < u < k — 1, nous construisons G, , ) (resp., Gﬂ (@)
la matrice génératrice de code de MacDonald Mg , ) (resp., /\/l (¢.h.))» ODtenue de G 4

( resp., G k)) par 1”élémination des colonnes correspondantes aux colonnes de G?‘q u €t

Og20u » (5—y) (TESD., G(qu et Oge2a-1)(u—1) (9u_1)x (k—u)), COMME st :

o 0229 5 ()
G?‘Lk:u) - |: G(q’k) \ Ga ) :| ) (49)
q,u
8 GP 02(2q_1)(u_1)(2“71)><(k7u)
(vesp. Glypuy = | Clay \ 5 ). (4.10)
(qyu)

Le code M, (resp /\/l (a.h) ) généré par G ;) (resp., G (ah) ) est un code poinconné

(g,k,u)

de SG, ;) (resp., S(q k)), et est un code de MacDonald de type « (resp., ). Le code de
MacDonald ./\/lo‘q ) €St UD code sur R, de longueur 22% — 22",

Le code de MacDonald M’Bq’ku est un code sur R, de longueur 2'~DkE=1(2k _ 1) —
9(27-1)(u— 1)(2u _ 1)

Exemple 4.4.1 Danslecasouq=2,k=3et1 <u<2. Ilyadeux codes de MacDonald

de type a et deux codes de MacDonald de type [3, /\/1(231) et /\/l(232) (resp., J\/l et

(2,3,1)

Méw)). Les matrices génératrices de ces codes est données par :

256
—~
o 1---1

(2,3,1) —

256

/_/H
ul...ul

—
Ugioy - Up oy

256

G?w) ‘ G?2,2) ‘ ‘ G?zz)



G?2,3,2) =

(2,3,1)
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240 256 256
—~ = —~ = —
0---0 1...1 U oy - Up oy
16 16 16 16 16 16
— —— s /T — =
1T Upay - Upoy | 0---0- Uy -+ Upi o 0---0---Upgy - Up gy
16
« (6% «
| G(z,l) \O1-- 'u{L?} G(2,1) G(2,1)

[ 256 23 24 T
~ = —~ —
1---1 0---0 Viay - Vi

16 16 16 7 16 8
-~ /| " —~
0---0-- - Upgy - Upay | T+ Tug - Vy oy 1 10u; - Voo
16 16 16 7 16 8
- - /-?\,—/\\ f?\’-j\
| Gy -Gl Gyl 1 Gyl 1 |
256 24 24
AN — A —— ——
1(8232): 1 ul...ul .« e V{172}...V{1’2}
v o B s
G(2,2) ‘ G(2,2) ‘ ‘ G(2,2)

avec, Up oy = 1+ uy + ug + urug et Vi gy = uy + U + uguy

Sous les notations précédentes, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 4.4.2 Soit M((Xq,k:,u) et M

tivement, sur Ry, alors I'y(MG, , ) et Fq(./\/l(ﬁqku)) sont la concaténation de 22 codes

B
(g,k,u

de MacDonald de type o et 3, respectivement, sur Ry_;.

) les codes de MacDonald de type o et 3, respec-

Preuve 4.4.3 La preuve est similaire a celles des théoremes 4.2.7 et 4.3.10.

Théoréme 4.4.4 Si M?q,k,u) est le code de MacDonald de type o sur Ry, alors :

. q
est la concaténation des 22

a sur Ry).

r, (qu ce (FQ ( ?Qku)))) =

()

(M(()ll,k,u)M((lLk,u) e M?l,k,u))

k
M?l,k:,u)( ot Mp .,y est le code de MacDonald de type

Si /\/l’(gq’k’u) est le code de MacDonald de type B sur Ry, alors :

) q
est la concaténation des 2>

B sur Ry).

(2 (e (1 (M) = (M0

(1,k,u) o

(%) M5

(1,k,u

B
) M(Lk,u))) ’

)( ot M?Lk’u) est le code de MacDonald de type




85

Preuve 4.4.5 La preuve est semblable a celles des théoremes 4.2.9 et 4.3.12.

Dans le reste du chapitre, on note Mz, et Mrg les codes de torsion de MG, ) et
M?q o) respectivement. D “aprés, les distributions de poids de Hamming des codes de

torsion Mr, et My 5 on a les résultats suivants.

Théoréme 4.4.6 Le code de torsion My, est un code linéaire avec les paramétres [22% -
227 oy 220h=1 92"l " Lo nombre de mots-code a un poids de Hamming 2%'*~1 — 2%"u-1
est égal a 28 — 287", Le nombre de mots-code a un poids de Hamming 2**~1 est égal a

2k=v _ 1, et il est un seul mots-code de poids zéro.

Preuve 4.4.7 La matrice génératrice du code de torsion My, obtenu en remplacant
Uiy - - - Uy dans la matrice ujug - - -qu‘(’q’k’u) par 1. similaire a la preuve de [3, Lemma
3.1/, la preuve est achevé par récurrence sur k et u.

e [l est clair que le résultat est vrat pour k =2 et u = 1.

e Supposons que le résultat est vrai pour k —1 et 1 <u <k — 2.

Alors :
pour k et 1 <u <k —1, la matrice ujus - - -qu’(’qku) prend la forme :
Og2u  (4—u
G = [ Gl \ i |

(g,u)

D “ou, chaque mots-code non nul de uiusg - - - qu?q,k,u) a un poids de Hamming 2%'k—1 —-92"u~1
ou 2% et la dimension du code de torsion Mr,, est égal k. Par conséquent, le nombre
de mots-code ayant un poids de Hamming 2*'F=1 — 22'u=1 ¢st 2F — 2= ot e nombre de

mots-code ayant un poids de Hamming 22"F~1 est 2k — 1.

Théoréme 4.4.8 Les distributions de poids de Hamming, Lee et homogenene de ./\/l‘(lqk,u)

sont :
(i) Asram(0) = 1, Agram (2251 — 2200-1) Z 9k _gk-u_ oy A (920%-1) _ok-u _ ]
(”) ALee(O) = ]., ALee(Qqu+1) = 22q(k_u) — 1, et ALee<22qk+1 - 22qu+1) — 22q(k—u)<22qu _ 1)

(Z”) Ahom(O) = 1; Ahom(22Qk+1) = 22q(k7u)_1’ et Ahom(22(”€+1_22qu+1) = 22q(k7U) (22‘%_1).
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Preuve 4.4.9 Par le lemme 4.2.3 et | “équation (4.9), il y a des mots-codes de M((Xq,k:,u) a

22qk—1 o 22‘1u—1 ou 22qk—l 22qk+1

un poids de Hamming , les poids de Lee et homogenéne est

29k+1 22qu+1

ou 2 . De plus par le théoreme 4.4.6 , la dimension du code de torsion My,

est k. Ainsi, nous avons 287" — 1 mots-code de poids de Hamming 2*'*~1.

Alors, le nombre de mots -code ayant un poids de Hamming 22"F=1 —227u=1 ¢gt 2k _2k—u,

Théoréme 4.4.10 Le code de torsion Mrg est un code linéaire de parameétres
[2(2‘171)(1671) (2k o 1) o 2(2(},1)(,“,1)(2“ - 1)’ k, 22‘1]672‘1 . 22‘111,72‘1].

Le nombre de mots-code a un poids de Hamming 22'F=2" — 22"u=2" ¢st 9F _ 2k=u le nombre
de mots-code a un poids de Hamming 2%2'%72" est 28 — 1, et il y a un seul mots code de

poids 0.

Preuve 4.4.11 Résultat de la preuve du théoréeme 4.4.6.

4.4.1 Les images binaires sous le Gray map des codes de Macdo-

nald de type o et § sur R,

Les images binaires sous le Gray map des codes de Macdonald de type « et § sont pris

en considération dans ce qui suit :

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de type «

Dans cette partie nous déterminons les images binaires du code de MacDonald de type «
sur R,, dans le premier théoréme nous pouvons utiliser le poids de Lee et dans le deuxiéme

théoréme nous pouvons utiliser le poids homogeéne.

Théoréme 4.4.12 Soit M?{Lk’u), le code de MacDonald de type o sur R, de longueur

22k _ 92%u ot de poids de Lee minimal dp.., alors \IfLee(S(‘; k)) est la concaténation de
22‘1k:+q _ 22‘1u+q ’

2k_2u

codes de MacDonald binaires de parametres.

[22qk+q _ 22qu+q, k- dHam — 22‘1k’+q—1 o 22qu+q—1]
y vy .
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Preuve 4.4.13 La preuve est similaire a celle du Théoréme 4.2.14.

Théoréme 4.4.14 Soit ./\/l?q’k,?u), le code de MacDonald de type o sur R, de longueur

, et de poids homogene minimal dpey,, alors \I/hom(S(‘Z k)) est la concaténation de
929k+q+1 _ 92%u+q+1 ’

2k_2u

22‘1k _ 22‘1u

codes de MacDonald binaires de paramétres.

[22qk’+q+1 . 22‘1u+q+1, k- dHam — 22qk+q o 22‘1u+q]'
Preuve 4.4.15 La preuve est similaire a celle du Théoréme 4.2.14.

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de type

Les images binaires sous le Gray map de code de MacDonald de Type (3, sont données

par :

Théoréme 4.4.16 Soit M’(@)q,k’u), le code de MacDonald de type B, sur R, de longueur

221=D(k=1)(2k 1) 22"=D(u=1)(2u__1) et de poids de Lee minimal dp.., alors \I/Lee(SB

(g,k)
2(2q71)(k71)+q ok _ 1) — 2(2q,1)(u71)+q ou _
( 22; ou ( ) codes de MacDonald bi-

naires de parameétres. [22'~DE=+a(9k 1) _9@'=Du=1+a(9u_1): k- dp,,, = 22~ Nk=Dta—1 9k _

1) . 2(2‘1—1)(u—1)+q—1(2u o 1)]

) est

la concaténation de

Preuve 4.4.17 La preuve est similaire a celle du Théoréme 4.2.14.

Théoréme 4.4.18 Soit ./\/l?qku), le code de MacDonald de type [, sur R, de longueur

221=D)(k=1)(9k 1) —2@*=N(u=1)(2v_1) ) et de poids homogene minimal dpop,, alors \I/;wm(S(ﬁq ",

921-1)(k=1)+(¢+1) (9k _ 1) — 9(27=1)(u—1)+(q+1) (9u _ |
( 2]2 —ou ( ) codes de Mac-

Donald binaires de paramétres. [22'=Dk=D+(a+1) 9k 1) 2@ =D(u=D+(a+1)(Qu_1): b dp,,, =

2(2q—1)(k—1)+q(2k _ 1) o 2(2‘1—1)(u—1)+q(2u o 1)]

est la concaténation des

Preuve 4.4.19 La preuve est similaire a celle du Théoréme 4.2.16 et 4.3.16.



38

4.5 Les rayons de recouvrement des codes Simplexes et

MacDonald de type a et 3

4.5.1 Les rayons de recouvrement des codes de répétitions sur R,

Le code de répétition C' sur un corps fini F, est un [n; 1; n|-code linéaire. Le rayon de

recouvrement de C' est L@j [40]. Soit

et

VA = Z CAlUA.

AC{1,2,...q}
co=0VA#D

Il éxiste deux types de code de répétition qui sont définis sur R,.

Type 1 Le code de répétition C,. généré par :

G, =

oll ¢ est un élément de R, — {0, uyug - - - uy}-.

Type 2 Le code de répétition Cy,u,...u, généré par :

IL\ N
GU1UQ---uq = |ujug - - uqu1u2 oo uq e ULU v uq .

Théoréme 4.5.1 Les rayons de recouvrement des codes de répétition sur R, sont donnés

par :
(i) Thom(CL) = 29 et rpe(C,) = 2.

(1) Thom(Curug-ug) = 2770 €l TLee(Cryugeu,) = 290
Preuve 4.5.2 pour la partie (i), par la définition de rpom(C.) =maxye g,y d{z, Cc}. Soit

r € (R, —{0,ugug - -uy,})".
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Alors, comme une conséquence directe, pour tout y € C, on a d{z,y} = 2%n, de sorte que
Thom(Ce) = 2in. Par la proposition 2.4.3, on obtient 71ee(Ce) = THam(Viee(Ce)) = 2In.

Méme preuwve de la partie (ii).

Soit C' le code linéaire sur R, généré par la matrice

n n

n

— ——
G=|T1-- Mhu - Ulhy - U,

Alors C est le code de répétition de longueur (22" — 1)n.

Théoréme 4.5.3 Un code lincaire C' généré par la matrice

Y

—_—— " —_—
G = [11...1m...uAuA...uA

a un rayon de recouvrement donné par :
Thom (C) = 22 n, et 1. (C) = (2% — 1)27 .

Preuve 4.5.4 Les vecteurs de C générés par G peuvent étre divisés en trois classes.

Classe 1 Les vecteurs de C' avec des composantes de tous les éléments de R,
T = (X129~ 2,) € C,x; € Ry pour tout 1 <i < n.
Classe 2 Les vecteurs de C' avec des composantes qui sont des diviseurs de zéro de R,
zp = (X129 - ) € Cox; € D(R,) pour tout 1 <i < n.
Classe 3 Les composantes des vecteurs de C' sont 0 ou ujug - - -,
T = (1122 -~ ) € C,x; € {0, ugus - - - uy} pour tout 1 <i < n.
Pour x € (R,)", nous avons :
d(z,2,) = d(z, 1) = d(z, z.) = 2% T,

ainsit

rhom(C) 2 22q+qn.



Pour le premier cas six = (11---1) € (R,)" et x4 = (luy---Ua) € (R,)", on a

r+x,= (01 +u) - Va),
est une permutation équivalente a x, c “est-a-dire
T+ x, =0(2,),

alors :

d(z,2,) < 2% Tn,

par conséquent

Thom(C) S 22q+qn.

90

Pour le deuxiéme cas siz = (11---1) € (R,)" et xp, = (wquz---Va) € (D(R,))", on

r+ap = ((1+u)(1+ug)-Ua) € (U(R))",
alors :
d(x,z) < 2% Tin,
ainst

Thom(C) S 22q+qn.

Pour le troisiéme cas siz = (11---1) € (R)" etz = (0(ugua - - - ug) - - - (ugug - - -

(D(R))™, on a :
T4 x. = (11 +uug-uy) - (14+uus---uy)) € (UR,))",

alors :
d(z,x,) < 2%V,
d ot :
Thom (C) < 2%1+ay,

Par la Proposition 2.4.3 on a :

Tree(C) = THam(VLee(C)) = (2% — 1)297 1.
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4.5.2 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type «
et

Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type a et 8 sur R, sont donnés par

les théorémes suivants.

Théoréme 4.5.5 Les rayons de recouvrement des codes simplexes de type o sur Ry, par

rapport aux poids homogéne et le poids de Lee sont :
(Z) Thom(Sgl,k)) = k- 22kt

(i) Tree(SE, gy) = 22 FDRHL,
Preuve 4.5.6 Pour la partie (i), six € (R,)", on a :
dpom (2, SGy ) = k - 22444
Par la définition de rayon de recouvrement | “inégalité suivante est vraie
Thom (S py) = k- 22757,

D “autre part, en appliquant la proposition 2.4.1, et le théoréme 4.5.3 on obtient :

227 (k—1) 929 (j_1) 229 (k—1)

N ——— ——
Thom(S&k)) < Thom 11---1uuy - up - - Ualdg -+ Uy +22q-rhom(5&k_1))

< 22qk+q + 22q(k71)+q . 22q RS 2q-2q . Thom(S(ole))
< 92ktq 4 929(k=D)tq . 927 4 ... 4 92(k=q)+q . 9q-2
S k . 22‘1k:+q‘

Pour la partie (ii), Par la proposition 2.4.3 on a
Pree(SG) = Tram(Viee(Siyp)) = 20+

Théoréme 4.5.7 Le rayon de recouvrement des codes simplexes de type [ sur R,, par

rapport auzx poids homogéne et au poids de Lee sont :

(i) Thom(S(y ) = 2 [22" (k — 279) 4 4 — 27071].
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(i1) Tree(S ) = 2@ D=DH@D 9k — 1),
Preuve 4.5.8 Pour la partie (i), six € (R,)", on a :
dhom(x, Sgk)) — 929(k=2)+q [22q<k _ 2—(1)) 44— 2—q+1} 7
par la définition de rayon de recouvrement, on a :

rhom(S(Bq),k) > 921(k=2)+q [22q(k _ Q—q)) 44— 2—q+1] ‘

D “autre part, en appliquant la proposition 2.4.1 et le Théoréme 4.5.3 on obtient :

22q (k*l) 2(2q—1)(k—1)(2k:_1)
~ "
Thom(Sé;k)) S Thom 1---1--- VA ot VA + Thom(‘s(ofbk_l)) + 22471 : Thom(s(i’k_l))

IA

D (G111 g 9) oo DD 1) 4 20 (5,
221(k=2)+q(221=1 1 9)(2 — 279) 4 ... 4 22" (k=DFa(k 1)
929(k—2)+q [22‘1 (k _ 2—q)> 44— 2—q+1} :

IA

IN

et le reste, a partir d “une approche similaire a la preuve de la partie (ii) du théoréme 4.5.5.

4.5.3 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de

type a et (8

Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type « et 3 sur R, sont donnés

par les théorémes suivants.

Théoréme 4.5.9 Les rayons de recouvrement des codes de MacDonald de type o sur R,

par rapport auzx poids homogéne et poids de Lee sont :

(i) Pouru < e <k, rhom(MG ;) < 22F =22 4 pppp (M ).

(”) TLee(M?q ku)) — 22qk+(q—1) o 22qu+(q—1).
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Preuve 4.5.10 Pour la premiére partie, on applique la proposition 2.4.1, et le théoréme

4.5.3, stu<e<k, ona:

Thom(-/\/l(aq,k,u)) S (22‘1 - 1)(22‘1k—2q) + Thom(M((Xq,k—l,u))
S (22‘1 . 1)(22‘”@‘72‘1) + (22‘1 . 1)(22(1]67(2(172)) R (224 . 1)22‘16
+Thom(Ma ))

(q7e7u

22qk . 22qe + rhoWL( ?q,e,u)>'

IN

Pour la deuxieme partie, par la proposition 2.4.3, on obtient :
PLee( M) = THam(Viee(My ) = 2287070 — 220utamh),

Théoréme 4.5.11 Les rayons de recouvrements des codes de MacDonald de type 5 sur

R, par rapport aux poids homogénes, et poids de Lee sont :
(i) Pour u < e < Kk, rhom(/\/{f’%k’u)) < 2@-D(-1)(2k _ 1) _ 9@ DT (gu _ 1) |
rhom(Ml(B

q,e,u)) ’

(i1) TLee(M?q,k,u)) = 2(2q—1)(k—1)+(q—1)(2k -1) - 2(2‘7—1)(u—1)+(q—1)(2u —1).

Preuve 4.5.12 Pour la premiére partie, on applique la proposition 2.4.1, et le théoréeme

4.5.8, stu<e<k, ona:

Thom(M(BQ,k,u)) < (2% —1)2@ D=k ) 4 rhom(M?q,kaU))
< (22q B 1)2(2q_1)(k_1)_(2‘I_1)(2k . 1) + (22q _ 1)2(2q_1)(k_1)—((2q_1)—2)(2k — 1)
+ o4 (22‘7 _ 1)2(2q—1)(k_1)_(26_1)(2k — 1) + Thom(M(ﬁq,e,u))
< 2@D=D 9k — 1) — 2BDED (28 — 1) 4 o (M )

Pour la deuxieme partie, par la proposition 2.4.3, on obtient que

TLee (M/(B

) = Than(Viee (M) = 28 DEDHID @k ) @D gy

(g.,ku



Chapitre 5

Schémas de partage d “un secret basé

sur les codes linéaires

5.1 Introduction

L~ étude des schémas du partage d “un secret a été crée pour la premiére fois par Shamir
et Blakely en 1979. Depuis ce moment 14, les auteurs ont commencé a construire les schémas
du partage d “un secret en utilisant les codes correcteurs d “erreurs linéaires. En plus, Massey
a utilisé les codes linéaires pour découvrir les schémas du partage d “un secret, puis il
construit la relation entre 17accés structure, et les mots-code minimal du code dual des
codes sous-adjacents [50].

Les schémas de partage d “un secret sont des outils utilisés dans plusieur protocoles
cryptographiques. Ils contiennentt un dealer qui a un secret, un ensemble de n — 1 parties,
et une collection A de sous-ensembles des partis qui s appellent la structure d acces.
Plusieurs auteurs ont examiné certains codes linéaires et ont caractérisé d “acces structure
des schémas de partage d “un secret a partir de leurs codes duals [46] et [50].

Dans ce chapitre, nous construisons les codes de torsion des codes de MacDonald de
type a et B sur 1 "anneau R, ,, et aussi les images Gray des codes simplexes sur cet anneau

et nous donnons la construction des schémas de partage d “un secret a partir de ces codes
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linéaires [19].

5.2 L’ anneau R,

: . 2 _ _ —
Soit Ry, 1"anneau Fom [uy, ug - - - u,)/ (u; = 0, uju; — uju;), avec Ry, = Fom, et Ry 1 =
— 2 _ : o

R, = Faluy,ug - - ug)/ (uj = 0,u;u; — uju;). Nous rappelons certaines propriétés de base,

]’anneau R, ,, est un anneau commutatif de Frobenius local avec |R,,,| = 2™%".

Pour tout sous-ensemble A C {1,2,--- ¢}, on a:
Upg = H Ui,
i€A

avec la convention uy = 1, alors tous les éléments de R, ,,, peu veut exprimés par :

Uy = E Callg, avec ¢y € Fom.
Ag{17277Q}

On note 1’ensemble des unités de R, ., par U(R,,,) et les non-unités par D(R,,,). 1
apparait clairement que |U(Ry )| = |D(Rym)| = 221

SiUncqiz,qp € U(Rgm) et Vacpio.. .qp € V(Rgm), alors Vy = Uy + 1.

Un code linéaire de longueur n sur R, ,, est défini comme un R, ,,-sous module de Ry .

Le code de torsion de code C sur R,,, est défini par :

Tora(C)={veFs.; uave C;AC{L,---,q}}.

5.3 Lien entre les schémas du partage de secret et les
codes linéaires

Soit [n; k; d; q]-code C' un sous espace linéaire de [y de dimension k, et un poids de

Hamming non nul minimal d. Si

G= [g()?glv e 7gn71]
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est une matrice génératrice d un [n, k,d; q]-code, ¢ est-a-dire, les vecteurs lignes de G
géneérent le sous-espace linéaire C'.

Pour tous les codes linéaires mentionnés dans ce chapitre, nous supposons toujours que
tout les vecteurs colonnes de toutes les matrices génératrice sont non nuls.

e le schéma de partage de secret construit & partir de C, est un élément de F,, le dealer
Py est inclus dans les n — 1 parties Py, Py, -+, P,_1.

e Pour calculer les actions concernant un secret s, le dealer choisit aléatoirement un
vecteur

U = <u07u17 e 7uk—1) S IFI(;7

comme s = ugo. Il y a ¢*~! vecteur u € IE";.
e Le dealer donc traite uw comme un vecteur d’ information et calcule le mot code
correspondant

v=uG = (UOavlv U 7vn—1)-

Dong, il donne v; une partie de P; comme action pour chaque 7 > 1.
e Tant que s = vy = ugo, alors 1’ensemble des actions (v;,, v, - ,v;, ) détermine le
secret s si et seulement si la colonne gy de la matrice génératrice G est une combinaison

linéaire des colonnes g;,, gi,, - - , ¢;,, de G. C est pour ¢a nous avons la proposition suivante

146].

Proposition 5.3.1 Soit G une matrice génératrice d “un [n; k; d; q]-code C. Dans le schéma
de partage du secret basé sur C, | “ensemble des actions (v, v, -+ ,v;, ) détermine le secret

st et seulement s il existe un mots-code
(1707"' 707C’i1707"' 7C’im707"' 70)
dans C* aveccij#()pouraumomsunj, 1<y <<, <n—letl<m<n—-1

S’il y a un mots-code qui vérifie les hypothéses de la proposition ci-dessus, donc

m

9o = Z a;jYij

J=1
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le secret s est récupéré par calcule de :

m

S = E CL]"UZ'].

j=1

Si un groupe des participants peut récupérer le secret en combinant leurs actions, donc
chaque groupe des participants qui contient ce groupe peut aussi récupérer le secret. Un
groupe des participants est appelé un ensemble d “accés minimal s ils peuvent récupérer
le secret avec leurs actions. Pour déterminer 1 ensemble des ensembles d “accés minimal,

nous avons le concept de mots code minimal.

Définition 5.3.2 e Le support d un mots-code ¢ = (co,c1,-+ ,cn1) € Fy est défini

comme suit :
supp(c) = {i|0 <i<n—1;¢ #0}.

. ’ . / .
e Soit ¢ et ¢ deux mots-code du code C. On dit que ¢ est un recouvrement de ¢ si et
. ’ ’ . / / ’ ’
seulement st wt(c®c ) = wt(c ), o, cRc = (coCy, C1Cy, 4 Cn-1Cp_1), ¢ = (CosC1y -+ 5 Cn1)

/

4 ’ !/ . . . .
etc = (cy,C1,  ,Cuq). Un mots-code non nul ¢ € C' est dit minimal si les seuls mots-code

de recouvrement sont les scalaires multiples.

Moyennant la proposition 5.3.1, et le définition 5.3.2, il est clair qu’il n’y a un-a-un
correspondance entre 1 “ensemble des ensembles d “accés minimale et 1“ensemble des mots-

code minimaux du code dual C*.

5.4 Codes simplexes et les codes de MacDonald de type
a et B sur R,

Dans cette partie, nous allons construire les codes simplexes et Macdonald sur R, ,, de
type « et 3, et nous donnons les distributions de poids de Hamming des codes de torsion,

des codes simplexes et des codes de MacDonald.
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Les codes simplexes sur R, de type « et [ ont été construit dans [18]. Méme dans [18]

«

un code simplexe S¢ gm2ik

) de type a sur R, ,, a une longueur est un code linéaire sur

R, admet la matrice génératrice suivante :

1 QG
& k) = gm2%:(k=1) (g;mk—1) , pour k >2 (5.1)
(012 o .u{lvzz'"vq}) ® 12777.2(1»(]@71)
o,
G?q,m,l) = [0 1 uy - Z/{{1727.."q}] .
Les codes simplexes S(i m.k) de type B sur R, ,, sont construit en omettant certaines
m(29— - m
colonnes de G?q,m,k)‘ Soit G?q,m,k) une matrice de taille k x 27 1);:1_1)1(2 1) Jofini par :
12m2q-(k71) (024 e V{1,27... 7q}) ® 12m2q(k72) (2m(k—1)71>
qu,m,k) - 5 2 , (5.2)
GY |1 ®G _
((Lmvk 1) 2m2q(k72)(2m(k71)_1) ((Lmvk 1)
21
pour k > 2, et
of B 12m2‘1 ‘ 024--- V@2, q
(Q7m72) o Y
01 ... Upo..q a1

Les codes de MacDonald de type a et 8 sur R, sont définis dans [17]. Nous obtenons les

codes de MacDonald de type « et 8 sur R, aprés les mémes étapes dans [18]. Pour 1 <

u < k—1,le code de MacDonald Mg, ) est un code sur Ry, de longueur gm2ik _ gm2iu
il est généré par :
o 02m2qu><(k_u)
G(qvmvkvu) = |: G(qrmrk) \ ?é ) } Y (53)
qg,m,u

et le code de MacDonald qu m k) €St U code sur Ry, de longueur

2m(2q71)(k71) (ka _ 1) _ 2m(2‘171)(u71) (2mu _ 1)
2m —1 ’

il est généré par :

Ozm(2q—1)(u—1) (2mU 1) x (k—u)
u

5 _ 2
Clompa) = | Glgmpy \ o : (5.4)

(g,m,u)
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o, (A\ B) désigne la matrice obtenue a partir de la matrice A par 1”élimination de la
matrice B.

Cette construction nous permet de définir de nouveaux codes linéaires sur Fom qui sont
les codes de torsion.

Maintenant, soient S(r,q) et Sir,5) les codes de torsion de 57, ;. et Sg} k) Tespective-

ment, et soient M7,y et M7 les codes de torsion de M?q,m,k,u) et M(ﬂq,m,k,uy respecti-
vement.
Les distributions de poids de Hamming de ces codes de torsion sont données dans les

théorémes suivants.

Théoréme 5.4.1 La distribution des poids de Hamming des codes de torsion St et St

[27n(2q71)(k71)(2mk_1

o );k;; 2m2!(k=1] sont donnés par :

a des paramétres [2M%'F; k; 2m2 (k1] et
(i) Pour St on a, AH((Q(Mqu_t))(Qt —1)) =20kt — 1), pour 0 <t < q.

(i) Pour Stz on a, Apem (2% ~DE-D[(2k=t(2t — 1) 4 (217t — 1)]) = 20=Dk(2¢ — 1), pour

0<t<q.

Preuve 5.4.2 Pour la premiere partie, la matrice génératrice du code de torsion St
est obtenue par le remplacement de ugy ... gy dans la matrice C{LZW,q}u{l&--wq}Gféq,m,k)f ol

ci1,2,,q) € Fom par 1.

«

) est de la forme :

(0 0{1727“'7q}u{1727“'7q}) ® 127n2q71

0{1727... 7q}U{1727... ,q}G? m,k) =
! 12m2q ® 0{1727“' 7q}u{1727"' 7q} G?q,m,kfl)

On remplace maintenant ug o... o4 par 1, on a :

~ 0cria.. ®1 .
Gquk; — ( {1721 1q}) om2 1 ) (56)

& C{1,2,-~~,q}ék71

om24

Le code de torsion St est un code linéaire Fom de dimension k généré par @q7m7k. Chaque
mots-code non nul de St a un poids de Hamming (Q(mzqk_t))(Qt — 1), pour 0 <t < gq.

Méme démonstration pour la deuxiéemes partie.
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Théoréme 5.4.3 Les distributions de poids de Hamming des codes de torsion My, et

Mz a des parametres

[2m2qk o 2m2qu, k- 2m2qk—1 _ 2m2‘1u—1]

et
2(m2‘1—1)(k—1)(2k _ 1) _ 2(m2‘1—1)(u—1)<2u _ 1) "
2m — 1 '

[

sont donnés par :

. om29k—24 m29y—29
:2 —2 ]

1. Pour My, on a, Ay (2m2'F=1—gm2tu=l) — gmk _gm(k=u) ¢f Ay (2m2*h=1) = gmlk=u) 1]

2. Pour Mr,g on a, Ay (2m2'h=2" —gm2tu=21) — gmk_gm(k=u) ¢y Ay (2m2'k=21) = gmlk-u)_
1

Preuve 5.4.4 Similaire a la démonstration du théoréeme 5.4.1.

5.5 Accés structure des schémas de partage de secret
basé sur les codes de torsion

Dans cette partie, en se basant sur le résultat [46], qui montre les ensembles d “accés
minimales du schéma de partage de secret basé¢ sur C+, nous allons étudier les schémas
de partage de secrets obtenus a partir des codes duaux des codes de torsion des codes

simplexes, et des codes de MacDonald de types a et 8 sur R, ,,.

Théoréme 5.5.1 Soit C' un [n; k; d]-code linéaire sur F, a une matrice génératrice

G = [g0>gh e 7gn71]

et soit C son code dual de distance minimale d*. Si chaque mots-code non nul de C est

1

minimal, alors dans le schéma de partage de secret basé sur C+ il y a ¢"~' ensembles

d “acceés minimales est :
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1. Sidt =2,
a) Si g; est un multiple de go, 1 < i < n —1, alors le participant P; doit étre dans
chaque ensemble d “acces minimal.
b) Si g; nest pas un multiple de gy, 1 < i < n— 1, Alors le participant P; doit étre

k—2

dans (¢ — 1)¢"* ensemble d “accés minimal.

2. Sidt>2,
1<t <min{k —1,d" — 1}

chaque groupe de t participants est impliqué dans
(q . 1)tqk7(t+1)
ensemble d “accés minimal.
La condition suffisante de poids, est décrite par le lemme suivant.

Lemme 5.5.2 Soit C' un [n; k; d; q]-code linéaire sur un corps fini Fy. Sotent Wy, et Wiay

les poids minimaux et mazimaux non nulles de C, respectivement. Si

Wini qg—1
mzn>

wmax q

Y

alors tous les mots-code non nuls de C sont minimauz.

Nous allons appliquer les schémas de partage de secret sur les codes de torsion des codes
simplexes de type [ et les codes de MacDonald de type a et 3, nous avons les résultats

sulvants :

Théoréme 5.5.3 Soit St un code de torsion sur Fom de S(ﬁqu), alors dans le schéma

(k—1)

de partage du secret basé sur S%HB, 1l y a en tout 2™ ensembles d “acces minimal et

20 @M _ participants. De plus, ch ticipant P, est impliqué dans (2™
om_1 — 1 participants. € plus, cnaque pariicipan i ESUL 1mplique CLTLS( —

1)2m*=2 ensembles d “acces minimal.

Preuve 5.5.4 D “aprés le théoréeme 5.4.1 on a, Wpin = Wmae, alors le lemme 5.5.2, est

verifié et tous les mots-code non nuls de Stz sont minimauz.
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Théoréme 5.5.5 Soit My, (resp., Mrg) un code de torsion sur Fom de MGk (resp.,

Mgbm’k?u)), alors dans le schéma de partage du secret basé sur ./\/l:ﬁCY (resp., ./\/l%ﬁ), Ilyaen
2m(2271)(k71) (2mk _ 1)

tout 2™ 1) ensembles d “acces minimal et 22k —2m2 1 (resp., 51 —

2m(2271)(u71) (2mu _ 1)

2m —1
(2™ — 1)2™F=2 ensembles d “acceés minimal.

— 1) participants. De plus, chaque participant P; est impliqué dans

Preuve 5.5.6 Soient w,,;, et Wpae le poids minimal et mazimal non nuls du code de
torsion My . Alors, par le théoréme 5.4.3, pour tout 1 <u < k—1:

2m2‘1k—1 o 2m2qu—1 2m2qu—1

- om2ik—1 =1- om2ik—1

2m—1

Wmin

wmam

>

no | Y
. 3

>

Par conséquent, nous pouvons obtenir le minimal de tous les mots-codes non nuls de code

de torsion My, par le Lemme 5.5.2. La méme preuve pour My g.

Exemple 5.5.7 Soient m =2 et ¢ = 1, nous considérons | “anneau Ry 2 = F4+ u1Fy avec

u? = 0. Nous étudions le code de torsion St.g, pour k = 2. Dans ce cas, nous avons

& 1111111111111111 ‘ 02020202
12,2 =
0123012301230123 ‘ 11111111

la matrice génératrice du code de torsion Stz sur Fy.

Le code de torsion St est un 2-ary [24;2;20]-code. Ces distributions de poids de Ham-
ming sont Ag(0) =1, Ay(20) = 15.

Alors nous construisons le SSS basé sur Sﬁ - Le résultat suivant représente sa structure
d “acces correspondante. On a 23 participants et 4 ensembles qualifiés minimaux. Les 4

ensembles qualifiés minimauz sont
cp = 111111111111111102020202,

co = 123012301230123013131313,
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cs = 131313131313131320202020,
¢y = 103210321032103231313131.

L “ensemble des participants contiennent les sous-ensembles suivants
{1,2,3},{2,4,6}, {3,6,9}, {1,2}, {2,4}, {3,6}, {1,2,3,4}, {1,2,3,4,5,7}, {1,3,4,5,7,10},
{1,2,3,4,5}, {2,4,6,8}, {2,3,5,8,7,11}, {1,3,4,5,6,7}, {2,3,5,7,8,9}, {3,6,9,12}.

5.6 Les schémas de partage de secret basés sur les images
Gray des codes simplexes et MacDonald

Cette partie étudie le schéma de partage de secret basé sur les images Gray des codes
simplex et Macdonald de type a et 8 sur R,,,. Ces images sont des concaténations de

quelque codes simplexes et des codes de MacDonald de type a et 3 sur Fom.

5.6.1 Les images Gray des codes simplexes et des codes de Mac-

donald

Tout d“abord, nous présentons le Gray map en utilisant le poids homogene sur R, ,,

ot le poids homogéne sur R, ,, est défini comme suit :

0 siz =0,
whom(x) = 22q_1 Si T = 6{17277Q}V{17277q}7 6{17277‘1} e F2m7
222 jutrement.

Soit

291

. 2
\Ijhom . Rq7m _> ]Fzm

L “application ¥y, vérifie la propriété suivante.

Théoréme 5.6.1 L “application Wy, défini ci-dessus est une isométrie préservant la dis-

tance (Rym, la distance homogéne) a (Fgfj_l, la distance de Hamming).
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Les théorémes suivants, qui sont déja indiqués dans [18], donnent la caractérisation des

images Gray des codes simplexes et MacDonald de type o and 3 sur R .

Théoréme 5.6.2 Soit Sé’;’mvk) un code simpleze de type o sur Ry, de longueur 2™*'* et

de poids homogene minimal dpom, alors \I/hom(S(o‘qu)) est la concaténation des 22mk(2*—1)

codes simplexes SA'(OL‘Lm,k) de type a sur Fom de parameétres [2%'(m+D=1. k],

Preuve 5.6.3 Soit G?q’m’k) la matrice génératrice de Sﬁz’m’k), et \Ifhom(G?q’m’k)) est une

matrice d un code linéaire sur Fom. La matrice \I/hom(G(qu)) est la concaténation des

22mk(21=1) matrices Ggmp), et on a :
\Ijhom( ((Xq,m,k)) = [ ].22mk(2q_1) ®g(oé,m,k_1) :| ) (57)
ot
(0123--- (2™ —-1))®1
Glgmr) = , pour k = 2, (5.8)
Il g(O;,m,k—l)
avec

Go =[0123--- (2™ —1)].

g&m,k) est la matrice génératrice de code simplexe S\(O;mk) de type o sur Fom.

Théoréme 5.6.4 Soit Sémk) un code simplexe de type B sur R, ., de longueur
2m(2q71)(k71) (2mk: _ 1)

2m —1

et de poids homogéne minimal dpop,, alors \I/hom(S(i " k,)) est la conca-
2(2q—1)(m(k—1)+1) (2mk o 1)

(2m _ 1)2(m—1)(k—1)(2k _ 1)
2(2q—1)(m(kz—1)+1) (2mk _ 1) ' k]

2m —1

ténation des codes simplezes gS/‘\(imk) de type B sur Fom de pa-

rametres |
Preuve 5.6.5 La preuve est la méme du théoréme 5.6.2.

Théoréme 5.6.6 Soit M?‘qu) un code de MacDonald de type o sur R,,, de longueur

2m2qk _ 2m2‘1u «

et de poids homogéne minimal dyop,, alors \I/hom(/\/l(q’m’k)) est la concaténation

929 (mk+1)—1_ 929 (mu+1)—1 ey

des T codes de MacDonald ./\/l?q7m7k) de type a sur Fom de paramétres

[22q(mk+l)—1 _ 22‘1(mu+1)—1; k]
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Preuve 5.6.7 La preuve est la méme du théoreme 5.6.2.

Théoréme 5.6.8 Soit /\/l’?qu) un code de MacDonald de type B8 sur R, ,, de longueur
2m(2‘171)(k71) (2mk: _ 1) _ 2m(2q71)(u71) (2mu _ 1)

2m —1

et de poids homogene minimal dpop,, alors

2(2q—1)(m(k—1)+1)(2mk —1) - 2(2‘1—1)(m(u—1)+1)(2mu —1)
(2m — 1)2(m=D(E=1)(2k — 1)

codes de MacDonald M\(ﬂq,m,k) de type B sur Fom de paraméters

\I/hom(qu,m,k)) est la concaténation des

2(2‘1—1)(m(k—1)+1) (2mk _ 1) _ 2(2‘7—1)(m(u—1)+1)(2mu _ 1) k]
2m —1 ’

[

Preuve 5.6.9 La preuve est la méme que celle du théoréme 5.6.2.

Les schémas de partage de secret basés sur les images Gray des

codes simplexes et MacDonald sur R,

Nous appliquons le schéma de partage de secret basé sur les images Gray des codes

simplexes et des codes de Mcdonald sur R, ,,, nous avons les résultats suivants :

Théoréme 5.6.10 Soit \I/hom(S(ﬁqu)) un code linéaire sur Fom, alors dans le schéma de

(k—=1)

partage du secret basé sur \I/hom(S@m’k))L, il y a en tout 2™ ensembles d “acces minimal

2(2q71)(m(k71)+1) (2mk _ 1)
2m —1
dans (2™ — 1)2™%=2 ensembles d “acces minimal.

et (

— 1) participants. De plus, chaque participant P; est impliqué

Preuve 5.6.11 La preuve est la méme du théoreme 5.5.3 et du théoréme 5.5.5.

Théoréme 5.6.12 Soit \I/hom(./\/l?q’m’k)) (resp., \Ifhom(./\/l(ﬁqu))) un code linéaire sur Fom,

alors dans le schéma de partage du secret basé sur \Ilhom(/\/l?q,m’/,g))L (resp., \Ilhom(./\/l’?q " k))L),

il y a 21 ensembles d “accés minimal et 2%(mEHD—1 _ 924(mutl)=1 _
2(2q—1)(m(k—1)+1) (2mk _ 1) _ 2(2‘1—1)(m(u—1)+1)(2mu _ 1)

2m —1
De plus, chaque participant P; est impliqué dans (2™ — 1)2™%=2 ensembles d “acces mi-

(resp., — 1) participants.

nimal.
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Preuve 5.6.13 La preuve est la méme du théoréme 5.5.3 et du théoreme 5.5.5.

Quelques propriétés des codes g(i mk) € \Ifhom(Sé m k)) ont la méme structure d “accés

minimal. L “explication serait incluse dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.6.14 Soient I'y et I'y les ensembles d “accés minimal des codes g(imk) et
\Ifhom(S(quk)), alors IT'y =T’y

Preuve 5.6.15 SiI'y et I's sont les ensembles d “accés minimal des codes 3\(’6; mk) et \Ifhom(S(Bq m k))
mk _
respectivement, soit 73(22 1) [ “ensemble de toutes les parties dans {1,2,--- , 2™ —1}, pour

prouver que,

mk _
VXeP?@ ) XclieXcl,.

1l suffit de prouver que
XCly= X CTIy.

St X = {Pi}ticqi o, 229mesn-1_1y C 'y, par [“équation (5.7) nous avons tous les vecteurs
colonnes de la matrice ‘Ijhom(G?q,m,k)) sont des vecteurs colonnes de la matrice Q(ﬁq’m,k), alors

X = {H}ie{1,2,~~,2mk_1} cIy.

Remarque 5.6.16 Le dernier résultat est appliqué sur les codes \If;wm(/\/l?q m k)) et Viom (qu m k)).

5.7 Conclusions

Les avantages d “un partage de secret basé sur les codes linéaires est le vecteur aléatoire
u = (ug,uy, -+ ,up_1) qui appartient & un espace fini d un cardinal grand, car il y a
exactement 2™+ vecteurs u € F%, tel que s = ugo, qui évite 1 “attaque par la force brute.
L “ensemble des structures d “accés minimal est vraiment plus grande pour [n, k]—code, nous
avons 2™*~1) ensemble d “accés minimal. La structure d “accés basée sur les codes linéaires
sont meilleures que le schéma de Shamir car la méthode de Shamir a une structure d “accés
trés simple, ¢’est pour que n’ importe quelle partition de n est capable de récupérer le

secret.
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Dans ce chapitre, nous avons construit les codes simplexes et les codes de McDonald
de type a et 8 sur R, et leurs images Gray, nous avons donné les distributions de poids
des codes de torsion, des codes simplexes et des codes de MacDonald. Puis nous avons

déterminé 1 accés structure du schéma de partage du secret basés sur leurs dual.



Conclusion et Perspectives

Ce travail a permis de résoudre certains problémes dans la théorie des codes correcteurs,
spécialement la construction de certains type des codes sur quelques anneaux finis. Au cours
de cette étude, nous avons effectué plusieurs constructions des codes simplexes et des codes
de MacDonald de type « et 8 sur des anneaux finis (commutatif et non commutatif).

Dans la premiére partie de cette thése nous avons découvert que la construction de
ces codes sur | anneau ZyZ, c’est la juxtaposition des codes simplexes et des codes de
MacDonald de types « et 3 sur Zs, et les codes simplexes et les codes de MacDonald de
types «a et [ sur Z4. Nous avons vu aussi que 1 “image Gray binaire des codes simplexes de
type [ sur ZsZ, atteint la borne de Gilbert.

Puis dans la deuxiéme partie, nous avons étudié les codes simplexes et les codes de
MacDonald de types « et 3 sur certains anneaux de Frobenius comme 1 anneau :

o Ry = Falug, ug, ..., uy)/ (uf = 0,uu; = uju;), avec g > 2

& Rym = Fam[ug, ug - - ug)/ (u? = 0, uu; — uju;), avec ¢ > 2 et m > 1.

Enfin, nous avons décrit dans la troisiéme partie, les applications de schéma de partage
d “un secret sur ces nouveaux codes en utilisant les codes de torsion et les images Gray de
ces codes.

Ces thémes de recherche, a travers lesquels s “inscrit ma thése offrent des questions et
des perspectives de nombreuses recherches variées.

> Il serait intéressant de voir les domaines d “applications de ces codes spécialement
dans la cryptographie et la stéganographie.

> Pour les codes définis sur les anneaux, nous avons travaillé dans le cas ol ces anneaux
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sont locaux, il serait intéressant de voir 1 “autre cas.
> On a appliqué les schémas de partage d “un secret basé sur les images Gray des codes
linéaires sur IR, ,, il serait intéressant de voir cette application basée sur les codes linéaires

sur certains anneaux finis.



Annexe

Dans cette annexe, on présentera quelques structures algébriques. Nous donnerons un
certain nombre de propriétés que nous utilisons dans cette thése. Nous allons définir les
anneaux, les idéaux et les modules qui sont des outils de base pour effectuer la définition
des codes sur les anneaux. Nous nous intéresserons essentiellement aux familles des codes

sur les anneaux de Frobenius

5.8 (Généralités sur les anneaux finis, les idéaux et les

Modules

5.8.1 Anneaux et corps
Définition 5.8.1 Un anneau R est un ensemble non vide muni de deuz lois, + (addition)
et - (multiplication), telles que :
1. (R,+) est un groupe abélien, c.-a-d.,
(1) + est associative, c.-a-d., a + (b+ ¢) = (a + b) + ¢, pour tout a,b,c € R.
(ii) + est commutative, c.-a-d., a+b= b+ a, pour tout a,b € R.
(iii) R posséde un élément 0 tel que 0 + a = a pour tout a € R.
(iv) Tout a € R admet un opposé noté (—a), tel que a + (—a) = 0.

2. La loi - est associative (c.-a-d., a-(b-c) = (a-b) - c pour tout a,b,c € R, et R admet

un élément neutre 1 tel que 1-a =a =a -1, pour tout a.
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3. La loi - est distributive (4 gauche et a droite) sur | addition, c.-a-d., pour tout a,b, c €

R,ona:a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.
Enfin, on dit que R est un anneau commutatif si, de plus, la loi - est commutative.

Définition 5.8.2 Un élément inversible de R est un élément a # 0 de R qui divise 1
c.-a-d., a-b =1 pour un certain b # 0 dans R.

On note R* 1’ensemble des éléments inversibles de R.

Définition 5.8.3 Un élément a d ‘un anneau R est un diviseur de zéro si et seulement

s 1l est non nul et s il existe b € R non nul tel que a-b = 0.

Définition 5.8.4 Si k # 0, alors un corps est un anneau commutatif dans lequel tout

élément non nul est inversible.

Homomorphisme d “anneaux

Soient R et R’ deux anneaux. Une application f : R — R’ est un homomor-

phisme d “anneaux si et seulement si :
1. f(a+b) = f(a)+ f(b) pour tous a,b € R,
2. f(a-b) = f(a)- f(b) pour tous a,b € R,

3. f(Ir) = 1/

5.8.2 Anneaux et idéaux

Soit R un anneau, toujours supposé commutatif.

Idéaux

Définition 5.8.5 Un idéal Z de R est un sous ensemble non vide qui est un sous groupe
pour  addition (c.-a-d., z,y € [ = x —y € T) et qui est stable par la multiplication pour
tout élément de R, c.-a-d., x € Z, a € R,a-x € L.
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Définition 5.8.6 (Idéal premier) Soit R un anneau et T un idéal de R. L “ideal T est

un tdéal premier de R si et seulement si :
V(a,b) e RXxR, a-beZ=acZoubel.

Théoréme 5.8.7 Soit R un anneau commutatif unitaire, un idéal T de R est dit mazximal

st et seulement si R /L est un corps.
Corollaire 5.8.8 Tout élément non inversible de R est contenu dans un idéal mazimal.

Définition 5.8.9 (Idéal principal) Un idéalZ d un anneau R est dit principal s “il existe

un élément a € T tel que T = (a), ot (a) =a-x, x € R.

Définition 5.8.10 (Anneau local) Un anneau R est dit anneau local si et seulement s “il

admet un seul idéal maximal.

5.8.3 Modules

Définition 5.8.11 Soit (M, +) un groupe commutatif , on dit que M est un R-module
s il existe une application R x M : — M , ot on note a-x [ image de (a,x), telle

que :
lL.a-(zx+y)=a-x+a-ypoura€cR etx,yeM,
2. (a+b)-x=a-x+b-x poura,beR etx € M,

3. 1-z=xeta-(b-z)=(ab)- -z pour a,b € Retx € M.
Si l“anneau R est un corps K, on dit que M est un K-espace vectoriel.

Définition 5.8.12 Soit M un R-module. Un sous groupe N de M tel que a-x € N pour
a €R etxeN est un sous-module de M.

Il est claire qu “un sous ensemble N de M est un sous module de M si et seulement si

r,yeNeta,beR=a-x+b-yeN.
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Définition 5.8.13 Soit M un R-module et soit B un sous ensemble de M. On dit que
B est une partie libre de M si les éléments de B sont linéairement indépendants sur R
c.-a-d., si la propriété suivante est vérifie, pour tout n > 1 si aq,--- ,a, € B sont deux a

deux distincts et si, ara; + -+ - + ana, =0, alors a; = 0 pour tout 1 =1,--- | n.

5.9 Les anneaux de Frobenius

Aprés leur premiére apparition dans le travail de T. Nakayama [52], 1 anneau de Fro-
benius et quasi-Frobenius ont fait 1 objet d “études approfondies par des mathématiciens.

Dans cette partie, nous allons revoir la définition de 1 anneau Frobenius.

Définition 5.9.1 Si R et S sont deur anneaux, alors un R-S-bimodule est un groupe

abélien M tel que :
1. M est un R-module a gauche et un S-module a droite.

2. Pour toutr € R, s€ S et m € M on a, (rm)s = r(ms).

Soit R un anneau fini unitaire. Le groupe des caractéres du groupe additif R est noté
par R =H omz(R,C*). Ce groupe a une structure d un R-R-bimodule en définissant
X"(x) = x(rz) et "x(z) = x(2r) pour tout r,z € R, et pour tout y € R. Aprés tous ces

concepts nous arrivons a la définition suivante.
Définition 5.9.2 Un anneau fint R est appelé un anneau de Frobenius si RR =r R.

On peut voir que si R est un anneau de Frobenius fini, donc R et R sont isomorphes aussi

comme R-modules & droite. Par conséquent, il existe des caractéres x et ¢ telle que :

R={xreR}={|reR}

Ces caractéres sont appelés des générateurs a gauche ou générateurs a droite, respecti-
vement.

On constate deux cas :



114

e Caractére générateur a gauche est a droite a la fois.

e Caractere générateur ou bien & gauche ou bien a droite et cela si et seulement si son
noyau ne contient aucun idéal non nul a gauche ou a droite de R.

La classe des anneaux de Frobenius finie est assez grande, d “aprés la proposition sui-

vante.

Proposition 5.9.3 1. Tout anneau principal fini est un anneau de Frobenius.
2. SiR et S sont des anneaux de Frobenius, alors R x S est un anneau de Frobenius.

3. Si R est un anneau de Frobenius, alors M,(R), | anneau de toutes les matrices de

taille n x n sur R, est un anneau de Frobenius.

4. St R est un anneau de Frobenius, et G un groupe fini, alors | “anneau de groupe R[G]

est un anneau de Frobenius.
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