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Introduction

On parle d’analyse asymptotique lorsqu’on s’intéresse au comportement d'une fonc-
tion, dépendant d'un certain parameétre, quand ce parameétre s’approche d'une va-
leur déterminée. L'analyse asymptotique d’intégrales dépendant d'un parametre a été
considérée dés la fin du dix-huitiéme siecle par des mathématiciens de I’époque pour
approcher numériquement certaines solutions d’équations différentielles, en exploi-
tant des séries non forcément convergentes. Néanmoins, 1'assise des fondements ma-
thématiques rigoureux de la théorie de ’analyse asymptotique a travers I'exploitation
de séries éventuellement divergentes, connue aujourd’hui sous I'appellation "dévelop-
pement asymptotique", est due a Poincaré en 1886. Ce dernier I'a élaboré avec I'idée
de I'appliquer aux équations différentielles analytiques : sa principale motivation était
de donner un sens a une solution de série formelle divergente d'une telle équation dif-
férentielle, c’est-a-dire d'"incarner" une solution formelle en une vraie solution.
Alors, il est plus juste de dire que Poincaré était le premier qui a dégagé le concept
avec ses principales propriétés (notamment les opérations : addition, multiplication,
intégration, substitution, ---) et qui I'a appliqué dans des situations "tres générales".
D’abord, a I’étude des équations différentielles linéaires, puis a celle des développe-
ments perturbatifs en mécanique céleste (également en relation avec des équations

différentielles). L'exemple suivant illustre bien I'efficacité de 1'outil "développement
asymptotique".

Exemple 0.0.1.

Soit I'intégrale
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+00

F(x) = f e cosrdt, 0.1)
0
pour des valeurs positives du réel x. Essayons d’évaluer cette intégrale par le dévelop-

pement de cos ¢ en série de puissances de ¢ et ensuite I'intégration terme a terme.

On obtiendra

+00

F(x) = fe_’”costdt

+00 2 t—4
- fe—xfl-—+—- dt
2! 4!
111
T ox x3 x5

Sous la condition x > 1, la série précédente converge vers

F(x) = (0.2)

x2+1
La validité de cette méthode est confirmée par la possibilité d’obtenir ce résultat direc-
tement par I'intégration par parties deux fois, ou cette derniere méthode nous permet
d’élargir le résultat a x > 0.

Appliquons maintenant la méme procédure a l'intégrale

+00

o~ Xt
Gx) = Of 1+tdt' (0.3)

On obtiendra

+00
G(x) = f e [1-t+1*—...]dt
0
1 N 2! 0.4)
= T eteE .
Cette derniere série diverge pour toute valeur finie de x, et ainsi a premiere vue appa-
rait sans intérét pour évaluer G(x).
On tente maintenant et d'une facon heuristique d’utiliser cette derniére série pour éva-
luer numériquement les valeurs de G(x) pour certaines valeurs de x, par exemple pour

x =10. Les quatre premiers termes sont donnés par

0,1000-0,0100 + 0,0020 — 0, 0006,

INTRODUCTION 4
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et la somme de ces quatre termes est
0,0914.
On remarque alors que cette valeur est tres proche de la valeur exacte de
G(10) =0,09156---

Ainsi, il est 1égitime d’explorer la piste de I'utilisation de la série (bien que divergente)
(0.4) pour évaluer numériquement les valeurs de G(x). On considere alors la différence

£, entre G(x) est la somme des n premiers termes de la série (0.4), donnée par

en=G(x)— gn(x), (0.5)
ou
1 12 L (n=1)
gn(x)————2+—3— +(-1) - (0.6)
Puisque
1 -1
—:1—t+t2—...+(—1)”‘1r”‘1+( ) : 0.7)
1+1¢ 1+1¢
I'insertion dans donne
+00
tne—xt
€n(x)=(—1)"f T+1 dt, (0.8)
0
d’ou
+00
n!
len(x)] < f the M dt=— (0.9)

0

En d’autres termes, numériquement, la somme g, (x) des n premiers termes de la série
approxime G(x) avec une erreur inférieure au premier terme négligé de cette série.
Les premieres sommes partielles de la série donne de bonnes approximations
numériques de G(x). Ainsi, cette série ressemble a une série convergente. Mais pour x
fixé, I'erreur €,(x) croit énormément, et ainsi la série n’est pas convergente pour
aucune valeur de x. Une opinion hative nous motive a décider (a tort) de 'inutilité de
cette série, dont les premiéres sommes partielles donnent de bonnes approximations

de la fonction G(x). A partir de cet exemple, on peut affirmer qu'une certaine classe de

INTRODUCTION S
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séries (non pas nécessairement convergentes) peuvent étre d'une grande utilité pour
approximer numériquement des fonctions. Il s’agissait ici de ce qu'on appelle les séries
asymptotiques.

Historiquement le développement formel menant a la série divergente est un
exemple typique de séries divergentes obtenues a partir d’équations intégrales ou dif-
férentielles, ou par autres procédures, utilisées fréquemment des le dix-huitieme siecle
par des mathématiciens, en particulier par Euler. La manipulation formelle des séries
asymptotiques divergentes a duré jusqu’a I'élaboration des premiers fondements ma-
thématiques rigoureux par le mathématicien francais Henri Poincaré en 1886. L'exten-
sion de 'utilisation des séries asymptotiques a des situations non couvertes par le mo-
dele élaboré par Poincaré a mené d’'une facon naturelle a une généralisation permet-
tant I'utilisation d'une échelle approximante quelconque, en contraste avec la théorie
de Poincaré pour laquelle I’échelle approximante est formée uniquement de fonctions

puissances (xk ke ).

- Présentation de la these

La these se compose de cing chapitres et est organisée de la facon suivante :

- Dans les deux premiers chapitres, nous exposons des préliminaires et quelques
notions de base, ou on explique le concept du développement asymptotique au sens

de Poincaré et la généralisation naturelle de ce concept par d’autres mathématiciens.

- Le troisieme chapitre est consacré a deux outils fondamentaux, le lemme de Wat-
son qui concerne des intégrales de Laplace et la méthode de Laplace qui s’applique a

une classe plus générale d’intégrales, a savoir les intégrales de type de Laplace.

- On estime que les plus importants résultats originaux de cette these se situent
au niveau du quatrieme chapitre. Dans ce chapitre on propose une nouvelle méthode
pour construire des développements asymptotiques des intégrales doubles de type de

Laplace dans le cas de points minimaux frontaliers, non stationnaires pour la phase.

INTRODUCTION 6
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Cette nouvelle méthode résout completement le probleme dans le cas analytique. L'im-
portance de notre méthode est contrastée par le fait que, a notre connaissance, tous les
travaux antérieurs ne résolvent le probleme que dans le cas tres particulier correspon-

dant a la situation ot la restriction de la phase a la frontiére n’est pas dégénérée.

- Enfin, dans le chapitre cing, On termine notre thése par un exemple d’application
a un probléme de sortie d'un systeme dynamique perturbé par un bruit aléatoire. On

note que les principaux résultats de cette thése ont été publiés dans [25].

INTRODUCTION 7



Chapitre 1
Préliminaire

Pour tout xp € Ron pose:
o Vy, = {Bc@:3n>0 et 1xo—1n,x+nlcB} si x€R,
o Vy={BcR:JAeRet]-oo,A[cB} si xg=-o00
o Vy={BcR:JA€R et ]A,+oo[c B} si xp=+oo
Un élément de V,, est appelé un voisinage de xy. Lensemble des voisinages de x, est
stable par intersection.
Pour tout xo € R, on désigne par F,, I'ensemble des fonctions définies dans un voisi-
nage de xy. Cet ensemble est stable par addition, par multiplication et par multiplica-

tion par une constante.

1.1 Comparaison des fonctions
Soient f, g deux éléments de Fy,.

1.1.1 Fonction négligeable (Prépondérante)

Définition 1.1.1. On dit que f est négligeable devant g ou que g est prépondérante de-

vant | au voisinage de xy si, pour tout € >0, il existe V € Vy, tel que

VxeV, [f(x)]<elgx)l.



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

1.1.2 Fonction dominante

Définition 1.1.2. On dit que f est dominée par g au voisinage de xy s'il existe V € Vy, et
M >0 tel que
VxeV, |f(x)<Mlg)l.

On désigne respectivement par O(g) et o(g) '’ensemble des fonctions dominées par
g et 'ensemble des fonctions négligeables devant g au voisinage de xy. Il est clair que
0(g) € O(g) c Fy,.
Parfois, par abus d’écriture, on note O(g) et o(g) un élément quelconque de ces en-
sembles (c’est souvent le cas dans I'écriture des développements limités). On peut
aussi écrire Oy, (g) et oy, (g) lorsque différentes valeurs de x, interviennent.
Remarquons que
*Si feO(g)etsi )Cli_{rjgog(x) =0 alors Jcllrgclof(x) =0.
« La fonction f est négligeable devant une fonction constante non nulle si et seule-

mentsi lim f(x) =0.
X— X0

Exemple 1.1.1.

1. Soient f et g des fonctions réelles définies par
f(x)=cosx+2, g(x)=x.

Par une étude triviale des deux fonctions, on sait que g prend des valeurs aussi
grandes que I'on veut au voisinage de l'infini tandis que f ne peut prendre des
valeurs qu’entre 1 et 3, 'écart entre f et g au voisinage de I'infini ne cesse d’aug-
menter et n'est pas borné. Dans ce contexte on peut dire que f est négligeable

devant g ou que g est prépondérante devant f au voisinage de l'infini, et on écrit
f(x) =o0(g(x)), (x— 4+0c0) (notation de Landau)

ou

f(x)<g(x), (x— +oo) (notation de Hardy).

2. x3=0(x%), x—0 et x*=o0(x, (x— +00).

1.1. COMPARAISON DES FONCTIONS 9



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

3. logx=0(x), (x— +00).

On peut facilement montrer le résultat suivant.

Théoreme 1.1.1. On a f € o(g) si et seulement si'il existe dans Fy, une fonction e telle
que xhn% ex)=0et f(x)=€(x)g(x).
—AX0

Si g ne s'annule pas dans un voisinage de x, alors,

fx) _

feo(g) équivauta )}Lngoﬁ 0.

On a un résultat analogue pour la relation de domination en remplagant la fonction €

par une fonction M bornée dans un voisinage de xy.

Exemple 1.1.2.

Au voisinage de +coon a
x%coe®) et Inxeo(x® si a>0.
Et
/ ! .
x%eo(x%) et e*™ eoe® si O<a<da.

Exemple 1.1.3.

Soit f: R — R définie par
si x=0,

0
(X)=9 _1
It {e @ si x#0.

De la propriété lim e~% u" =0, on déduit
u—=+oo

e x?

lim =0,
x—0,x#20 x"
d’ ol

f(x)€olx™.

1.1.3 Fonction équivalente

Définition 1.1.3. Deux fonctions f et g de Fy, sont dites équivalentes au voisinage de x
si

f—geoly).

1.1. COMPARAISON DES FONCTIONS 10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

On écrit dans ce cas
f~8

Théoreme 1.1.2. On a f ~ g si et seulement si’il existe une fonction € dans Fy, telle que

lime(x)=0 et f(x)=1+e(x)g(x)

X=X

pour tout x d’'un voisinage de x.

Si g ne sannule pas dans un voisinage de x,, alors
f~g équivauta lim——=1.

Démonstration.

Si f ~ g alors f—g € o(g) etil existe une fonction € de limite nulle en x telle que f(x)—
g(x) = e(x)g(x) pour tout x d'un voisinage V de xp. Il en résulte f(x) = (1 +&(x))g(x)
pour tout x de V. La réciproque est facile.

fx)

Si g ne s’annule pas dans un voisinage de xj alors, f ~ g équivaut a lim 00 = 1 car
X— X0

[ _
L =1+e(x).

1.2 Propriétés des relations de comparaison

1.2.1 Propriétés des relations de domination et de prépondérance.

Dans les résultats suivants, f, g et h sont des fonctions numériques de Fy, et quine
s’annulent pas au voisinage de xj. Les relations de comparaisons sont établies quand
x tend vers xy.

Proposition 1.2.1.
1. Si f=0(h) et g=0(h) alors f+g=0(h).
2. Si f=o0(h) et g=o0(h) alors f+g=o0(h).
3. Pourtouta eR*, si f=0(g) alors af =0(ag).

4. Pourtouta € R*, si f=o0(g) alors af =o(g).

1.2. PROPRIETES DES RELATIONS DE COMPARAISON 11



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

5. Sifi=0(g1) et f,=0(g2) alors fif,=0(g182).
6. Sifi=o0(g1) et fo=0(g2) alors fifo=0(g182).
7. Sif=0(g) et g=0(h) alors f=0(h).

8. Sif=o0(g) et g=o0(h) alors f=o(h).

9. Sif=o0(g) alors f=0(g).

10. Si f=o0(g) et g=0(h) alors f=o(h).

Démonstration.

Ces propriétés sont faciles a vérifier. Cependant, pour illustration, on va expliciter la
démonstration des propriétés 5 et 10.

5. Montrons que : si f; = 0(g1) et f> = O(g2) alors fi fo = O(g182)-

Ona f;=0(gy) alors3M; >0tel que: |fi(x)| < M;|g1(x)|

etona f,=0(g2) alors3 M, >0 tel que: |f2(x)| <M, |g2(x)|

alors
| A | o0| < MiM,|g1(%)] |g2(x)]
donc
AM = My M, >0 tel que | fi(x) f2(x)| < M|g1(x)g2(x)].
D’ou

fifa=0(g182).

10. Montrons que : si f = o(g) et g = O(h) alors f = o(h).
Ona

(1) f =o0(g) alors f(x) = e(x) - g(x) avec ;}i_.nxlog(x) =0.

(2) g = O(h) alors 3V de xp, 3¢ > 0 tel que

|g(x)| < clh(x)].
(1) et (2) nous donnent

If(x)] =le(x)g(x)]

<ée(x).clh(x)]

1.2. PROPRIETES DES RELATIONS DE COMPARAISON 12



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

=£1(x)|h(x)|
avec €1(x) = ce(x), d’ot1 £1(x) =0, alors

X— X0

f=o(h).

1.2.2 DLéquivalence des fonctions et les opérations algébriques.
Proposition 1.2.2. La relation binaire ~ est une relation d'équivalence.

Démonstration.

Seule la symétrie n'est pas évidente. Si f ~ g alors il existe une fonction € définie sur

un voisinage V de x et de limite nulle en x, telle que, pour tout x de V,
fx) =1 +ex)gx).

Comme )}m} (1+&(x)) =1, il existe un voisinage W de xp sur lequel 1 + £(x) > 0.
—X0

Pourtoutxe VnW,ona

_ 1 B £(x)
g =17/ ™ (1 1+£(x))f(x)
= (1+&@)f(x),
avec gl(x):_lf-(g)?x)'

Ona lim &;(x) =0 etdonc
X— X0

g~f.

Proposition 1.2.3.

a)- La relation d’équivalence est compatible avec la multiplication :

fi~fo et g1~g impliquent fig1~ fo8.

b)- Si f ne s'annule pas dans un voisinage de xy alors,

1 1
f~g implique —~—.
f g

1.2. PROPRIETES DES RELATIONS DE COMPARAISON 13



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

©)-Si fi~ g1 et fo ~ g alors,
g €o(g) implique H+fr~g.

Démonstration.

La preuve de a) utilise le théoreme (1.1.2).
Pour b), on adapte la preuve de la proposition (1.2.2).

Donnons une preuve abrégée de c). Il existe des fonctions €1, € et €3 telles que

fix) =1 +¢&1(x)g1(x),
f2(x) =1 +¢€2(x) g2(x),

82(x) =e3(x) g1(x).

[0+ fo(x) = (1 +€1(x) + £3(x) + £2(x)€3(x)) g1 (x)

et donc

h+fo~g.

En général, I'équivalence des fonctions n’est pas compatible avec I'addition.

Au voisinage de 0,

1+x°~1+x et —1~-1.

Mais x? ~ x.

On a cependant le résultat suivant.
Proposition 1.2.4. Soient fi, f», g1, & dans Fy, telles que
h~f e g ~g.
S'il existe un voisinage de xy dans lequel f; =0 et g1 = 0 alors
h+g~fatge.

Démonstration.

1.2. PROPRIETES DES RELATIONS DE COMPARAISON
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CHAPITRE 1. PRELIMINAIRE

Soit V un voisinage de xp sur lequel fj = 0 et g; = 0 et €3, €2 des fonctions de limites

nulles en X telles que

Lx)=1+&1(x) f1(x),
& (x) =(1+&2(x)) g1 (x).

Posons, pour x dans V,

{ 0 si filx)+g1(x) =0,
e(x) =

£1(x) fi(x)+e2(x) g1(x) .
fi0)+g1(x) st fil)+g1(x)>0.

On a, pour tout x de V,

20+ g2(x) = (1 + () (f1(x) + g1 (x)).

Pour tout x de V, il est clair que, si fi(x) + g1(x) =0, alors

le(x)| = ler1(X)] + |e2(x)].

Sinon
€1(x) fi(x) + €2(x) g1 (x) <161 (0] filx)
fix) +g1(x) T A+ g1
g1(x)
+ -
e v a0

<le1(X)] +le2(x)].
Il en résulte que xlm)} e(x) =0etdonc
—X0

h+g&~fa+g.

1.2. PROPRIETES DES RELATIONS DE COMPARAISON 15



Chapitre 2

Développement asymptotique

2.1 Développement limité

Définition 2.1.1. (Développement limité d’ordre 7 en un point)
Soit f : I = [b, c] — R une fonction, et xo € 1. Soit n un entier naturel, on dit que f admet
un développement limité (en abrégé DL) d’ordre n en xy s'il existe des réels ay, ay, ..., a,
et une fonction x — €(x) tels que

n

fx) =) aplx- x0)F+ (x—x0)"e(x) avec lime(x)=0.
k=0 X=Xo

2.1.1 Troncature d’'un développement limité

Supposons que f admet un DL d’ordre 7 en xp. Soit p un entier naturel, avec p < n.
Alors f admet un DL d’ordre p en x( obtenu par la troncature du premier DL, plus
précisément

- k
f0) =) ar(x—x0)* +o((x—x0)")
k=0
- k
= f(x0) =) arlx—x0)* +o((x - x0)").
k=0

Par exemple si f(x) =1—x+2x3 + x* + o(x*) alors f(x) =1—x+2x>+ 0o(x3).

Définition 2.1.2. (Développement limité au voisinage de +o0)

Soit f : I — R une fonction définie au voisinage de +oo, n € N. On dit que f a un dé-

veloppement limité d’ordre n en +oo (resp en —o0), s'il existe des réels ay, a1, ...a, et une

16
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fonction x — &(x) tels que

flx)= Z % + £(x) avec xgrpme(x) =

k=0 xk

Remarque 2.1.1.

— Avec les notations de Landau, le développement précédent s'écrit
n
=L 5 eols)
— Les DL en oo ont des propriétés analogues a celles des DL en un point fini (unicité,
troncature, - - -, etc).
— Dlailleurs un DL en oo peut toujours se ramener a un DL en 0 en posant y = —
En effet, si f est définie au voisinage de oo alors g(y) = [ (%) est définie au voisinage

deO0, et on a l'équivalence

n

1
flx) = Z%-’_O(x )(:)g(y) Zakyk"'O(y”)'
k=0 k=0

2.2 Développement asymptotique au sens de Poincaré

Un développement asymptotique décrit le comportement asymptotique d'une fonc-
tion en termes d’une suite de fonctions de jauge. La définition a été introduite par
Poincaré (1886), et il fournit une base mathématique solide pour 'utilisation de nom-

breuses séries divergentes.

1. Auvoisinage de I'infini :

Définition 2.2.1. Soit f(z) définie dans une partie non bornée Q) de C. La série
+00

de puissances Z anz~" (convergente ou divergente) est dite un développement
n=0
asymptotique (au sens de Poincaré) de f(z), si pour tout entier fixé N = 0,

N
f@=Y az"+0(z" "), (z—o00), 2.1)
n=0

dans ce cas, nous écrivons

+00
f@~) anz™, (z—o00).
n=0

2.2. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE AU SENS DE POINCARE 17
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2. Auvoisinagede zp € C:

+00
Définition 2.2.2. On dit que la série de puissances Z an(z — zo)" est une série
n=0
asymptotique associée a f et on note
+00
f@~ 3 anlz—20)", (2~ 20), (2.2)
n=0
si
N
VNEN, f(X)= ) anlz—20)" +O((z—20)"*1), zeqQ.
n=0

Théoreme 2.2.1. (Unicité). Si une fonction f(z) admet un développement asympto-
tique Y., anz™ ", alors ce développement est unique. Cela résulte du fait que les coeffi-

cients a, sont définis, a partir de la fonction f(z) par les relations récurrentes

[f(2) - X1y arz™*]

— (2.3)

ap=1limf(z), ap=1lim
Z—00 Z—00

2.3 Fonction exponentiellement négligeable

On dit qu'une fonction f(z) est exponentiellement négligeable au voisinage de

I'infini, s’ils existent a, b > 0 telle que
f(z)= O(e‘“'z'b), (2 — o). (2.4)

D’aprés une fonction exponentiellement négligeable f(z) admet la série nulle
(ap = a; = ... =0) comme développement asymptotique au voisinage de l'infini. Il en
résulte que si la différence f(z) — g(z) de deux fonctions f et g est exponentiellement
négligeable et I'une de ces deux fonctions admet un développement asymptotique,

alors I'autre fonction admet le méme développement.

Exemple 2.3.1.
Si f(x) est une fonction de classe €*° en un point xj € R, alors sa série de Taylor (non

nécessairement convergente)

io" f(k) (xo) )k

(x— Xxp
i Kk

(2.5)

2.3. FONCTION EXPONENTIELLEMENT NEGLIGEABLE 18
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est un développement asymptotique de f(x) au point xo, i.e.

oo (k)
fo~) %(x—xo)k, (x — Xo)- (2.6)
k=0 :

Cela résulte du résultat suivant de Taylor.

Proposition 2.3.1. Si f est une fonction de classe €*° au voisinage d'un point xy, d'apres

le théoreme de Taylor on a

o £ (o)
0
f =) = =x0)"| < ey lx = xol V! 2.7)
n=0 n.
f(N+l)(x)
avec Cn+1 = Sup‘m .

Démonstration.

Pour la preuve voir ([1], p 19).

2.4 Développement asymptotique généralisé

Dans certaines situations, il s’avere utile d’approximer au voisinage d'un point une
fonction dans une échelle de fonctions qui ne sont pas nécessairement de fonctions
puissances. Ainsi, puisque le formalisme de Poincaré ne peut pas couvrir ces nouvelles
importantes situations, les mathématiciens Shmidt en 1937 et ensuite Erdélyi en 1961
avaient généralisé le concept de développement asymptotique. La différence princi-
pale entre le modeéle de Poincaré et ce nouveau modele est, d'un coté la série approxi-
mante n’est pas forcément formée de fonctions puissances et de ’autre coté les fonc-
tions majorant 'erreur peuvent étre différentes des fonctions de la série approximante.
Exemple 2.4.1.

Considérons la fonction

f =2t 2.8)
X) = .
x—1
De la formule de la somme des premiers termes d'une suite géométrique on a
S R G 1 _11—(xhnt
XT3 4+x T T ) e ——— (2.9)

1—x!

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 19
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et
1 1 1-— x—l n+l1
2 4+x 2t ex P e x s (a ) = X 1( _)1 (2.10)
-X
D’ou
2 1
X3 +x2 1 1 1 1 1
= Tt Tt ot =t 2n+1
x-1 X3 X2 X3 X2 X 3 X 2
i
+x (3+n+ +x z+n+
1-x! 1-x1
_[1+1]+[1+1]++ 1+1
x% x% x% _x% x%‘m x%‘*”
1 1 1
+ 1 + 1
x—l x§+l’l xz‘f'l’l
Ainsi, pour tout entier 7, on peut écrire
2 1
X3+ Xx2
. —an(x)+0(fn(x)) (X — +00) 2.11)
ol
1
fnx)=——+— (2.12)
x§+n x§+n

Bien qu’elle donne une certaine approximation de la fonction f(x) au voisinage de
I'infini, 'expression ressemble, mais elle n’est pas identique a I'expression
définissant le développement asymptotique au sens de Poincaré. L'une des différences,
c’est que dans cette expression les fonctions f;,(x) ne sont pas des fonctions puissances

de x.

Exemple 2.4.2.

Considérons pour x = C > 1, la fonction définie par la série uniformément convergente

X sin((n+ 1)nrx
glx) = (—n) (2.13)
n=0 X

On a pour tout entier N,

N (n+1) © sin((N+k+1)
‘g(x) Z’sm(n nx‘ ‘ sin ( hi th)’

n=0
1 (& sin((N+k+1)mx)
:xN+1 Z xk ‘
k=0

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 20
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sin((k+ 1)7x) ‘

xk

Puisque

X sin((n+1)nx
gl = 3 | 20T

n=0

ona

N sin((n+ 1)mx 1
EOEDY ( = )\:xN+1|g(x)|

n=0
()
=0o|— |-
xN

Dans cet exemple on a construit une approximation de la fonction g(x) au voisinage

de x = +o0. On remarque que les fonctions majorant I'erreur (ici #) sont différentes

des fonctions de la série approximante (ici 21T,

Ces deux exemples justifient en quelque sorte la définition suivante généralisant le
concept de développement asymptotique.

2.4.1 Suite asymptotique

Définition 2.4.1. Soit {¢,(2)} une suite de fonctions définies sur la méme partieQ) deC,
et soit zy un point limite de Q.

On dit que cette suite {¢,,} est une suite asymptotique pour z — zy, Si pour tout entier n

Yn+1(2) =0(@n(2)), (z2— z0). (2.14)

Exemple 2.4.3.

1. z0€C, p,(2) =(z—2zp)", ona

lim(le(Z) =lim(z—2y) =0
z— 2 (pn(z) z— 2

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 21
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Qn+1=0(@y), (z2— 2p).

Donc (¢,), est une suite asymptotique.

1
2. zg =00, pp(2) = zz,0na

lim Pni1(2) =lim-=0
z— 2 (pn(z) zZ—0Z

Pn+1=0(@y), (z—00).

Donc (¢,), est une suite asymptotique.

3. X=[0,400[, Y =R, x9 = +00, ¢, (x) = e%, ona

Qns1=0(@y), (x— +00).

Donc (¢,), est une suite asymptotique.

Définition 2.4.2. Deux suites {pn} "o et {y,} 0 (non nécessairement asymptotiques)

sont dites asymptotiquement équivalentes si

Pn=0(y,) et wn=0(p,) pour n=0,1,2,...

Remarque 2.4.1.

(Pn(Z)

Yn (2)
{walS, sont asymprotiquement équivalentes.

- Si lim
Z—20

= Ly, telles que 0 < Ly, < +oo pour tout n =0,1,2,.... Alors {¢,} ., et

- Si{gn} et{y,} sont asymptotiquement équivalentes et {@,} est une suite asymptotique,

alors {y ,,} Uest également.

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 22
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2.4.2 Développement asymptotique généralisé

Définition 2.4.3. Soient f(z) et f,(2), n =0,1,2,..., des fonctions définies sur Q c C,
et soit {¢,} une suite asymptotique pour z — zo. On dit que la série formelle }_ f,, est

un développement asymptotique par rapport a la suite asymptotique {¢,}, si pour tout

entier n,

f(Z)—kZ’:)fk(Z) =o0(pn), (z— z). (2.15)
Dans ce cas, on écrit

f(2) ~ ki)fk(z), {pn}, (z2— 20). (2.16)

Si pour tout entier k, fi(z) = axy, ot ay est un nombre complexe, le développement
asymptotique est dit du type de Poincaré.
Si en plus ¢,(z) = {(2)*, A, étant un nombre complexe, on dit que le développement

asymptotique est de la forme d’'une série puissance.

Commentaire

Bien que la généralisation du concept de développement asymptotique a été trés utile
pour 'approximation asymptotique de certaines classes de fonctions, non couvertes
par le modele de Poincaré, certains mathématiciens sont un peu réticents a cette nou-
velle formulation. Les reproches essentielles sont dues, surtout a la non-unicité de tels
développements asymptotiques et a la difficulté d’exploiter numériquement ces déve-

loppements, a cause de la complexité des fonctions approximantes.

2.4.3 Opérations sur les séries asymptotiques

Avant d’exposer les propriétés des opérations sur les séries asymptotiques, on com-
mence par I'unicité des développements asymptotiques.
On a vu qu'une fonction admet au plus un développement asymptotique au sens de
Poincaré (cf.(2.2.1)). On va voir, a travers le théoréme suivant que cette propriété d'uni-
cité reste valable pour les développements asymptotiques du type de Poincaré.
Evidemment cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas général de développement

asymptotique généralisé, voir I'exemple suivant.

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 23
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Exemple 2.4.4.
1 - (=D" -n-1
—_— ~ , ix , (x—00),
1+x ,,;0 xntl { b )
1 & 1+e™*
— ~ -n" L, (x— 00),
T+« n2=:0( ) prTS] { 5o )
1 > (=" _n+l
—_— ~ ,{xT 2, (x— 00).
14+x ,;0 xn+l { b )
1- Unicité

Théoréme 2.4.1. Soient M une partie deR ou C, zy un point dans M, {(pn};‘:a une suite
asympftotique pour z — z.

Alors, une fonction f : M — C admet au plus une série asymptotique

+00
f@~ ), anpn(2), (z— z). (2.17)
n=0
Démonstration.
Pour tout n € N*, on a
n
f@ = Y ar@r(2)+0@n(2)
r=0
n-1
= Y a9 (2)+anpn(2) + 0(pn(2).
r=0
Cela implique que
n—-1
f(@) =Y ar9r(2) = an@n(2) + 0(@,(2)
r=0

et par suite
n—

1
f@) =) arpr(2)
0 —

r= o(pn(2))
nt————
Pn(z) @n(z)
d’ou finalement X
e
f@= ) arpr(2)
. r=0
a, = lim
z— 2 (pn(z)
Montrons que
apg = lim f(Z) ,
z2—z0 (o (2)

2.4. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE GENERALISE 24
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ona
lim L@ —ay = lim [(2) —appo(2)
z2—2z0 (g (2) z=20 @o(z)
. Ro(2)
= lim
z2=20 (po(2)
= 0.
[
2- Linéarité

Bien que la propriété de linéarité est vérifiée dans le cas de développement asympto-
tique généralisé, par souci de simplicité on va la démontrer ici dans le cas de dévelop-

pement asymptotique du type de Poincaré.

Théoreme 2.4.2. Soient f,g: M —C,a,BeR et h=af+pg.Si

+00
f@~) arpr(2), (z— zy)
r=0

et
+00
g(2)~ ) brpr(2), (z— z).
r=0
Alors
+00
hz)~ ) (aa,+Bbr)e,(2), (z— z).
r=0
Démonstration.

PourtoutneN, on a

n

f(@) =) arp;(2)+ Fy(2)pn(2), (z2— z0)

r=0
et
g(z) = riobrtpr(Z) +Gn(2pn(2), (z2— z0),
avec

lim F,(z) = lim G,(z) =0.
Z— 20 Z— 20
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Alors
h(z) = af(z)+pg(z)
= a Zarwr(z)+Fn(z)<pn(z))+ﬁ Y br(2) + Gr(2)pp(2)
r=0 r=0

Y aar.(2)+ aFy(2)@n(2) + Y Pbr,(2) + BGu(2)@n(2)
r=0 r=0

Y (aar+Bb;) @, (2) + (aFn(2) + BGn(2) @, (2),

r=0

avec Zhrrzl (aFp(2) + BGr(2)) = a.0+ f.0=0.
—Z0

D’ol
+00
hz) ~ ) (aa,+Bbr)er(2), (z— z0).
r=0
]
3- Produit

Si on prend le produit formel de Z amPm et Z an@n, on obtient une expression qui
m n
contient tous les produits possibles ¢ ¢, tels que m,n e N.

+00

m,n=0 en une suite

En général, il n'est pas possible d’arranger les fonctions {@ ¢}
asymptotique, mais on va limiter notre travail aux suites asymptotiques vérifiant la
propriété suivante

Pm(2)Pn(2) = apmin(2), (2.18)

ol une suite vérifiant (2.18) peut-étre multipliée d'une facon similaire a la multiplica-
tion polynomiale.

+
n

Lemme 2.4.1. Si{pn}, 2, z— 2o est une suite asymptotique qui vérifie 2.18) alors, ¢,

peut s’écrire sous la forme ¢,,(z) = af" (z) tel que

lim f(z) =0, zeM et p°%z) =1.

Z—20

Théoréme 2.4.3. Soit {(pn};f{) une suite vérifiant [2.18). Si

+00
f(@~ ) anpnz), (z— z)

n=0

et

+00
g(2)~ Y bapn(2), (z2— z0),

n=0
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alors

fg~

avec

Démonstration.

Pourtout NeN,ona

f(2) =

et

g(2) =

avec

+00
a) Copn(z), (z2— z0),
n=0

n
Cn = Z a]bn_].
j=0

N
Y. an@n(2) + Fn(2)pn(2)

n=0

N
Y bppn(2) + Gn(2)Pn(2),

n=0

lim Fn(z) = lim Gy(2) =0.
Z— 20 Z— 20

On introduit I'indice p = j + k avec (p entre 0 et 2N),

fg

j=0

Il
=
™M=

~

I
=]
by

I
o

Il
=
M=

N
(Z ajp;+Fnon

N
(Z brpr + sz(pzv)
=0

N N
ajQibypr+ Y. aijpiGnon+ Y. bkpiFnon + EnonGNoN

j=0 k=0

N
ajbk(qu)k+ Z (ajGN+ bjFN) @jonN+FNGNONON.

Jj=0k=0 Jj=0
Ona
1)
N N 2N
2 2 aipibkpr = 3 ( ). ajbepjpr)
j=0k=0 p=0 j+k=p
2N .
= Y () ajbkazﬁ”k) (d’apres le lemme (2.4.1))
p=0 j+k=p
2N
= Y (a7 ) ajbi)
p=0 j+k=p
2N
= Y alap” ) ajby)
p=0 jt+k=p
2N

= Y a(pp Y ajby) (dapres €.I8)

p=0

j+k=p
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N 2N
= Yalpy ) aibi)+ ) alep ) ajbi)
p=0 j+k=p p=N+1 Jjt+k=p
N
= Y alpp Y. ajbi)+olpn)
p=0 j+k=p
N
= ) A,p,+o(pn),
p=0
avec
Ap = «a Z ajbk
j+k=p
p
= a) arby,.
r=0
2)
N N
Y (ajGn+DbiFn)pjon = ). (ajGn+DbjFy)pj+n (d’apres 2.18))
=0 =0
= o(pn).
3)
FnonGnon = FnGnagon
= o(p2n)
= olpn).
Donc
f-g~ Z Cnn
n=0
avec

n
Ch=«a Z akbn_k.
k=0

4- Intégration

Théoreme 2.4.4. Soit {(pn};:) (z — zo dans M) une suite asymptotique telle que, pour
tout n, @, est holomorphe dans M.

Si f est une fonction holomorphe dans M et

+00
f(Z) ~ an(,on(z), (Z - ZO))
n=0
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alors, les primitives {y,}"- , des fonctions {¢,} > forment une suite asymptotique, et

z
+00
ff(t)dt~ Y anyn(2), (z2— z).
n=0
20

Démonstration.

Pour la preuve voir ([1], p 37-38).

5- Différentiation

IIn’y a pas un résultat général qui établit que la dérivée d'un développement asympto-
tique d’'une fonction est un développement asymptotique de la dérivée de cette fonc-
tion. Néanmoins, dans certains cas particuliers importants on peut démontrer des ré-

sultats de ce genre, comme le théoréme suivant.

Théoreme 2.4.5. Soit zy € C, si

1. Pour tout n, ¢, est holomorphe dans un ouvert convexe M et zy € M.
2. {pn} ' et {p.,} I sont des suites asymptotiques quand z — zy dans M
- Pnfp=0 €1 Pnsn=0 ympioliques q 0 .
3.
@ O(z—2zy) (z— 29 dans M), si zy# +oo,
n f—
Pn O(z2) (z— 4+00 dans M), sl zy = +o00.
4. f est holomorphe dans M.
+00
5. f(&)~ ) anpn(z), z— zy dans M,
n=0
alors
! oo !
@~ anp,(2), (z— z).
n=0
Démonstration.

Pour la preuve voir ([1], p 39-40).
O

Remarque 2.4.2. Une fonction f peut avoir deux développements asymptotiques dif-
férents par rapport a deux suites asymptotiques, et en plus ces deux suites ne sont pas

nécessairement asymptotiquement équivalentes, voir l'exemple (2.4.4.).
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Remarque 2.4.3. En plus, du fait qu'une fonction f peut avoir des développements

asymptotiques différents par rapport a des suites asymptotiques différentes, la méme

série asymptotique peut étre une représentation asymptotique pour plus d’'une fonction.

En particulier, on a la proposition suivante.

Proposition 2.4.1. Si

et

alors

Démonstration.

Ona

et

Alors

donc

D’ou

+00
f(@)~ ) anpn(2)
n=0

f—-g=o0(p,), (z—2zy) pourtout neN,

+00
g(2)~ ) anpn(2), (z— z).

n=0

n
f@) =) arp(2)+0(@n(2)

r=0

f(2) — g(2) = o(¢n(2).

Y arr(2) + 0(@n(2) — g(2) = 0(@n(2)),
r=0

g(2) ar@r(2) + [0(@n(2)) — 0(@n(2))]

ar@r(z) +olpn(z)).

n
2
r=0

n
2
r=0

+00
g(2)~ ) anpn(2), (z— z).
n=0
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Exemple 2.4.5.

Considérons les fonctions

£ 1 ) . 1+e™*
X)=—— e Xx) = ,
1+x § 1+x
d’aprés la remarque (2.4.2), on sait que
1 +00 (_l)n—l
-~ ) (x - +OO),
1+x ;=73 X"
et la différence entre f et g est évaluée par
1 1+e™*
xX)—gx) = ——
F)=g&) 1+x 1+x
e—x
Co1+x

e ¥ 1
=o|l—|, (x— +00).
1+x x"

D’oti, d’apres la proposition (2.4.1), on obtient
1+e % +00 (_l)n—l

~ PrR (x — +00).
n=1

1+x

2.5 Distinction (Convergence/asymptoticité)

Une série asymptotique n’est pas nécessairement convergente. Pour expliquer la
+00

différence en détails, on considere la série formelle Z an@n(x) ou {a,} est une suite
n=0
de coefficients et {¢,(x)} est une suite asymptotique quand x — 0, on désigne par
N

Sn(x) = Z an@n(x) la somme partielle.

La convgr:goence concerne le comportement de Sy (x) quand N — +oo avec x fixé, alors
que I'asymptoticité (en x = 0) concerne le comportement de Sy (x) quand x — 0 avec
N fixé.

Les exemples suivants illustrent la différence entre la notion de série asymptotique et
celle de série convergente.

On sait que la série de Taylor d'une fonction de classe € est une série asymptotique.

Cette série converge si la fonction est analytique.
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On construira dans les deux exemples qui suivent une série asymptotique qui ne converge

pas, et une série asymptotique convergente.

Exemple 2.5.1. (Série asymptotique non convergente)

Si M =]—-o00,0], considérons la fonction f définie sur M par

==

1
e x [ el
f(X)— X _f Tdt

Par intégrations par parties successives, il vient
1
-1 X

n . e el 4
VnelR, f(x)= r'x’ + (m+1)!'— t.
f( ) rZ:() ( ) X ftn+2

—00

Ona

=

ex [ e
|
[CRES ftmdt‘
—00
1

-1 x

e x
(n+1)!—
| x| |£7+2]

—00

|Rn ()]

t

N

1
=1 X

ex
(n+ 1)!ﬁ|x”+2| f eldt
X
—00

N

|n+1et %

-1
(n+Dle~ |x Too

N

n+l

N

(n+ D)!x|

Donc
Ry (x) = O(x"™h),
d’ou
n
VneR, f(x)=) rix"+0"), (x— -o00).
r=0

Ainsi, la série non convergente
+00

Y rix”

r=0
est une série asymptotique associée a f.
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Exemple 2.5.2. (Série asymptotique convergente)
Evaluons la transformée de Laplace de cos(t)

+00

I(x):fe—“cos(t)dt, (x>0),
0

on sait que
+00 2
cos(t):n;)(—l) (Zn)!dt, (x> 0).
Il en découle
2o gt g
I(x) = Ofe n;)(—l) (2n)!dt

+00
2n

+00 t
= ) | e D" dt
=1 2n)!

+o0
_ = (_l)n —xt 2n
= LG fe e

n=0 0

Le changement de variable u = xt donne

LR [ (uen du
10 = 2, @2n)! Ofe (_) ~

X

+o00 (—l)n oo
- Z—' 2n+1fe_”u2”du.
o 2n)lx J

Par ailleurs, on sait que
+00

f e “u?du=2n,
0
d’ ol
+00 (_Dn

n=0
+00 (_l)n

= 2 2ntl

n=0

1 (-1 n
- 1 ;0(?) . (2.19)
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CHAPITRE 2. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

: . . . 1
La série qU’Ol’l a trouvee est une série geometrique de raison — Y elle est convergente
X

pour x > 1, et elle est également asymptotique.

Comparaison :
la série asymptotique est parfois plus pratique pour approximer une fonction qu'une

série convergente. On illustre ¢a par I'exemple suivant.

Exemple 2.5.3.

La fonction erreur er f: R, — R est définie par

X
2
erfx:ﬁofe_tzdt.

¢ On construit la série de Taylor de la fonction erreur en x = 0 de la fagon suivante.

Ona
+00 xn
=) D",
n=0 n!

le développement de Taylor en x = 0, alors pour x = t> on obtient

2 +00 th
e’ = Y (D"
n=0 n:
= 14— —t— ot (=) — ..
2 6 24
Intégrons entre 0 et x, on aura
X
f 2 x3 x5 x7 (_l)nx2n+l
e ldt=x-"+—- "t ————+
3 10 42 2n+1)n!

0

alors

2 x3 (_1)nx2n+1
erfx=—yx——=+..+—mmm+ ...,
! \/ﬁ{ 3 @n+ Dl }

qui est une série convergente pour tout x € R, mais pour des grandes valeurs de x la
convergence est tres lente.

e De l'autre cOté, on a

e ¥ too e @n=Dl 1

erfx~1- Z( 1 i (x — +00) (2.20)

2n-DN'=1-3-...-2n-1).
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Lexpression est une série asymptotique de la fonction erreur.

Pour approximer er f ala précision 10~ on a besoin de 31 termes dans la série de Tay-
lor, alors que, deux termes seulement, suffisent dans le développement asymptotique.
On termine ce chapitre par démontrer un résultat qu’on a utilisé dans la comparaison
précédente. A savoir que la série donnée par I'expression est une série asympto-

tique.

Proposition 2.5.1. Le développement (2.20) est un développement asymptotique pour

la fonction erreur.

Démonstration.

On écrit

2 +00
2
er le——fe_t dt,
f N
X

on considere le changement de variable suivant s = 12,

+00
fx=1 lf—%—Sd
eryfx=1—— S e S.
vmJ
X

Pourn=0,1,2,---, on définit
+00
1
F,(x) = f s " 2e7%ds.
x2
Par intégration par parties, on trouve que
2
—X

e
Fn(x)_W

1
—(n+ E)Fn+l(x)-

En répétant cette relation de récurrence, on obtient

1
erfx = 1-—F)(x)
f N
1 (e *
= l-—|—--FAX
Vi 1)
1 201 1 1-3
= 1-—|e ¥ |- -—=|+—=—F
VT (x 2x3) 22 2! )]
_ 1 o1 1 y1:3-..2N-1)
= 1—ﬁe (;—ﬁ-i'..."'(—l) 2Nx2N+l )
1-3-...-2N+1)
HDV I T ().
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Il en résulte

-2n-1)
erfx_ 21’1 2n+1 +RN+1(x)}
tel que
1 1-3-...-2N+1)
RNH(x):(—l)N“ﬁ NN,
Comme
Fa) = (f hetd|
1 +00
—S
x2n+1 fe ds
x2
e
x2n+1
Ona ,
e—x
|[Rn+1(X)] < CNHW’ (2.21)
avec

11:3-..-2N+1)
2N+1\/ﬁ

Cns1 = (=DM

D’ou le résultat.
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Chapitre 3

Méthode pour les intégrales
unidimensionnelles

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement asymptotique de certaines in-
tégrales paramétriques. Les origines de la méthode remontent a Pierre-Simon de La-
place (1749 — 1827), qui a étudié I'estimation des intégrales, rencontrées en théorie de

probabilités, de la forme
b
I\ = f g e MWdx, (A — +oo). (3.1)
a

Ici f et g sont des fonctions réelles continues définies sur 'intervalle réel (fini ou infini)
[a, b]. Dans ce qui suit, nous appelons les intégrales du type (3.1)), les intégrales du type
de Laplace. Laplace a fait observer que la majeure contribution de I'intégrale devrait
venir de 'intégration au voisinage de points ou f atteint sa plus petite valeur. Si f a sa
valeur minimale seulement en un point xy sur (a, b) ou f'(xg) =0 et f”(xo) > 0, alors le

résultat de Laplace est

b
2
f g)e MW dx ~ glxg)e M0, /M—’ZXO) (A — o). (3.2)

Le signe ~ est utilisé pour signifier que le rapport de la quantité a gauche et celle a
droite se rapproche a 1 quand A — +o00. Cette formule est maintenant connue comme
Papproximation de Laplace. Une preuve heuristique de cette formule peut s’envisa-
ger comme suit. Tout d’abord, nous remplacons f et g par les principaux termes dans

leurs développements en série de Taylor autour de x = Xy, puis étendre les limites d'in-
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tégration a —oo et +oo.

Par conséquent,

u

b b
f ge MM dx f g(xp)e Mo+ 52 0mx0) g
a a

+00 "
_ P WAE ) Ry
g(xp)e Af(x0) f e Az X gy

—00

2
glxg)e M0, /Wj([xo)’ (A — +00). (3.3)

U

u

3.1 Lemme de Watson

Considérons l'intégrale
+00 “Ax

e
0

ou A > 0. En utilisant I'identité bien connue

dx

1 N-1 xN
— =) DDV =— (v=0),
I+x ;5 1+x
l'intégration terme a terme donne
+o00o
N-1 K N
I(A) = —pk— +—1Nf—e_“dx,
(),;)()Ak+1()ol+x
ou
+00 N +00 N
X X
‘(—1)Nf—e_“dx’ = j—e_“dx
1+x 1+x
0 0
+00
< foe AXdx
0
N!
= AN+1T
Et donc, par définition,
& e k!
I(A)Nkz—:o(_l) FIEsE (A — 00).
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Ceci est un cas particulier d'un résultat beaucoup plus général, maintenant connu
comme le lemme de Watson. Le théoreme est di a George Neville Watson (1886—1965).
C’est un résultat significatif dans la théorie des développements asymptotiques des in-
tégrales du type de Laplace.

Compte tenu de son importance, la preuve du résultat est reproduite ci-dessous.

Théoréme 3.1.1. (Lemme de Watson). Soit f(x) une fonction d’'une variable réelle x et
a valeurs complexes telle que

(i) fest continue sur (0,00),

(ii)
f)~ Y agxPt, (x—0) (3.4)
k=0
avec
O0<po<pi1<p2<--, et

(iii) pour un certain c > 0 fixé,
f(x)=0(), (x— +00).
Alorsona

+00

Ax w axl'(pr)
ff(x)e dXNk;—/W , (A — +00).
0

Démonstration.

Soit N € N. En vertu des conditions (i), (ii) et (iii), I'intégrale

+o00o
f f(x)e Mdx
0

converge pour A > c.

Les conditions (ii) et (iii) impliquent qu’il existe une constante Ky > 0, telle que

N-1
’f(x)— Z akxpk_l) < Kne®|xPN71 pour (x>0).
k=0

Ainsi, nous avons

+

o0 +00
xpk_le_’lxdx‘sKNf |xPN Lg% g

k=0 0

+00 N-1
‘ff(x)e_’lxdx— Y ay
0

O\
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Notons que, pour A >0ona

+00 +00
P le Mgy = L P tetqr
APk
0 0
_ Tpw)
APk

Par conséquent, on a

N—1 +oo

+00
r
‘ff(x)e—Axdx_ y akﬂéfk)) - KN[ PV~ A=0x g 1
k=0
0 0

I'(pn)
M=o
c’est-a-dire
Vi Nt aT(pp) 1
-Ax _ n -
ff(x)e dx_kz_o o +O(MN), (A — +00), (3.5)
) =

ce qui prouve le lemme de Watson.

O

3.2 Quelques exemples d’application du lemme de Wat-
son

Exemple 3.2.1.

Considérons la fonction
1
1+t

f)=
f est évidemment continue sur (0,00) et
f(o=) D"", <1,
n=0
d’ ol
fO~Y n"", (t—0).
n=0

Ainsi, par le lemme de Watson, on obtient

F(A)
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s I'n+1)
~ ’;O(—l)” e (A Foo)
S n!
= ’12::0(_1)n/1n+1'
Exemple 3.2.2.
Considérons la fonction
1
f= .
V1+ 2

f est continue sur (0,00) et

- n(%) 2n
fO=)Y D"—=L", |t1<1,

n
n=0 n!

le lemme de Watson donne

F(A)

2n ©o2npl

Ainsi, on peut écrire

R At 00 |
fe dt~Z(—1)”((2”)')2 L (1= o).
0

1+ 12 2 = onpl) p2n+l’
Exemple 3.2.3.

Considérons la fonction

f(®) =In(1+£%).

3.2. QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATION DU LEMME DE WATSON
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f est continue sur (0,00) et

_ o (_l)n 2n+2
f(t)—n;o—+1 P22 < 1.

Par le lemme de Watson, on aura

F(A) f fneMdr
0

o0
fln(l + e Mdr
0

X (-D" 2n+2)!

~ ,;o s (A too)
Cela peut également étre écrit
il >, @n+l)
_ n+1):
fln(1+ tz)e Atdt’“zn_o(—l)n.w, (/1—> +00).
s -

3.3 Meéthode de Laplace

Dans cette section, nous revisitons la méthode classique de Laplace. Dans le pre-
mier paragraphe, nous prouvons le théoreme fondamental sur le développement asymp-
totique des intégrales du type de Laplace, un développement de la forme men-
tionnée dans 'introduction de ce chapitre.

La méthode de Laplace est 'une des techniques les plus connues et les plus utilisées
dans le traitement des développements asymptotiques des intégrales. Nous présen-
tons ici une extension de la formule mentionnée dans I'introduction de ce cha-
pitre. On note que cette généralisation est due a Arthur Erdélyi (1908 —1977) (voir, par
exemple, ([34], p 85.), ([46], p 57.)).

Considérons 'intégrale de la forme (3.1), ot (a, b) est un intervalle réel (fini ou infini),
A est un grand parametre positif et les fonctions f et g sont continues. On suppose que
f aun seul point minimum, qu'on peut supposer sans perdre de généralité, situé a la

borne inférieure a de 'intervalle [a, b].
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Théoreme 3.3.1. Considérons l'intégrale

b
IA) = f gx)e MW qx,

telle que
1)
fO~f@+ Y alx—a*, (x—a") (3.6)
k=0
et
g~ Y brx-a*F ! (x—a"), (3.7)
k=0

avec a >0, > 0 et que le développement de f est dérivable terme a terme, c’est-a-dire
00
fl)~> arlk+a)(x— a1 (x—ah). (3.8)
k=0
Et supposons que les conditions suivantes sont vérifiées.
2) f(x) > f(a) pour tout x € (a, b), et pour chaque d > 0 la borne inférieure de f (x)— f (a)
surla+ 06, b) est positive,
3) f'(x) et g(x) sont continues dans un voisinage de x = a, sauf éventuellement en a, et
4) l'intégrale 1(A) converge absolument pour tous A suffisamment grands.

Dans ces conditions, on a le développement asymptotique suivant

nr ﬁ)cn/l‘mzm , (A — +400), (3.9)

I ~e M@y r(
n=0

ott les coefficients c;,, sont exprimés en fonction de a,, et by,.

Les trois premiers coefficients ¢, sont donnés explicitement par

bo

= pla’
aao

Co

o 1 (bl _(ﬁ+l)a1b0),

= aéﬁ+1)/a ; aZaO
et
1 b, (B+2)aibh 9 (B +1)bo
c :—(_——+ (b+a+2)a]—2aapa —)
2 a(()ﬁ+2)/a a a2ag (8 1 0c2) 202 a2
Démonstration.
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Par les conditions 1) et 3), il existe un nombre c € (a, b) tel que f'(x) et g(x) sont conti-
nues sur (a, c] et f'(x) est également positive.

On introduit la variable ¢ définie par

t=f(x)—f(a).

Comme f(x) est croissante sur (a, ¢), on peut écrire

c T
M@ f glx)e M gy = f h(HeMdt (3.10)

T=f()-f(a)
et h(t) estla fonction continue sur (0, 7] donnée par

dx  g(x)

h(t) =g(x)— = . 3.11
(1) g()dt e ( )
Par hypothese
(o]
t~) ap(x- aA*%  (x—ah)
k=0
et ainsi, par I'inversion d'une série, on obtient
o0
x—a~ Y dptt' (t—0"). (3.12)
k=1
La substitution de (3.12) dans (3.11), donne
o . kb +
h(t)~ ) cete ', (t—0%), (3.13)
k=0

ol les coefficients ¢ sont exprimés en termes de ay et by.
Nous appliquons maintenant le lemme de Watson a l'intégrale dans le terme a droite

de (3.10) pour obtenir
Cc

fg(x)e M@~ 3 e Mr( = ﬁ)cnﬂt_%j, (A — +00). (3.14)

n=0
a

Tout ce qui reste est de montrer que l'intégrale sur I'intervalle qui reste (c, b) est négli-
geable.
On pose

= inf (f(x) f(@).

c=x<
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La condition 2) assure que ¢ est positif.
Soit A une valeur de A pour laquelle /(A1) est absolument convergente. On a pour tout

A=A,
Af(x) = f(@) =(A =) (f (x) — f(@)) + Ao (f (x) — f(a))

=(A=Ao)e+Ao(f(x) - f(a))

et

b
’e’lf(“)fg(x)e_’lf(x)dx‘ < Ke &M,
C

b
K = gloetfla) f Ig(x)le_’l‘]fmdx
c

est une constante.

3.4 Exemples sur la méthode de Laplace

Exemple 3.4.1.

Considérons la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espece
(e, 0)
K,(A) = f e Aeosht cosh(vx)dx
0

et occupons-nous de son comportement pour A — oo.
Ici f(x) = coshx a une valeur minimale égale 1 en x = 0.
On pose

v=coshx-1,

pour x petit,

V=——+—+:- (3.15)

Nous pouvons inverser ceci pour trouver x comme une fonction de v. Pour v petit, le

terme principal est x = (2v)2. Cela indique que pour v petit, nous pouvons écrire

1 3
x=Qu)z2+civ+cUvz+---
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Ainsi en substituant dans (3.15), on trouve

x?  xt
v o= _—t — 4
21 4
1 1 3 2 1 1 3 4
= > (2U)2+01U+CZU2+...] +E[(2U)2+CIU+CZU2+'“ doeee
3 \/E 2 \/i C% 1
= v+vici—+v [—c2+—+—]+---
2 2 2 6

La comparaison des mémes puissances de v sur les deux cotés, implique que

G = 0)
c 1
2 = I
6v2
alors
1 3
x=(2v)2 - vz +
Par conséquent
(e 0]
K,(A) = fe_MOthcosh(vx)dx
0
(e 0]
dx 2
= e_’l‘[e_ﬂw— 1+ —x>+- ]dv
dv 2
0
[e.0]
A [l 5 - v?
= e fe ”[5\/5 2 — v+ H1+—(2v)+ ]dv
0
[e.0]
2 2 1
o L b R T B P
) 2 2 42
cela donne

Exemple 3.4.2. (Formule de Stirling pour A grand).
Nous allons montrer comment la méthode de Laplace peut étre utilisée pour estimer
la fonction Gamma I'(1) pour les grandes valeurs de I’argument.

On considere la fonction

T(A+1)=AT'(1) :fe_yy/ldy, (3.16)
0
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o0

1
r\A)= —fe‘yy’ldy.
A
0
Notons que

e—yy/l — e—y+/llogy,
et que la fonction

r(y)=-y+Alogy

a un minimum en y = A, et posons

y = At.

La substitution dans (3.16), donne

IOO—MAJL
— At Adt
Aofe

(e, 0)
Y f o A(t-logn) g
0

rw

on consideére maintenant I'intégrale
oo
IA) = f e Mrlogn gy,
0

La fonction P(7) = 7 —logt a une valeur minimale égale a 1 en 7 = 1 pour 7 > 0.
On considére pour I'intégrale (1) la décomposition suivante

1 00
In = fe_“)(”dr+fe_/lpmdr
1

0
L)+ LA

et on estime les deux intégrales séparément.

(3.17)

(3.18)

On pose t =1—1 dans I;(A), de telle sorte que le minimum se produit en ¢ = 0. Alors

1
L) = f e~ Mi—t-log=0) g, (3.19)
0
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Ensuite, soit

v = 1-t-log(l-1)-1

= —t—-log(l-1).
Pour £ petit, on a
Ve b — e (3.20)
2 3 4

Linversion de (3.20) donne
1 3
r=Q2v)2+cv+cvz+---
Par conséquent
1 1 3 2 1 1 3
v = 5[(2v)2+clv+02v2+---] +§[(21})2+01U+---]
+1[(2 )% + ]+
f— U e o
4
1
= 5[2v+2\/2vc1v+2\/2v02v%+cfv2+---]

1
+§[(2v)% +3(2U)(C1U+CZU%)+--.] + v2+...
2V2 cz
= v+ v%[\/icl+—;/_] +v2[\/§cz+31+2c1+1] 4o

En assimilant les mémes puissances de v sur les deux c6tés, on aura

o = 2
'3
et
2
V2e, = —(1+2c1+—1)
4 2
= —(1-3+%]
3 9
1
= 5
Ainsi
V2
Cr=——
18
etona
2 2
N S 2% S
3 18
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cela donne
dt_ 1 -1 2 1

=5 6\/_ ., (3.21)

quand v — 0™,
La substitution de v = —¢ —log(1 — ) dans la premiére intégrale du deuxiéme membre

de (3.17) donne

r.d
_ t
LW=e? f '——dv.
0
Pour appliquer le lemme de Watson, il suffit de remplacer par son développement
(3.21), pour obtenir

T 2 1
L ~ Afe‘“ 1oy 2

0

-2 7 1

N yea—— 3.22
y31- 3)1+ 21018 ] (3-22)

Evaluons maintenant la deuxieme intégrale dans (3.17).

by = ety
1

(o ¢]

I f o~ Mi-log(1+1) 7, (3.23)
0

La fonction a une valeur minimale égale 0 en ¢ =0, et

V= ———+—+..,, (3.24)

v=t-log(l+1).

Linversion de (3.24) pour t au voisinage de 0 donne
1 3
tr=Q2v)2+cv+cvz+---

Ainsi
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1 1 3 2 1 1 3
v = 5[(2v)2+clv+02v2+---] —g[(ZU)2+Cll/+--']
1 2
+_[(2v) +...]+...
= [2v+2\/ veiv+2v2 czv2+clv+ ]

—5[(21;)2 +3(2v)(c1u+c2ui)+---] + 24

2v/2 ct
= v+v%[\/§CI+T\/_]+U2[\/§CZ+EI+201+1]+

Par conséquent
2
==
'3
et
2
V2c, = (1+2c1+—1)
4 2
= —(1-3+%)
3 9
1
= 5
Ainsi
V2
Cr=——
18
etona
t=Q2v2)+-v+—v2+
Cela donne

dt 1 1 2 1 1
= — v 24+

dv V2 3 62

quand v — 0.
La substitution de v = ¢ —log(1 + ¢) dans (3.23) donne

o0

L) ~ Afe‘“ —§+§+ ! v%+---]dv
. 3
7‘[,/ r 1 o], (3.25)
24 3A 212/1%
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La combinaison des approximations de I(A) et I>(1) obtenues dans (3.22) et (3.25)

T(A) ~ e M/ [1 121 , (A — 00).

Cette formule s’appelle la formule de Stirling.

donne

3.5 Méthode de Laplace dans le cas d’'un point minimum
intérieur non dégénéré

Soient I = [a, b] un intervalle fermé borné, f : I — R une fonction réelle, g: I — C
une fonction a valeurs complexes et A un grand parametre positif.
Dans cette section nous allons étudier le comportement asymptotique de l'intégrale
du type de Laplace I(1) définie dans (3.1I), dans le cas d'un point minimum intérieur
non dégénéré.
Nous supposons ici que f et g sont de classe ¥, la fonction f a un minimum au point
intérieur xy de I'intervalle [a, b], c’est-a-dire a < xy < b.

Dans ces conditions forcément

f(x0) =
Supposons de plus que

I (x0) #0.
Alors

1" (x0) > 0.

Cela s’explique par le fait que, dans un voisinage de x( la fonction f ale développement

de Taylor suivant

(—0)2

f(x) = fxo) + £ (xg) ———— + O((x — x0)°). (3.26)

Ce point x est appelé point critique non dégénéré.
Alors, quand A — oo la principale contribution a I'intégrale vient d'un petit voisinage
de xo. Dans ce voisinage la fonction f est presque constante et peut-étre remplacée par

sa valeur en xg. Les termes d’ordre (x — xo)® peuvent étre négligés et en plus l'intégrale
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peut-étre étendue a I'ensemble de la droite réelle.

En utilisant 'intégrale standard de Gauss

fe(—%yz)dy: \/%”, (@>0), (3.27)

on obtient le terme principal

27 1

I(A) ~ g(xg)e M m}ri, (A — 00). (3.28)

Ce résultat de Laplace a été généralisé sous la forme du développement asymptotique

suivant.

Théoreme 3.5.1. Soit I = [a,b] et f,g € €°(), [ a un seul point minimum xy, a <
Xo < b et f"(xq) # 0. Alors, pour lintégrale 1(1) définie dans(3.1) on a le développement
asymptotique

IA) ~ e M0 3 ckﬂr(li—k), (A — 00). (3.29)
k=0

Les coefficients cy. étant exprimés en fonction de dérivées de g et f en xy.

Démonstration.

On décompose l'intégrale I(1) en la somme de deux intégrales :

b
I(A) f gx)e MW qx

Xo b
fg(x)e_’lf(x)dx+fg(x)e_’lf(x)dx
a X0

L)+ LA).

Les conditions de la méthode de Laplace sont vérifiées pour I'intégrale I>(1) eton a

)~ flxo)+ Y. arlx—xp)*® (3.30)
k=0
et
g0 ~ Y brlx—x)FF 1, (3.31)
k=0
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ol, par le développement de Taylor

a = 2,
(k+2)
ap = f (xo)’
(k+2)!
B =1
b = 8P (x)
TR

n+1

) ~ M) 3 x| )BnA‘("T“), (A —0). (3.32)
n=0

Pour développer I; (1) on passe d’abord par le changement de variable

X=-x.
On aura
a ~
L) = f g§X)e MM gx
i
avec
g(X)=g(=Xx),
fX) = f(=X),

et en plus les conditions de la méthode de Laplace sont vérifiées pour f et g.

On en déduit le développement asymptotique suivant

L) ~e M Y r(”; ! )5,11‘("7“), (A — o0). (3.33)

n=0

La combinaison de (3.32) et (3.33) donne le développement asymptotique

x +1 n+
1) ~e M@y "2 )cnﬂt_(Tl), (A — 00), (3.34)

n=0

ou
Cp=Cn+ Z‘f
En particulier
[P x0) )3
Co = g(xo)(T) ‘.
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On en déduit
F@(x0)
21

IA) ~ e/ g (x) ( )"\/_/r', (A — o0).

Exemple 3.5.1. (La formule de Stirling)
IFx+1)=v2 X e [1+0(x~ )], (x = 00)

est obtenu par I'application de la méthode de Laplace a I'intégrale

o0
F(x+1)= xx“fex(l“f‘f)dt.
0

Exemple 3.5.2.
Soitgp:Ry —C

o0

my (@) = f t"p()dt<oco VYneN,
0
alors la transformation de Stieltjes de ¢,

FL(p)(x) = (tp(—)dt
0
a le développement asymptotique
L@)x) ~ Y. (D mp@x7F, (x— o0).
k=0
3.6 Méthode de Laplace dans le cas d’'un point minimum
frontalier

On reprend les notations du début de la section et on suppose ici que la fonc-
tion f a un minimum a la borne inférieure a de I'intervalle [a, b] sur lequel elle est
définie.

On consideére ici la situation ou f'(a) # 0, alors forcément f'(a) > 0, on suppose en plus

que g(a) #0.
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Alors la principale contribution a I'intégrale provient d'un petit intervalle [a, a + €].
Ona

f)=fl@+x—-a)f'(@+0((x-a?). (3.35)

En remplacgant la fonction g par sa valeur en a et en négligeant les termes non linéaires
dans f(x), nous obtenons
- (@) ,_
I ~eM@EL )1 () o), (3.36)
f'(a)
L'expression rigoureuse de ces idées nous permettra, a travers l'utilisation de la mé-

thode de Laplace, de démontrer le théoréeme suivant.

Théoreme 3.6.1. Soient I = [a,b], f, g € €>(I) tels que, f a comme seul point mini-
mum la borne inférieure a de Uintervalle [a, b] et f'(a) # 0.
Alors, on a le développement asymptotique
) ~e MDY A7k (A —o0). (3.37)
k=0

Les coefficients cy. sont exprimés en termes des dérivées de f et g en a.

Exemple 3.6.1.
En utilisant la méthode de Laplace on peut avoir le développement asymptotique sui-
vant.

1) Fonction Erreur

o0

Erfx = fe_tzdt

X

-x% o0
2k—-1)!!
Ly B Dk (), (3.38)
2x k
k=0
2) Fonction Gamma Incomplete
X
y(a,x) = fta_le_[dt
0
X TI'(a
ya,x) = T@+e*x*1+) @k (0<a<oo, x>0).

i—oT(a—k)
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Chapitre 4

Intégrales doubles

2 2

4.1 Cas d’un point minimum intérieur non dégénéré

4.1.1 Lemme de Morse

Théoreme 4.1.1. (Lemme de Morse). Soit xy un point critique non dégénéré d'une
fonction f de deux variables. Alors, on peut choisir des coordonnées locales appropriées
(X, Y) de telle sorte que la fonction f soit exprimée dans (X,Y) par une des trois formes

standard suivantes
i) f=X?+Y?+c
iiy f=X*-Y?+c (4.1)
iiy f=-X*>-Y%+c

ol ¢ est une constante ¢ = f(xo) et xo est l'origine (xo = (0, 0)).

Démonstration.

(On suit ici la démarche exposée dans [29]).
Nous pouvons supposer que le point x est I'origine (0,0) dans les coordonnées (x, y).
Dans la discussion suivante nous pouvons supposer pour simplifier que f(xp) = 0. On

va montrer que nous pouvons supposer

o’ f
@(Xo) # 0. (4.2)

2 2
Bien str, il n'y a rien a prouver si nous avons déja % (x0) # 0. Aussi si % (x0) #0, alors
2
méme si %(xo) = 0, par la permutation de I'axe-x et I’axe- y, on peut supposer que la

2 2
condition (4.2)) est vérifiée. Alors nous considérons le cas ol %(xo) =0et %(xo) =0.
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Dans ce cas le Hessien Hy par rapport a (x, y) (au point xp) est comme suit

0
Hf:(a g’) a#o. (4.3)

Ici nous précisons que a # 0, car xy est un point critique non dégénéré. On introduit

un nouveau systeme de coordonnées locales (X, Y) par
x=X-Y, y=X+Y. (4.4)

Alors le Jacobien J pour le changement de coordonnées de (X, Y) a (x, y) est

1 -1
]:(1 1). (4.5)

Il en découle que le Hessien H¢ par rapport a (X, Y) est

ot _(2a O
Hy= ]Hf]—(o —Za) (4.6)
par le lemme (1.8) dans ([29], page 7). Cette égalité montre que
62—f(x)—Zol;frfO az—f(x)——Za;éO 4.7)
ox2 " ©oay2 YT ' '

En utilisant I’ancienne notation (x, y) pour (X, Y), on voit que f satisfait la condition
(4.2). Donc dans la suite nous pouvons procéder avec I'hypothese (4.2).
Maintenant, supposons qu’on a une fonction z = f(x, y) définie au voisinage de 1’ori-
gine avec f(0,0) = 0. Alors, il existe des fonctions g(x, y) et h(x, y) telles qu'on peut
écrire

fl,y)=xg8(x,y)+yh(x,y) (4.8)

dans un certain voisinage de l'origine, et telles que

9 (0.0) = Of 0.0)=
55 00 80,0, 55(0,0) = h(0,0). 4.9)

D’abord, nous allons prouver ce fait.
Nous supposons pour plus de simplicité que z = f(x, y) est définie dans tout le plan

xy.

On choisit un point arbitraire (x, y), qui reste fixe. On considére une fonction f(tx, ty)
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avec un parametre t. Si on dérive cette fonction par rapport a ¢ et on integre, on ob-

tient (4.8). En particulier, sil’on considere I'intégrale définie sur [0, 1] avec la condition

f(0,0)=0,0na
Fdf(tx, ty)
_ XLy
Jwy = f ar
0
\ of of
= f{xa(tx,ty)+y@(tx,ty)}dt (4.10)

0
xg(x,y)+yh(x,y).

Dans la derniere ligne de I'égalité (4.10), on pose

1

1
gx,y) :fa—f(tx, ty)dt, h(x,y):fa—f(tx, ty)dt. (4.11)
) 0x / oy

Donc nous avons montré 'égalité (4.8). En outre, en substituant (x, y) = (0,0) dans
(4.11), nous établissons I'égalité (4.9).
Maintenant dans notre cas, puisque nous supposons que l'origine xy = (0,0) est un

point critique de la fonction f, on a

of

o= _of
g(0,0)==-(0,00=0, h(0,0) =

5(0, 0)=0. (4.12)

L'application de la propriété précédente a nos fonctions g(x, y) et h(x, y) nous permet
d’écrire
g(x,y) =xhn(x,y) +yhia(x,y) (4.13)

et

h(x,y) = xho1(x,y) + yhaa(x, y). (4.14)

Nous combinons les égalités (4.13) et (4.14) avec I'égalité (4.8) pour obtenir

f6,y) = x*hyy + xy(hiz + hay) + y* hoo. (4.15)

Les substitutions Hy = k11, Hi2 = hlz;h”, et Hy» = hy, dans (4.15) donnent

f(x,¥) = X*Hyy +2xyHip + y* Ho. (4.16)
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Et, on peut vérifier que

%10,0) = 2H11(0,0),

0x2
0°f _ 0°f _
750,00 = ££.0,0=2H1,0,0), 4.17)

2
%(O, 0) = 2Hy,(0,0).

Supposons que le terme a gauche de la premiere égalité est non nul. Par conséquent

dans un certain voisinage de (0, 0)
Hi1(0,0) #0. (4.18)

Nous définissons maintenant une nouvelle coordonnée X au voisinage de (0,0) par

H
X = \/|H11|(x+ H—lzy) (4.19)
11

Le Jacobien entre (x, y) et (X, y) évalué a l'origine n’est pas nul, donc (X, y) est certai-
nement un systeme de coordonnées locales pour un certain voisinage de (0,0).
Ona

Hi H?
|H11|(x2 +2—Xxy+ %yz)
Hy 11
H2
_ H11x2+2H12xy+H—ﬁy2 (HH >0), (4.20)
- H2 .
—H11x2—2H12xy—H—ﬁy2 (Hy1 <0).

X2

Si nous comparons (4.20) avec (4.16), on voit que pour Hy; >0

2

H:
= X+ Hpp — —21y?, 4.21
f ( 22 H11)y (4.21)
et pour Hy; <0
HZ
f=—X%+(Hp - 2]y~ (4.22)
De I'égalité (4.17) on aura
1
H;{1(0,0)H»»(0,0) — H122(0, 0)= Z detHf #0, (4.23)

ou det Hy # 0 puisqu’on a supposé que (0,0) est un point critique non dégénéré. Si
nous choisissons une nouvelle coordonnée Y au voisinage de xp = (0,0) par

Hy, Hy, — H?
Y = \/‘w y. (4.24)
Hy,
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Les égalités (4.21) et (4.22) aboutissent a |'expression suivante de f dans les coordon-

nées locales (X,Y) :
X% +Y? (Hy;; >0, K>0),

X2 -y? (H;; >0, K<0),
f= o (4.25)
—X%2+Y (H;; <0, K<0),

—X%2-Y? (H;; <0, K>0),

K = Hy1 Hyy — HZ,.

On note que, par une "rotation de 90 degrés", les expressions f = X2 Y2 et f = - X+
Y2 sont équivalentes.

O

4.1.2 Intégrales de Laplace dans le cas d’'un point minimum intérieur

Soient Q un domaine borné de R?, f: Q — R, g : Q — C des fonctions de classe €
sur Q et A un grand parametre positif.
Nous allons étudier les développements asymptotiques des intégrales bidimension-

nelles du type de Laplace

IA) = f ge MPdx, (A—o0), (4.26)
Q

dans le cas ou la phase f a un seul point minimum xj € 2, qu'on suppose non dégé-
néré.

Le résultat du développement asymptotique dans le cas d'un point minimum intérieur
non dégénéré, démontré dans le cas des intégrales unidimensionnelles, se généralise

aux intégrales doubles par le théoréme suivant.

Théoreme 4.1.2. Soient f,g € €°°. Si [ atteint son minimum en un seul point xy € Q

qui est non dégénéré, alors on a le développement asymptotique suivant

1) ~ e Mt 3 ak/l_(%), (A — 00), 4.27)
k=0

les coefficients ay. étant exprimés en fonction des dérivées de g et f au point x.

Démonstration.
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Sans perdre de généralité on suppose que xp = 0 et que le minimum de f est égal a 0.

Du lemme de Morse (4.1.1), f peut s’écrire sous I'une des trois formes standard de

(4.1). En outre le fait que 0 est un point minimum de la fonction f, oblige la fonction f

a s’écrire exactement sous la forme i) de (4.1).

Ainsi, on peut supposer que notre intégrale est sous la forme

I = f g(x1, x2)e M D) gy d ey, (4.28)
BP
ou B, estle disque de rayon p centré a I'origine.
On utilise les coordonnées polaires
X1 =rcosb,
Xp = rsind,
pour écrire (4.28) sous la forme
In = frg(xl(r, 9),x2(r,6))e—/1r2d9dr
Bp
o
= frg(r)e_hzdr,
0
ou
2n
g(r) :fg(xl(rﬁ),xz(rﬁ))dﬁ.
0
La formule de Taylor pour la fonction g donne
oo k)
~ . w870 i
k=0
Donc la condition de la méthode de Laplace est vérifiée pour g, avec
:6 = 1,
a = 0,
k) 0
b = &9
k!
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Egalement la condition (3.6) de la méthode de Laplace est vérifiée, avec

a=0, a=2,

et

ap=1, a=2.

Ainsi la méthode de Laplace donne le développement asymptotique suivant

o0 1 pe
-~y F(”+ )an‘(Tl), (A — 00). (4.29)
n=0
En particulier
Co=T.
C’est-a-dire
IA) ~73A7%, (A — o). (4.30)

4.2 Point minimum frontalier

4.2.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons le développement asymptotique d’intégrales
doubles de type de Laplace au cas de points minimaux non stationnaires, situés sur la
frontiere du domaine d’intégration. On démontre dans ce travail que I’ordre de contact
entre la courbe frontiere du domaine d’intégration et la courbe niveau de la phase
a travers le point minimum gere le développement asymptotique en question. Cette
idée permettra de construire des développements asymptotiques complets dans des
contextes plus généraux. En particulier, le probleme sera completement résolu si la
phase et la courbe de la frontiere sont analytiques au voisinage du point minimum.

Considérons les intégrales de type de Laplace

I\) = fg(x1,X2)e_)lf(x1’x2)dx1dx2 (4.31)
D
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et les intégrales oscillantes
J) = f g, xp)e” VD dxyd oy,
D

N

ol1 D est un domaine borné dans R?, f et g sont des fonctions de classe €™ a valeurs
réelles dans un voisinage de la fermeture D du domaine D, et A est un grand parametre
positif. Ces deux types d’intégrales sont étroitement liées, et chaque méthode pour le
développement asymptotique du premier type peut généralement étre adaptée pour
le deuxieme type.

Les principales contributions au développement asymptotique des intégrales I(A) pro-
viennent des points sur D oi1 la phase f atteint son minimum global ([46], Ch. 8, §§10-
11). Ces intégrales sont rencontrées dans nombreux domaines de la science, en parti-
culier dans les problemes de probabilité (voir par exemple [12], [38]). Dans ce chapitre,
nous serons préoccupés par le probleme du développement asymptotique des inté-
grales de type de Laplace I(A) dans le cas ou1 la phase f atteint son minimum global en
un point (x(l), xg) non stationnaire. ((x(l), xg) est un point non stationnaire pour la phase
f signifie qu’au moins 'une des deux dérivées partielles g—)é(x?,xg) au %(x?,xg) est
non nulle). Puisque I'ensemble niveau de la phase f a travers le point non stationnaire
(x‘l),xg) ne se réduit pas a un seul point (en raison d'un théoreme des fonctions im-
plicites), le point minimum global (x?, xg) est nécessairement situé sur la frontiere 0D
de D. Comme pour les intégrales oscillantes, si ce point minimum (x,xJ) se trouve
dans une partie lisse de la frontiére 0D, on dit que ce point est du deuxieme type, si-
non, un tel point minimum sur la frontiere est dit du troisieme type. Le probleme étu-
dié ici a déja été étudié par plusieurs auteurs, mais sous des hypotheses supplémen-
taires restrictives (voir par exemple [10], Ch. 8 et [46], Ch. 8, et aussi [11], [14], [20], [23]
pour des problemes similaires pour les intégrales oscillantes). En effet, le probleme du
deuxieme type a été examiné dans la littérature sous I'hypothese supplémentaire que
la deuxieme dérivée tangentielle de la phase f au point minimum est non nulle, ou les
approximations dérivées étaient de I'ordre de A2 Le probleme du troisieme type a été
étudié dans la littérature dans le cas particulier d'un point angulaire.

On note également que Kaminski et Paris avaient étudié dans [24] ce dernier cas, sans
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imposer la non dégénérescence de la phase f. Leur méthode consiste a représenter
les intégrales doubles du type de Laplace sous la forme d’intégrales itérées de Mellin-
Barnes, puis en appliquant la théorie des résidus, I'estimation du premier terme étant
calculé par l'utilisation de la géométrie du diagramme de Newton. Des problémes si-
milaires pour les intégrales multiples complexes ont également été étudiés dans la
littérature, voir par exemple I'étude [17] de Delabaere et Howls et les références in-
cluses. Dans [17], il était imposé aux hypersurfaces frontieres se rencontrent transver-
salement. Cependant, il semble que I'approche, poursuivie dans le présent chapitre
pour traiter le cas de non-régularité de la frontiere (en particulier la situation (c) de la
figure 2), pourrait étre d'une certaine utilité dans I'étude du probleme dans le cas ou
les hypersurfaces frontieres se rencontrent tangentiellement.

La principale contribution dans le présent chapitre est de montrer que le développe-
ment asymptotique est régi par I'ordre de contact g = 1 entre la courbe frontiére 0D
et la courbe niveau de la phase f a travers ce point minimum. Cette réalisation nous a

permis de résoudre le probleme dans des contextes plus généraux.

4.2.2 Principaux résultats

Le résultat principal dans ce chapitre est présenté par les deux théoremes suivants.

Théoreme 4.2.1. Dans le cas d'un point minimum du deuxiéme type (i.e, quand il y
a tangence entre la courbe frontiere et la courbe niveau de la phase), le développement
asymptotique de l'intégrale 1(A) est gouverné par l'ordre de contact q = 1 entre la courbe
frontiére 0D du domaine d’intégration D et la courbe niveau de la phase f a travers
le point minimum : plus cet ordre de contact est grand plus l'intégrale est asymptoti-
quement importante. Plus précisément, dans cette situation, le développement asymp-

totique de l'intégrale 1(A) est obtenu dans l'échelle

A a1 (k=2).
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Théoreme 4.2.2. Dans le cas ot la frontiere est constituée de deux courbes 'y et 'y qui
se rencontrent en un point minimum (c’est-a-dire dans le cas d’'un point minimum du
troisieme type), un développement asymptotique de l'intégrale 1(1) est construit dans
Uéchelle

qi+k

A @l (1<i<2, k=2),

out q;, i = 1,2, est l'ordre de contact entre la courbe frontiereT'; et la courbe niveau de la
phase f a travers le point minimum (x(l), xg). Le premier terme dans cette situation est de
l'ordre

_ max(q),qp)+2
A max(q1.g2)+1 ,

et son coefficient peut également étre exprimé en fonction des données initiales du pro-

bleme.

Remarque 4.2.1. On peut montrer que l'ordre de contact q = 1 est identique a l'ordre

d’annulation de la dérivée tangentielle.

Remarque 4.2.2. Puisque le minimum absolu de f intervient dans le développement
asymptotique de l'intégrale [&.31) par le terme exponentiel multiplicatife~* 012) | sans

perte de généralité nous supposons dans la présente partie que f (x?, xg) =0.

4.2.3 Définitions et outils de base

Définition 4.2.1. (Ordre de contact entre deux courbes de classe € °).

Soient y et T deux courbes de classe € dans le plan R? = {(xl,xz) 1X1,X € IR} qui se
rencontrent a l'origine (0,0).

1- Siy et T ne sont pas tangentes au point (0,0), on dit que l'ordre de contact entre ces
deux courbes au point (0,0) est égal a zéro.

2- Sinon, on peut donc supposer que la tangente commune ay etI" au point (0,0) est l'axe
X2 = 0, et que les courbes y et I' sont définies au voisinage de (0,0) par deux fonctions
de classe €°°, x; — x2 = hi(x1) et x1 — X2 = hyo(x1), respectivement. Nous définissons
h(x1) = hy(x1) — ha(x1).

a- Si toutes les dérivées de la fonction h en x, = 0 sont nulles, nous disons que l'ordre de
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contact entre les deux courbesy et1" au point (0,0) est infini.

b- Sinon, l'ordre de contact est le nombre entierg=p—1=1, oi
k

. x d*h
p=inf{keN* = N-{o}: d_x{C(O) #0}.
Définition 4.2.2. On dit que (x?, xg) est un point non stationnaire pour la fonction f, si

au moins l'une des deux dérivées partielles

of of

i 1( 1;x2) ou 3 2(xl,xg)

est non nulle.

Définition 4.2.3. Soit Q un ouvert, et soit f une fonction définie sur Q et xy € Q, on dit

quey est un ensemble niveau, si elle est définie par
Y= {00, %) €Q: flxn, x2) = (17, x5}

Définition 4.2.4. ( Développement de Maclaurin)
Si f est une fonction de classe €™ dans un voisinage V de zéro et si f admet une dérivée

d’ordre n+ 1 sur V, alors, il existe un réel c tel que

3 n
fx) = fO) +xf'©0) + ﬂ@+,ﬂmnm+%ﬂmm T poen ey,

(n+1)!
oir f est la fonction dérivée n-ieme de f.
Théoreme 4.2.3. Soit f une fonction a deux variables réelles, définie sur un ouvert Q. Si
le gradient
VI, x9) #0,

alors l'ensemble niveau

y={(x1, %) € Q: fx1, x%2) = (), x)}
au voisinage de (x‘l), xg) est une courbe simple.

Théoreme 4.2.4. Fonction implicite (cas d’'une fonction a deux variables)
Soit f : R? > D — R une fonction de classe €™ au voisinage de (xy, yo) € D. Si 0y f (x0, yo) #
0, alors il existe un intervalle ouvert I contenant xy et une fonction ¢ de I dans R de

classe € sur I telle que @(xo) = yo et pour tout x € 1

feag0) = flxoyo) et @) =72 o)
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4.2.4 Transformations préliminaires

Nous supposons que la phase f a un point minimum unique non stationnaire
(x?, xg) sur la fermeture D de D. En d’autres termes, nous supposons que
L f(x?,x9) =min{f(x): xe D} =0, et
ins I'une des deux dérivé ielles 2L (x2, x9) ou 2L (%0, x9 1l
2. au moins 'une des deux dérivées partielles o (x7, x5) ou % (x7, x5) est non nulle,
c’est-a-dire

VI(x),x0) #0.

Par le théoreme des fonctions implicites, au voisinage du point (x?, xg), la courbe ni-
veauy = f~1(0) est une courbe simple (alors en conséquence, le point minimum (xi’, xg)
est nécessairement situé sur la frontiere 0D de D) laquelle nous supposons étre para-

métrée par sa longueur d’arc s

[=nn] 35— §(5) = (€1(5),62(5),
ot >0 et &(0) = (x), x9).
On considere la transformation tubulaire
M:(s,t) = M(s,t) = (M; (s, 1), M (s, 1)) (4.32)
du rectangle Ry, 5 = |-n,n[ x1-8,6[ (1,6 > 0) aR?, ol
dé, déy

M (s, 1) =&1(8)—t—=(s) et My(s, 1) =&(s)+t——(5).
ds ds

Notons que

d  d
9= (- 520, %10

est la normale unitaire de la courbe niveau y, et donc nous pouvons écrire
M(s, 1) = $(s) + tvy (s).

Il est évident que M (0,0) = (x‘l), xg).

Proposition 4.2.1. Le Jacobien % de la transformation M est
0 (x1, X2)
——— =1+1tKy(9),
(s, 1) v

ot ky(s) est la courbure de la courbey au point§(s) = (§1(8),$2(s)).
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Démonstration.

A(x1, X2) A (s, 1) Lhs, 1)
a(s, 1) "’M2 (s, 1) "’Mz(s )

dfl (S)—l'd 52 (S) dfz (S)
dfz (S)+ td 62 (S) dfl (S)

= (ﬁ() tﬁ( ))(i( )

—[(@( )+ ‘fl( ))(—ﬁ( )|

_(déy 52 déy

= (o) - i T
dén d*é, dé,
(—( )) EROELlO

NUmNTE
d*é, dé dé d*&

+t| RO OB ORI
= 1+ tky(s).
D’ou le résultat.
O

Proposition 4.2.2. Ona

f ge Afdxldxl f lgldx1dx,, (4.33)

DM (R, 5)

ol

e1 =min{f(x): x€ DN M(Rys)} > 0.
Démonstration.

Ce résultat découle du fait que D — M(R,5) N D est un sous-ensemble compact de D

qui ne contient pas le point minimum (x?, xg).

Il suffit donc d’approximer I'intégrale

Is(D) = f g(x1, x2)e M%) gy dx,. (4.34)

M(Ry 5)ND
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Théoréme 4.2.5. Pour 6 > 0 et n > 0 suffisamment petites, |t| < 6 et |s| < n, on peut

utiliser le changement de variables (x1, x2) — (s, t) pour avoir

Is(A) = ff ge Mdxidx, = f Ge Mdsdt,

M(Ry5)nD Qs
ou
Qs =M (M(R,5) N D), (4.35)
F(s,t) = f(M(s, 1)
et
G(s, 1) = g(M(s, 1)) (1 + 1Ky (5)).
Démonstration.

Cela résulte de
0(x1, x2)
0(s, 1)

pour § > 0 et n > 0 suffisamment petites, || <0 et |s| <.

(s,8)>0

O

On note que le changement de variables (xj, xp) — (s, t) transforme la courbe niveau

f(x1,x2) =0enl'axe des abscisses t =0 i.e,

F(s,0)=0 pour tout se[-n,nl.

4.2.5 Cas de régularité de la frontiere au voisinage du point mini-
mum

On va voir que, dans cette section, I'ordre de contact p — 1 entre la frontiere 0D et
la courbe niveau a travers le point minimum (x?, xJ) est forcément impair. Dans une
telle situation, au voisinage d'un point minimum (x?, xg), la courbe niveau se trouve
entierement en dehors du domaine D. Cela signifie que, dans le plan (s, £), au voisinage
de (0,0), la frontiere 0D se trouve entierement dans le demi-plan ¢ = 0.

Supposons qu’au voisinage du point (x(l), xg) = M(0,0), la frontiere 0D de D est définie
par une équation implicite

h(xl) x2) = 0)
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ol & est une fonction de classe € et Vh(x1, x2) #0.

Théoréme 4.2.6. Limage réciproqueT = M~ (M(Ry 5) NdD) de la frontiere 0D de D au

voisinage du point minimum (x?, x3) est définie par une fonction de classe €
[-1n,m] 35— t=p(s). (4.36)

Démonstration.
D’apres I'hypothese ci-dessus, au voisinage de (s, £) = (0,0) = M ' (x?, x3), I'image réci-

proquel’' = M~ (M (Ry,5) NOD) est déterminée par une équation implicite

H(s, 1) =0,

oH
VH(o,O)( 00,28 (00))7&0

Puisque (x(l’, xg) est!'unique point minimum de f dans Detle gradient V f # 0, ce point
est forcément situé sur la frontiere 0D de D et en plus cette frontiere est tangente a la

courbe niveau a travers ce point minimum (x(l), xg). Il en résulte

O_H(O 0) =
as

et par suite, le fait que VH(0,0) # 0 donne
aH(O 0)#£0
or '

Remarque 4.2.3. La fonction H s’exprime en fonction de la fonction h et la transforma-

tion tubulaire M de la facon suivante

H(s, t)

52(8)+t—€(8) hz[fl(s)— —= (S)]

e L moler - 1529 437)
ds

Ainsi, par le théoreme des fonctions implicites, la courbe I' est exprimée dans les coor-

données (s, t), au voisinage de (s, ) = (0,0), par une fonction de classe €, § :

[-n,n] 35— t=L(S).
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Définition 4.2.5. Soit p = 2 l'entier positif défini par

k
p=inf{keN’ :N—{O}:%(O)yfo}. (4.38)

Nous supposons que p est fini. Alors, le développement de Maclaurin d’order p de la
fonction f permet d’écrire

B(s) = sPB(s), (4.39)
ol E (s) est une fonction de classe € et

~ 1dPp
By =755 O

Pour fixer les idées, on suppose par la suite que la courbe niveau y est orientée de sorte

que la normale unitaire v, (0) pointe vers le domaine D.

Théoreme 4.2.7. Sous les hypotheses ci-dessus on a
1. Pour tout t = 0 assez petit, les points (0, t) sont situés dans ;5.
2. Etant donné que la courbe niveau F (s, t) = 0 coincide avec l'axe x, = 0 au voisinage de
(0,0) , er (0,0) est l'unique minimum global de F dans Qy, 5, alors, U'entier p dans
est nécessairement pair et

arp

Remarque 4.2.4. On peut démontrer que l'ordre de contact (comme défini dans l'in-
troduction) entre la courbe frontiere et la courbe niveau de la phase, le nombre entier
q = p—1définidans (4.38), et l'ordre d'annulation des dérivées tangentielles de la phase

ont la méme signification.

Démonstration.

Par le théoréme des fonctions implicites, la courbe I" est exprimée dans les coordon-
nées (s, t) par une fonction de classe €°°, s — t = (s). "Le premier entier p > 1 tel que
la dérivée %(0) est non nulle" est égal a " le premier entier p > 1 tel que la dérivée
partielle ‘Z%I(O,O) est non nulle " lequel, a partir de est égal a "le premier entier
p >1tel que Z—?,f(O) # Z—hg(O)".

sP
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Le lemme suivant montre que si le gradient V f (x(l), xg) de la phase f au point (x‘l),xg)
n’est pas nul, il en sera de méme pour la dérivée normale de f par rapport a la courbe

niveau au méme point (x?, xJ).

Lemme 4.2.1. Si
Vi), x9) #0,

alors

oF
0#--0,0=V F&, x9).v,(0), (4.40)

ot V f(x?,x9).v,(0) est le produit scalaire deV f (x), x3) et v,(0).

Démonstration.

Comme

f(x1,x2) =F(s, 1),

la formule de la dérivée d'une fonction composée donne

of

a_( 1,xz)——(o 0) ( 1,x2)+ (0 0) ( 1, x9) (4.41)
et
ﬁ( )——(0 0)—( )+6—F(0 0)1( 9 x9) (4.42)
6x l’ 2 xl’ at ) axz xl,xz . .

Parce que F est constante en ¢ = 0, les dérivées partielles de F par rapport a s sont

nulles pour ¢ = 0. En conséquence, a partir de (4.41) et (4.42) nous obtenons

o ——(x},x3) = (0 0) ( x3) (4.43)
ax 1’ 2 xl; .
of

—( X7, x9) = —(0 0) (xl,xg) (4.44)

La premiere assertion de (4.40) découle de (4.43) et (4.44), en gardant a I'esprit que
Vf(x),x3) # 0. La deuxieme assertion découle de la formule de la dérivée d’une fonc-

tion composée
( ,0) = f(é( ))(—ﬁ( )+ f(é( ))ﬁ()

et le fait que la normale unitaire v, (s) de la courbe y au point ¢(s) est donnée par

V(9= (-3 % =20, ‘fl( )
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O

Remarque 4.2.5. La tangence de la courbe niveau vy et la frontiére 0D au point (x‘l), xg)
implique que la normale unitaire vy(0) de y est aussi la normale unitaire de 0D au

méme point (x?, xg).

Corollaire 4.2.1. Sin, 6 > 0 sont suffisamment petites, alors

a—F( >0 (4.45)
o1 '
et

F(s, 1) >0 (4.46)

pour tout|s|<net0<t<§.

Démonstration.

Puisque (0,0) est un point minimum global de F, (0, 1) € Q,, 5 se trouve dans le demi-
plan =0 et %—1;(0, 0) #0, %—I;(O, 0) est nécessairement supérieure a zéro. L'inégalité (4.45)

suit donc par continuité. A partir de (4.45), n > 0 peut étre choisi de telle sorte que
6F( 0)>0
R S,
ot
pour tout |s| <1 et donc le développement de Maclaurin, donne
OF
F(s,t)=t¢ E(S,O) +o(l)| (t—0), (4.47)

uniformément par rapport a |s| < 7. Evidemment (4.47) donne (4.46).
L]

Maintenant, on considere le deuxieme changement de variables. Ce changement
de variables consiste en la transformation de I'intégrale double obtenue par le premier
changement de variables en une intégrale unidimensionnelle de Laplace. Pour ce faire,
on utilise le théoréme de résolution d’intégrales multiples (voir e.g., [46], Ch. 5), a tra-

vers le changement de variables

m(s,t)=(s,u):u=F(s,1). (4.48)
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Pour n, 6 assez petit, et (|s|<n,0<|t|<d),ona

As,u) _OF o (4.49)
s, 1) or ' :

Cette condition assure l'inversibilité de la transformation m. En effet, cette condition
garantit que, pour |s| < 7, la fonction de la variable réelle t — u = F(s, f) est injective, et

donc m est inversible. Par conséquent, le changement de variables (s, t) — (s, u) donne

ffG(s,t)e‘AF(s'”dsdt:f G(s,u)e Mdsdu,

Qs m(Qy 5)

ou

G(s,u) = G(s r)(a—F(s t))_l (4.50)

) - ) al’ ) . .
Sion pose
By ={(s,1) €Qp5: F(s,1) < p},

ou

p =inf{F(s,8):Isl<n} >0, (4.51)
alors dans (4.33), on a

f G(s, e MDgsdr = 0(3_52’1) (4.52)
Q,5\Bp

pour un certain £, > 0. Nous approximons

f G(s, e ™D gsdr
By
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"l' =-1 f "-= ]

Fiqure 1. Illustration de 'ensemble Q,) ; et les deux extrémités ¢ (1) et ¢, (u) de

Pintervalle ;.. Lensemble Q,, 5 est représenté€ ici en gris.

Remarque 4.2.6. [, n'est pas en général un intervalle. Trois situations peuvent se pro-
duire :

(i) Si u> sup{F(s,06) : Is| <n} alors I, = @ : soit —n < s < n a partir de la coissance de
la fonction [0,6]1 3 t — F(s,t), ona F(s,t) < F(s,0) < u pour tout 0 < t < 6, cela donne
F(s,t) # u pourtout0<t<o etalorss ¢ I,.

(i) Simin{F(s,6) : Is| < n} < u <sup{F(s,6) :|s| <n}, l'ensemble I, peut étre composé
d'une union d’intervalles.

(iii) Siu < p = min{F(s, 0):ls| < n}, I,, est un intervalle. A cause de cela nous avons

choisi p = min{F(s,8) : |s| <n}.

Pour n > 0, définissons E(s) par
= ~ 1
[-n,m13s— B(s) =s(B(s))7,
ott la fonction f(s) est définie dans @.39). Il est facile de vérifier que

7 (s) = {_ﬁ () pour  s<0, (4.53)

,6:(8) pour s=0.
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Puisque, au voisinage de s = 0, 5(s) est de classe € et

df o _(19"B o\
20 =(==20)" >0,

4.54
p! 0sP (4-54)

par le théoréme de I'inversion locale, dans un voisinage de s = 0, § a une fonction
inverse de classe €
~ = = -1
-6,813t—s=(B) (.
La prise en considération de (4.53) et la restriction de 6 si nécessaire (6 doit satisfaire
1 ~
|67 | < 6), nous pouvons écrire

Qns={(5,0):0< 1<, a1(t) s s< ax(1)},

ol Q) 5 est défini dans (4.35) et

a1 (1) :ﬂ‘l(—t%), a(t) :B‘l(t%). (4.55)
D’autre part, la définition de p assure que, pour chaque 0 < u < p, '’ensemble
Iy ={lsl=n:(s,u) e m(Bp)}
est un intervalle d’extrémités

p1(w) = a1 (1 (w) (4.56)
et

P2 (u) = ax(t2(w), (4.57)
ou 71 (u) et f2(u) sont déterminés sous I’hypothese suivante (voir Figure 1) :

le point (a; (t;(w)), t; (1)) sur la courbe C: 7 — (a,(1), 1)
et le point (ay(t2(u)), t2(u)) sur la courbe C:7— (ay(1),7)

appartiennent aussi a la courbe v, = {(s, ) € R, 5 : F(s, 1) = u}.

Par conséquent, par le théoréme de Fubini, on a

fG(s,t)e_’lF(s’”dsdt f G(s,ue Mdsdu

By m(Bp)

P p2(u)

ffé(s,u)e_’wdsdu. (4.58)
0 ¢1(w)
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En utilisant une idée de Benaissa et Roger (cf. [5], §4 ou [6], §4), nous allons maintenant

exprimer les bornes d’intégrales ¢; (u) et @2 (1) comme des fonctions de classe €°° de
1

I'exposant fractionnaire u» de la variable u.

Considérons trois fonctions

[0,8] 37— V(@) = Fla (e7),17)7, (4.59)
[0,8] 37— V(1) = Flaz(e7), 77))7, (4.60)
et
~ 1
[-6,8]3t—vm=((f"@17))" sng. (4.61)

Pour voir que V est de classe €°°, on utilise la formule
F(s,1) = t[aF(s 0)+o(m)|, (t—0)
) - at ) ) .
A partir de (4.47), nous pouvons écrire V sous la forme
OF (= 3
v =t|5-(fm.0)+ow)]”, (@ —0),
OF (=_, 5 _ OF 1
[E(ﬂ (1),0) +0(1)]T:0 = =-(0,007 >0,

En outre, en prenant en considération (4.47), nous voyons que V est de classe € et

ﬂ(o) = (a_F(() 0))% (4.62)
dr ~ \ot ' '
Proposition 4.2.3. On a
Vile)=-Vl-2) et V,;' 2=V (2. (4.63)

Démonstration.

La formule (4.63) découle directement de la formule V; (7) = -V (-7), qu’'on va démon-

trer maintenant.

Vi(r) =F(a(tP), 7P)7

1
=F(ﬁ‘1(—r),rp) ’  (apartir de (@.55))
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1

:F(E_l(—r), (—Tp)) ’  (parceque p est pair)

=

=—F(p' -0, @")"sgn (1)

==V(-1).

Corollaire 4.2.2. V est bijective sur l'intervalle | — 5,6 ], pourg > 0 suffisamment petit,

et a donc une fonction inverse V=! de classe €. Lutilisation de (.55)

- [@.57) et (4.59)

- ([4.63), montrent que @, (u) et p,(u) dans (4.56) et (4.57) sont de la forme

1) = p—uP) et @a(u) = p(uP)

Démonstration.

Ona
p1(u) = a1 (1 (),

o, de la condition (4.58), #; réalise
Flay(n), ) =u

ce qui signifie

C’est-a-dire

il en résulte
@1 (u) =a; ()
a1 )
( (%)) (a partir de (&55))
_ﬁ(v—( %)) (a partir de (@&.63))

o).

(4.64)

(4.65)
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D’une maniere similaire, on obtient

2(10) =€_1(V2_1(u
A (et
=p(u?).

< =

)

Ainsi, la derniére intégrale dans (4.58) prend la forme itérative

I 4’(”%)
f f G(s,we Mdsdu.
" o)

Donc, on peut écrire cette intégrale sous la forme

0
‘[‘I’(u%)e%”du,
0

ou V¥ est la fonction de classe €
¢(2)
V:z—¥(z) = f G(s, 2")ds.
¢(=2)
Le développement de Maclaurin de ¥ donne
o (k) %

1 k
\P(un)~I;T(0)up, (u— 0). (4.66)

Maintenant, nous sommes préts a énoncer le résultat principal de ce chapitre.

Théoreme 4.2.8. Si la phase f a un point minimum non stationnaire unique (x?, xg) €

0D, et p dans (4.38) est fini, alors p est pair et

o k) k ~(£41)
IN~Y —OT(=+1|A" ", (4.67)

ot le terme principal est

24, (L 300) 7 (V0 vy (o) )

(4.68)
xr(% + 1)/1‘(%“).
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Démonstration.

a- Le développement asymptotique résulte de et le lemme de Watson (cf.
[34], p. 71) (en gardant a I’esprit et (4.52)),

b- I'expression du premier terme est obtenue par I'application de la formule
de la différenciation d’'une fonction intégrale (voir [2], p. 78) afin d’obtenir ¥V (0) =

291 (0)G(0,0), puis en utilisant (.65), [@.62), [@.54) et (@.50).

O

4.2.6 Cas de non-régularité de la frontiere au voisinage du point mi-
nimum

Dans cette section, nous supposons que la frontiere 0D de D se compose de deux
courbes lisses I'; et I'» qui se rencontrent au point minimum (x?, xg). Les deux courbes
I'1 et I'» ne sont pas supposées étre une partie d'une méme courbe lisse dans un voisi-
nage du point minimum (x?, x), mais ils peuvent avoir la méme tangente en (x?, xJ).
Les principales situations qui peuvent se produire sont illustrées sur la figure 2.
Puisque (x?,xD) est 'unique point minimum de f sur D, au voisinage de (x?, x9) tous
les points de D doivent se trouver du méme co6té de la courbe niveau y. On suppose
que la courbe niveau y soit orienté de telle sorte que la normale unitaire v, (0) de vy,
au point (x(l),xg) = ¢(0), pointe du méme coté de y, ou se trouve le domaine D. Deux
situations peuvent se produire :

S1 : les deux courbes frontieres I'y et I's se trouvent du méme c6té de la normale a la
courbe niveau au point (x?, xg), dans cette situation les images réciproques M -1 Ty et
M~(T,) se trouvent du méme coté de I'axe s = 0.

$2 : les deux courbes frontiéres ne se trouvent pas du méme co6té de la normale a la
courbe niveau y au point (x(l), xg), dans cette situation, les images réciproques M -1 T
et M~ 1(T'») ne se trouvent pas du méme coté de 'axe s = 0.

Raisonnons comme dans le cas de régularité de la frontiere, séparément pour chaque
courbe frontiere I'; et I'y, on voit que M~Y(T)), (i =1,2) sont définies par des fonctions
de classe €

t=pBi(s), (i=1,2). (4.69)
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Définissons
0*B;
dsk

et supposons que p; et py sont finis. Ladaptation de 'argument utilisé dans le cas de

pi=inf{keN' =N-{o}: L) #0}, (i=12) (4.70)

régularité de la frontiere, nous permet de voir que (4.58) est également vérifiée dans ce

cas, ol les bornes ¢; (1) et 2 (u) de I'intégrale sont de la forme
1 1
q)l(u):c/n(u"l) et <pz(u)=c!>z(uP2), (4.71)

¢, et ¢, étant des fonctions de classe €°°. Toutefois, dans ce cas, il n'y a pas de relation

entre @1 (u) et @2 (1) comme dans (4.64). A partir de (4.71), nous pouvons écrire

p ¢ (”%)

I()L)~f[ f éds]e_’l”du
0 "

2
()
p P
:f@1(u%1)e_’1”du+fQZ(uP_IZ)e_’I”du
0 0

0
z— ®(2) = f G(s,z")ds
$1(2)
$2(2)

z— Dy(2) = f G(s,z")ds.
0
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(ah py=p=1

) p=1:p,=1

(e} p,=1:p.>1

Figure 2. Ici est illustré dans le plan (s, ) les principales situations qui peuvent se
produire dans le cas ou1 la frontiére 0D de D est constituée de deux courbes
frontiéres I'; et I',. A droite, sont représentés les situations o1 I'; et I', sont du
méme coté de la normale a la courbe niveau y au point (x(l), xg) et a gauche les autres

situations. Lensemble Q,, 5 est montré ici en gris.
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Comme dans le cas de régularité de la frontiere, le lemme de Watson nous permet d’ob-

tenir le résultat suivant.
Théoreme 4.2.9. Sous les hypotheses de cette section, nous avons

& 1 (L

I~y of (O)F(— + k)/l (7+#)
k=1 p1
& 1 (L
+Y OPOr(—+kJA (744,

k=1 p2

ot le premier terme est de l'ordre
A (s ) _

Par rapport aux travaux antérieurs qui n’avaient considéré le probleme que dans le cas
d’'un point angulaire, la méthode décrite dans cette section nous permet de résoudre le

probléme pour toutes les situations qui peuvent se produire relativement a la position

des deux courbes frontieres I'; et I's.

4.2,7 Calcul du terme principal

Dans cette section, nous décrivons une méthode pour calculer en fonction des
données initiales du probleme, le premier terme du développement asymptotique construit
dans le présent chapitre. Nous commencons par le lemme important suivant, qui nous
permettra de calculer la dérivée % (0) de la fonction g (cf. (4.36)) en fonction des don-

nées initiales du probléme.

Lemme 4.2.2. Soit x1 — X2 = h(x;) une fonction de classe €°° d’'une variable réelle,

définie sur l'intervalle [—a, al(a > 0), pour laquelle il existe un entier p = 2 tel que

Ay #0 e @(0)—0 (4.72)
dxf dx{C ’ '

pour tout 0 < k < p. Considérons la transformation tubulaire M : (s, t) — (x1, x2) définie

dans 4.32), ot ici la courbey est le graphe Cy, de la fonction h.

Sous les hypotheses ci-dessus, les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Si on définit les fonctions @ et p comme suit

@:[—a,al 3 x; — @(x1) = (x1, h(x1))
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([ an
a3 — ot = [ (14 (510 ac,
0

&o(-a),p@] 35— E(s) = (@op™h)(s)

et

alors

est une paramétrisation de la courbe y par sa longueur d’arc et ¢(0) = (0,0).
2. Au voisinage du point (x;,x2) = (0,0), I'axe x» = 0 est représenté dans les coordon-

nées (s, t) par une fonction de classe €°°, s — t = (s), ou

dpﬁ(O)——dph(O) et d—k'B(O)—O (4.73)
dsP" "~ dxp dsk '

pour tout0 < k < p.

Démonstration.

1. Il est facile de vérifier que
déy 2 (dé2. 2
(E(S)) + (d—S(S)) =1.
2. Un point (x1, xp) appartient a I’axe x, = 0 signifie que
d¢y

X2(s, 1) =¢&2(8) + t——(0) = 0.
ds

D’ot, par le théoréme des fonctions implicites, au voisinage de (x?,x‘z)) = (0,0), 'axe
Xp = 0 est défini par une fonction de classe €*°, t = B(s). A partir de la définition de

t(x1, x2), il est facile de voir que
dh 2
2_ 2 2 an
B9? == (G ()| 1+ SGI0) ] (4.7)
pour x; assez petitet (s, t) = M1 (x1,0).

&1(s)
s= f \/ 1+ (%(x))zdx.

0

D’autre part, de

Ona

¢1(s)=s+o0(s), (s—0). (4.75)
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par conséquent (4.74) - (4.75) et (4.72), donnent

, 1 dPh
B(s) [ﬁd 0)s [1+o(s)] 1+ 0(s)?]
1 dPh
— _ P
= [p!d 0)s ] [1+0(s)].
il en résulte
dpﬁ ﬁ

(0)\ (0)\ “Z0=

F
pour tout k < p. La preuve du lemme est terminée en remarquant que les dérivées
dsp (0) et dph 7 (0) sont de signe opposé.

O

Nous sommes maintenant en mesure d’exprimer explicitement, dans le cas de ré-
gularité de la frontiere, le terme principal en fonction des données initiales du pro-

bleme.

Théoreme 4.2.10. Considérons la situation o la courbe frontiere dD de D est de classe
€ au point minimum (x?, xg). Nous pouvons, en utilisant des changements successifs
de coordonnées, supposer que le point minimum est (0,0), la frontiere du domaine d'in-
tégration D coincide dans le voisinage de (0,0) avec l'axe x; = 0, et le développement de

Maclaurin de la phase f est de la forme
frox1 + fiixixe + f02x§ +..., (4.76)
avec fig # 0 (voir par exemple ([23], $4) ou (|34], Ch. 8, §7)). Si on pose
p=inf{peN"=Ny: fo, # 0}

et on suppose que p est fini.
Alors, nous avons l'expression explicite suivante du terme principal en fonction des don-

nées initiales du probleme :

2g(x%,x0) = 11 xr(l+1)/1‘(%“). (4.77)
Jfopfio

Démonstration.
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Nous écrivons
f(x1,%2) = fioxi [1+ P(x1, x2)] + fopxh [1 4 Q(x1, x2)],
ol P(x1, x2) et Q(x1, x2) sont des fonctions de classe €°°, et
P(0,0) =Q(0,0) =0.
On considere ensuite les nouvelles coordonnées
1
u=x1[1+P(x1,x2)], v=2x2[1+Q(x1,x2)]".

Ainsi
0(x1, x2)

el =1
3w v) 0,0)
et

F(u,v) = fiou+ fopv”,

ol F(u, v) est la transformée de f(x1, x2).
Evidemment,

v— (h(v),v): h(v) = (—%v”)
10

est une paramétrisation de la courbe niveau F(u,v) = 0 a travers la transformée du
point minimum (x?,x‘z)) (c’est-a-dire, a travers le point (0,0) dans le plan (u, v)). Lex-
pression est finalement obtenue en remplacant dans %(0) par p!% et
(VF (&, x9).v,(0)) par fio.

O

Pour une vérification, remarquons que est en accord avec I'expression du pre-
mier terme du développement (11.3) dans le livre de Wong ([46], p. 468), dérivée de la
méthode de Jones et Kline [23].

La méthode ci-dessus pour calculer le premier terme en fonction des données initiales
du probleme décrite dans le cas ol la frontiére 0D est de classe €°° au voisinage du
point minimum (x(l), x(z)), peut-étre également adapté pour le cas ou la frontiere 0 D n’est
pas de classe €*° au point minimum (x(l), xg). Cependant, pour telles situations, il faut

faire les constructions pour chaque fonction ; et 8, dans (4.69), séparément.
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4.2.8 Conclusion et exemples

1. Dans le cas ou la phase f a plus d'un point minimum sur la frontiere, les contri-
butions dominantes au développement asymptotique de l'intégrale (A1) proviennt des
points de plus haut contact entre la courbe frontiere et la courbe niveau de la phase.
Lestimation d’ordre ﬂt‘%, rencontrée dans la littérature, correspond au cas particulier
ou I'ordre de contact est un.

2. La méthode décrite dans le présent chapitre permettra de résoudre complete-
ment le probleme dans le cas ot la phase f et la frontiere 0D sont analytiques au voi-
sinage du point minimum (x(l’,xg). Ceci est di au fait que, dans une telle situation, p
dans (4.38), est un nombre entier fini.

3. Le cas de non-régularité de la frontiere, étudié dans la section (4.2.6), n'a été
examiné dans la littérature que dans la situation d’'un point angulaire. Tandis qu’ici, le
probleme est résolu quelle que soit la position relative des deux courbes I'y et I',. En
outre, comme pour le cas de régularité de la frontiere, le probleme est complétement
résolu sila phase f etles deux courbes frontieres I'; et I', sont analytiques au voisinage
du point minimum (x?, xJ).

4. Nous concluons ce chapitre avec des exemples simples.

a- Cas de régularité:
1- Soit D = {(x1,x2) : =1 < x1 < 1,0 < xp < 1}, f(x1,X2) = cosx; sinx, + X5 x] + X7 + x5 et
g =1 alors le théoreme donne
I(A) ~ f A (5
k=1
avec Ay = 21“(%).
2- Utilisant toujours le domaine D = {(x1, x2) € R*|-1 < x; <1, 0 < x2 < 1} etla fonction

g =1, on pourrait remplacer x‘l1 dans I'expression de f(x, x2) par exemple par
(1-cos xl)z, ou 1-cos(l—-cosx;), ou 1-cos(x;—sinx;), ou (x;— sinxl)z,
de sorte que la fonction f(x;, x») devient

f(x1,Xx2) = cosxy sinxy + xg(l — COSXl)Z +(1- cosx1)2 + xg
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ou
f(x1,x2) = cos xy sinx; + xg(l —cos(l —cosxy))+ (1 —cos(l—cosxp)) + xg
ou
f(x1,Xx2) = cosxy sinxy + xg(l —cos(x; —sinxp)) + (1 —cos(x; —sinxy)) + xg’
ou

f(x1,x2) = cosx; sinx; + xg(xl — sinx1)2 +(x1— sinx1)2 + xg

respectivement. Il est clair que (1 — cos x1)% et 1 —cos(1 — cosx;) se comportent locale-
ment comme x‘f, tandis que 1 — cos(x; —sinx;) et (x; —sin x1)2 se comportent comme
x?. Si on examine la fonction

p1(x)=(1- cosx)z,

ona
dgi (x) d?@1 (x) A3 (x) d* ¢ (x)
(Pl(x)| :OZL :(p—l :(p—l :0, (p—l >0,
X dx 1x=0 dx? |x=0 dx3 lx=0 dx* lx=0
ce qui est analogue au cas
4 dx* azx* a3 x* d*x*
X | = — = = =0, > 0
=0 dxlx=0 dx2lx=0 dx3 lx=0 dx? 1x=0
Si on pose
@2(x) =1-cos(l —cosxy),
ona
dgs(x) . .
P2(x)|,_ =0, o ‘x:O = [sin(1 —cos x) -sinx]| _, =0,
d? d
(p—Z(x) =— [ sin(1 — cos x) -sinx] = cos(1 — cos x) - sin® x + sin(1 — cos x) - COS X,
d x? dx
donc
d* s (x) —0
dx? lx=0

en continuant le calcul, on a

d* 3 (x) . .3 . . .
T:—sm(l—cosx)-sm x+3cos(l—cosx)-sinx-cosx—sin(l —cosx)-sinx,
X
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et donc
Bprx)|
dx3 x=0 N
Maison a
d*q, (x
_;p;i ) = —cos(1 —cosx)-sin* x — 6sin(1 — cos x) - cos x - sin® x+

2 2

+3cos(l —cosx)-cos“x—4cos(l —cosx)-sin”“x—sin(l —cosx)-cosx

et donc
de(x)| 3

dx* lx=0
En résumant, les fonctions x*, @1 (x) et ¢, (x) sont nulles au point x = 0 et leurs dérivées
premiere, seconde et troisieme s’annulent au point x = 0, tandis que leur dérivée qua-
trieme est strictement positive. Donc le développement asymptotique de I(A) prend la

forme

I~ a5
k=1

ol Ag = 2r(§).

Aussi, Si on fait le calcul, on trouvera que les fonctions x5 ¥1(x) =1 —cos(x —sinx)
et Yo (x) = (x; —sin x1)? sont nulles au point x = 0 et leurs dérivées premiere, seconde,
troisieme, quatrieme et cinquieme s’annulent au point x = 0, tandis que leur dérivée
sixieme est strictement positive. Donc le développement asymptotique de (1) prend

la forme

1~y a5
k=1

oll Ag = 21“(%).

b- Cas de non-régularité :

1- Soient 0 < n < m deux entiers D = {(x1,%2) : 0 < x; < 1, x]" < xp < x]'}, f(x1,%2) =
X2+ x7x; et g=1.

Alors le théoréme donne

1)~y A~ G 4 ¥ pa-(iek),
k=1 k=1
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1
ol le terme principal est d’ordre )L'(ﬁ”).

2- Utilisant le méme domaine D = {(xl,xz) t0<x <1, x{" <Xy < x?}» la fonction
flx,x) = gix5+x3xsetg=1.

Alors le théoreme (4.2.9) donne

1)~y A G 4y pa-(iek),
k=1 k=1

1
ol le terme principal est d’ordre A_(ﬁ“).
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Chapitre 5

Application a un probleme du temps de
sortie

On considere le probléme suivant, d'une perturbation d’'un systeme dynamique en
trois dimensions (x = (x1, X2, xg)) sur un domaine borné, par une petite perturbation

aléatoire (voir [37], Ch7, §7.4).

dx

- d

o7 b(x) (5.1)
dx. =b(x)dt+eo(x)dw(r), (5.2)

ou1 Q est un domaine borné dans R3, w(t) est le mouvement Brownien en trois dimen-
sions, b(x) est un champ de vecteurs, o(x) est la matrice de diffusion, et € # 0 est un
petit parametre réel. Etudions le probleme du développement asymptotique en € de
la distribution de probabilité p.(x, y) des points y sur la frontiere 0Q de Q, ol les tra-
jectoires x. du systeme perturbé (5.2), partant de x € Q, quittent Q. Dans le cas ou le
systeme déterministe a un point d’équilibre stable, par le moyen d'une technique
de perturbation singuliere, il a été démontré que, pour une fonction test f définie sur

la frontiere 0Q de Q,

&
I

liiréff(y)pg(x,y)dy
00

(5.3)

Il
g

9
[ eZwob.vdQ,
Glo)
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ol les fonctions ¢ et wy sont liées au probleme en question, v est la normale unitaire
extérieure a 0Q, et dQy est I'élément de surface de 0Q2 (voir [37], page 174, formule
(7.4.16)). Toujours dans le méme livre, les expressions de la limite Cy sont données dans
certains cas liés au type de 'ensemble des points de Q2 ou ¢ atteint son maximum
(formules (7.4.22)-(7.4.24), pp 175-176).

Ici, nous allons donner une nouvelle expression de la limite Cy, extraite de I’article [7]
de Benaissa et Benlahcene.

En effet, supposons que I'’ensemble des points y dans Q2 ol f atteint son maximum
est une courbe simple de Jordan, et supposons qu’il existe un entier r = 2 tel que, pour

chaque point A dans v, il existe des coordonnées locales de 0,
R*> 03 v=(vy,v2) — x(v)

= (x1(v1, v2), X2 (v1, 12), x3(V1, 12))
eUNOQ R’

Au voisinage du point A, telles que

o a"

S w1, v)| +| S w1, 12)| #0,

0

o (V1 12) =0 (5.4)

pourtout x(vi,v2)ey,i=1,2 et k<r.

Ici O est un ouvert de R?, U un ouvert de R3, et A € U n 0Q. Parce que 0Q) est une
surface lisse dans R3, sans perte de généralité, on peut supposer que les coordonnées

(y1,¥2, y3) de 'ensemble ouvert U dans R3 sont telles que (v, v2) = (y1, y2) et
03 (v1,12) — (11,12,0) € UNOQ (5.5)

est une paramétrisation de U n 0Q). Exprimée en coordonnées (v;, v»), la partie y n U
de la courbe vy, contenue dans U, est une courbe simple dans un ouvert O € R2, avec
ses deux extrémités sur la frontiere 00 de O.

La condition et la formule (3.5) dans [7] fournissent donc des approximations

asymptotiques locales pour les intégrales de (5.3), et la compacité de la courbe assure
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la validité de ces approximations sur toute la frontiere 0Q2 de Q.

Par I'utilisation de ces approximations, on obtient I’expression suivante de C.

/ Lgofb'v Tdy

() )

Y ((00)7 (or6)7)2
ar | T\

dy étantI’élément de la longueur de la courbe y. En particulier, la mesure

DN —|

f_,lir%fp(x,y)fdaﬂ
£—
0Q

sur 0X) est concentrée sur la courbe y.
Dans (5.5) on peut supposer que v; est la longueur d’arc de la courbe y (voir [34], Ch
IV, §23), et alors (5.6) prend la forme

f W()fb. v d'}/

(k)
C() = LUUZT (57)
J—=Tdy

o)
ovy

Notons que les formules et sont obtenues sous la condition qui n'est

vérifiée que dans la situation o1 'ordre d’annulation des dérivées normales de ¢, par

rapport a la courbe y, est constante (= r) sur la courbe y. Sila condition n'est pas

satisfaite, alors, comme démontré a la section 4 dans [7], le développement asympto-

tique uniforme peut étre utilisé pour étudier le probleme.
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Résumé

Dans cette thése, on s'intéresse a I'étude du développement asymptotique des intégrales de type
de Laplace dans le cas bidimensionnel. Le choix du sujet est motivé surtout par son intervention dans
la résolution de beaucoup de probléemes physique et mathématiques.

Dans les deux premiers chapitres, nous exposons des préliminaires et quelques notions de base,
ou on explique le concept du développement asymptotique au sens de Poincaré et la généralisation
naturelle de ce concept par d’autres mathématiciens.

Le troisieme chapitre est consacré a deux outils fondamentaux, le lemme de Watson qui concerne
des intégrales de Laplace et la méthode de Laplace qui s’applique a une classe plus générale
d’intégrales, a savoir les intégrales de type de Laplace.

On estime que les plus importants résultats originaux de cette thése se situent au niveau du
guatrieme chapitre. Dans ce chapitre on propose une nouvelle méthode pour construire des
développements asymptotiques des intégrales doubles de type de Laplace dans le cas de points
minimaux frontaliers, non stationnaires pour la phase. Cette nouvelle méthode résout complétement le
probléme dans le cas analytique. L'importance de notre méthode est contrastée par le fait que, a
notre connaissance, tous les travaux antérieurs ne résolvent le probléme que dans le cas tres
particulier correspondant a la situation ou la restriction de la phase a la frontiére n’est pas dégénérée.

On termine notre thése par un exemple d’application a un probléme de sortie d’'un systéme
dynamique perturbé par un bruit aléatoire.

On note que les principaux résultats de cette thése ont été publiés dans un article de
« Proceedings of the american mathematical society ».

Abstract

In this thesis, we are interested in the study of the asymptotic expansion of Laplace-type integrals.

In the first two chapter, we present some preliminaries. In particular, we talk about the concept of
the asymptotic expansion in the sense of Poincaré and the extension of this concept by other
mathematicians.

The third chapter is devoted to Watson’s lemma which is applied to Laplace’s integrals and the
Laplace’s method which is used to study the asymptotic expansion of Laplace-type integrals.

Our main contributions in this thesis are contained in the fourth chapter. After talking about the
main methodes used to approximate two-dimensionnal Laplace-type integrals, we propose a new
method to solve the problem in the case of non-stationary minimum points of the phase, located on the
boundary of the domain of integration. Unlike the previous works, This method solves the problem in
more general cases and with less conditions.

We finish this thesis by an example of application, where is investigated the asymptotic behaviour
of the exit time for a random dynamical system.

Note that the main results of the thesis were published in an article in

« Proceedings of the american mathematical society ».
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