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Abstract

Because of its high nonlinearities, multivariable and high coupled dynamics the induction motor 
requires much more complex methods of control. Nowadays, as a consequence of rapid advances in 
different technology domains, the indirect field-oriented-control (IFOC) method is widespread used in 
high performance induction motor drives. The idea with IFOC is to relate both stator and rotor 
variables to a synchronously rotating frame that moves with the rotating magnetic field. Therefore, 
the accurate knowledge of the rotor flux position is needed. Its calculation is directly related to the 
rotor time constant, which, in realistic situations, can vary due to rotor heating during normal 
operation or varying flux level. Beside these parametric uncertainties, different other ones, such as 
external load disturbances, unmodeled or neglected dynamics and nonlinearities have influence on 
the performance of IFOC control.

To deal with such problems, and guarantee robust stability and an acceptable performance level, 
some of these uncertainties must be taken into account in the control design procedure.  Hence, the 
principal aim of this thesis is the synthesis and the implementation of controllers based on the robust 
H∞ approach for field-oriented control of the induction motor.

Robust stability and performance of the proposed system control are analyzed via some simulation 
results using tools, such as, linear fractional transformation (LFT) and structured singular value (µ).
The synthesized controllers are tested, their behavior is observed and experimental trials are realized 
on a test bench with the Matlab/Simulink/dSPACE   environment in order to validate the proposed 
control scheme.

Keywords:
Induction motor, Indirect field oriented control, IFOC, H∞ robust control, µ-analysis, 
Matlab®/Simulink/dSPACE®   environment.
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Résumé

En raison, des  dynamiques non linéaires, multivariables et fortement couplées, le moteur à induction 
exige des algorithmes de control extrêmement complexes. Actuellement, la méthode de commande 
indirecte par orientation du flux (IFOC), largement utilisée dans les systèmes d'entrainement du 
moteur à induction à haute performance, a été la conséquence des avancées rapides dans différents 
domaines technologiques. L'idée de l'IFOC est d'exprimer les variables statoriques et rotoriques dans 
un référentiel synchrone lié au champ tournant. Par conséquence, la méthode nécessite la 
connaissance précise de la position du rotor, dont le calcul est directement lié à la constante de temps 
rotorique, qui, dans les situations réalistes, est tributaire des changements de températures ainsi que 
de l'état magnétique de la machine. Ces incertitudes ainsi que d'autres, telles que les perturbations 
externes de charge, des dynamiques non modélisées ou négligées et les non linéarités ont une 
influence sur la performance de l'IFOC.

Afin de faire face à ces problèmes, et garantir la stabilité robuste et un certain niveau de performance 
acceptable, certaines de ces incertitudes doivent être prises en compte dans la synthèse de 
contrôleurs. Par conséquent, l'objectif principal de cette thèse est la synthèse et l'implémentation des
contrôleurs  en se basant sur l'approche robuste H∞, pour la commande vectorielle du moteur à 
induction.

La stabilité robuste et la performance du système de commande proposé, sont analysées via quelques 
résultats de simulation en utilisant des outils tels que la transformation fractionnelle linéaire (LFT) et 
la valeur singulière structurée (µ). Les contrôleurs synthétisés ont été testés, leur comportement a 
été observé et des essais expérimentaux ont été réalisés sur un banc de test avec, un environnement 
Matlab/simulink/dSPACE, dans le but de valider le schéma de commande proposé.

Mots-clés:
Moteur à induction, Commande indirecte par orientation du flux, IFOC, Commande robuste H∞, µ-
analyse, Environnement Matlab®/simulink/dSPACE®.
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ملخص

.التعقیدیتطلب أسالیب تحكم غایة فيذو الحثالمتغیرات و كذا التزاوج بین الدینامیكیات، فإن المحرك اللاخطیة الفائقة و تعددبسبب
،  (IFOC)بتوجیھ التدفق غیر المباشر نظام التحكم أصبح، و بفضل  التقدم السریع في مختلف میادین التكنولوجیا، الوقت الحاضرفي 

على فكرة تمثیل متغیرات كلا من الساكن و الدوار IFOCتعتمد . ذات الأداء العاليلسواقة بمحرك ذو حثلأنظمة واسع الاستعمال في 
حساب ھذه الوضعیة .الدوارتدفق ھذه الطریقة تحتاج إلى معرفة دقیقة لوضعیة لذا فإن . مع الحقل المغناطیسيیدورفي معلم متزامن 

الحرارة و كذا بالحالة المغناطیسیة ةج، بتغیرات درالواقعیةیتعلق، في الوضعیات بالثابت الزمني للدوار و الذي امباشرارتباطا مرتبط 
ھا تأثیر في أداءل،غیر المنمذجة أو المھملة و اللاخطیةتالدینامیكیاالخارجیة للحمل، كالاضطراباتھذه الارتیابات و غیرھا، .للآلة
  .IFOCالـ تحكم

  
تؤخذ بعین الاعتبار یجب أن الارتیاباتھذه و مستوى أداء مقبول، فإن بعضا من المتینكي نعالج ھذه المشاكل و نضمن الاستقرار 

،∞Hالمتینةبالاعتماد على الطریقة. و تطبیق مضبطاتتصمیممن ھذه المذكرة ھو الرئیسلھذا فإن الھدف .نظام التحكمعند تصمیم 
  .الشعاعي في المحرك ذو الحثالتحكممن أجل 

  
الخطیةةالتحویلات الجزئیباستعمال أدوات مثلبعض نتائج المحاكاة  لمن خلا، تمحالاستقرار و أداء نظام التحكم المقترمتانةتحلیل

(LFT) القیمة المنفردة المركبة و.(µ)و اختبار مقعد ضمنالمصممة و لوحظ تصرفھا و أجریت تجارب عملیة المضبطاتتاختبر

  .صلاحیة مخطط التحكم المقترحبغرض إظھارMatlab/simulink/dSPACEبیئة  
  

  :كلمات مفتاحیھ
  ®Matlab®/simulink/dSPACE، بیئة µ-التحلیل، ∞H، تحكم متینIFOCمحرك ذو حث، تحكم غیر مباشر بتوجیھ التدفق، 
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Acronymes, Notations et Symboles

Acronymes

BF Boucle Fermée
BIBO Bounded-Input, Bounded-Output
BO Boucle Ouverte
CB-PWM Carrier Based PWM
CMOS Complementary Metal Oxyd Semiconductor
DC Direct Current
DFOC Direct Field Orientation Control
DPD Demi Plan Droit
DSP Digital Signal Processor
FMI Famille de modèles incertains  
Fmm force magnétomotrice
FOC Field Orientation Control
FTBF Fonction de Transfert en Boucle Fermée
FTBO Fonction de Transfert en Boucle Ouverte
GTO Gate turn-off Thyristor
GUI Interface graphique  d’utilisateur (Graphical User Interface)
IFOC Indirect Field Orientation Control
IRFOC Indirect  Rotor Field Orientation Control
IGBT Insulated Gate Bipolar Transistor
IP Intégral proportionnel
LFT Linear Fractional Transformation
LTI Linéaire et Invariant en Temps (Linear Time Invariant)
MI Moteur à Induction
MIMO Plusieurs entrées, plusieurs sorties (Multi-Input, Multi-Output)
MLI Modulation de Largeur d’Impulsion
NP Nominal Performance
NS Nominal Stability
PC Personnal Computer
PI Proportionnel Intégral
PWM Pulse Width Modulation
RP Robust Performance
RS Robust Stability
SISO Single-Input, Single-Output
SSV Structured Singular Values
SVD Singular Values Decomposition
SV-PWM Space vector PWM
TTL Transistor Transistor Logic

Notations
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inf . infimum

 det . déterminent

H Espace des matrices rationnelles  propres et stables

dim x Dimension d’un vecteur

 Ric  Equation de Riccati

 corps des nombres réels
 corps des nombres complexes

TA matrice transposée de la matrice  A
*A matrice transposée conjuguée de la matrice  A

 rang A Rang de la matrice A

sup . supremum

.diag matrice bloc-diagonale 

. norme Euclidienne

.


Norme H infini

 , ,s s sa b c Système d’axes du stator

 , ,r r ra b c Système d’axes du rotor

 ,  Système d’axes biphasé fixé au stator

 ,d q Système d’axes biphasé mobile

,s r Indices respectifs du stator et du rotor 

Symboles

Chapitre 1

ad L’angle de Park  rad

 L’angle entre l’axe du stator et l’axe du rotor  rad

, ,sa sb scv v v Tensions de phase statoriques  V

, ,sa sb sci i i Courants de phase statoriques  A

, ,sa sb sc   Flux  statoriques  Wb

, ,ra rb rcv v v Tensions de phase rotoriques  V

, ,ra rb rci i i Courants de phase rotoriques  A

, ,ra rb rc   Flux rotoriques  Wb

rR Résistance rotorique  
sR Résistance statorique  
srR Résistance équivalente statorique et rotorique ramenée au stator  
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 Vitesse mécanique de rotation  rad s

emT Couple électromagnétique  N m
J Moment d’inertie des parties tournantes 2kg m  
p Nombre de paires de pôles

LT Couple de charge  N m

 sL Matrice d’inductances statoriques  H

 srM Matrice d’inductances mutuelles stator-rotor  H

 rL Matrice d’inductances rotoriques  H

srm Valeur maximale  des inductances mutuelles stator-rotor  H

 P  Matrice de transformation directe de Park

 1P  Matrice de transformation indirecte de Park

 Position du rotor  rad

 Vitesse électrique du rotor p    rad s
* Vitesse de référence  rad s

s Pulsation statorique  rad s

r Pulsation rotorique  rad s

sdv Tension statorique d’axe d  V

sqv Tension statorique d’axe q  V

sdi Courant  statorique d’axe d  A

sqi Courant  statorique d’axe q  A

sd Flux statorique d’axe d  Wb

sq Flux statorique d’axe q  Wb

sl Inductance propre d’une phase statorique  H

rl Inductance propre d’une phase rotorique  H

sm Inductance mutuelle entre deux phases statoriques  H

rm Inductance mutuelle entre deux phases rotoriques  H

rdv Tension rotorique d’axe d  V

rqv Tension rotorique d’axe q  V

rdi Courant  rotorique d’axe d  A

rqi Courant  rotorique d’axe q  A

rd Flux  rotorique d’axe d  Wb

rq Flux  rotorique d’axe q  Wb

sL inductance cyclique statorique  H
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rL inductance cyclique rotorique  H

mL Inductance mutuelle rotor-stator  H

 Coefficient de dispersion de Blondel
f Coefficient de frottement visqueux  SI

s constante de temps statorique  s

r constante de temps rotorique  s

mx Onde porteuse (de modulation)

mf Fréquence de l’onde de modulation

réfx Fréquence de l’onde de référence

comx Signal de commutation

r Flux rotorique  Wb

s Position du flux rotorique sur l’axe d  rad
*
r Flux de référence  Wb

nom Flux nominal  Wb

nom Vitesse nominale  rad s
*

emT Couple de référence  N m
*
sdi Courant de référence de  l’axe d  A
*
sqi Courant de référence de  l’axe q  A

,pi iiK  Paramètres du contrôleur PI de courant

,pv ivK  Paramètres du contrôleur PI ou IP de vitesse

n Pulsation naturelle non amortie  rad s

 Amortissement

répt Temps de réponse  s

Chapitre 2

 x t Vecteur d’état

 , , ,A B C D Réalisations d’état du système linéaire

 u t Vecteur d’entrée

 y t Vecteur de sortie

 X s Transformée de Laplace de  x t

nI Matrice identité de dimension n

 K s Contrôleur

 r t Signal de référence

 y t La sortie à asservir
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 t Erreur réelle de suivi de référence

 u t Signal de commande

 id t Perturbation sur la commande

 od t Perturbation sur la sortie

 t Bruit de mesure

ijT Transfert entre le signal d'entrée i et le signal de sortie j

S Fonction de sensibilité
T Fonction de sensibilité complémentaire
KS Fonction de sensibilité
GS Fonction de sensibilité

  A j  La plus petite valeur singulière de A

  A j  La plus grande valeur singulière de A

 i A La emei valeur singulière de A

i La emei valeur propre  de A

 ,UF P K La LFT supérieure

 ,LF P  La LFT inférieure

 ,S P K Le produit de Redheffer ou produit étoile

 P s Modèle augmenté

 zwT s Transfert entre w et z

 Coefficient de coût ou indice de robustesse 

opt Coefficient de coût optimal

,H J 
Matrices Hamiltoniennes

,X Y 
Solutions de l’équation de Riccati

 ,X Y  
Rayon spectral

centralK Le contrôleur central correspondant à 0Q 

 iW s Filtres de pondération sur le emei entrée/sortie

 x t Le signal après introduction du filtre

 s Matrice d’incertitudes

,w z 
Signaux introduit pour extraire les incertitudes

 N s Système contrôlé non perturbé

M La matrice de transfert vue par l’incertitude 
 Famille de modèles incertains  FMI

 0G s Modèle nominal

a FMI (Incertitude additive)

mi FMI  (Incertitude non structurée multiplicative en entrée)

mo FMI  (Incertitude non structurée multiplicative en sortie)

 Matrice d’incertitudes structurées
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 A
La valeur singulière structurée

 inf A La borne inférieure de  A

 sup A La borne supérieure de  A

0sL La valeur nominale de  sL  H

0srR La valeur nominale de  srR  
*

1sqv tension de référence de  l’axe d  V

sLp Incertitude relative sur le paramètre sL

sL Pondération sur sL

srRp Incertitude relative sur le paramètre srR

srR Pondération sur srR

srRw ,
srRz Signaux introduits pour extraire les incertitudes sur srR

sLw ,
sLz Signaux introduits pour extraire les incertitudes sur sL
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Introduction générale 

Les entraînements électriques modernes à vitesse variable intervenant dans tous les 

domaines de l'industrie (fabrication, manutention, service…), et dans de nombreuses 

applications domestiques, doivent satisfaire de nombreuses exigences et offrir en 

particulier une excellente dynamique dans une large plage de vitesse. Les performances 

dynamiques sont très conditionnées, en termes de réglage par la qualité du découplage 

des deux paramètres de commande que sont le flux magnétique et le couple 

électromagnétique de la machine électrique utilisée [01] [02].

Le moteur à induction à cage est particulièrement séduisant, sur le plan industriel, par 

sa simplicité constructive, sa grande robustesse, son faible coût, sa faible maintenance 

et sa très bonne standardisation [03] [04]. Cependant, lorsqu'il s'agit d'en étudier une 

commande performante, il devient redoutablement complexe. Cette complexité

fonctionnelle est due à l'absence d'inducteur indépendant, aux non-linéarités, à la 

difficulté d'identification et aux variations des paramètres dépendant généralement du 

point de fonctionnement [04] [05].

Les entraînements électriques ont bénéficiés, ces dernières années, d'avancées 

méthodologiques et technologiques significatives. En effet, les progrès de l'électronique 

numérique, de l'informatique industrielle et les développements des composants de 

puissance permettent aujourd'hui de mettre en œuvre des algorithmes de commande 

inenvisageables il ya une vingtaine d’années. Plusieurs stratégies de commande ont 

ainsi été développées afin de conférer une dynamique concurrentielle au moteur à 

induction [01]. La commande vectorielle par orientation du flux rotorique (IRFOC), est 

une stratégie qui a l'avantage de permettre un découplage assez simple entre le flux et 

le couple ce qui facilite la commande de la machine [01] [06].

La synthèse d'une loi de commande est le plus souvent basée sur un modèle nominal 

simplifié. Celui-ci ne prend pas en compte toute la complexité du processus réel, car:
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 La structure du modèle est toujours une simplification de la réalité; qui, bien que 

pouvant atteindre des ordres importants, les modèles ne sont que très rarement 

complets, certaines dynamiques étant négligées, ou non parfaitement connues;

 Les paramètres du modèle sont entachés d'erreurs de mesure ou d'estimation;

 Les paramètres peuvent varier avec le temps;

 Si le modèle est la représentation linéarisée d'un système non-linéaire, le 

changement des conditions de fonctionnement modifie les valeurs des 

paramètres [07-09].

Les algorithmes de commande classiques comme le PI peuvent s'avérer suffisants si les 

exigences sur les performances ne sont pas trop strictes. Dans le cas contraire, et, pour 

satisfaire aux exigences accrues en matière de robustesse et de performance, le recours 

à des algorithmes robustes est souhaitable. La commande dite H∞ apparait alors 

comme une solution possible à ses problèmes.

Les années quatre-vingt ont été marquées par l'émergence de la notion de robustesse 

[10]. Elle fût à ses débuts une notion très mathématique avant d'évoluer vers la 

synthèse et l'analyse de lois de commande. D'une manière générale, la robustesse d'une 

commande peut être définie comme une qualité qui décrit l'invariance ou la résistance 

du comportement d'un système asservi à un certain nombre de phénomènes d'origine 

interne ou externe [06]. La théorie de la commande H∞ est initiée par Zames en 1981 et 

développée entre autres par Doyle, Glover, Khargonekar et Francis (DGKF) [10] [11]. Elle 

est aujourd'hui un axe de recherche prédominant notamment parmi les techniques 

dites "robuste". Le développement d'outils de calcul numérique a fortement contribué à 

son expansion.

Parallèlement à cette méthode de synthèse, ont été développées des techniques 

d'analyse de la robustesse. L'intérêt de la µ-analyse, telle qu'elle a été introduite par 

Doyle et Safonov, au début des années quatre-vingt , est de fournir un cadre général de 

résolution du problème d'analyse de la robustesse face à une incertitude structurée de 
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modèle contenant des dynamiques négligées et des incertitudes paramétriques. La 

marge de stabilité face à une telle perturbation est obtenue typiquement en calculant, 

soit la valeur exacte, soit un encadrement de la valeur singulière structurée et ce pour

chaque fréquence [10].

Le travail présenté dans ce mémoire porte sur la technique de commande robuste H∞

appliquée au contrôle d'un moteur à induction piloté par la commande vectorielle par 

orientation du flux rotorique. Le but est la mise en œuvre d'une loi de commande 

robuste pour la machine citée précédemment, avec comme objectifs: assurer la stabilité 

robuste face aux différentes perturbations tout en essayant d'améliorer la dynamique 

du système. L'étape de synthèse est suivie d'une phase d'analyse de la robustesse pour 

vérifier si toutes les spécifications requises sont satisfaites et contrôler a postériori les 

performances des systèmes asservis.

L'implantation et l'expérimentation en laboratoire est un objectif que nous essayons 

d'atteindre. Car l'aspect expérimental permet d'une part de valider le travail théorique 

et de simulation et d'autre part de voir concrètement l'aboutissement de l'étude et de 

faire ressortir les problèmes de mise en œuvre.

Ce mémoire est organisé en trois parties de la façon suivante:

Le premier chapitre, est consacré à la recherche du modèle de synthèse décrivant la 

dynamique de la machine en vue de sa commande par la IFOC et présente les résultats 

de simulation avec des contrôleurs conventionnels.

Le Chapitre deux évoque, dans sa première partie, la théorie fondamentale de la 

commande robuste H∞ et développe l'idée de la synthèse de contrôleurs robustes en se 

basant sur la norme H∞. Nous y avons étudié plus spécifiquement le problème H∞

standard dont le but est de synthétiser le contrôleur dynamique qui minimise la norme 

H∞  et maximise ainsi les objectifs de performance et de robustesse désirées; lesquels se 

traduisent en pratique par un modelage des matrices de transfert de la boucle fermée 
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du système asservi. La seconde partie, expose  le cadre général pour l'analyse de la 

robustesse de la loi de commande en utilisant des concepts qui ont déjà été développés 

et largement validés par les spécialistes de l’automatique. Dans un premier temps, Un 

formalisme général permettant de représenter les incertitudes de modèle est présenté. 

Puis le théorème du petit gain, utilisé pour l'analyse de la robustesse dans le cas 

d'incertitudes non structurées est énoncée. Enfin, un outil approprié d'analyse de la 

robustesse dans le cas d'incertitudes  structurées sera décrit. La dernière partie, 

présente, dans une première phase, la procédure de la synthèse des contrôleurs 

robustes par l'approche fréquentielle H∞ standard. Dans une deuxième phase, la 

robustesse de la stabilité de ces lois de commande au regard des incertitudes et des 

perturbations auxquelles le système étudié pourrait être soumis est étudiée.

Le Chapitre trois, est dédié à l'implémentation des lois de commande et à la validation 

expérimentale des résultats théoriques et de simulation.

Une conclusion générale à ce mémoire est apportée: elle fait le bilan des résultats 

obtenus et indique de nouvelles pistes d’investigation dans ce domaine.
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Chapitre 1

Modélisation Et Commande Vectorielle Indirecte De 
La Machine A Induction 

1.1 Introduction

    Le moteur asynchrone ou moteur à induction (MI), est largement utilisé dans 

l'industrie, notamment pour les applications d'entrainement à vitesse constante 

[11][12]. Il est d’une construction très simple et très robuste, sans aimant permanent ni 

balais i.e., absence totale de contacts électriques glissants, donc très peu d'usure et 

d'entretient. De plus,  et c’est un argument de taille, il est de faible coût [11][13-16].

   Avec les récents progrès, tant dans le domaine de l’électronique de puissance que 

dans celui de l’électronique numérique, on a pu envisager l'entrainement à vitesse 

variable du MI de manière efficace, ce qui était auparavant réservé au moteur à courant 

continu. Mais, à cause des dynamiques non linéaires, multivariables, fortement 

couplées, incertaines, le MI exige des algorithmes de contrôle de complexité d’autant 

plus grande que les performances globales requises doivent être élevées [05][16][12]. 

Pour pallier ces difficultés, diverses stratégies de commande pour le MI ont été 

développées afin de maitriser en temps réel le flux et le couple électromagnétique. La 

stratégie de loin la plus mise en évidence étant la commande vectorielle par orientation 
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du flux [13]. Développée en 1972 par F. Blaschke et Hasse, elle a donné lieu à des 

réalisations industrielles à partir de 1990. L'idée est bien de retrouver coté utilisateur, 

l'équivalent du moteur à courant continu à excitation séparée (sans les inconvénients) 

et d'obtenir les même performances avec le MI.

   Dans ce chapitre, tout d'abord, une modélisation dynamique classique du MI dans un 

repère biphasé, est détaillée. Ensuite, l'alimentation du MI par un onduleur triphasé de 

tension ainsi que les deux techniques de modulation de largeur d’impulsions (PWM) 

sont brièvement présentées. Puis, les principes de base de la commande vectorielle 

indirecte par orientation du  flux  rotorique, sont exposés. Enfin, afin de valider le 

modèle adopté pour le MI en boucle ouverte, et mettre en évidence les performances 

atteintes en associant des contrôleurs classiques,  une simulation numérique est 

effectuée.

1.2 Description du MI à cage

La constitution du MI est représentée par la vue éclatée de la figure (1.1):

Fig. 1.1 – Vue éclatée d'un moteur à induction à cage d'écureuil
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Le MI à cage comporte les éléments de base suivants:

 Un stator constitué d'un circuit magnétique avec des encoches dans lesquelles 

est logé l'enroulement généralement triphasé.

 Un rotor constitué par un circuit magnétique cylindrique accueillant dans ses 

encoches le circuit électrique sous forme de barres en aluminium coulée ou en 

cuivre introduites, leurs extrémités sont court-circuitées par des anneaux du 

même matériau [03][13][17].

1.3 Modélisation dynamique du MI

1.3.1 Hypothèses de travail

Le développement du modèle mathématique repose sur les hypothèses simplificatrices

habituelles, à savoir: une construction mécanique parfaitement symétrique, assimilation 

de la cage à un bobinage triphasé court-circuité, une répartition spatiale sinusoïdale des 

f.m.m, constance de l'entrefer, absence de saturation dans le circuit magnétique et 

négligence du phénomène d'hystérésis, des courants de Foucault et d'effet de peau 

[03][04][18].

1.3.2 Modélisation triphasée

1.3.2.1 Représentation spatiale

La figure (1.2) montre la représentation spatiale du MI à cage. Elle comprend un 

enroulement triphasé au stator. Le rotor est considéré comme étant équivalent à trois 

bobines identiques court-circuitées sur elles-mêmes, régulièrement déphasées de

2 / 3   radians électriques. l'angle  repère l'axe ra d'une phase du rotor par rapport à 

l'axe correspondant sa de la phase du stator [03][04][17].
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Fig. 1.2 – Représentation schématique simplifiée des enroulements statorique et rotorique

1.3.2.2 Equations électriques

Sous les hypothèses précédentes, les équations des tensions, s’obtiennent en écrivant 

la loi de Faraday, pour chacun des enroulements, en considérant la chute de tension 

ohmique [03][04][13][17][19][20]:

0 0

0 0

0 0

sa s sa sa

sb s sb sb

sc s sc sc

v R i
d

v R i
dt

v R i





       
               
              

                                              (1.1)

Comme les enroulements rotoriques, équivalents à la cage, sont en court-circuit, les 

tensions appliquées sont nulles:

0 0 0

0 0 0

0 0 0

ra r ra ra

rb r rb rb

rc r rc rc

v R i
d

v R i
dt

v R i





         
                    
                  

                                   (1.2)

1.3.2.3 Equations magnétiques

Les flux totalisés au stator et au rotor en fonction des courants sont exprimées dans le 

repère  , ,a b c par:
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Avec:

   

2 2
cos cos cos

3 3

2 2
cos cos cos

3 3

2 2
cos cos cos

3 3

T

sr rs srM M m

   

     

   

             
                       
         

    

           (1.5)

une matrice d'inductances mutuelles stator-rotor, de valeur maximale srm

En remplaçant les flux dans les équations (1.1) et (1.2) par leurs expressions respectives, 

on obtient les équations suivantes:

      s abc s s abc s s abc sr r abc

d
v R i L i M i

dt
                                              (1.6)

      T

r abc r r abc rs s abc r r abc

d
v R i M i L i

dt
                                           (1.7)

Dans lesquelles les matrices  srM    et   T

rsM    dépendent de la position du 

rotor.

1.3.2.4 Equations mécaniques du  mouvement

On associe aux équations précédentes, l'équation du mouvement exprimant la relation 

fondamentale de la dynamique des systèmes en rotation.

em L

d
J f T T

dt
                                                                      (1.8)

Où 
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d
J

dt
    est le couple d'inertie des masses tournantes

f          est le couple de frottement visqueux

LT           est le couple résistant

1.3.3 Modélisation biphasée

Au stator comme au rotor, les courants parcourant des enroulements triphasés créent des 

champs magnétiques pulsatoires triphasés dont les superpositions génèrent des champs 

magnétiques tournants. Le vecteur spatial représentant le champ tournant statorique, par 

exemple, est donné, en fonction de ses composantes, par l’expression suivante [04]:

0 2 3 4 3( )j j j
s T sa sb scH k e h e h e h                                                         (1.9)

Avec  2 3Tk  pour la conservation de la puissance instantanée.

Fig. 1.3  –  Représentation d’un vecteur spatial

Le développement de l’équation (1.9) montre que le vecteur sH possède deux 

composantes dans le plan complexe  ,  [16].

s s sH h jh                                                        (1.10)
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Cela signifie que la transformation triphasé-biphasé permet de reproduire l’état 

magnétique crée par le système triphasé au moyen d’un système biphasé équivalent 

[16].

Fig. 1.4  –  Représentation schématique du MI dans le repère biphasé

En effet, les grandeurs statoriques, respectivement rotoriques,  triphasées liées au 

référentiel ( , , )s s sa b c , respectivement ( , , )r r ra b c , décalées de 2 / 3 rad , sont 

ramenées vers les grandeurs biphasées équivalentes ( , )s sS   , respectivement 

( , )r rR   en quadrature de phase [16].

Fig. 1.5  –  Transformation triphasé-biphasé

Mathématiquement, la transformation triphasé-biphasé est décrite par la relation 

matricielle suivante [04] [16]:

1 1 2 1 2
2 3

0 3 2 3 2

a

b

c

x
x

x
x

x





                 
                                                     (1.11)

La transformation inverse permettant de revenir dans le repère triphasé s’obtient par :
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                                                            (1.12)

1.3.3.1 Transformation de Park

La transformation de Park est une opération mathématique constituée d'un passage du 

repère triphasé ( , , )a b c vers le repère biphasé ( , )s sS   suivi d'une rotation d'un 

angle ad appelé angle de Park (celui-ci peut être quelconque et dépendre du temps) 

conduisant au système, d'axes orthogonaux, ( , )T d q mobile [04][18][21][22].

Fig. 1.6  –  Transformation de Park

La transformation directe s'obtient comme suit :

 
cos sin

sin cos
d ad ad

ad
q ad ad

x x x
X P

x x x
 

 

 


 
      

                
                                             (1.13)

Où X peut représenter un courant, une tension ou un flux magnétique.

On définit également la transformation inverse [04]:

 1 cos sin

sin cos
d dad ad

ad
q qad ad

x xx
P

x xx




 


 
       

         
      

                                             (1.13.bis)

Le vecteur    , ,iX i S R T peut s’exprimer dans les référentiels ;    ,S R et  T

liés respectivement au stator, au rotor et aux champs tournants, comme suit [04]:

 
ij

iX Xe         avec       , ,i S R T                                         (1.14)
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Le changement de référentiel s’obtient en utilisant les positions angulaires de chaque 

référentiel par rapport à l’autre.

   i j                   
 i jj

j iX X e
                                          (1.15)

1.3.3.2  Modèle biphasé du MI

L’évolution des tensions, des courants et des flux est décrite par le système suivant,  

exprimé sous forme complexe [17]

     ss S s S s S

d
v R I

dt
                                                                             (1.16)

     rr R r R r R

d
v R I

dt
                                                                           (1.17)

   
 

 
j p

s ms S s S r RL I L e I                                                                    (1.18)

   
 

 
j p

r mr R r R s SL I L e I                                                                  (1.19)

1.3.3.2.1  Modèle du MI dans le référentiel ( , )T d q

La représentation du MI est schématisée à  la figure (1.7). Les axes magnétiques d et q

sont en quadrature de phase :

Fig. 1.7  –  Représentation du MI dans le repère de PARK
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Si la machine est alimentée par une source de tension, les composantes sdv et  sqv sont 

alors prises comme variables de commande et si l’on choisit, comme variables d'état,  

les composantes, dans le référentiel ( , )T d q , du courant statorique et du flux 

rotorique, le modèle mathématique de la MI s’écrit, après réarrangement de façon à 

faire apparaître le vecteur d'état choisi, comme suit [05][14][16][17][21][23]:
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Dans lequel : r
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Or :

  sd sqs TI i ji                                                                                    (1.21)

  rd rqr T j                                                                                    (1.22)

En développant, on peut décrire la machine par le système d’équations suivant [17]:
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                                       (1.23)

Ce qui nous mène au modèle de la machine, exprimé dans l’espace d’état, par :

         d
x t A x t B u t

dt
                                                        (1.24)

Avec
T

sd sq rd rqx i i            et       
T

sd squ v v      
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     (1.25)

  
1.3.3.2.2  Modèle du MI dans le référentiel ( , )S  

Le système d’équations (1.20) peut s’écrire dans le repère stationnaire ( , )S   en 

choisissant une valeur nulle pour l’ angle  ad .
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                               (1.26)

or :

  s ss SI i ji                                                                                       (1.27)

  r rr S j                                                                                     (1.28)

En développant, on peut décrire la machine par le système d’équations suivant :
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Ce qui nous mène au modèle de la machine, exprimé dans l’espace d’état, par :
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         d
x t A x t B u t

dt
                                                        (1.30)
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     (1.31)

1.3.3.2.3  Expression du couple électromagnétique instantané 

Pour une machine à p paires de pôles, le couple électromagnétique instantané 

développé,  est  exprimé dans le référentiel, ( , )T d q par l’équation [17][ [21][22]:

 m
em rd sq rq sd

r

L
T p i i

L
                                                             (1.32)

Cette expression montre explicitement le couplage entre le flux et le couple. Elle 

comporte deux non-linéarités provoquées par le produit croisé de quatre variables 

différentes [16]. 

1.4 Association onduleur – machine à induction

1.4.1 Introduction

Dans les systèmes d'entraînement industriels utilisant le MI, le réglage de la vitesse est 

obtenu par action simultanée sur l'amplitude et la fréquence en valeurs instantanées de 

la tension statorique délivrée par un onduleur de tension [03][24].
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Fig. 1.8 –   Principe d'alimentation du MI via un convertisseur de fréquence

L'onduleur triphasé de tension est un convertisseur statique assurant la conversion de 

l’énergie continue vers l’alternatif. Dans la figure (1.9) il est montré La structure typique 

d'un onduleur triphasé à deux niveaux de tension. Ce convertisseur est composé de trois 

bras, connectés chacun à une phase du moteur. Chaque bras comporte deux 

interrupteurs de puissance (transistors MOS, IGBT ou thyristors GTO selon la puissance 

et la fréquence maximale de commutation). Une diode est connectée en antiparallèle

avec chaque interrupteur (diode de roue libre). Elle permet d’assurer la continuité du 

courant lors du changement de sens de celui-ci. Les interrupteurs de chaque bras sont 

commandés, à l’allumage et à l’extinction, par des signaux de façon complémentaire

afin de ne pas court-circuiter l’alimentation continue. Pour se prémunir d’un court-

circuit intempestif, il est nécessaire d’introduire un temps d’attente à la fermeture de 

l’interrupteur, usuellement appelé temps mort.

Fig. 1.9 –   Schéma de principe d’un onduleur alimentant un MI

1.4.2  Modélisation de l’onduleur de tension
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Afin de simplifier la modélisation, on suppose que les interrupteurs et la source de 

tension continue sont parfaits. La charge est équilibrée et couplée en étoile avec neutre 

isolé. L’objectif de la modélisation est d’établir une relation entre les grandeurs de 

commande, les grandeurs de la partie alternative et de la partie continue de l’onduleur.

L’onduleur est commandé par les trois signaux logiques   , , ,iS i a b c tels que : 

 1iS  si l’interrupteur iT est passant et iT est bloqué

 0iS  si l’interrupteur iT est bloqué et iT est passant

Les tensions de sortie de l’onduleur 0 0,an bnv v et 0cnv sont, par commodité référenciées 

par rapport à un point milieu d’un pont diviseur fictif d’entrée 0n   [04].

Les tensions de phase en fonction de la tension continue et des fonctions logiques 

générées par la commande de l’onduleur, sont données par [25]:

2 1 1
1

1 2 1
3

1 1 2

an a

bn b

cn c

v S

v E S

v S

       
             
            

                                                      (1.33)

1.4.3 Commande rapprochée

Différentes techniques, pour contrôler la commutation des interrupteurs de puissance,  

ont été développées. On fait généralement appel à des techniques de modulation de 

largeur d'impulsions MLI (ou en anglais Pulse width Modulation PWM). Ces techniques 

sont multiples. Le choix dépend du type de commande que l’on applique à la machine, 

de la fréquence de modulation de l’onduleur et des contraintes harmoniques fixées par 

l’utilisateur. La modulation peut être faite par diverses approches, classiquement par 

comparaison des références à une fonction triangulaire ou à l'aide d'un calcul en temps 

réel satisfaisant un critère.
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Fig. 1.10 –   Situation de la commande rapprochée

1.4.3.1 Modulation de largeur d'impulsions avec porteuse (CB-PWM)

Le type de commande appelée, intersective ou avec porteuse, CB-PWM (Carrier Based 

PWM), est une méthode de détermination des instants de commutation des 

interrupteurs. Basée sur la comparaison d'une onde porteuse ( mx ) de forme 

triangulaire et de fréquence élevée ( mf ), avec une onde ( réfx ) de fréquence 

( réf mf f� ), qui représente la tension souhaitée en sortie. Le signal de commutation 

( comx ) est déterminé à partir d'intersection de ses deux signaux. Le principe de la PWM 

intersective Sinus-Triangle est illustré par la figure (1.11) [26][27].

          

Fig. 1.11 – Principe de la PWM intersective sinus-triangle
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1.4.3.2 Modulation de largeur d'impulsions  vectorielle (SV-PWM)

L’onduleur triphasé à deux niveaux de tension de la figure (1.9) est constitué de 6 

interrupteurs de puissance, Les différentes combinaisons des trois grandeurs logiques 

 , ,a b cS S S permettent de générer huit configurations possibles. Ces états de 

commutation peuvent s’exprimer, géométriquement, dans le plan complexe  ,  par 

huit vecteurs de tension  , 0,1, 2,3, 4,5,6,7iV i  dont deux correspondent au vecteur 

nul.

0 ( , , ) (0, 0,0)a b cV S S S    et  7 ( , , ) (1,1,1)a b cV S S S 

Les autres étant, équitablement répartis, tous les  060 .

Fig. 1.12 –  L’espace des vectrices tensions de l’onduleur triphasé

Le principe de la PWM vectorielle consiste à projeter le vecteur sV de tension 

statorique désirée, sur les deux vecteurs de tension adjacents correspondant à deux 

états de commutation de l’onduleur.

1 , 1 , 00 , 1 , 0

0 , 1 , 1 1 , 0 , 0

1 , 0 , 10 , 0 , 1

7V

1V

6V5V

4V

0V
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Fig. 1.13 –  Définition du vecteur de contrôle situé dans le secteur 1

Les valeurs de ces projections assurant le calcul des temps de commutations désirées 

correspondent à deux états non nuls de commutation de l’onduleur. Si nous notons at   

et bt ces deux temps, leur somme doit être inférieure à la période 0T de commutation 

de l’onduleur. Pour maintenir la fréquence de commutation constante, un état nul de 

l’onduleur est appliqué durant une durée  complémentaire à 0T .

Dans le but de générer les signauax pwm produisant le vecteur tournant, des formules 

doivent étre établies pour determiner les intervals de temps pour chaque secteur.

Considérons le premier secteur limité par les vecteurs 1V ,  2V et les vecteurs nuls 0V et 

7V . Pour le vecteur sV situé dans ce secteur on peut écrire :

sin( ) sin
3 3s aV V
                                                         (1.34)

sin sin
3s bV V
                                                                 (1.35)

D’où

2
sin( )

33
a sV V

                                                         (1.36)

2
sin

3
b sV V                                                                  (1.37)



1 , 1 , 0

1 , 0 , 0
7V

1 1 0 0V V

2 1 1 0V V

0V


sV

aV

bV 1S e c t e u r

6S e c t e u r
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Où  aV et  bV sont les composantes de sV alignées respectivement sur 1V et 2V . Le 

vecteur sV peut être approximé en appliquant 1V pour un certain pourcentage de 

temps at et   2V pour un certain pourcentage de temps bt sur une periode 0T .

L’addition des vecteurs donne :

  0
100 110 000 111

0 0 0

a b
s a b

t t t
V V V V V V ou V

T T T
                                      (1.38)

Ou                                 0 100 110 000 111 0s a bV T V t V t V ou V t                                       (1.39)

Avec   0
100

a
a

V
t T

V
   ,   0

100

b
b

V
t T

V
   et    0 0 1 a bt T t t  

En sibstutuant (1.36) et (1.37) dans ces équations, on trouve

100,110

1
cos sin

3
s

a

V
t

V
    

 
                                     (1.40)

100,110

2
sin

3
s

b

V
t

V
                                                       (1.41)

Avec   100 1V V    , 110 2V V ,      111 7V V      et       000 0V V

1.5 Simulation du MI en démarrage direct 
  
Dans le but de valider le modèle établi, nous présentons divers résultats de simulation 

effectuées en se servant des paramètres de la machine donnés à l'annexe A. La figure 

(1.14)  présente les résultats de simulation du processus de démarrage à vide, du MI, 

alimenté par une source de tension triphasée et par un onduleur triphasé de tension, 

suivi de l'application d'une perturbation de charge à l'instant  0.4t s et de sa 

suppression à l’instant   0.8t s .
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Fig. 1.14 –   Résultats de simulation : vitesse, courants statoriques, couple, et flux rotoriques du MI 
alimenté par le réseau triphasé  (à gauche) et par un onduleur PWM de tension (à droite)

  

Les résultats présentés ci-dessus concordent parfaitement avec les réponses 

temporelles connues du MI. On constate, pendant, le régime transitoire l'importance 

des courants statoriques, ainsi que de fortes oscillations du couple qui disparaissent 

entièrement lorsque le régime permanent est atteint. La vitesse quant à elle, suit son 

évolution quasi linéaire en subissant quelques faibles oscillations et atteint une vitesse 

proche du synchronisme ( 157 /rad s  ) avant de subir une nette diminution lors de 

l'application de la perturbation de charge. En comparant les deux ensembles de courbes 

obtenues, on constate que les résultats sont assez proches.

Pour répondre aux exigences des systèmes d’entrainement à vitesse variable et obtenir 

entre autre une bonne poursuite de vitesse, une meilleur rejection des perturbations et 
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une dynamique acceptable, l’utilisation d’une commande vectorielle est nécessaire. Elle 

peut doter la machine de nouvelles performances.

1.6 Commande vectorielle du MI 
1.6.1 Introduction

La difficulté majeure, rencontrée dans la commande de la vitesse d'un MI, réside dans le 

fait que le couple et le flux sont des variables fortement couplées, comme nous l'avons 

déjà signalé au paragraphe 1.3.3.2.3, et que toute action sur l'une d'elle se répercute sur 

l'autre [02][16][23]. Cette difficulté peut être surmontée en appliquant la technique de 

la commande vectorielle par orientation du flux qui a pour objectif de reproduire la 

quadrature entre le couple et le flux et d'arriver ainsi, à commander le MI comme un 

moteur à courant continu à excitation séparée où, l'indépendance naturelle entre la 

création du flux et la production du couple électromagnétique est manifestement une 

propriété intrinsèque fondamentale [16][23][28].

1.6.2 Principe de la commande vectorielle par orientation du flux 

La commande vectorielle par orientation du flux est basée sur un choix judicieux de 

l'angle d'orientation du référentiel tournant  ,S d q de manière à ce que l'axe d soit 

en phase avec le flux. On peut à priori orienter ce référentiel selon l'un des flux de la 

machine, à savoir le flux rotorique, le flux statorique ou le flux d'entrefer. Nous avons 

retenue le schéma de commande par orientation du flux rotorique parce que c'est le 

seul qui assure un découplage total et les équations sont plus simples [04][14][29][30].

La figure (1.15) illustre ce principe.

Fig. 1.15 – Alignement du repère (d - q) avec le flux rotorique
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Cet alignement permet l'annulation de la composante sur l'axe (q) du flux. On obtient la 

contrainte [16] [22][23]:

0rq rq

d

dt
          et      r rd                                                (1.42)    

En remplaçant dans (1.22), les équations de la machines prennent alors la forme :

2

2 2
m m r

sd s sd s r sd s s sq r
r r

L L Rd
v L i R R i L i

dt L L
   

 
     

 
                        (1.43)

2

2
m m

sq s sq s r sq s s sd r
r r

L Ld
v L i R R i L i p

dt L L
   

 
      

 
                      (1.44)

1 r
r m sd

r

L d
L i

R dt


 
  

 
                                                                                      (1.45)

0 m r
sq r s r

r

L R
i p

L
                                                                                  (1.46)

L'expression du couple électromagnétique, après la suppression de l'une des deux non-

linéarités, sera:

m
em r sq

r

L
T p i

L
                                                          (1.47)

En examinant les équations (1.45) et (1.47), on voit que le flux rotorique r est influencé 

uniquement par la composante directe sdi du courant statorique. Tandis que le couple 

est proportionnel au produit du flux r et de la composante en quadrature sqi . La 

stratégie de contrôle par la méthode du flux rotorique orienté est donc d'utiliser la 

composante directe sdi pour maintenir le flux rotorique à une valeur fixe et d'utiliser 

ensuite la composante en quadrature  sqi pour contrôler le couple,  puisqu'il devient 

parfaitement linéaire. On se retrouve en fin de compte, dans une situation similaire à 

celle d'un moteur à courant continu à excitation séparée [05][16].

En exprimant les équations (1.43) à (1.45) dans l'espace de Laplace, nous obtenons:

2

2 2
m m r

sd s r s sd s s sq r
r r

L L R
v R R L s i L i

L L
   

  
          

                         (1.48)
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2

2
m m

sq s r s sq s s sd r
r r

L L
v R R L s i L i p

L L
   

  
           

                        (1.49)

1 r
r m sd

r

L
s L i

R


 
  

 
                                                                                         (1.50)

La figure (1.16) représente la machine décrite par les équations précédentes dans un 

référentiel lié au flux rotorique.

Fig. 1.16 – Modèle du MI dans le référentiel lié au vecteur flux rotorique
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Pour que la position angulaire du référentiel tournant  ,S d q soit effectivement celle 

du champ tournant, il convient d’assurer à tout instant la relation d’autopilotage 

donnée par [03]:

sqm
s s

r r

iL
dt p dt 

 
 

      
 

                                               (1.51)

1.6.3 Découplage entrée-sortie par compensation

Dans les équations (1.48) et (1.49), nous remarquons l'existence d'un couplage entre les 

axes d et q . i.e., les tensions d'alimentation sdv et sqv influent à la fois sur  sdi et sqi

donc sur le flux et le couple comme le montre le schéma de la figure (1.16) [17][21][31].

Il est donc nécessaire de découpler les deux axes et rendre les commandes dans la 

mesure du possible non interactives. Nous avons choisies pour cela la technique de 

découplage par compensation qui consiste à introduire, à la sortie des contrôleurs de 

courant, après calcul en ligne des termes de même module mais de signe opposé à ceux 

des termes de couplage [14][17][22] [31]. Réécrivons les équations (1.48) et (1.49) de la 

façon suivante:

2

2
m

sd s r s sd sq
r

L
v R R L s i e

L


  
         

                                                    (1.52)

2

2
m

sq s r s sq sd
r

L
v R R L s i e

L


  
         

                                                    (1.53)

Avec

2
m r

sq s s sq r
r

L R
e L i

L
  
 

  
 

                                                                       (1.54)

m
sd s s sd r

r

L
e L i p

L
  
 

    
 

                                                                 (1.55)

Si on pose                         
2

2
m

sr s r
r

L
R R R

L
                                                                        (1.56)

Et                              1sd sd sqv v e                                                                                (1.57)
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1sq sq sdv v e                                                                                         (1.58)

Les équations de tension, avec les deux nouvelles variables de commande 1sdv et 1sqv , 

deviennent:

 1sd s sr sdv L s R i                                                                  (1.59)

 1sq s sr sqv L s R i                                                                 (1.60)

D’où, les transferts liant sdi et sqi aux tensions, respectivement 1sdv et 1sqv :

1

1

1
1

sd sr

sd s
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i R K

v sL
s

R


 

 
  
 

                                                                     (1.61)

1

1

1
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sq sr

sq s

sr

i R K

v sL
s

R


 

 
  
 

                                                                     (1.62)

Elles vont nous servir au calcul des régulateurs de courants.

Fig. 1.17 –   Compensation des termes de couplage et reconstitution des tensions de commande

La technique est simple et conduit à un découplage des axes, mais reste très sensible 

aux variations paramétriques de la machine, notamment la résistance rotorique.
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1.6.4 Commande vectorielle directe  et indirecte

Pour réaliser une commande vectorielle [30][23]. Il existe deux méthodes: directe et 

indirecte. Dans la méthode de commande vectorielle directe (DFOC) proposée par 

Blaschke, on effectue une régulation du flux, celui-ci peut être soit mesuré directement 

à l'aide de capteurs à effet Hall, dispositifs coûteux et fragiles, ou estimé à partir de 

mesures effectuées sur les tensions et courants statoriques en faisant appel à des 

estimateurs ou à des observateurs [02][04][23][29]. Dans la méthode de commande 

vectorielle indirecte (IFOC) proposée par Hasse, le flux n'est pas régulé mais sa position 

doit être connue avec précision [04][14][23].

Fig. 1.18 – Principe de calcul de l'angle d'orientation du référentiel tournant : (IFOC à gauche et DFOC à 
droite)

Nous nous intéressons, dans ce qui suit, à la IFOC parce qu'elle convient bien à notre 

application.

1.6.5 Organisation fonctionnelle de la Commande vectorielle  indirecte

Le schéma bloc du système de commande de vitesse du MI par la méthode indirecte est 

illustré à la figure (1.18). Les grandeurs de référence sont affectées de l'exposant (*). Les 

principaux constituants sont: la boucle externe de contrôle de la vitesse, les boucles 

internes de contrôle de sdi et sqi ,  le bloc de calcul de s , les transformations de Park 

directe et inverse et le bloc de défluxage (désexcitation) qui consiste a asservir la 

consigne du flux à la vitesse de rotation suivant la relation suivante [30] :
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                                    (1.63)

Pour des vitesses de la MI, inférieures à sa vitesse nominale, le flux de référence est 

normalement maintenu constant [23].

Fig. 1.19 – Schéma général du control par orientation du flux rotorique (IFOC)

1.6.6 Synthèse des contrôleurs classiques

Grâce à la technique de l'IFOC, le modèle non-linéaire et multivariable du MI peut être 

linéarisé et dans le cas de l'IFOC idéalisée, nous pouvons travailler avec des boucles de 

commande indépendantes. Les contrôleurs classiques comme les PI et IP peuvent alors 

être employés et donnent des performances raisonnables [23].
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1.6.6.1 Contrôleur de courant

Pour chacune des boucles de courant, nous avons choisis d'utiliser un contrôleur de type

PI dont l'action proportionnelle sert à régler la rapidité de réponse, tandis que l'action 

intégrale assure un bon suivi de la consigne. Les étapes de calculs du PI sont détaillées 

aux annexes.

1.6.6.2 Contrôleur de vitesse

Le schéma de régulation en cascade retenu nécessite, pour un fonctionnement correct, 

que la dynamique de la boucle interne soit sensiblement  plus rapide que la dynamique 

de la boucle externe. Dans ce cas le mode mécanique est séparé du mode électrique

[14]. Le couple résistant est considéré comme une entrée perturbatrice. Le schéma-

bloc du contrôleur, de type IP, de la vitesse est donné aux annexes.

1.7 Résultats de simulation

Afin d'évaluer les performances et voir l'effet  des incertitudes paramétriques ainsi que  

les perturbations de charges sur ces performances, certaines simulations ont été 

réalisées  sur la machine alimentée par un onduleur de tension  et piloté par une IFOC.

1.7.2 Démarrage à vide, application d’un couple de charge et inversion de 
rotation

Cette simulation est effectuée avec la supposition que les résistances rotoriques et 

statoriques restent inchangées, la figure (1.20), représente les résultats obtenus.   Elle

montre le comportement des grandeurs mécaniques et électriques de la MI. L'allure de 

la vitesse est apériodique. Elle montre que le système de commande assure un suivi de 

consigne sans dépassement ni erreur statique avec un temps de réponse acceptable. Les 



Chapitre 1.  Modélisation et commande vectorielle indirecte de la machine à induction                 

Page 40

perturbations de charge sont rapidement rejetées. La vitesse est donc vite rétablie. Le 

couple suit correctement la consigne. Son allure est une image du courant qui le génère.

A l'instant du changement du sens de rotation, on note un pic de couple transitoire et 

une légère perturbation au niveau des flux. Comme le démarrage à lieu à vide, les deux 

composantes sdi et sqi du courant statorique reviennent presque à zéro après le 

passage du régime transitoire. Le découplage entre le flux et le couple est maintenu. La 

composante  sdi est peu affectée. La composante rq du flux rotorique est nulle comme 

souhaitée, La composante  directe rd correspond à la consigne. On voit qu’après

établissement du flux la commande est opérationnelle.
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Fig. 1.20 –   Résultats de simulation : vitesse, courants statoriques, couple,   flux rotorique erreur de 
vitesse  

1.7.2 Variations des paramètres du MI (résistance rotorique et statorique)

La figure (1.21) montre le comportement du système de commande lors d'une variation 

brusque de 50% de  la valeur nominale de Rr et Rs . La consigne du couple étant un 

échelon. La charge est introduite à l’instant 0.8t s .
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Fig. 1.21 –   Résultats de simulation lors des variations brusques  de la résistance rotorique  et de la 
résistance statorique

On constate que les contrôleurs utilisés, bien qu’ils soient performants en régime 

dynamique et statique, sont incapables de surmonter le problème dû à la variation de la 

résistance rotorique. Ceci se manifeste par une désorientation du flux rotorique d'où la 

perte de découplage entre le flux et le couple. Cela se voit sur la figure (i).

1.8 Conclusion

    Dans la première partie de ce chapitre, le modèle dynamique adopté en vue de la 

commande du MI a été exprimé dans le repère biphasé orthogonal lié au champ 
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tournant en tenant compte d'un certain nombre d'hypothèses simplificatrices. Ce 

modèle a été présenté, par la suite dans l'espace d'état.

    Dans la deuxième partie, le modèle établit, qui est fortement couplé et non-linéaire, a 

été simplifié en l'exprimant dans un référentiel tournant en phase avec le flux rotorique 

et les principes de base de la commande IFOC ont également été présentés.

    Pour mettre en évidence cette technique de commande standard pour le MI et avoir 

un bon suivi d'une référence de vitesse et une bonne réjection de perturbations, Des 

contrôleurs classiques utilisés pour ce contrôle ont été synthétisés. Divers résultats de 

simulation ont été présentés. Ces résultats ont d'une part confirmé la validité du modèle 

adopté et d'autre part montré que le comportement du MI piloté en commande 

vectorielle est comparable à celui d'une machine à courant continu. Cependant, la 

robustesse de cette commande associée à des contrôleurs conventionnels est tributaire 

de l'évolution des paramètres de la machine. Ce qui est pertinent à la problématique de 

cette thèse. Le problème peut être traité en utilisant la méthode de commande robuste 

par H∞ présentée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 2 

Commande robuste H∞, μ-analyse et synthèse des 
contrôleurs

2.1 Introduction

   
La commande H∞ ou commande robuste multivariable est une nouvelle approche de 

l’Automatique Fréquentielle. Elle est utilisée pour la mise au point rapide de lois de 

commande robustes des systèmes linéaires stationnaires et multivariables [32]. Elle 

prend une place de plus en plus importante parmi les méthodes de synthèse de 

contrôleurs. Dans cette approche, l’un des points intéressants est qu’elle permet de 

prendre en compte, à priori et explicitement, des spécifications fréquentielles et 

temporelles du cahier des charges, qui est ainsi traduit directement sous forme d’un 

critère mathématique à vérifier. Celui-ci est formulé en utilisant la norme H∞, d’où le 

nom qu’on donne à cette méthode de synthèse [32][33]. La synthèse du contrôleur qui 

satisfasse ce critère se fait algorithmiquement par résolution du problème 

d’optimisation en exploitant la puissance de calcul des ordinateurs actuels [32].

Pour la synthèse d'une loi de commande H∞, il est pertinent d'utiliser un modèle 

relativement simple du processus. Cela a l'avantage d'aboutir à un contrôleur d'ordre 

réduit facilitant ainsi l'analyse et l'implémentation. La question de savoir si les 
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performances prévues avec le modèle de synthèse se retrouveront sur le système réel 

nécessite alors une étape d'analyse de robustesse.

Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons tout d’abord quelques outils 

nécessaires à l’approche H∞ à savoir : les fonctions de sensibilité et la norme H∞ d’un 

système linéaire. D’autres concepts de base sont détaillés dans les annexes, avant de 

décrire la méthode utilisée pour prendre en compte les différents critères et d’exposer 

la notion de problème H∞ standard et de sa résolution par l’algorithme de Glover-Doyle 

par les équations de Riccati, enfin, nous terminons par des exemples de mise en œuvre.

   
La seconde partie  s'inscrit dans la suite logique de la partie précédente. Elle est dédiée 

à la présentation du cadre général pour l’étude de la robustesse de la loi de commande 

vis-à-vis d'incertitudes, c'est-à-dire obtenir le maximum de garanties pour que la 

stabilité et un certain degré de performances soient garantis en dépit de différentes 

incertitudes, quantifiées de façon appropriées. Le formalisme des transformations 

linéaires fractionnaires (LFT) permettant de représenter un système dynamique linéaire 

incertain est présenté.  Deux types d'incertitudes y sont exposés à savoir: les 

incertitudes non structurées et les incertitudes structurées. Le théorème du petit gain 

ainsi que la valeur singulière structurée sont introduits comme étant des outils utilisés 

pour l'analyse de la robustesse et ce,  pour  les deux types d'incertitudes. Un intérêt 

particulier est porté à l'analyse de la robustesse en stabilité.

    
Dans la dernière partie, on s’intéresse à l’étape de synthèse proprement dite des 

contrôleurs. L’objectif est d’appliquer la stratégie de commande robuste H∞  au 

problème spécifique, d’une machine à induction commandée en vitesse. Nous exposons 

les résultats de l’analyse de la robustesse des lois de commande synthétisées, ainsi que

les principaux résultats des essais de simulation effectuées. 

2.2 Théorie de la commande robuste H∞

2.2.1 Concepts de base
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2.2.1.1 Fonctions de sensibilité

    Considérons le schéma typique de la configuration d'un système en boucle fermée

représenté par la figure 2.1 où  G s représente le modèle du système à commander et 

 K s le contrôleur dont le rôle est de générer les commandes à appliquer à partir des 

sorties observées et des signaux de référence [32][34-36].

  r t : signal de référence;

  y t : la sortie à asservir;

  t : l’erreur réelle de suivi de référence;

  u t : Signal de commande;

  id t : perturbation sur la commande;

  od t : perturbation sur la sortie;

  t : bruit de mesure.

Fig. 2.1 – Schéma bloc d’un système asservi

A partir de ce schéma fonctionnel complet on peut mettre en évidence un certain 

nombre de transferts, en boucle fermée, qui peuvent être intéressants à considérer. Ce 

sont des transferts entre les signaux exogènes d'entrée pouvant affecter les 

performances du système bouclé, et les signaux de commande et de sortie [37]. Pour 

cela, écrivons les relations entre les différents signaux:

 G s K sr e u

id od

y
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i or d i d os T r s T d s T d s T s                                              (2.1)

         
i ory d y i d y o yy s T r s T d s T d s T s                                         (2.2)

         
i oru d u i d u o uu s T r s T d s T d s T s                                           (2.3)

La notation  ijT s indique le transfert entre le signal d'entrée i et le signal de sortie j .

Dans le cas d'un système SISO, quatre transferts différents sont nécessaires pour décrire

complètement le système bouclé. Ils s’écrivent en fonction de K et G de la façon

suivante [33]:

      1
1rT s K s G s


                                                    (2.4)

          1
1ryT s K s G s K s G s


                               (2.5)

        1
1ruT s K s K s G s


                                         (2.6)

        1
1

id yT s G s K s G s


                                        (2.7)

Et sont désignés, respectivement par: S ,T , KS et GS . Les deux premiers sont appelés,

respectivement, fonction de sensibilité et fonction de sensibilité complémentaire du fait 

qu'ils représentent la sensibilité des grandeurs du système face aux signaux de 

perturbations exogènes [37]. La figure (2.2) illustre toutes ces fonctions de sensibilité.

Fig. 2.2 – Les différents transferts en boucle fermée
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2.2.1.2 La norme H∞ d’une matrice de transfert

Soit   m nH s  la matrice de transfert d’un système LTI multivariable et stable. On 

définit sa norme H∞ comme étant le supremum de la plus grande valeur singulière de 

 H j [09][34][38-42]:

    sup
R

H s H j


 


 
                                                     (2.8)

Dans le cas d’un système SISO, l’expression (2.8) devient:

   sup
R

H s H j





 
                                                             (2.9)

 


sH est alors la valeur la plus élevée du gain  du système.

  
2.2.2 Cadre général de synthèse du contrôleur  H∞

2.2.2.1 Introduction

Considérons une structure d’interconnexion en boucle fermée quelconque dans laquelle 

on note par [41][43]:

 w le signal comprenant toutes les entrées exogènes qui affectent le système 

sans être influencées par le contrôleur. Ile peuvent être des consignes, des 

perturbations et des bruits de mesure.

 z    le signal de sortie comprenant les signaux d’erreur à contrôler.

 y le signal comprenant les sorties mesurées disponibles pour élaborer la 

commande.

 u   le signal de sortie du contrôleur.

Sont inclus dans z et w tous les signaux sur lesquelles portent des spécifications 

de synthèse.

L’interconnexion en boucle ouverte est alors représentée par la figure (2.3) 

Fig. 2.3 – Le modèle généralisé

 P s
w

u
z
y
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Et est décrite par l’équation:

z w
P

y u

   
   

   
                                                          (2.10)

Le système  P s est formé des sous-systèmes intervenant dans l’interconnexion et de 

la manière dont ils sont liés les uns aux autres. En le partitionnant convenablement  (i.e., 

de façon cohérente avec les dimensions de w ,u , z et y ), en quatre transferts MIMO, 

on peut écrire :

11 12

21 22

P Pz w

P Py u

    
     

    
                                                        (2.11)

2.2.2.2 Forme standard

La technique H∞ exprime le problème de commande sous une forme systématique, dite 

forme standard, avec en entrée les perturbations et les commandes, et en sortie les 

grandeurs exprimant la robustesse, les performances recherchées, ainsi que les mesures

[44]. La loi de commande à synthétiser est généralement un système dynamique LTI, 

telle que :

k ky Ku                                                                     (2.12)

En connectant le contrôleur  K s avec le système en boucle ouverte comme suit :

ku y et   ku y

Le schéma bloc représentant l’interconnexion en boucle fermée de  P s et  K s est 

ainsi

Fig. 2.4 – La forme standard

Et l’expression du transfert entre les entrées exogènes w et les sorties contrôlées z est 

donnée par la LFT inférieure :

 K s

 P s
w

u

z

y
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                1

11 12 22 21,zw LT s F P K P s P s K s I P s K s P s


           (2.13)

De façon générale, l’ensemble des objectifs du problème de commande porte sur le 

transfert    ,LF P K

2.2.3 Le problème H∞ standard

Le problème H∞ dit optimal consiste à synthétiser un contrôleur  K s , parmi 

l’ensemble des contrôleurs assurant la stabilité interne du système bouclé, qui minimise 

la norme H∞ de la matrice de transfert  ,LF P K . Toutefois, la recherche d’un tel 

contrôleur est souvent un problème délicat du point de vue théorique et numérique. En 

pratique il n’est souvent pas nécessaire et parfois même indésirable de calculer un 

contrôleur optimal. Il est souvent plus simple d’obtenir des contrôleurs qui sont très

proches au sens de la norme, des contrôleurs optimaux, on les appelle contrôleur sous-

optimaux [34]. Le problème sous-optimal peut être formulé comme suit :

Pour un réel positif  donné, trouver  K s   stabilisant le système bouclé de manière 

interne et satisfaisant  ,LF P K 



2.2.4 Résolution du problème H∞

2.2.4.1 Représentation d’état du système 

La méthode de résolution du problème H∞ standard utilise une représentation d’état 

de la matrice d’interconnexion  sP , que nous écrivons sous la forme suivante [32][39]:

 
 
 

 
 
 

1 2

1 11 12

2 21 22

dx t dt A B B x t

z t C D D w t

y t C D D u t

    
        
        

                                                    (2.14)                                       

Avec      dim x n , dim ww m , dim uu m , dim zz p et   dim yy p .
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2.2.4.2 Hypothèses

Dans la présente étude, l’approche choisie pour résoudre le problème H∞ standard 

nécessite la vérification d’un certain nombre d’hypothèses [34][39].

(H1) : La paire  2,A B est stabilisable et la paire  2 ,C A est détectable c’est 

l’hypothèse classique de toute méthode utilisant les variables d’état. Elle garantit 

l’existence d’une loi de commande  sK stabilisant le système bouclé ;

(H2) :   12 urang D m et  22 yrang D p

Cette hypothèse est une condition suffisante pour assurer que la matrice de transfert du 

contrôleur soit propre. 

(H 3) :  2

1 12

, n
u

A j I B
rang n m

C D




 
    

 


Cette hypothèse garantît que le transfert 12P n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire.

(H 4) :  1

2 21

, n
y

A j I B
rang n p

C D




 
    

 


Cette hypothèse garantît que le transfert 21P   n’a pas de zéro sur l’axe imaginaire.

Ces quatre hypothèses doivent être impérativement vérifiées. Pour obtenir des 

expressions plus simples, on introduit les conditions supplémentaires suivantes

[32][39][40][43][45]:

11 22 0D D                                                                                                    (2.15)

   12 1 12 0T
muD C D I                                                                                (2.16)

1
21

21

0
T

py

B
D

ID

  
   

   
                                                                                            (2.17)

Où l’on suppose que 11P et 22P sont strictement propres. De plus, 12D n’est pas 

seulement de rang plein, mais ses colonnes sont aussi orthonormées, et elles sont

orthogonales à celles de 1C . De même, les lignes de 21D sont orthonormées, et elles 

sont orthogonales à celles de 1B [43].  
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2.2.4.3 Résolution par l’algorithme de Glover-Doyle

Une approche dichotomique ( -itération) permet d’obtenir avec suffisamment 

d’itération un   proche de opt [33][46].

Les étapes de l’algorithme de synthèse sont les suivantes [46]:

 Fixer une valeur pour 

 Voir s’il existe un contrôleur  sK tel que   


KPFL ,

 Si oui, diminuer 

 Sinon augmenter 

Cette méthode, connue sous le nom d’algorithme de Glover-Doyle est en générale  mise 

en œuvre numériquement sur un calculateur et repose sur la résolution d’une série

d’équations de Riccati. C’est la solution la plus simple et la plus fiable numériquement

[32][39].

Théorème 2.2.4.3.1 Conditions d’existence d’une loi de commande 

Sous les hypothèses (H 1) - (H 4) le problème standard a une solution i.e., il existe un 

contrôleur  sK qui rends  ,LF P K 

 pour un 0 donné, et assure la stabilité 

interne si et seulement si les conditions suivantes sont remplies [32][39][40][45]

i) La matrice Hamiltonienne
















 TT

TT

ACC

BBBBA
H

11

2211
2

                                                             (2.18)

n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire

ii) il existe une matrice symétrique 0X telle que : 

   HRicX                                                                                                 (2.19)

i.e.,                 2
1 1 2 2 1 1 0T T T TX A A X X B B B B X C C 

                                    (2.20)

iii) La matrice Hamiltonienne

















ABB

CCCCA
J

T

TTT

11

2211
2

                                                             (2.21)

n’a pas de valeurs propres sur l’axe imaginaire
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iv) il existe une matrice symétrique 0Y telle que : 

 Y Ric J                                                                                                   (2.22)

I.e.,                
1 1

2
1 2 2 1 0T T T TY A AY Y C C C C Y B B 

                                        (2.23)

v)               2 YX                                                                                                 (2.24)

Où   correspond au module de la plus grande valeur propre (rayon spectral) 

[39][32][45]. Le théorème suivant permet de paramétrer les contrôleurs qui conduisent 

à une norme H∞  sous optimale inférieure à  [40].

Théorème 2. 2.4.3.2

   Si les conditions i) à v) du théorème 2.2.4.3.1 sont satisfaites, l’ensemble de tout les 

contrôleurs sous optimaux  sK stabilisant le système tel que 
zwT est égale à 

l’ensemble de toutes les matrices de transfert de y vers u dans la figure (2.5)

[32][34][39][40][45][47]

Fig. 2.5 – L’ensemble des contrôleurs rationnels stabilisant le système

et sont décrits par la LFT :

   ,LK s F M Q                                                                                         (2.25)

Où  Q s H est une matrice de transfert de dimension yu pm  arbitraire vérifiant 




Q , et M a une représentation d’état suivante :

M 

 P s
w

u

z

y

 Q s
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2

0

0
u

y

m

y p

A Z L Z B

M s F I

C I

   

 

 
 

  
 
  

                                                                      (2.26)

Où 

2211
2 CLZFBXBBAA T




                                                      (2.27)

  XBF T
2                                                                                                    (2.28)

TCYL 2                                                                                                    (2.29)

  12 




  XYIZ n                                                                                   (2.30)

Le contrôleur particulier correspondant au choix 0Q , est appelé contrôleur central. Il 

admet la représentation d’état suivante [39][40][45]:

 
0central

A Z L
K s

F
  



 
  
 

                                                                           (2.31)

2.2.5  Exemple de mise en œuvre

2.2.5.1 Objectifs de contrôle

Considérons le schéma de la figure (2.6) illustrant le problème de contrôle robuste 

multivariable classique [48].

Fig. 2.6 – Configuration d’un système en boucle fermée

Dans cette configuration, il s’agit de faire suivre dans la mesure du possible par la sortie 

 y t du système un signal de référence  r t , malgré la présence de perturbation  id t

y G s K sr e u


 

id
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agissant sur le système. De plus la commande  u t issue du contrôleur  K s ne doit

pas solliciter de façon trop importante l’actionneur [32].

L’approche fréquentielle H∞ utilisée pour synthétiser le contrôleur  K s est 

particulièrement intéressante car elle permet de prendre en compte, a priori et 

explicitement, des spécifications fréquentielles et temporelles du cahier des charges à 

partir duquel un critère H∞ est directement construit. Comme nous le verrons, un 

critère H∞ unique est utilisé pour ajuster au mieux le compromis performance-

robustesse [33].

2.2.5.2 Construction du critère H∞

2.2.5.2.1 Synthèse H∞ directe

En se référant au schéma de la figure (2.11), dans lequel, on tient compte de deux 

signaux d’entrée, et on surveille l’évolution de deux signaux : l’erreur  e t et la 

commande  u t [39].On a :

i

re S GS

du KS KGS

    
     

     
                                                (2.32)

La recherche du contrôleur revient donc à rechercher un nombre 0 et un transfert 

 sK stabilisant le système bouclé, tel que :

S GS

KS KGS




 
 

 
                                                    (2.33)

Propriété 2.2.5.2.1  soit   esH s le transfert multivariable entre le vecteur d’entrée

 1 2, , ,
T

ke e e e  et le vecteur de sortie contrôlée  1 2, , ,
T

ms s s s  :

Si               


sHes
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Alors : 

                      1, 1, ,
i je si k et j m H s 


    

Cette propriété traduit le fait qu’en imposant une borne supérieure  à  esH s


, on 

impose cette borne sur chacune des sous transferts SISO [32][38][39][47].

2.2.5.2.2 Synthèse H∞ pondérée

La formulation ci-dessus s’avère en pratique trop rigide car elle ne laisse aucun élément 

de choix au concepteur. En conséquence de quoi, la synthèse H∞ effectuée en utilisant 

ce critère, ne permet pas d’atteindre des performances acceptables [39][49].

Pour contourner cet obstacle, on envisage l’ajout d’un certain nombre de degré de 

liberté dans la synthèse en pondérant les transferts concernés par des filtres dont les 

valeurs singulières sont choisies comme étant l’inverse des valeurs singulières des 

gabarits fréquentiels [39][43].

Fig. 2.7 – Interconnexion en boucle fermée pondérée

Avec  eW s et  sW s deux matrices de pondérations respectivement sur les entrées

exogènes et les sorties contrôlées, telles que :

   
1 2
, , ,

ke e e eW s diag W W W                                                                      (2.34)

   
1 2
, , ,

ms s s sW s diag W W W                                                                      (2.35)

Propriété 2.2.5.2.2

Si           s es eW H W s 



 K s

 P s

uy

z
w

w
w

eWsW
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Alors :

   
     

   

 
     

, 1, 1, ,

, 1, 1, ,

j i j i

i j

j i

s e s e

e s

jis e

i k et j m

W j H j W j

i k et j m

H j
W jW j W j



   



 
 

     



     

 





La propriété ci-dessus montre que [38][39][47][42]:

 1

jiW


peut être interprété comme étant un gabarit fréquentiel

 La spécification du gabarit sur la réponse fréquentielle de chacune des transferts   

 
i je sH s conduit à une condition sur la norme H∞ du transfert pondérée.

Dans le schéma de la figure (2.6), en appliquant aux sorties e et u et à l’entrée id les 

filtres de pondération      ,e u dW s W s et W s respectivement, on obtient deux 

nouveaux signaux e et u à contrôler. Le système est représenté par le schéma de la 

figure (2. 8).

Fig. 2.8 – Mise sous forme standard du schéma de synthèse

 G s

 K s

r
u

u

y

e


 

id

 eW s

 uW s
 dW s

u
P
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En se référant au problème représenté par le schéma ci-dessus, on peut calculer la 

matrice de transfert du système interconnecté. On obtient ainsi l’équation :

   
   

1 1

1 1

e e d

u u d

W I KG W G I KG We r

u dW K I KG W KG I KG W

 

 

               

 


                        (2.36)

Le modèle augmenté ou processus généralisé  P s , partitionné en quatre blocs peut 

être représenté mathématiquement par :

  11 12

21 22

0 0
e e d e

u

d

W W GW W G
P P

P s W
P P

I W G G

 
  

    
   

                                   (2.37)

Que nous écrivons aussi sous la forme d’une réalisation d’état.

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

G G d G d G

e G e e

u u

d d

e G e e

u u

G

A B C B D B

B C A B

A B

A BP

D C C D

C D

C I

  
  
 
 

  
 
 
 
  

                         (2.38)

Le problème H∞ standard à résoudre consiste à trouver un  et un transfert  K s

stabilisant de manière interne le système en boucle fermée et satisfaisant la contrainte:

   
 

1 1

1

e e d
zw

u u d

W I KG W G I KG W
T

W K I KG W TW


 





  
  
  

                       (2.39)
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2.2.5.3 Choix des filtres de pondération

D’après le critère (2.39) et les propriétés de la norme H∞ énoncées ci-dessus, on peut 

écrire. 

  eW S 

                                                              (2.40)

ie dW GSW 

                                                      (2.41)

  uW KS 

                                                           (2.42)

iu dW TW 

                                                        (2.43)

Et puisque, les fonctions de sensibilité sont reliées algébriquement, alors il est 

nécessaire de faire des compromis entre les différents objectifs de performance et de 

robustesse. S faible pour assurer de bonnes performances et T faible pour assurer une 

stabilité robuste [42].

Pour le modelage des différentes fonctions de sensibilité ainsi que la spécification a 

priori de ces objectifs, plusieurs types de pondérations (gain, premier ordre, …) peuvent 

être choisis. Les principes généraux guidant ces choix sont les suivants [32][33][38][39]:

 Le modelage de S , par le gabarit  jWe1 permet d’assurer les objectifs de 

précision, de rejeter les perturbations de basses fréquences, d’imposer une 

bande passante minimale et d’assurer le suivi de référence.

 On cherche à limiter l’amplitude excessive du signal de commande ainsi que 

l’amplification des bruits de mesure. Pour cela on choisit la pondération  uW s

pour contraindre via le gabarit  jWu1 la réponse du transfert KS à prendre 

la forme d’un passe–bas. En d’autres termes on impose des gains très faibles en 

hautes fréquences pour KS et une pulsation de coupure la plus basse possible.
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 Le gabarit que doit satisfaire GS est 1
ie dW W . On le contraint à prendre des 

valeurs faibles en basses fréquences pour assurer une rejection correcte de la 

perturbation sur l’erreur de suivi de trajectoire.

 Le gabarit sur T est
idu WW1 . Il est nécessaire de minimiser T en hautes 

fréquences pour assurer la robustesse de la stabilité aux dynamiques négligées

et aux incertitudes paramétriques et l’atténuation de l’effet des bruits de mesure

sur la sortie.

La figure (2.9) montre l’allure typique que l’on choisit pour les différents gabarits.

                                              

(a) – Gabarit sur S (b) – Gabarit sur GS

(c) – Gabarit sur KS (d) – Gabarit sur T

Fig. 2.9 – Formes typiques des gabarits contraignants les fonctions de sensibilité 



   G j S j 

ie dW W





 T j

iu dW W





uW

   K j S j 

 S j



eW

 Indépendant du contrôleur
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2.3 Théorie de la μ-analyse

2.3.1 Description des incertitudes de modèle par LFT

    La technique robuste H∞ de synthèse de contrôleur pour un processus physique LTI 

quelconque nécessite la connaissance du comportement de celui ci. Cette connaissance 

prend la forme d’un modèle mathématique quantitatif, acquis par identification et /ou 

modélisation physique [32][41]. Or nous savons qu’un modèle restera toujours une 

approximation de la réalité, car il subsiste toujours des écarts plus ou moins importants 

entre le modèle et le processus réel [43]. Ces écarts sont appelées incertitudes de 

modèle. Le but principal des techniques de commande robuste est de prendre en 

considération d’une façon systématique ces incertitudes lors de la conception d’une loi 

de commande [43].

La configuration générale de commande donnée sur la figure (2.4), peut être étendue 

pour inclure les incertitudes de modèle, rassemblées dans la matrice  s   , comme le 

montre la figure (2.10) [34][35][39].

Fig. 2.10 – configuration générale de commande robuste  

où

,w z       : sont  les signaux introduit pour extraire les incertitudes.

,w z         : sont, respectivement, la perturbation généralisée et la variable contrôlée.

,u y        : sont , respectivement, l'entrée de contrôle et la sortie mesurée.

K

P w

u

z

y


w z 
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Ce schéma bloc est utilisé pour synthétiser un contrôleur  sK . Pour le transformer à 

des fins d’analyse, la boucle inférieure est incorporée dans le processus généralisé P

pour former le système  sN représenté sur la figure (2.11)[50].

En écrivant les relations entre les différents signaux, on obtient [34][43].

 
     
     
     

11 12 13

21 22 23

31 32 33

z w P s P s P s w

z P s w P s P s P s w

y u P s P s P s u

        
              
            

                          (2. 44)

En supposant que les inverses des matrices existent, l’interconnexion perturbée non 

contrôlée est obtenue en reconnectant l’incertitude comme 

  zw                                                                         (2. 45)

D’où       122 23 21
11 12 13

32 33 31

,U

P P Pz w w
F P I P P P

P P Py u u
         

                 
         

     (2. 46)

Si on connecte le contrôleur  sK à l’interconnexion bouclée et non perturbée comme

yKu                                                                            (2. 47)

On obtient

 ,L

z w
F P K

z w
    

   
   

                                                        (2. 48)

   11311 12
33 31 32

2321 22

PP P w
K I P K P P

PP P w
      

           
     

                                  (2. 49)

L’interconnexion contrôlée et perturbée est obtenue par 

  zw    et   yKu                                                                (2. 50)

     , , , ,U L L UF F P K F F P K                                                     (2. 51)

  Ces deux objets, i.e., la LFT supérieure et la LFT inférieure correspondent aux matrices 

de transfert entre le vecteur d’entrée w et le vecteur de sortie  z du système bouclé de 

la figure (2.10), d’où

     , , , ,U L L Uz F F P K w F F P K w                                                 (2. 52)

En posant 
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  11 12

21 22

,L

N N
N F P K

N N

 
   

 
                                            (2. 53)

on obtient le schéma de la figure (2.11)[43].

Fig. 2.11 – Schéma-bloc d'analyse de la robustesse

Les incertitudes de modèle sont de deux types : les incertitudes non structurées et les

incertitudes structurées.

2.3.1.1  Les incertitudes non structurées

    Elles représentent souvent des éléments dépendants de la fréquence tels que  les 

saturations des actionneurs et les dynamiques non modélisées notamment en hautes 

fréquences  ou les perturbations subies par le processus en basses fréquences [51]. Elles 

sont exprimées uniquement en termes de bornes supérieures sur les erreurs des 

réponses fréquentielles [41]. Les relations de ces incertitudes avec le processus nominal 

peuvent être soit de type additif ou multiplicatif [50] [51].

2.3.1.1.1 Incertitude non structurée additive

Un modèle incertain  G s avec une incertitude dynamique additive, décrit un 

processus physique comme un ensemble a   de modèles mathématiques, tel que :

        0/ , , 1a a a a aG s G s G s W s C                                   (2. 54)

L’ensemble a est caractérisé par un modèle nominal  sG0 , une fonction de 

pondération   sWa et une classe d’incertitudes bornées a [45].

11 12

21 22

N N

N N

 
 
  wz


w z 
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Fig. 2.12 – incertitude additive

2.3.1.1.2 Incertitude non structurée multiplicative

    Pour décrire les types d’incertitudes dynamiques non structurées, Il y’a d’autres 

façons. On en distingue [32] [45] [48]:

i) Incertitude non structurée multiplicative en entrée

            0/ , , 1mi m m m mG s G s G s I s W s H s 
                (2. 55)

ii) Incertitude non structurée multiplicative en sortie

            0/ , , 1mo m m m mG s G s I s W s G s H s 
                (2. 56)

Fig. 2.13 – incertitude non structurées multiplicative en entrée et multiplicative  en sortie

2.3.1.2  Les incertitudes structurées

    Les incertitudes non structurées permettent naturellement d’exprimer les 

dynamiques non modélisées et /ou négligées. En revanche, elles sont inaptes à 

modéliser d’autres types  d'incertitudes sur les paramètres du modèle. Pour représenter 

une combinaison des incertitudes non structurées et des incertitudes paramétriques, on 

a

 0G su y

aW

z  w 




 0G su
y

m

mW

z  w 





m

 0G s
u

y

mW

z  w 
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utilise les incertitudes structurées qu’on peut représenter sous forme d’un ensemble de 

blocs, noté  et rassemblant les différentes sources d'incertitudes de modèle

[39][32][46].

   

   

11 1/ , , , , ,

,

1, , , 1, ,

S

j j

n n
r s r F

m m

i j

s s diag I I

avec

et i S j F

 







               
    

 

 



                         (2. 57)

Pour la consistance entre les différentes dimensions, la relation suivante doit être 

vérifiée.

1 1

S F

i j
i j

r m n
 

                                                                            

La matrice  s comprend :

S     blocs de scalaires répétés réels i (répétés ir fois) représentant les réponses 

fréquentielles des  incertitudes paramétriques.

F     blocs matrices de transfert pleins  j stables, inconnue, de structure quelconque 

représentant les réponses fréquentielles des incertitudes dynamiques et vérifiant les 

conditions de normalisation suivantes [39]:

   1 1js s
 

        et     1i                               (2. 58)

    A noter que la perturbation  de modèle peut être réelle (si elle ne contient que des 

incertitudes paramétriques), complexe (si elle ne contient que des dynamiques 

négligées) ou mixte [08][39].

2.3.2  Analyse de la robustesse des systèmes incertains

2.3.2.1  Introduction

   Pour définir la notion de robustesse, prenons le processus réel  G s  et 

considérons une propriété quelconque  du système bouclé. On dit qu’un contrôleur 
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 K s est robuste par rapport à cette propriété, si celle-ci est assurée pour chaque 

membre de  . 

2.3.2.2  Incertitudes et robustesse

Définition 2.3.2.2.1  Le système bouclé a une stabilité nominale (NS) si le contrôleur  

 K s assure la stabilité interne du modèle nominal  0G s .

Définition 2.3.2.2.2  Le système bouclé a une performance nominale (NP) si les objectifs 

de performance sont satisfaits pour le modèle nominal  0G s .

Définition 2.3.2.2.3  Le système bouclé a une stabilité robuste (RS) si  K s assure la 

stabilité interne pour tout système   G s  .

Définition 2.3.2.2.4  Le système bouclé a une performance robuste (RP) si les objectifs 

de performance sont satisfaits pour tout système   G s  [34][37][50].

2.3.2.3  Analyse de la  robustesse en stabilité

    L’étude de robustesse consiste à chercher a garantir une propriété particulière pour 

un ensemble d’incertitudes  s décrit par (2. 57). On peut imaginer deux degrés de 

complexité différentes pour aborder ce problème [39]:

2.3.2.3.1 Analyse de la robustesse pour une incertitude non structurée

    Considérons à nouveau le système incertain représenté par la LFT sur la figure (2.11)

Pour une incertitude non structurée caractérisée par une matrice de transfert complexe 

pleine  s satisfaisant    1 s .

Si on suppose que  sN et  s sont stable, la seule source d’instabilité dans la LFT 

supérieure  ,UF N  provient du bouclage par  s et elle est dans le terme 

  1
11

 NI Par conséquent, la stabilité du système de la figure (2.11) est équivalente à 
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la stabilité de la structure présentée sur la figure (2.14), avec    sNsM 11 , i.e., la 

partie de la matrice de transfert  sN vue par le bloc  s [39][45][50].

Fig. 2.14 – Connexion de M avec Δ 

L’analyse de la robustesse dans ce cas repose sur le théorème du petit gain qui donne 

une condition nécessaire et suffisante [32].

Théorème 2.3.2.3.1 (théorème du petit gain) [32][33][39].

Si  sM   et  s   sont stables, le système de la figure (2.11) est stable pour toutes les 

matrices de transfert  s telles que  


  si et seulement si, 1


M .

Le  théorème du petit gain établit une condition nécessaire et suffisante de stabilité du 

système bouclé face aux différents types de perturbations non structurées. Dans le cas 

où les incertitudes sont structurées, la condition du théorème du petit gain n'est plus  

nécessaire, elle est simplement suffisante. De plus, le théorème ne permet de tester 

que la robustesse de stabilité de l'ensemble   de modèles incertains [09][32].

2.3.2.3.2  Analyse de la robustesse pour une incertitude structurée

Dans le cas d’incertitude structurée, et pour obtenir une condition similaire à celle du 

petit gain, on définit un nouvel indicateur qui est considéré comme étant la 

généralisation de la valeur singulière maximale  [32].

2.3.2.3.2.1 Valeur singulière structurée (ssv )

    L’outil, approprié pour effectuer une analyse de robustesse de la loi de commande, 

s'appuie sur la notion de valeur singulière structurée (structured singular value ssv) [07].

M


w z 
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    La ssv ou µ, a été introduite par J. Doyle [50]. Elle est utilisée pour l’obtention des 

conditions, non conservatives nécessaires et suffisantes pour tester la robustesse de la 

stabilité ainsi que la robustesse de la performance en présence de perturbations 

structurées. De ce fait, elle est beaucoup plus pertinente, et peut être vue comme une 

généralisation du théorème du petit gain [39][50].

Définition 2.3.2.3.2.1 soit la matrice complexe k kA  . Alors la valeur singulière 

structurée de A par rapport à la structure  , noté  A , est définit à chaque 

fréquence par [32][39][43][45][50]:

                            
 

1

inf / det 0

0 det 0

I A
A

si I A










         
    

                                          (2. 59)

Une condition nécessaire et suffisante sur la matrice M pour analyser la robustesse de 

la stabilité est donnée par le théorème suivant qui fonde le principe de la  µ-analyse 

[39][50].

Théorème 2.3.2.3.2.1 soit la famille de systèmes bouclés  ,N , où  sN est une 

matrice de fonctions de transfert stable et où  s est du type (2. 57). La famille 

 ,N de la figure (2.11) est stable pour tout  , tel que 


si et seulement si 

     1
0, , M j  

                                            (2. 60)

  M j  est alors l'inverse de la "plus petite" incertitude  capable de déstabiliser

le système  M  étudié [32][39][50].

2.3.2.3.2.2 Calcul de µ

    En pratique, le calcul "exact" de  M pour une matrice complexe M et une 

structure d’incertitude  est un problème complexe. Actuellement, il n’existe pas 
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d’algorithme capable de calculer  efficacement cet indicateur. On peut par contre 

chercher à obtenir un majorant et un minorant de  M   par des algorithmes 

efficaces. La borne supérieure  Msup
 permet de garantir la robustesse de la stabilité 

de façon suffisante [32][39][48][50]:

   





 11sup   MM                                                 (2. 61)

Tandis que la borne inférieure  Minf
 a pour intérêt  a donner un encadrement 

de  M . Si     MM infsup
   est faible alors    MM    sup .

2.3.2.4 Analyse de la robustesse en performance par l’indicateur μ

    Dans la section précédente on s’est concentré sur le problème de la robustesse en 

stabilité. Or, la stabilité n’est souvent pas l’unique propriété a être garantie pour tout les 

processus possibles appartenant à  . Dans la plupart des cas, on désire assurer aussi 

les objectifs de performance même pour le pire cas de ces processus.

2.4 Synthèse des contrôleurs et analyse de la robustesse

2.4.1 Synthèse des contrôleurs

Parmi les principaux constituants du schéma bloc de la IFOC donné sur la figure (1.18), 

on trouve, les boucles internes de contrôle des courants statoriques sdi et sqi . Le 

courant de référence *
sdi   est fixé à une valeur constante imposant un état magnétique 

de la machine. Quant à la référence *
sqi , elle est imposée par la sortie du contrôleur de 

vitesse. Pour la synthèse des contrôleurs de sdi   et  sqi , nous utilisons les équations 

(1.61) et (1.62), décrivant le modèle, tension-courant, du processus, qui sont rappelées 

ci-dessous sous forme d’équation différentielles du premier ordre.
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1

1sd
sd sr sd

s

di
v R i

dt L
                                                    (2. 62)

 
1

1sq
sq sr sq

s

di
v R i

dt L
                                                       (2. 63)

Les calculs vont être développés pour l’axe q , les résultats pour l’axe d sont 

identiques.

sL et srR sont incertains. Les incertitudes sur ces paramètres  peuvent être 

modélisées sous forme multiplicatives [26] [52] [53].

 0 1
s ss s L LL L p                                                  (2. 64)

 0 1
sr srsr sr R RR R p                                                    (2. 65)

Avec :                                      1 1
s srL Ret                                                    (2. 66)

Les quantités  1 sL et  srR peuvent donc être représentées par des LFTs comme suit :

 1 ,
s ss U L LL F M                                             (2. 67)

Et :                                                ,
sr srsr U R RR F M                                                   (2. 68)

Avec :          
0

0

1

1
s

s

s

L s

L
L s

p L
M

p L










 
  

  
      et        0

0

0
sr

sr

sr

R
R sr

R
M

p R

 
  
 

                     (2. 69)

On obtient alors le modèle de la figure (2.15) représenté sous forme LFT avec des 

paramètres incertains.

Fig. 2.15 – Schéma-bloc du modèle avec les paramètres incertain



1sqv
sLM  1x
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Les équations dynamiques reliant les entrées aux sorties correspondantes, autour des 

paramètres incertains sont réarrangées comme suit :

1

0

0

1

1
s s

s s sr

L s Lsq

L L s sq R

p L wdi dt

z p L v v

 

 





    
               

                                                       (2. 70)

0

0

0
sr sr

srsr

R Rsr

R srR sq

z wR

p Rv i

    
    

       
                                                                              (2. 71)

s s sL L Lw z                                                                                                      (2. 72)

sr sr srR R Rw z                                                                                                       (2. 73)

Si l’on choisit la variable d’état 1x   et  la sortie y   comme suit : 1 sqx i    et  1y x

Et si l’on substitue la variable 
srRv   , dans les équations (2. 70) et (2. 71), on obtient :

s sr

ss s sr

srsr

1

11 sr0 s0 L R s0 s0

LL sr0 s0 L R s0 s0

RR sr0

sq

xx R L p p L 1 L

wz R L p p L 1 L

wz R 0 0 0

vy 1 0 0 0



 

  

  

      
    

            
    
         



                      (2. 74)

s s s

sr sr sr

L L L

R R R

w 0 z

w 0 z

  


     

     
          

                                                                              (2. 75)

sqG étant la matrice de transfert liant le vecteur de sortie 
s sr

T

L Rz z y   au vecteur 

d’entrée 
1s sr

T

L R sqw w v   [26]. Elle  représente les dynamiques du MI sur l’axe q . Sa 

représentation d’état est donnée par :

-271.2091 - . -10.6061 15.1515

-271.2091 - . -10.6061 15.1515

17.8998

1 2

sq 1 11 12

2 21 22

0 7000
A B B

0 7000
G C D D

0 0 0
C D D

1 0 0 0

 
   
       
    

  

            (2. 76)

                                                                             

Fig. 2.16 – Schéma-bloc entrées-sorties du MI sur l’axe q

y  
1sqv  

 sqG s sLz   

srRz
srRw

sLw 
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La relation entrée/sortie du système incertain peut être décrite par la LFT supérieure 

représentée sur la figure (2.17) 

Fig. 2.17 – La LFT représentant le modèle incertain du MI sur l’axe q

 
1

,U sq sqy F G v                                                      (2. 77)

Avec      une matrice d’incertitudes ayant la structure suivante :

 ,
s srL Rdiag                                                        (2. 78)

Les figures (2.18) et (2.19) représentent, respectivement, les réponses, indicielle et 

fréquentielle du processus nominal et d’un certain nombre de modèles du processus 

incertain. 
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Fig. 2.19 – Réponse fréquentielle du processus incertain

Le schéma bloc représenté figure (2.20) montre la structure de la boucle fermée 

comprenant, outre le processus, le contrôleur les éléments permettant de prendre en 

compte les incertitudes de modélisation et les différentes spécifications de 

performance.

Fig. 2.20– Schéma-bloc de la synthèse H∞

 est une matrice de transfert supposée stable, inconnue mais satisfaisant la 

condition 1


  et  d    la perturbation en sortie du système.

 Objectifs de performance et de robustesse
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L’objectif est la mise au point d’une loi de commande linéaire       u s K s y s    de 

façon à assurer pour le système en boucle fermée les propriétés suivantes :

o Stabilité et performances nominales (NS et NP)

Le contrôleur  K s   synthétisé, doit impérativement stabiliser le système bouclé, de 

façon interne. De plus, les performances requises en boucle fermée doivent être 

assurées pour le processus nominal  sqG s . Pour cela, le critère H∞ à satisfaire est 

donné par :

    
    

1

p sq

1

u sq

W 1 K s G s

W K 1 K s G s








 
  
   

                                              (2. 79)

Où         1

sq sqS G 1 K s G s


  est la fonction de sensibilité du système nominal, et 

pW et uW sont, les filtres de pondération introduits sur le signal de sortie et le signal 

de commande.

o Robustesse en stabilité (RS)

La robustesse en stabilité du système bouclé est garantie si le système est stable de 

manière interne pour tous les éléments de la famille de modèles     ,U sqG s F G  ,                                                                                          

dont  sqG est le  " centre"

o Robustesse en performance (RP)

La robustesse en performance est garantie, si le  K s   assure les spécifications de 

performances pour tous les modèles  G s    . Le système bouclé doit satisfaire la 

contrainte suivante :

  
  

1

1

,

,

p U sq

u U sq

W I F G K

W K I F G K








     
   

                                               (2. 80)

Où  

    ,
1

U sqI F G K S G


   est la fonction de sensibilité du système incertain.
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o Spécification de simplicité

Pour des raisons d’implémentation, on devra rechercher un contrôleur d’ordre réduit.

 Choix des pondérations

On s’aperçoit d’après l’inégalité (2. 79) que l’on a deux pondérations pW et uW    pour 

deux fonctions de sensibilité respectivement S et KS

Le gabarit   p1 W j    que doit satisfaire   S j   est fixé à une valeur faible en 

basses fréquences, pour assurer les objectifs de précision. La pente du gabarit est 

choisie en fonction du type de signaux de référence à suivre. De plus, une borne 

inferieure sur la pulsation sinf , où  infsS j 1      est imposée pour contraindre le 

système bouclé à être suffisamment rapide. Enfin, par définition la norme H∞  de S

correspond à l’inverse de la marge de module. Pour imposer une marge minimale, la 

norme H∞  de S doit être limitée en hautes fréquences. 

Le gabarit   u1 W j agissant en moyenne et hautes fréquences, doit imposer une 

contrainte à la réponse fréquentielle de KS , liant le signal de référence au  signal de 

commande ou de bruit de mesure, de sorte que la bande passante soit minimale. 

 Synthèse du contrôleur sous-optimal

La structure interne  H du système en boucle ouverte est décrite par la figure (2.21) 

Fig. 2.21 – Structure en boucle ouverte

L’interconnexion du système est aisément obtenue en utilisant des routines disponibles 

dans [29].
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(2. 81)

Le contrôleur H∞  à synthétiser pour le système  décrit par la figure (2.21) est un 

contrôleur sous-optimal stabilisant le système de manière interne et vérifiant :

  


KPFL ,                                                          (2. 82)

Rappelons que  ,LF P K   est la matrice de transfert du système nominal en boucle 

fermée, entre les entrées exogènes et les sorties contrôlées comme le montre 

l’interconnexion de la figure (2.22). Nous devons extraire, de H , la matrice de transfert 

P correspondante. On obtient donc

Fig. 2.22 – Schéma-bloc du problème mis sous forme standard 

-271.2091 15.1515

14.1374 -0.2000 14.1374

0.6667 14.1374 0.6667

-0.0100

 -1.0000 -1.0000

0 0

0

0P

0 0 0

0 0

 
 
 
 
 
 
 
 

                                  (2. 83)

Le calcul proprement dit de la loi de commande est obtenu en appliquant l’algorithme 

de Glover-Doyle. Celui-ci fournit un contrôleur sous-optimal  K s de réalisation 

minimale suivante :

 K s

 P s d

u

pz

y

uz
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-6.1085e+005 -1.2853e+007

3.5527e-015 -2.0000e-001 -1.3974

-4.0769e+005 -8.5818e+006

0

K s

0

 
 

  
 
 

                                 (2. 84)

De fonction de transfert:

   271.2
11992499.9954

 ( 6.109. )( . )5

s
K s

s 10 s 0 2




 
                                  (2. 85)

Pour lequel le système bouclé assure une norme H∞ égale à : 

0.6953so 

2.4.2 Analyse du système bouclé

a. Réponse fréquentielle du contrôleur

La figure (2.23) montre la réponse fréquentielle du contrôleur présentant un gain élevé 

en basses pulsations, assurant ainsi une bonne précision statique. Pour assurer la 

robustesse du système bouclé vis-à-vis de l’effet des dynamiques hautes fréquences 

négligées dans le modèle de synthèse, le gain a été forcé à chuter dans le domaine de 

fréquences au delà de la bande passante du système bouclé.
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b. Réponse fréquentielle de la boucle ouverte corrigée

La figure (2.24) présente la réponse fréquentielle de la boucle ouverte corrigée. 
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Fig. 2.24 – Réponse fréquentielle de la boucle ouverte corrigée

c. Valeur singulière du système bouclé

Dans ce paragraphe, la méthode µ-analyse présentée ci-dessus, est appliquée sur le 

système de contrôle du courant sqi . Afin d’analyser le comportement du système, 

bouclé avec le contrôleur synthétisé, on utilise la fonction de transfert suivante :

   ,zw LT s F P K                                                                  (2. 86)

Le tracé des valeurs singulières du système bouclé est donné ci-dessous. On constate 

qu’il n’y a qu’une seule valeur singulière (non nulle) pour chaque fréquence.
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Fig. 2.25 – Valeurs singulières du système bouclé 

d. fonction de sensibilité  et son gabarit

En se référant à la figure (2.25), on constate que le critère de performance (2. 79) est 

vérifié. Ce qui implique la contrainte suivante :

  1

p sqW I G K 



                                                         (2. 87)

Les figures (2.26) à (2.28) en témoignent. Elles représentent, respectivement, la 

comparaison de la fonction de sensibilité S du système nominal, du système incertain 

et du système pire-cas avec le gabarit fréquentiel.
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Fig. 2.28 – Tracé de   S j pour le système pire-cas

e. Analyse de la robustesse en stabilité par la ssv

Comme le système est entaché d’incertitudes structurées, nous utilisons la méthode µ-

analyse pour vérifier la robustesse en stabilité et en performance. La matrice de 

transfert en boucle fermée N peut être obtenue à partir de l’interconnexion en boucle 

ouverte H en effectuant le produit de Redheffer   ,S H K [52].

-2.7121e+002 -6.1771e+006 -1.3003e+008 -0.7 -10.606

1.4137e+001 -0.2 14.137
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1.3974 3.5527e-015 -2.0000e-001 1.3974

-2.7121e+002 -6.1771e+006 -1.3003e+008 -0.7  -10.606

1.7900e

N

0 0
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0 0 0 0 0
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+001

6.6667e-001 14.137 0.66667

4.0769e+003 8.5818e+004

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   (2. 88)

On partitionne N en quatre sous-matrices, comme suit :
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12

21 22

M N
N

N N

 
  
 

                                                    (2. 89)

Le test ssv pour s’assurer de la robustesse en stabilité est effectué en considérant la 

réponse fréquentielle du premier bloc-diagonal M de dimension 2 2 [18] [52] [54]

[29]. Précisons que l’on a introduit une incertitude complexe pour améliorer la 

convergence de l’algorithme de calcul de la ssv [52] [55]. Le système bouclé est mis sous 

la forme d’une LFT, comme indiqué à la figure (2.29).

Fig. 2.29 – Analyse de la robustesse en stabilité 

Les réponses fréquentielles des bornes supérieures et inferieur de  sont représentées 

sur la figure (2.30). Elle nous renseigne sur la robustesse en stabilité du système bouclé.
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Fig. 2.30 – Analyse de la robustesse en stabilité 

Le maximum de la borne supérieure  sup 0.71007M  . Ce qui confirme la robustesse 

en stabilité. De plus, le système reste stable pour toutes perturbation structurée dont la 

norme ne dépasse pas  1.4083 .
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f. Analyse de la robustesse en performance par la ssv

La performance nominale du système bouclé avec le contrôleur  K s est analysée à 

partir de la réponse fréquentiel du bloc de transfert 22N . La performance nominale est 

assurée si et seulement si :   22 1,N j     . On obtient alors le tracé 

représenté figure (2.31).

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

10
7

10
8

0.666

0.667

0.668

0.669

0.67

0.671

0.672
NOMINAL PERFORMANCE

Frequency (rad/s)

N
or

m
e

 H
 

Fig. 2.31 – Analyse de la  performance nominale

Pour la µ-analyse de la robustesse en performance du même système bouclé, la 

structure du bloc doit être constituée d’un bloc d’incertitude de dimension 2 2 et d’un 

bloc de performance de dimension 1 2 [29][52].

Fig. 2.32 – Analyse de la  performance nominale et de la robustesse en performance 
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: ,2 2 1 2
p F

F

0

0
             

                                  (2. 90)

De même, la figure (2.33), montre le tracé de la borne supérieure et la borne inferieure 

de la ssv. Elle nous renseigne sur la robustesse en performance.
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Fig. 2.33 – Analyse de la robustesse en performance

La réponse fréquentielle, figure (2.31) présente un maximum de l’ordre de  0.6719 , 

tandis que la borne supérieure de la ssv, figure (2.33) présente un maximum dépassant 

l’unité, on en conclut qu’avec le contrôleur  K s synthétisé, on obtient bien la 

performance nominale. La robustesse en performance n’étant pas satisfaite, elle n’est 

garantie que pour des incertitudes d’au plus égales à  /1.1331 . On est amené à limiter 

la taille de la matrice d’incertitude  à  0.8826


 

g. Réponses à une référence et à une perturbation
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Fig. 2.34 – La structure du système en boucle fermée

Les réponses transitoires du système nominal à une entrée de référence *
sqi et à une 

entrée de perturbation d ont des allures représentées figure (2.35).
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Fig. 2.35 – Réponse transitoire : (a) à un échelon de référence et (b) à une entrée de perturbation

On constate que le temps de montée 0.01536rt s et le temps  de réponse 

0.01997st s .

Les réponses transitoires du système nominal, du système incertain et du système pire-

cas, à une entrée de perturbation ont  les allures représentées figure (2.36) et (2.37).
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Fig. 2.36 – Réponse transitoire à une entrée de perturbation
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Fig. 2.37 – Réponse transitoire à une entrée de perturbation

2.5 Essais de simulation

Dans cette section, différents régimes transitoires, à vide et en charge, ont été simulés 

numériquement: application de consignes  de vitesse en échelons, fonctionnement à 
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faible vitesse, changements de sens de rotation, introduction de perturbations de 

charge et variations paramétriques. Les résultats de simulations exposés permettent 

d’apprécier l’apport de la commande H∞ pour le système d’entrainement à base de 

moteur à induction.

La simulation, en supposant  que les paramètres électriques de la machine sont 

parfaitement identifiés, a donné les résultats illustrés sur la figure (2.38) et (2.39):

2.5.1 Démarrage à vide, application d’un couple de charge variable
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Fig. 2.38.  Résultats de simulation : vitesse, courants statoriques, couple et  flux rotoriques

Nous remarquons dans la figure (2.38) que la vitesse est apériodique  et que le système 

de commande assure une réjection de perturbations  acceptable.  Le couple suit 

précisément sa consigne avec une dynamique rapide. Les deux composantes  du flux 

rotorique ne sont pas affectées par le changement en escalier de la consigne de couple.

Le découplage est donc maintenu.

2.5.2 Fonctionnement en faible vitesse et inversion de rotation
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Fig. 2.39.  Résultats de simulation : vitesse, courants statoriques, couple et  flux rotoriques

L'allure de la vitesse nous montre que le système de commande assure une bonne 

poursuite de la consigne sans dépassement ni erreur statique et également, une bonne 

régulation. Le couple suit correctement sa consigne. On note, Des pics de couple 

transitoire qui apparaissent aux moments du changement de la consigne de vitesse. La 

stabilisation, aux valeurs souhaitées, des deux composantes  du flux rotorique,

témoigne du bon maintien du découplage entre le flux et le couple.

2.5.3 Variations des paramètres de la MI (résistances électriques)

La figure (2.40) montre le comportement du système de commande lors d'une variation 

brusque de 50% ,  générée par l'effet thermique, des résistances rotorique et 

statorique.
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Fig. 2.40.  Résultats de simulation lors d'une variation brusque et simultanée des résistances rotorique   

et statorique 

Dans cette simulation, nous avons mis en évidence, les effets que peut provoquer la 

variation des résistances rotorique et statorique de la machine, dans le cadre d’une 

IFOC, sur les performances du système de commande et de son efficacité. On constate 

une augmentation du niveau du flux sur les deux axes.

La connaissance précise de ces paramètres, à tout instant,  en les estimant en temps 

réel, et en les mettant à jour dans la commande,  peut contribuer à la désensibilisation 

de la IFOC et donc à l’amélioration des performances.

On constate tout de  même, une amélioration appréciable, apportée par les 

contrôleurs mis en œuvre, par rapport aux contrôleurs conventionnels.

2.6 Conclusion 

  
  Ce deuxième chapitre a servi d’introduction au domaine lié à notre étude. Dans sa 

première partie, les principes théoriques de la  synthèse de lois de commande robustes

par l’approche fréquentielle H∞ ont été décrits. La représentation standard du problème

H∞ a été introduite. Ce formalisme permet d’exprimer de façon propre la grande 

majorité des objectifs de commande. Des hypothèses ont été supposées afin que le 

problème H∞ standard puisse être résolu par l’algorithme de Glover-Doyle. Cet 
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algorithme permet une synthèse rapide de loi de commande en mettant à profit la 

puissance de calcul disponible actuellement. Le système en boucle fermé est donc 

stable et vérifie un certain nombre de spécifications de performance. 

    Dans la seconde partie, les principes théoriques de base de l’analyse de la robustesse  

ont été décrits. Dans la littérature, les incertitudes sont généralement classées en deux 

grandes familles : les incertitudes non structurées et les incertitudes structurées. Nous 

avons abordé le problème de leur représentation  par  le moyen de la LFT, où nous 

avons modélisé le système incertain par un système nominal connecté à une matrice de 

perturbation en rétroaction.  Pour les incertitudes non structurées, l’analyse est basée 

sur l’utilisation du théorème du petit gain qui s’avère trop pessimiste, mais dont la 

présentation est une première approche. Pour les incertitudes structurées, la valeur 

singulière structurée en tant que  nouvel outil d’analyse plus approprié a été exposée.

    Dans la dernière partie de ce chapitre, la méthodologie de synthèse de contrôleurs 

robustes H∞, a été appliquée au cas de la commande de la MI. Des contrôleurs pour la 

régulation des courants ont été synthétisés et les grandes étapes de synthèse ont été 

décrites. L’étude de la robustesse de la commande a été effectuée par une µ-analyse, 

en présence d’incertitudes de modélisation. Des résultats de simulation sur la machine 

considérée ont été présentés. Ces résultats sont tout à fait satisfaisants. Ils montrent 

l’efficacité de la technique robuste H∞ proposée et valident l’étude théorique, ce qui 

nous permet d’envisager son implantation sur un banc d’essais. 
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Chapitre 3

Implémentation des contrôleurs H∞  

3.1 Introduction

   
    Dans ce chapitre, nous allons tester, dans un contexte réaliste, les algorithmes de 

commande établis. Nous présentons l’environnement matériel et logiciel dans lequel 

l’implantation et l’expérimentation des lois de commande seront réalisées. Nous 

présentons  et discutons les résultats expérimentaux obtenus en les comparant aux 

résultats de simulation.

3.2 Présentation du banc d’essais

Pour la mise en œuvre expérimentale de lois de commande, un banc d’essais a été 

conçu au laboratoire LSPIE à l’université de Batna en utilisant le matériel mis à notre 

disposition.

Le banc d’essais, dont la photo est montrée par la figure (3.7), est constitué de parties 

essentielles suivantes :

3.2.1 Partie "puissance"

 Une machine à induction d’une puissance de 0.9 kW , dont les caractéristiques 

sont données en annexe A.
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 Le convertisseur statique alimentant la machine est un onduleur de tension,

SEMIKRON, 4kW , à base de composants de haute fréquence de découpage 

(transistors IGBT).

 La machine est accouplée à une charge mécanique constituée d’un frein 

électromagnétique à poudre.

 Un autotransformateur (0-450V entre phases) permet d'ajuster le niveau de 

tension sur le bus continu en sortie du pont redresseur à diodes. La commande 

des bras de pont est réalisée par modulation de largeur d'impulsion (SV- PWM), 

dont la fréquence de découpage  choisie est de 3 kHz.

Fig. 3.1 – Photo montrant une vue de dessus de l’onduleur triphasé

3.2.2 Partie " commande "

 La partie commande est fondée sur la carte dSPACE® DS1103 qui possède son 

propre processeur : le Motorola PowerPC 604 e – 400/333 Mhz, permettant de 

gérer l’application, et un DSP : le TMS320F240 de Texas Instruments 

spécialement conçu pour le contrôle des convertisseurs statiques de puissance 
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en générant les signaux de commande MLI en logique TTL. La carte DS1103 est 

implantée dans un PC qui sert d’interface Homme-Machine et constitue la partie 

"hardware" de dSPACE®.

Fig. 3.2 – Photo montrant la carte dSPACE® DS1103

elle possède aussi un certain nombre d’interfaces pour codeurs incrémentaux, 

des sorties PWM, des entrées ADC (CAN) ou encore des sorties DAC (CNA).

 La partie "software" se compose, quant à elle, de deux logiciels. Le premier, 

Matlab/Simulink®, permet une programmation aisée de l’application temps  réel 

sous Simulink par utilisation de blocs spécifiques  (appartenant à la "Real Time 

Interface (RTI) toolbox ", permettant de configurer les entrées/sorties de la 

carte DS1103. Le second logiciel, ControlDesk, possède une GUI interactive, qui

permet l’acquisition de données et la modification en temps réel des structures 

et/ou des paramètres de l’algorithme. Le Real-Time Workshop de Matlab est 

capable de générer automatiquement un fichier objet à partir du modèle 

Simulink. Ce fichier est ensuite implanté dans la mémoire de la carte DS1103. 

Celle-ci reçoit du processus à commander, les informations nécessaires et 

fournit les signaux de pilotage de l’onduleur.
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Fig. 3.3 – Photos montrant la librairie de la RTI

3.2.3 Partie " mesures "

L’échange d’informations entre les deux parties décrites ci-dessus s’effectue par 

l’intermédiaire d’un boîtier externe de raccordement (CP1103),  relié à la carte via un 

câble blindé. L’environnement de mesures comporte : 

 Une carte d’acquisition associée aux capteurs de courant LEM-LA 25-NP et de 

tension LEM-LV 25-P à effet Hall pour la mesure des courants et tensions  

statoriques ;

 Une dynamo tachymétrique est monté sur l’axe des machines et permettant de 

capter la vitesse de rotation et de l’envoyer directement sur le port parallèle de 

la carte CP1103.

Fig. 3.4 – Carte d’acquisition associée aux capteurs de courant et de tension
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Le schéma synoptique de la figure (3.5) illustre la constitution du banc d’essais.

Fig. 3.5 – synoptique du banc d’essais.

Dans cette implémentation, les blocs Real Time Interface (RTI) pour Simulink sont 

insérés à la place du modèle du moteur. 

Ond.
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Fig. 3.6 – schéma d’implantation dans dSPACE

Fig. 3.7 – Photo montrant les éléments essentiels constituant le banc d’essais
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3.3 Résultats expérimentaux

L’implantation des lois de commande est réalisée sur le banc d’essais décrit ci-dessus. 

Quelques résultats des essais expérimentaux sont illustrés par les figures suivantes :
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Fig. 3.8 – Résultats expérimentaux (à gauche) et de simulation (à droite) : Vitesse, courants statoriques et  

flux rotorique

Du résultat présenté sur la figure (3.8-a), nous concluons que la qualité de contrôle de la 

vitesse est satisfaisante. En effet, on remarque une bonne poursuite de la consigne 

avec un léger dépassement mais sans erreur statique et un temps de réponse 

acceptable. Les perturbations de charge, introduites, sont rapidement rejetées.

En examinant les figures (3.8-c) et (3.8-e), qui mettent en œuvre, respectivement, la

composante de courant statorique produisant le couple et la composante produisant le 

flux et leurs références respectives, on remarque qu’elles sont presque confondues.
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Nous remarquons d’après la figure (3.8-g), que là encore les courbes  représentant  le 

flux rotorique et sa référence sont superposées. On note  tout de même une légère 

perturbation au niveau du flux lors de la charge et décharge de la machine.

Si l’on compare les résultats expérimentaux aux résultats de simulation, on voit qu’ils 

sont assez proches. On note toutefois quelques différences, en particulier sur les  

figures : (3.8-c) et (3.8-d) où les résultats de simulation montrent une influence plus 

importante de l’onduleur sur le courant statorique.

3.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons tout d’abord présenté les principaux constituants 

du banc d’essais qui nous à permis d’implanter l’algorithme de commande robuste H∞

et de réaliser l’essai expérimental. Nous avons ensuite présenté les quelques résultats 

expérimentaux obtenus. Ces résultats concordent avec ceux obtenus par simulation et 

sont quasi similaires, ce qui montre que l’étude théorique et de simulation sont tout à 

fait bonnes et validées.

Toutefois, des problèmes inhérents à toute adaptation d’un algorithme de commande 

simulé sur un processus réel, apparaissent : retards, saturations, variations des 

paramètres allongement des temps de calcul à cause de l’accroissement de la 

complexité des lois de commande etc. De plus, la méthode de synthèse de contrôleurs

H∞ est de nature itérative où les fonctions de pondération sont obtenues 

empiriquement par l’essai et l’erreur, leur réglage est donc, basé sur le savoir-faire, 

jusqu'à l’obtention de contrôleurs donnant des résultats de simulation satisfaisant. Le 

problème c’est que les résultats sont moins bons lorsqu’ils sont  implantés. 

En dépit de ces remarques, on peut dire que le système de commande élaboré se 

comporte de manière satisfaisante.
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Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire de thèse avait pour objectif principal la conception 

et l’analyse a posteriori d’une loi de commande robuste aux incertitudes. Pour résoudre 

le premier problème, l’approche fréquentielle communément appelée commande 

robuste H∞ a été utilisée. Le second problème a été traité en effectuant une µ-analyse. 

Celle-ci s’appuie sur la notion de valeur singulière structurée. Dans le présent travail, 

nous avons restreint la mise en œuvre de la technique H∞ et de la µ-analyse au cas de 

la machine à induction pilotée par une IFOC.

Pendant de nombreuses décennies, la machine à courant continu à constitué la seule 

source électromagnétique de vitesse variable en raison de sa facilité de commande. La 

volonté de diminution globale des coûts conduit de plus en plus à rechercher les mêmes

performances avec la machine à induction dont les qualités de robustesse sont 

évidentes. Du fait des gros progrès obtenus ces dernières années, la commande, assez 

complexe, du moteur à induction peut être effectuée sans trop de difficulté. 

Le premier chapitre nous a permis de présenter la modélisation dynamique du MI dans 

l’hypothèse de linéarité : les matrices intervenant dans le modèle et liant les flux aux 

courants sont à coefficient variables. Une transformation de Park a été effectuée 

permettant ainsi de passer d’une représentation de la machine triphasée à une machine 

fictive biphasée à enroulement orthogonaux. Cette machine peut être pilotée de 

plusieurs façons. La méthode de contrôle vectorielle par orientation du flux rotorique 

indirecte IRFOC, permettant d’en maitriser la dynamique, a été retenue comme support 

de cette étude. Nous l’avons brièvement discutée. Le modèle adopté a été validé par 

simulation. L’ensemble des performances des contrôleurs conventionnels PI et IP 

calculées a été évalué à partir d’une simulation à l’aide du logiciel Matlab® lors du 

démarrage et de l’inversion de sens de rotation. L’influence de la variation de la 

résistance rotorique, par rapport à sa valeur nominale a été examinée. Cependant, bien 
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qu’elle donne des performances élevées à la machine, la IFOC présente l’inconvénient 

d’être peu robuste à la variation paramétrique.

Dans le deuxième chapitre, l’approche de commande H∞ standard a été introduite. Elle 

est réputée pour ses performances sur les processus incertains. C’est pour cette raison 

que nous l’avons envisagée pour notre application. Comme il s’agit d’une méthode 

relativement récente, certains concepts de base ont été évoqués. Le problème à traiter 

a été mis sous forme standard. Cette formulation permet d’une part de représenter à la 

fois le système à contrôler et si nécessaire, les informations sur les objectifs de synthèse

(sous forme de filtres) et d’autre part, de régler le compromis entre les objectifs de 

stabilité et les objectifs de performances par le biais de ces filtres. La méthode de 

résolution utilisant la représentation d’état est basée sur la résolution de deux 

équations de Riccati. Nous avons également, traité un exemple de mise en œuvre avec 

la configuration dite 4 blocs, permettant de se faire une idée de la technique présentée 

et de sa flexibilité. Dans la deuxième partie, le problème de la représentation des 

incertitudes de modélisation par des LFTs a été abordé. Deux outils servant à l’analyse 

de la robustesse d’une loi de commande ont été introduits, à savoir, le théorème du 

petit gain et la valeur singulière structurée. Nous nous somme intéressés plus 

particulièrement à la µ-analyse car elle permet l’analyse des systèmes incertains avec 

des incertitudes structurées. Dans la dernière partie de ce chapitre, nous avons abordé, 

dans un premier temps, la mise en œuvre de la technique H∞ permettant de prendre en 

compte un certain nombre de spécifications temporelles et fréquentielles. Cette 

méthodologie a été illustrée sur l’exemple de la machine à induction, où, Les 

contrôleurs conventionnels PI au sein des boucles internes de courant ont été remplacés 

par des contrôleurs H∞. Le but étant d’améliorer les performances et la robustesse de la 

commande. Dans un second temps, une analyse des lois de commande obtenues a été 

menée. Les résultats de simulation ont permis de constater que la stabilité robuste est 

garantie pour le système bouclé avec le contrôleur synthétisé.
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Dans le troisième chapitre, des validations expérimentales ont été réalisées pour 

évaluer les performances de la commande présentée. Les expérimentations ont mis en 

évidence de bons comportements lors des essais de démarrage à vide et de 

l’introduction d’une charge perturbatrice.

La stratégie de commande H∞ présentée a pour avantage la mise au point rapide de 

contrôleurs robustes, y compris pour des problèmes difficiles d’Automatique. Elle 

permet de prendre en compte, à priori et explicitement, des spécifications 

fréquentielles et temporelles du cahier des charge sous forme d’un critère unique à 

vérifier. Enfin, elle permet de traiter simplement la commande des systèmes MIMO. 

Cependant, la technique souffre d’inconvénients dont les principaux sont :

 Le choix des filtres de pondération s’avère un problème délicat pour une 

personne non expérimentée, car il n’existe pas de méthodologie permettant de 

les déterminer analytiquement ;

 L’ordre élevé des contrôleurs qu’elle fournit, pouvant poser des problèmes lors 

de leur mise en œuvre.

Cette étude a permis, la mise en œuvre, de l’approche fréquentielle H∞ dans la 

commande du MI et de la µ-analyse en tant qu’élément nouveau dans l’analyse de la 

robustesse des lois de commande. Les résultats obtenus sont tout à fait satisfaisants. Le 

travail effectué est cependant loin d’être achevé, les perspectives sont multiples : outre 

la poursuite des expérimentations en apportant des améliorations au banc d’essais, il 

est toujours possible, d’améliorer le modèle du processus, de faire un choix meilleur des 

pondérations en augmentant, si besoin est, leurs ordres, d’utiliser l’optimisation par 

algorithme génétique afin d’obtenir la meilleure configuration pour les paramètres du 

contrôleur, d’utiliser un filtre de Kalman étendu, par exemple, pour estimer la résistance 

rotorique, ce qui garantie une robustesse vis-à-vis de la dérive thermique de ce 

paramètre. Enfin, et afin d’améliorer le calcul des contrôleurs on peut utiliser la µ-

synthèse.
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Annexe  A

Caractéristiques et paramètres de La machine

Les  caractéristiques et paramètres de la machine à induction utilisée pour la simulation et 

l’expérimentation  sont donnés dans le tableau ci-dessous : 

Puissance nominale 0.9nP kW

Résistance statorique 12.75sR  

Résistance rotorique 5.1498rR  

Inductance  statorique 0.4991sL H

Inductance  rotorique 0.4331rL H

Inductance  mutuelle 0.4331mL H

Moment d’inertie 20.0035J k m 

Coefficient de frottement visqueux 10.001 . . /f N m rad s

Nombre de paires de pôles 2

Constante de temps  statorique 0.0391s s 

Constante de temps  rotorique 0.0841r s 

Coefficient de dispersion 0.1322 

Tableau  A-1- Caractéristiques et paramètres de la machine à induction
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Annexe  B

Calcul du contrôleur IP

Le schéma bloc de contrôle de la vitesse est le suivant:

Fig. B.1 –  Boucle externe de vitesse régulée par un IP

 Calcul des paramètres du IP

La FTBF par rapport à la consigne, s'écrit:

 *
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En identifiant à la forme canonique, on trouve le système suivant:

2

1

2

p n

p

n p

J

K Ki

f K

K Ki






 

  


                                                                     (B.02)

En asservissement, on obtient les paramètres du contrôleur, en fonction de l'amortissement  et de 

la pulsation n .
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Annexe  C

Calcul du contrôleur PI

Le schéma bloc de contrôle des composantes directe et en quadrature du courant statorique est 

donné ci-dessous:

Fig. C.1 –  Boucle interne de courant des deux axes d et q

La FTBO s'écrit:

   1 1
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                                                    (C.01)

Pour calculer les paramètres  piK et ii , on propose la méthode de compensation pôle -zéro qui 

consiste à placer le zéro du contrôleur au même endroit que le pôle dominant (le pôle le plus lent) du 

processus. La FTBO devient:

  pi
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sr ii
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G s

R s
                                                         (C.02)

La FTBF est alors donnée par:
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sr ii piR K est la constante de temps du système. Le temps de réponse est donné par:
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Annexe  D

Stabilité interne des systèmes LTI

La notion de stabilité est fondamentale dans le développement des systèmes asservis. En effet, en 

l'absence de cette propriété qualitative, aucun système n'est utilisable en pratique [55].

Dans cette annexe nous présentons la notion de la stabilité interne qui est définie à partir du 

paradigme suivant:

Fig. D.1 – Système bouclé

Définition   (Stabilité interne) La boucle fermée est dite stable de manière interne si et seulement si 

toutes les fonctions de transfert obtenues entre toutes les paires entrées-sorties produisent des 

sorties bornées à partir d’entrées d’amplitude bornée. I.e., stables au sens BIBO (Bounded Input 

Bounded Output) suivant l’acronyme anglais. Ainsi, pour qu’il y ait stabilité interne, il faut que les 

fonctions de transfert S ,T , GS et KS soient simultanément stables (i.e., ont leurs pôles dans 
 ) 

[32] [55]. Il est possible de démontrer que s’il n’ya pas de compensations pôles-zéros instables (dans 

le DPD) entre le processus  G s et le contrôleur  K s , la stabilité BIBO de l’une des quatre 

transferts suffit pour garantir la stabilité interne de tout le système [32] [35].



1u
 G s

 K s 


1e

1y

2u2y 2e
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Annexe  E

Valeurs singulières

Si u et y désignent respectivement l’entrée et la sortie de la fonction ou de la matrice de transfert 

d’un système, on a :  

 Dans le cas d’un système monovariable (SISO), la notion de gain d’une fonction de transfert 

 sH à une pulsation  correspond au module  sH , où     désigne le module d’un 

nombre complexe 

   
 



ju

jy
jH                                                                                             (E.1)                                                             

 Dans le cas d’un system multivariable (MIMO), le gain peut alors être défini comme le 

rapport de l’amplitude du vecteur de sortie sur l’amplitude du vecteur d’entrée. Mais, il n’est 

pas possible de définir une valeur unique pour ce gain, on peut par contre définir des bornes 

inférieures et supérieures en fonction de la pulsation  :

    
    



 jH
ju

jy
jH                                                                 (E.2)                                         

     Pour définir les deux valeurs extrêmes     jH et    jH , on introduit la décomposition 

en valeurs singulières (SVD) d’une matrice complexe. Cette décomposition met en évidence une 

matrice diagonale qui lui est équivalente.

Définition (SVD) 

La décomposition en valeurs singulières (SVD) d’une matrice complexe m nA  ,  est une 

décomposition  VUA , où

 m mU  est une matrice orthogonale, i.e., mIUUUU  * ;

 n nV  est une matrice orthogonale, i.e., nIVVVV  * ;

 m n est une matrice diagonale, i.e.  01 si mn  ou  1 0
T   si nm 

Avec: 
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Et                       1 2 0r                    min ,r m n                                 

les réels, non négatifs, ordonnés r ,,, 21  sont appelés  valeurs singulières de A . Ce ne sont 

rien d’autre que les racines carrées des valeurs propres de la matrice AA .

     AAAAA iii
                                                                      (E.4)

 A1   est la plus grande valeur singulière de A . Elle est notée  A .

 Ar   est la plus petite valeur singulière de A . Elle est notée  A .

Remarque : Pour un système monovariable, il n’existe qu’une seule valeur singulière, telle que :

        jAjAjA                                                                    (E.5)

   En conclusion, pour l’étude de la réponse fréquentielle d’un système monovariable on utilise le 

tracé du module et de la phase de la fonction de transfert  jH , i.e., le diagramme de Bode. Dans 

le cas d’un système multivariable, seul le tracé des valeurs singulières minimale et maximale de 

 jH en fonction de  peut être utilisée [32] [39] [50].
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Annexe  F

La transformation fractionnaire linéaire (LFT)

Définition : La LFT (Linear Fractional Transformation) est un formalisme qui permet de boucler deux 

systèmes linéaires entre eux. Il est notamment utilisé dans des problèmes d’analyse et de synthèse. 

Ce formalisme résulte directement du produit étoile introduit par Redheffer en 1960.

LFT inferieure :

Soient les transferts matriciels P et K , dont les réalisations d’état sont :

   
1 2

11 11 12
1 11 12 1 2

2 21 22
2 21 22

A B B
C D D

P C D D sI A B B
C D D

C D D


 

                 

               (F. 1)

  1k k

k k k k
k k

A B
K C sI A B D

C D
 

    
 

                                                          (F. 2)

La représentation d’une LFT inférieure est :

Fig. F.1 –La LFT basse

La représentation d’état du système équivalent notée  ,L LG F P K ou   *LG P K est alors :

2 2 2 1 2 21

2 22 21

1 12 2 12 11 12 21

k k k

L k k k k k

k k k k

A B FD C B FC B B FD D

G B EC A B ED C B ED

C D FD C D FC D D FD D D

  
 

  
   

               (F. 3)

Où    1

22 kE I D D
       et       1

22kF I D D
                                                     (F. 4)

En partitionnant   P    en une partie haute et une partie basse, comme suit :

K

1w1z
11 12

21 22

P P

P P

 
 
 

2w2z
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11 12
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                     (F.6)

LFT supérieure :

Soit le transfert matriciel  dont la réalisation d’état est :

A B

C D
 

 

 
   

 
                                                                                                     (F. 7)

La représentation de la LFT supérieure est :

Fig. F.1 –La LFT haute

La représentation d’état du système équivalent notée  ,U UG F P  ou   *UG P  est alors :

1 1 1 2 1 12

1 11 12

2 21 1 21 22 21 12

U

A B FD C B FC B B FD D

G B EC A B ED C B ED

C D FD C D FC D D FD D

  

    

  

  
 

  
   

               (F. 8)

Où    1

11E I D D


       et       1

11F I D D


                                                     (F. 9)

Le transfert  matriciel équivalent est :

  1

2 22 21 11 12 2z P P I P P w
                                                                  (F. 10)
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